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SO‘Z BOSHI

Algebra va sonlar nazariyasi kursi bakalavriatning Matematika
ta’lim yo‘nalishi dastlabki kurslarida o‘qitiladigan asosiy fanlardan
biri hisoblanadi. Algebra va sonlar nazariyasi kursi chizigli algebra,
gruppalar va halqalar nazariyasi, hamda sonlar nazariyasi bo‘limlarini
oz ichiga oladi. Ushbu o‘quv qo‘llanma kursning chizigli algebra, bir
o‘zgaruvchili ko‘phadlar nazariyasi va sonlar nazariyasi bo‘limlarini
garnrab olgan.

Ma’lumki, hozirgi kunda talabalarga zamonaviy fanlardan bilim
berish bilan bir qatorda, fundamental fanlarni yangi pedagogik metod
va texnologiyalar asosida o‘qitishga katta e’tibor qaratiimogda.
Buning natijasida o‘quv reja va fan dasturlariga bir qancha
o‘zgartirishlar  kiritildi. O‘qitiladigan fanlarning dolzarbligi va
mazmuniga, hamda talabalarning mustaqil ta’lim olishlariga alohida
urg‘u berilmoqda.

O‘quv qo‘llanma yangi dasturga mos ravishda tayyorlangan
bo‘lib, go‘llanmada chizigli tenglamalar sistemalari va ularnunig
yechish usullari, n-tartibli determinantlar, kompleks sonlar, matritsalar
va ular ustida amallar, ko‘phadlar va ularning ildizlari, chizigli fazo,
chizigli va bishiziqli akslantirishlar, chiziqli almashtirishlar va
ularning matritsalari normal shakli, bo‘linish nazariyasi, taggoslamalar
nazariyasi, multiplikativ funksiyalar kabi mavzular bayon gilingan.

Qo*llanma ma’ruza darslariga mo‘ljallab yozilgan bo‘lib, undan
“Matematika” ta’lim yo“Inalishi talabalariga ogitiladigan “Algebra va
sonlar nazariyasi” kursida foydalanish mumkin. Bundan tashqari,
“Amaliy matematika va informatika”, “Mexanika”, hamda boshqa
texnik yo‘nalishlar talabalari “Chizigli algebra va analitik geometriya™
kursini o‘rganishda ham foydalanishlari mumkin. Zero qo‘llanmaning
chiziqli algebra bo‘limi “Chizigli algebra va analitik geometriya”
kursining birinchi qismida oqitilishi rejalashtirilgan barcha mavzularni
0‘z ichiga oladi.



1BOB. TO‘'PLAMLAR VA AKSLANTIRISHLAR
1 - § To*plamlar va ular ustida amallar

To‘plam tushunchasi matematikaning boshlang‘ich tushuncha-
laridan biri bo‘lib, bu tushunchani o‘zidan soddaroq tushunchalar
orqali ta’riflanmay, balki misollar orqali tushuntiriladi. Masalan,
kutubxonadagi kitoblar to*plami, sinf xonasidagi o‘quvchilar to‘plami,
qandaydir shartni qanoatlantiruvchi sonlar to‘plami, to‘g‘ri chiziglar
t0*plami, ko*phadiar to‘plami va hokazo.

Umuman aytganda, to‘plam deganda biror umumiy xususiyatga
ega bo‘lgan narsalar (buyumlar) guruhi, majmuasi tushuniladi.
To*plamni tashkil etgan predmetiar uning elementlari deyiladi. Odatda
to‘plamlar 4,B8,C kabi katta harflar bilan, vlarning elementlari esa
a,b,c,x,y,z kabi kichik harflar bilan belgilanadi. Agar x element 4
to'plamga tegishli bo‘lsa, xe 4 kabi, aks holda, ya’ni tegishli
bo‘lmasa x ¢ 4 kabi belgilanadi.

To‘plamni tashkil etuvchi elementlar soni chekli yoki cheksiz
bo‘lishiga qarab, to‘plam chekli yoki cheksiz to‘plam deyiladi. Chekli
4 to‘plamning elementlar soni | A} kabi belgilanadi.

Birorta ham elementga ega bo‘lmagan to‘plam bo‘sh fo ‘plam
deyiladi va @ kabi belgilanadi.

—1.1-ta’rif. Agar 4 to‘plamning xar bir elementi B to‘plamga
ham tegishli bo‘lsa, 4 to’plam B to‘plamming gism to‘plami deyiladi
va A B bilan belgilanadi.

Ushbu ta’rifni gisqacha Vxe A= xeB tarzida ifodalash
murnkin.

4 to'plamning elementlari B to‘plamga tegishli va aksincha, B
to‘plamning elementlari 4 to'plamga tegishli bo‘lsa, 4 va B
to*plamlar teng to‘plamlar deyiladi, ya’ni

A=BoAcBva Bc A



Ta’kidlash joizki, bo‘sh to‘plam ixtiyoriy to‘plamga gqism
bo‘ladi va xar qanday to‘plam o‘z-0‘ziga qism to‘plam bo‘ladi, ya’ni
DcAdvadAcA.

Agar Ac B bo'lib, A= va AzB bo‘lsa, u holda, 4
to‘plamga B to‘plamning xos qism to‘plami deyiladi. & va 4
to‘plamlarga xosmas gism to‘plamlar deyiladi. Ma’lumki, bo‘sh
to‘plam va bitta elementdan iborat to‘plam xos gism to‘plamlarga ega
emas.

Elementlari  to‘plamlardan tashkil topgan to‘plamlarga
to ‘plamlar sistemasi deyiladi. .

Misol 1.1. Tekislikdagi barcha to‘g‘ri chiziglar to‘plami to‘g‘ri
chiziglar sistemasi bo‘lib, to‘g‘ri chiziq o‘z navbatida nugtalardan
iborat bo‘lgan to*plamdir.

- 1.2-ta’rif. 4 va B to‘plamlarning umumiy elementlaridan
tashkil topgan to‘plam A va B to‘plamlarning kesishmasi deyiladi va

A B kabi belgilanadi (1-chizma).

Misol 1.2. 4={0,1,5,7} va B=§{6,0,1, 8} to‘plamlar uchun
ANB={0,1} bo'ladi.
1.3-xossa. Ixtiyoriy A4,B,C to‘plamlar uchun quyidagi

munosabatlar o‘rinli:
a) ANA=4, AND=CNA=0;
by ANB=BNA (kommutativlik xossasi);
) (ANB)NC = AN(BNC)(assotsiativlik xossasi);
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d) ANBcAdva ANBcB;
e) Agar C < 4 va C < B bo‘lsa, uholda C < 4 B.
— L4-ta’rif. 4 va B to‘plamlarning barcha elementlaridan tashkil

topgan to‘plam A va B to‘plamlarning birlashmasi deyiladi va 4 UB
kabi belgilanadi (2-chizma).

AUB
2-chizma.,

Misol 1.3. 4={0,1,5,7} va B={-6,0,1, 8} to‘plamlar uchun
AUB={-6,0,1,5,7,8}.
1.5-x0ssa. Ixtiyorly 4,B,C to‘plamlar uchun quyidagi
munosabatlar o‘rinli:
a) AUd=4, AUZ=3U 4;
b) AU B= BU A(kommutativlik xossasi);
¢) {(4UB)UC = 4U(BUC) (assotsiativlik xossasi);
d) AcAUB va Bc AUB;
€) Agar AcC va B< C bo'lsa, AU B < C bo‘ladi.
To'plamlaming kesishmasi va birlashmasi uchun yuqorida
keltirilgan 1.3 va 1.5 xossalaridan tashqari V4, B, C to‘plamlar

uchun kesishma va yig‘indini bog‘lovchi quyidagi xossalar o‘rinli.
1.6-xossa.

a) AU(BNC)=(4UB)N(4UC);
b) 4N(BUC)=(4NB)U(4NC).
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Isbot. Ushbu xossaning a) gismini isbotini keltirish bilan
chegaralanamiz. Buning uchun, tenglikning chap tomoni o‘ng
tomoniga va aksincha, o‘ng tomoni chap tomoniga qism ekanligini
ko‘rsatamiz:

Vxe AU(BNC)=>xe4 yoki xeB(1C, bundan x<B va
xeC hosil bo‘ladi. Demak, xeAUB va xedUC bo'lib,
x € (AUB)N(4UC) ekanligini hosil gilamiz.

Xuddi shu usulda o‘ngdan chapga garab, mulohaza yuritilsak:

Vxe(AUBN(AUC)=>xe 4lUB va xe AUC, bundan esa
x4 yoki x & B va x € C hosil bo‘ladi. Demak, xe AU(B(1C).

1.7-ta’rif. 4 to‘plammning B to‘plamga tegishli bo‘lmagan

barcha elementlaridan tashkil topgan to‘plam A to‘plamdan B
to‘plamning ayirmasi deyiladi va 4\ B kabi belgilanadi (3-chizma)

4B

A

3-chizma.

Misol 1.4. 4={0,1,5,7} va B={-6,0,1, 8} to‘plamlar uchun

ANB={5,7} va B\4A={-6, 8}.
To‘plamlarning ayirmasi, kesishma va birlashma amallari bilan

quyidagi xossa orqgali bog‘langan. -
1.8-x0ssa.
a) AA(BUC)=(4\ B)N(A\C);
b) AA(BNC)=(4\B)U(4A\O);



Agar Bc 4 bo‘lsa, u holda 4\ B ayirma B ning A gacha
bo*lgan to‘ldiruvchisi deb ham ataladi.

—1.9-ta’rif. 4 va B to‘plamlarning simmetrik ayirmasi deb
(A\B)U(B\ 4) to*plamga aytitadi va AAB kabi belgilanadi.

Quyida simmetrik ayirmaning asosiy xossalarini keltiramiz.
1.10-xossa.

a) AAB=BA4

b) (AAB)AC = AA(BAC);

c) AN(BAC) = (AﬂB)A(AﬂC).

Muayyan vaziyatdan chigish uchun biror U to‘plam (odatda U

universal to‘plam deyiladi) olinib, uning qism to‘plamlari ustida
amallar bajariladi.

~— 1.11-ta’rif. Ushbu ©/\ 4 to‘plam A to‘plamni U to‘plamgacha
to‘ldiruvchi to‘plami deyiladi va 4 kabi yoziladi (4-chizma).

..
_ 4
T 4 chizma
1.12-x0ssa.
a) AUA=U;
b) ANA=2;
¢) A= A4,

d) 4UB .=2 NB (birtashma uchun de Morgan gonuni);
e) ANB =A4UB (kesishma uchun de Morgan gonuni);
f) A\B=ANB.



2 - § Binar munosabatlar

[kkita bo‘sh bo‘lmagan 4 va B to‘plamlar berilgan bo‘lsin. A4
to‘plamga tegishli bo‘lgan biror @ elementni va B to‘plamga tegishli
bo‘lgan biror b elementni olamiz. Birinchi elementi a, ikkinchi
elementi b bo‘lgan tartiblangan (a,b) juftlikni hosil gilamiz.

Barcha (a,b) ko‘rinishdagi juftliklardan tashkil topgan
{(a,b)|ac 4, be B} to‘plam A va B to‘plamlarning dekart (to‘g‘ri)
ko‘paytmasi deyiladi va 4x B kabi belgilanadi.

Misol 2.1. A=B=R bo‘lsa, R*=RxR dekart ko‘paytma
tekislikdagi barcha nuqtalar to‘plamidan iboratdir.

Misol 2.2. 4=[0,1] va B=[L,2] segment nugqtalaridan iborat
to*plamlarni olaylik. Bu to‘plamlarning dekart ko‘paytmasi

AxB={(x,3)]|0<x<L,1<y<2}
to‘plam 5-chizmada tasvirlangan kvadrat nugtalaridan iborat to‘plam
bo‘ladi:

T

- ety

{0.1) (i,l)

5-chizma.

Shuni ta’kidlash lozimki, ikkita (a,b) va (c,d) juftliklar a=c,

va b=d bo‘lgandagina teng deb qaraladi.
Xuddi shunday bir nechta to‘plamlarning dekart ko‘paytmasini

Ayx A4, x A %...x 4, kabi qarashimiz mumkin. Agar 4 =4, =..= 4,
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borlsa, u  holda ularning  dekart  ko‘paytmasini gisqacha
=4x4dx..x 4 shaklda yozish mumkin va uni n-darajali dekart
Ko'paytma deb yuritiladi. 4" ning elementlari uzunligi n ga teng
bo'lgan (x,,x,,...,,), X, € 4 satrli elementdan iborat bo‘ladi.
— 2.12-ta’rif. AxB to‘plamning ixtiyorly R qism to‘plami
(Rc AxB) 4 va B to‘plamlar orasidagi binar munosabat deyiladi.

Xususan, 4=B bo‘lsa, Rc AxA binar munosabat 4 da
aniglangan binar munosabat deyiladi. Binar munosabatlar, odatda
R, P, Q kabi xarflar bilan belgilanadi.

Agar Rc Ax A binar munosabat aniglangan bo‘lib, (x,y)e R
bo‘lsa, u holda x element y element bilan R munosabatda deyiladi
va xRy kabi belgilanadi.

Misol 2.3. Hagqigiy sonlar to‘plami R da x=y tenglik
munosabati binar munosabat bo‘ladi.

Misol 24. 4={2,5,4,6} bo‘lsin, R={(x,y)|x<y} to‘plam
binar munosabat bo‘ladi. Ravshanki, bu holda

R={(2,9), (2,5), (2,6), (4,5), (4,6), (5.9}
—-= 2.13-ta’rif. 4 to‘plamda aniglangan R binar munosabati uchun
quyidagi shartlar bajarilsa, 4 to‘plamda ekvivalentlik munosabati
aniglangan deyiladi:

1. Vx € 4 uchun xRx munosabat o‘rinli (refleksivlik);

2. xRy munosabatdan yRx munosabatning o‘rinliligi kelib
chigsa (simmetrik); .

3. xRy va yRz munosabatlardan xRz munosabat o‘rinli ekanligi

kelib chigsa (tranzitivlik).

A to‘plamming x va y elementlari orasida R ekvivalentlik

munosabati gisqacha xf- y shaklda yoziladi.
Masalan, haqigiy sonlar to‘plamidagi tenglik munosabatlari
ekvivalentlik munosabatlari bo*ladi.
2.14-teorema. Bo‘sh bo‘imagan A4 to‘plamda aniqlangan
ixtiyoriy R ekvivalentlik munosabati 4 to¢ plamni o‘zaro kesishmay-
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digan sinflarga ajratadi va aksincha, 4 to‘plam o‘zaro kesishmay-
digan sinflarga bo‘lingan bo‘lsa, u holda A to‘plamda berilgan
bo‘linishlarga mos keluvchi ekvivalentlik munosabati aniglash

mumkin.
Ishot. Aytaylik, A to‘plamda R ekvivalentlik munosabati

aniqlangan  bo‘lsin.  Ixtiyoriy ae€A4 element  uchun
Rla]={xe 4}(a,x)eR} to‘plamni aniglaymiz. R refleksiv
bo‘lganligi uchun ae€ R[a] ya’ni aniglangan to‘plam bo‘sh emas.
Ushbu to‘plamlar 4 to‘plamda o*zaro kesishmaydigan sinflarni hosil
qgilishini ko‘rsatamiz. Aytaylik, Rla] va R[b] to‘plamlar umumiy
elementga ega bo‘lsin. U holda z e R[a){(1R[b], yani ze R[a] va
z € R[b]. Bundan esa, (a,z) € R va (b,z) € R ekanligini hosil gilamiz.

Ixtiyoriy x € R[a] element olaylik, u holda (a,x}eR. Agar
(a,z)eR ekanligi, hamda R munosabatning simmetrik va
tranzitivligidan foydalansak, (z,x)eR bo‘lishini hosil qilamiz.
So‘ngra, (b,z)eR ni hisobga olib (b,x)R ni olamiz. Bu esa,
x € R[b] ekanligini anglatadi. Demak, Rla]< R[B].

Xuddi shunga o‘xshab R[b]c R[a] ekanligini hosil qilib,
R{a]= R[b] tenglikka ega bo‘lamiz. Bu esa R[a] o‘zaro kesishmay-
digan sinflar ekanligini anglatadi.

Va aksincha, agar 4 to‘plam o‘zaro kesishmaydigan sinflarning
birlashmasi shaklida ifodalangan bo‘lsa, R munosabatni quyidagicha
aniglaymiz. Agar a va b elementlar bitta sinfga tegishii bo‘lsa, ularni
R binar munosabat orqali bo‘g‘langan deymiz. Ravshanki, bu R
munosabat ekvivalentlik munosabati bo‘ladi. O

Agar biror 4 to‘plam R ekvivalentlik munosabati yordamida
o‘zaro kesishmaydigan qism to‘plamlarga bo‘lingan bo‘lsa, hosil
bo‘lgan gism to‘plamlarni ekvivalent sinflar deb ataymiz. 4 ning bu
ekvivalentlik sinflar to‘plami 4/R kabi belgilanadi va u faktor-

to‘plam deb ataladi.



Masalan, Z to*plamni barcha juft sonlar Z, = {2n|ne Z} va togq
sonlar Z, ={2n+1|neZ} ko‘rinishida ikkita sinfga ajratsak, ushbu
bo*linishga mos keluvchi ekvivalentlik munosabati

R={(x,y)|x~yjufison} cZxZ
ko*rinishida bo‘ladi.

3 - §. Akslantirishlar

Ushbu paragrafda 4 va B to‘plamlar orasidagi akslantirishlar va
ularning turlari haqida ma’lumotlar beriladi.

_— 3.1-ta’rif. A to‘plamdan olingan xar bir x elementga biror-bir f
qoidaga ko‘ra B to‘plamdan yagona y = f(x) element mos go‘yilgan
bo‘lsa, bu f qoidaga aksluntirish deyiladi.

Akslantirishlar odatda f:4—> B kabi belgilanadi. Shuningdek,
agar A=B bo'lsa, f akslantirishga almashtirish deb ataladi.

f:A— B akslantirish uchun A4 to‘plaﬁ S akslantirishning
aniglanish sohasi, B to‘plam esa giymatlar sohasi deyiladi. f
akslantirishning obrazi (aksi) deb quyidagi to‘plamga aytiladi:

FA)={f()|xe4}.

Akslantirishning obrazi adatda Imf kabi belgilanadi, ya’ni

Im f = f(A). Ixtiyoriy y € B elementning proobrazi (asli) deb
F'O)=lxed| f0)=3)
to‘plamga aytiladi.

B to‘plamning barcha elementlari proobrazlari to‘plami esa
akslantirishning proobrazi deyiladi.

Misot 3.1. R R, f(x)=x* qoida bilan berilgan moslik
akslantirish bo‘lib, Im f =R, barcha musbat hagiqiy sonlar to‘plami
bo‘ladi, xususan f7'(9) ={-3, 3}.

— 32t2’rif. f:4A—>B va g:4- B akslantirishlar berilgan
bo‘lib, barcha x€ A elementlar uchun f(x)=g(x) tenglik o‘rinli
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bo‘lsa, u holda f va g akslantirishlar teng deyiladi, hamda f=g

kabi belgilanadi.
— 3.3-ta’rif. Agar f:A4—> B akslantirish uchun Im f =B bo‘lsa,

ya’ni ixtiyoriy y € B element uchun xe 4 element topilib, f(x)=y
bolsa, f akslantirishga syuryektiv deyiladi. '

— 34-ta’rif. Agar f:4A—>B akslantiish uchun x #x,
ekanligidan f(x) = f(x,) kelib chigsa, f akslantirish inyekeiv
deyiladi.

- 3.5-ta’rif. Bir vaqtning o‘zida ham syuryektiv, ham inyektiv
bo‘lgan akslantirishga biyektiv (o‘zaro bir qiymatli) akslantirish
deyiladi.

Agar bizga f:A— B va g:4'—> B’ akslantirishlar berilgan
bo‘lib, Ac A, BC B va Vxe4 uchun f(x)=g(x), bo‘lsa g
akslantirishga f akslantirishning davomi deyiladi.

Misol 3.2. a) f(x)=x" qoida bilan berilgan f:R—>R
akslantirishlar syuryektiv ham, inyektiv ham emas;

b) g(x)=x qoida bilan berilgan g:R >R, akslantirishlar
syuryektiv, lekin inyektiv emas; ( —)2 e

¢) p(x)=x" qoida bilan berilgan p:R, »> R akslantirishlar

inyektiv, lekin syuryektiv emas; w ()
" d) h(x)=x" qoida bilan berilgan A#:R, — R, akslantirish
biyektiv bo‘ladi.

Bundan tashqari, g akslantirish A akslantirishning davomi, o‘z
navbatida f akslantirish esa g akslantirishning davomi bo‘ladi.

Ta’kidlash joizki, agar A4 to‘plam chekli to‘plam bo‘lsa,
f 14— A akslantirish inyektiv bo‘lishi uchun uning syuryektiv
bo‘lishi zarur va yetarlidir. Demak, 4 chekli to‘plamni o°zini o‘ziga
akslantiruvchi  ixtiyoriy syurektiv aklantirish ham, inyektiv
akslantirish ham biyektiv bo‘ladi.



3.6-ta’rif. Agar f:4—> B va g:B— C akslantirishlar uchun
shunday h:A4-—>C akslantirish mavjud bo‘lib, Vxe 4 uchun
x)=g(f(x)) bo'lsa, h akslantirish f va g akslantirishlarning
kompozitsiyasi (ko‘paytmasi) deyiladi va = geo f kabi yoziladi.

Akslantirishlarning kompozitsiyasini aniglanishidan ma’lumki,
go f akslantirish aniglangan bo‘lsa, fo g akslantirish har doim ham
aniglanavermaydi.

Agar A=B=C bo‘lsa, u holda fog va gof akslanirishlar
aniglanadi, lekin ular har doim ham teng bo‘lavermaydi, ya’ni
umuman aytganda, fog#geo f,

Masalan, agar R R, f(x})=x*va g:R> R, g(x)=x+1
akslantirishlar berilgan bo‘lsa, u holda f(g(x)) = f(x+1)=(x+1)* va
(g0 N)x)=g(x")=x"+1bo'ladi, ya’'ni fog#gof.

Demak, akslantirishlar kompozitsiyasi amali kommutativlik
goidasiga bo‘ysunmaydi.

Quyidagi xossa akslantirishlarning kompozitsiyasi assotsiativlik
xossasiga ega bo‘lishini ko‘rsatadi.

3.7-xo0ssa. Xar qanday f:4— B, g:B—>C, h:C — D akslan-
tirishlar uchun Ao (ge f)=(he g)o f tenglik orinli.

Endi birlik va teskari akslantirish tushunchalarini kiritamiz.

— 3.8-ta’rif. e(x)=x ko‘rinishida aniqlangan e: 4— 4 akslan-
tirishga birlik (ayniy) akslantirish deyiladi. Birlik akslantirish odatda
e, kabi belgilanadi.

Ravshanki, bislik akslantirish biyektivdir va ixtiyoriy f:4—> B

akslantirish uchun foe, =e; o f = f tenglik o‘rinli bo‘ladi.
——3.9-ta’rif. Agar f:4-> B akslantirish uchun g:B— 4 akslan-
tirish topilib, go f=e, va fog=e, o‘rinli bo‘lsa, g akslantirishga
f akslantirishning teskarisi deyiladi va g=f' kabi belgilanadi.

Teskarisi mavjud bo‘lgan akslantirishga teskarilanuvchi akslantirish
deyiladi.



3.10-tcorema. Agar f akslantirishga teskari akslantirish mavjud
bo‘lsa, u yagonadir.
Isbot. Faraz qilaylik, g va g" akslantirishiar f akslantirishning
teskarisi bo‘lsin, ya’ni
gof=e,, fog=e, va fog'=e, g'of=e,
U holda
g=e,cg =(gof)og'=go(fog)=g°¢ =8
]
3.11-teorema. Agar f:4A—>B va g:B-—>A akslantirishlar
uchun go f=e, tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda f —inyektiv, g—
syurektiv akslantirishlar bo‘ladi.
Isbot. Hagiqatan ham, x,x,€4 va f(x)=f(x,) bo'lsin. U
holda
x =e,(x)=(g°H)x,=g(f(x)) =g(f(x))=¢e(x)=x,
ekanligi kelib chigadi, demak, f —inyektiv.
Ixtiyorly x € A element uchun
x=e,(x)=(g° H)x)=8(f(x))
ekanligidan esa g akslantirishning syuryektivligi kelib chiqadi. O
3.12-teorema. Xar qanday biyektiv akslantirish teskarila-

nuvchidir.
Isbot. Aytaylik, f:A4—> B biyektiv akslantirish bo‘lsin. U holda

ihtiyoriy ye B wuchun yagona xe A element topilib, f(x)=y
bo‘ladi. g(y)=x ko‘rinishida aniglangan g:B-—> 4 akslantirish f
akslan-tirishga teskari akslantirish bo‘ladi. g
3.13-natija. Biyektiv f akslantirishning teskarisi ham biyektiv
bo‘ladi va (f™')™ = f tenglik o‘rinlidir.
3.14-natija. f:A—> B, g:B—C biyektiv akslantirishlaning
g° f kompozitsiyasi ham biyektiv bo‘ladi va (go f) ' = fog™.
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11 BOB. KOMPLEKS SONLAR
4 - §. Kompleks sonlar va ular ustida amallar

Bizga R haqigiy sonlar to‘plami berilgan bo‘lsin. C=RxR
to‘plamda qo‘shish va ko‘paytirish amallarini ~ quyidagicha
aniqlaymiz:

(a,b)+(c,dy=(a+c,b+d),
(a,b)-(c,d) =(ac—bd,bc + ad).
Ravshanki, C da aniglangan qo‘shish va ko‘paytirish amallari
uchun quyidagi shartlar bajariladi:
a) qo*shishning kommutativligi: (a,b) + (c,d) =(c,d) +(a,b),
b) qo*shishning assotsiativligi:
(@b)+{c,d)])+ (e, =(a,b) +[(c,d) +(e. )],
¢) ko*paytirishning kommutativligi (a,b)-(c,d) =(c,d)-{a,b),
d) ko*paytirishning assotsiativligi:
[(a1b)‘ (c,d)]'(e,f) = (ﬂ,b) ‘[(Csd) . (e:f)]
Ushbu gonunning o‘rinli ekanligi quyidagi tengliklardan kelib
chigadi:
[(a,b)(c,d))- (e, f) = (ac—bd,ad +bc)-(e. f) =
= ace~bde— adf - bef +acf —bdf + ade+bef
@b)-(e.d)-(e, D= (@,b)- (ce—df ,cf +dle) =
=ace~bde-adf —bef + acf —bdf + ade + bef .
e) distributivlik qonuni:
[(asb) + (C,d)] ’ (e’f) = (as b) : (e’f) + (C,d) i (e,f);
Qo'shish va ko‘paytirish amallarini bog‘lovchi ushbu
distributivlik qonuni ham o‘rinli bo*lishini tekshirish qiyin emas:
Ua.b)+{e.d)(e.N=(a+c,b+d)-(e. )=
=(ae+ce—bf —df ,af +cf +be+de),
(a,b)-(e, /)+(c,d)-(e, f)=(ae—bf ,af +be) +{ce—df ,cf +df) =
=(ae+ce~bf —df ,af +cf +be+de).
Ta’kidlash joizki, (0,0) element C to‘plamning trivial (nol)
elementi, (1,0) element esa birlik elementi bo*ladi, ya’ni:
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(a,b)+(0,0)=(0,0) +(a,b) =(a,b),
(a,b)-(1,0)=(1,0)- (a,b) = (a,b).

Ma’lumki, ixtiyoriy (a,b)eC element garama-qarshi (—a,—b)
elementga ega.

Endi biz C to‘plamdagi ixtiyoriy noldan fargli (a,b)
elementning teskarilanuvchi ekanligini ya’ni (a,6)-(x,y)=(L0)
tenglama yechimga ega ekanligini ko‘rsatamiz. Ushbu tenglamadan
quyidagiga ega bo‘lamiz

(a@x—by,ay +by) =(1,0).

Bu tenglikdan quyidagi ikki noma’lumli tenglamalar sistemasi

hosil bo‘ladi

ax-by =1,
bx+ay=0.
Ma’lumki, bu sistema (a,b)#(0,0) bo‘lganda yechimga ega
botlib, ¥ =—2—, y=——2— ekanligi kelib chigadi.

a*+b*’ y_a2+b2
Demak, (a,b) element uchun teskari element

] b
S )
(o) [a"‘d—ba &+

ko‘rinishga ega bo‘ladi.

4.1-ta’rif Qo‘shish, ayirish, ko‘paytirish va bo‘lish amallari
aniglangan C to‘plamga kompleks sonlar to ‘plami, uning elementlari
esa kompleks sonlar deb ataladi.

Kompleks sonlar to‘plamining (a,0) ko‘rinishidagi elementlari

to‘plamini R, orqali belgilaymiz. C da Kkiritilgan go‘shish va
ko‘paytirish amallarini R, da qaraymiz:
(a,0)+(c,0) =(a+c,0),
(4,0} (¢,0) =(ac,0).
Ushbu tengliklardan ko‘rinadiki, R, to‘plamdagi qo‘shish va
ko‘paytirish amallari, haqiqiy sonlar to‘plamidagi amallar kabi
aniqlanadi.



R, va R to‘plamlar orasida f((a,0))=a kabi f:R, >R
moslik o‘rnatsak, yuqoridagi tengliklardan ushbu moslik ko‘paytma
va yig'indi amallarini saqlashi kelib chigadi. Demak, (@,0)=a deb
olish mumkin.

Agar (0,1) elementni i orqali belgilasak,

#=(0,)-(0,)=(-,0)=-1
bo‘ladi. Ushbu icC elementga mavhum birlik deyiladi. Ixtiyoriy
(a,b) e C uchun
(a,b)=(a,0)+(0,b) = (a,0)+ (5,0} - (O,1) =a+bi
tenglikni yozishimiz mumkin, Shunday qilib, C kompleks sonlar
to‘plamining ixtiyoriy elementini z=a+bi shaklda yozish mumkin.
Bu shaklga kompleks sonning algebraik shakli deyiladi.

Kompleks sonning algebraik shaklidagi @ songa kompleks
sonmning haqigiy qismi deyiladi va Re(z) orqali belgilanadi. Undagi
b soni esa z kompleks sonning mavhum gismi deyiladi va Im(z)
orqali belgilanadi. Mavhum gismi nolga teng bo‘lgan kompleks sonlar
hagigiy sonlar bo‘lsa, hagiqiy gismi nol bo‘lgan kompleks sonlar
mavhum kompleks sonlar deyiladi.

Ushbu Z=a-bi kompleks soni z=a+bi kompleks soniga
qo‘shma kompleks son deyiladi. Qo‘shma kompleks sonlar uchun

z+Z =(a+bi)+(a—bi)=2a,
z-Z=(a+bi)-(a=bi)=a* +b*
tengliklar o'rinti, ya’ni kompleks sonning o‘z qo‘shmasiga yigindisi
va ko'paytmasi haqiqiy son bo‘ladi.

4.2-xossa. Kompleks sonlaming qo‘shmasi quyidagi xossalarga
ega:

8) 7+ 2,=7+2,;
b)z-z,=2-17;

C.) zl-z==z.

-
1 #3212
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d) [—z‘-) =3,
z] %
Kompleks sonning teskarisini topishda uning qo‘shmasidan
foydalanish juda qulay hisoblanadi:
_ 1 a-bi a-bi a b ;
Ta+bi a-bi @ +b @+ a+b
4.3-tasdiq. Bizga z = a+bi kompleks son berilgan bo‘lib, u +vi

(a+bi)-1= ]b'
a+ol
z¢=+\/l(a+ Ja* +b ),

uning kvadrat ildizi bo‘lsin, u holda
/5
v==% Jl(—a-h/az +b )
2

Isbot. Aytaylik, va+bi =u+vi bo‘lsin. U holda bu tenglikni

ikkala tomonini kvadratga ko‘tarsak,
@+vi)’ =a+bi
A1

u'-vi=a,

tenglikni hosil gilamiz. Bundan

{2uv=b.
tenglamalar sistemasi kelib chigadi. Bu sistemadagi tenglamalaming

har birining ikkala tomonini kvadratga ko‘tarib, so‘ngra ularni

qo‘shsak, quyidagi tenglikka ega bo‘lamiz:
@ V) +4V = +v'Y =a* + b
So‘nggi tenglikdan u®+v* =a’ +4* (ildiz musbat ishorali,
chunki tenglikning chap tomoni musbat sondir). Bu tenglikdan va
tenglamalar sistemasi birinchi tenglamasidan quyidagilarni hosil

qilamiz;
u? =%(a+\/a2 +b2),
v =%(—a+\/a2 +5? )
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Nvadnat ildizdan chiqarib,

© va v lami topamiz. (4.1) tenglamalar sistemasning ikkinchi
tengligiga ko‘ra wv ko‘paytmaning ishorasi b ning ishorasi bilan bir
xil bo'ladi, ya'ni agar b>0 bo‘lsa, u va v lar bir vaqtning o‘zida
musbat yoki manfiy ishorali, agar 5<0 bo‘lsa, « va v lar turli
ishorali bo*ladi. 0
Shunday qilib, ixtiyoriy kompleks sonnning ikkita kvadrat ildizi
mavjud va ular bir-biridan ishorasi bilan farq qiluvchi sonlar bo‘ladi.
Xususan, manfiy hagiqly sonlardan ham kvadrat ildiz chiqarish
mumkin. Hagiqatan ham, agar a<0 va b=0 bo‘lsa, u holda

@ +b* =—a (bu ildiz musbat) va =;l,-(a-a)=0, ya'ni u=0
bo‘ladi. Demak, vat=+J=a i bo‘ladi.

Misol 4.1. z=-35-12i kompleks sonning kvadrat ildizlarini
toping. Bu yerda a=—35, b=-12 ekanligi uchun

Jat +b* = 1225 +124 = 1369 = 37.

Shuning uchun

1 =2(35+37)=36

% =%(-35+37)=1.

Demak, u=+6, v==1, xamda b <0 bo‘lganligi sababli, « va
v larning ishoralari turli xil bo‘ladi, shuning uchun

V-35-12i =+(6-1).
Misol 4.2. (2+4i)z°+22+6-6i=0 kvadrat tenglamani
kompleks sonlar maydonida yeching,
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Kvadrat tenglamaning diskriminanti D=2J-35-12i =2(6 i)
bo‘lib,
—2-2(6-1) _~7+i 2-4i _-10+30i _~10+30i _ 1 3,

Z, = = = o
Yo2(2+4i) 2440 2-4i 4416 20 22
_2+2(6-i) _ 5-i 2-4i _6-22i 6-22i 3 1

TTU2(244i) 2440 2-4i 4416 20 10 10

5 - §. Kompleks sonlarning geometrik tasviri va
trigonometrik shakli

Ma’lumki, haqiqiy sonlar to‘plaminining geometrik talqini
to‘g‘ri chiziqdan iborat bo‘ladi. Ya’ni, haqiqiy sonlar to‘plami bilan
to‘gri chiziq o‘rtasida o‘zaro bir giymatli moslik mavjud. Shuning
ushun R to‘plamni to‘ri chiziq deb garashimiz mumkin. Bundan esa,
R? to*plamni tekislik deb qarash mumkinligi kelib chigadi.

Kompleks sonlar to‘plami bilan R? to‘plam orasida bir qiymatli
moslik mavjudligini hisobga olsak, kompleks sonlar to‘plamining
geometrik talqini tekislikdan iborat bo‘lishini payqash qiyin emas.

Kompleks sonlar mos go‘yilgan tekislik kompleks tekislik
deyilib, kompleks tekislikning abssissa o‘qi nuqtalariga hagiqiy
sonlar, ordinata o‘qi nuqtalariga esa sof mavhum sonlar mos keladi.
Shuning uchun kompleks tekislikning abssissa o‘qiga haqiqiy o‘g,
ordinata o‘qiga esa mavhum o‘q deyiladi. Demak, z =a+ib kompleks
sonning kompleks tekislikdagi o‘rni quyidagi shak!da tasvirlanadi:

YA

6-chizma.
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Tekislikdagi z nugta bilan koordinatalar boshini tutashtiruvchi
kesma uzunligini r orqali, bu kesmaning OX o°qi bilan soat
strelkasiga qarama-qarshi yo*nalishda hosil gilgan burchagini ¢ orqali
belgilaymiz.

o &

7-chizma.

Endi z=a+ib kompleks sonning trigonometrik shaklini
ifodalaymiz. 2-chizmadagi to‘g‘ri burchakli uchburchakdan Pifagor
teoremasiga asosan

r=va* +b 6.1

tenglik kelib chigadi. Burchak kosinusi, sinusi va tangenslarining
ta'rifidan @ burchak aniqlanadi:

cosq;:g, singo:é (5.2)
r r

yoki

o=l .3)
a

Kesma uzunligi r ga kompleks sonning moduli deyiladi va | z|
orqali belgilanadi. Ya’ni, | z}=r = Va* +b*.

Kompleks sonning argumenti deb, ¢ burchakka aytiladi va
arg z orqali belgilanadi. (5.2) tengliklardan a va b larni topamiz:
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a=rcosp, b=rsing.
Ushbu tengliklarni kompleks sonning algebraik shakliga
qo‘ysak,
z=r(cosg+ising) 5.4

tenglikni hosil qilamiz. Bu tenglikka =z kompleks sonning

trigonometrik shakli deyiladi.
Tabiiyki, kompleks son qo‘shmasining trigonometrik shakli:
Z =r(cosp—ising) =r(cos(—p) +isin(—p))
bo‘ladi.
5.1-teorema. Trigonometrik shaklda berilgan ikkita kompleks
sonlar ko‘paytmasining moduli, ko‘paytuvchilar modullarining
ko‘paytmasiga, argumenti esa ko‘paytuvchilar argumentlarining

yig‘indisiga teng, ya’ni
la-Bl=lel-| Bl

arg(a- fy=arga+arg 5.
Isbot. Bizga a=r(cos@p+ising) va f=plcosy+isiniy)
kompleks sonlari berilgan bo‘Isin. U holda
- f=r(cosp +ising)p(cosy +isiny) =
=r- p(cosg-cosy —sing-siny +i(sin@- cosy +cos@-siny)) =
=r- p(cos(p+y)+isin(p +y)).
Demak,
la-Bl=p-r=lal:| B va arg(a f)=p+y =arga +arg f

bo‘ladi.
Bu teoremadan bevosita quyidagi natijani hosil qilamiz.
5.2-natija. Bir nechta «,,0,,....«, sonlar ko‘paytmasining

moduli
la-ay-a,da ||, |a,l
va argumenti
arg(e, @, ... a,) =arga, +arga, +...+arga,
bo‘ladi.

Misol 5.1. a=1—7 kompleks sonini trigonometrik shaklga
keltiring. a=1, b=—1 ekanligidan r =1+1=+2, hamda
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1 1
cosp =—=, sinp=——
V2

\/5 »
tengliklardan p= TTH ga ega bo‘lamiz. Natijada
( Tz

os—+ sin— 1.

a= «/‘ ¢ isin_-

Misol 5.2. a=1-i va f =\/:2'(cos§+i cos%) kompleks

- \
sonlarning ko‘paytmasini toping. « =\/2£cos7—:-+ isin Z}J ekanli-
gini hisobga oslak,

a f= ﬁ(ccsy— + isin7—”)- «/E(cos£+ icos%) =

(00515—” +ISIH15—”\
o 8 /)

6 - §. Muavr formulasi, kompleks sondan ildiz chiqarish.
Birning ildizlari

Ushbu paragrafda trigonometrik shaklda berilgan kompleks
sondan n darajali ildiz chiqarish formulasini keltiramiz. Bizga
a =r(cosp+ising)
ko‘rinishidagi kompleks son berilgan bo*Isin.

6.1-tasdiq (Muavr formulasi). Har qanday ne€Z butun son
uchun quyidagi tengliklar o‘rinli:

" =r"(cosng +isinng), 6.1)

ya'ni, |@"|=| |, arg(a")=nargg.
Isbot, 5.2-natijada
N=h == =F, g =@,=..=@,=

deb olsak, (6.1) formulaning natural sonlar uchun o‘rinli ekanligi kelib
chiqadi.
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Endi ushbu formulani manfiy butun sonlar uchun o‘rinli
ekanligini ko‘rsatamiz.

e _1_ 1 _cosp—ising _
a r(cosp +zsu1¢) cosp—ising
= w =r"(cosg —ising)=r""(cos(—p) +isin(—p))
r(cos” g +sin” @)

tenglik formulani n=—1 da o‘rinli ekanligini ko‘rsatadi.
Endi ixtiyoriy » manfiy butun son uchun n=-m, meN deb
olib,

(r(cosp+ising))” =(r(cosp+ising))™" =
=((r(cos@+ising))™)" = (+"*(cos(—p) +isin(—p)))" =
=r""(cos(~mep) + isin(—m@)) = r" (cos(nyp) + isin(ngp)),

ya'ni (6.1) tenglik manfiy butun sonlar uchun ham o‘rinli.

Misol 6.1. Muavr formulasi yordamida (1—#)"" ifodani
soddalashtiring.
- yylo
(1—i)'°=(\/2| coskr-+isin7_7r [ =25( s +lsin3—5£]_
\ L4 1)) 4

\

32(005(167r+ 3—;—) + isin(167r + %D =

32((:053— + 1sm—-—) 32-(-)=-32i.
2 2

6.2-natija. Ikkita kompleks son nisbatining moduli modullar
nisbatiga, argumenti esa argumentlar ayirmasiga teng,

Isbot. a=r(cosp+ising) va f=plcosy+ising) va
kompleks sonlar berilgan bo‘lsin. U holda

% =r(cosg +isinp)p™ (cos(—y) +isin(—y)) =

=r- p (cos(p —) +isin(p )
bo‘lib, bundan
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a 4 r el
i :r-p =——,
P p 1B
Shuningdek,
arg%w—w:argw—argw
kelib chigadi.

——6.3-ta’rif. @ va @ kompleks sonlari va » natural son uchun
@" =a tenglik o'rinli bo‘lsa, @ kompleks son & sonning n-darajali
ildizi deyiladi.

Quyidagi teoremada kompleks sondan n-darajali ildiz chigazish
formulasini keltiramiz.

6.4-teorema. Ixtiyoriy kompleks son » ta turli n-darajali ildizga
ega bo'lib, ular quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

2 1 ——
o, =% r[ws[w+ ”Ek)+isin[‘p+ 2Tk))_ k=0,n-1
n n

Isbot. « sonining n-darajali

kompleks  ildizini
o=p(cosf+isinf) ko‘rinishida izlaymiz. Muavr formulasiga
asosan

o" = p"(cosnf +isinnd) = r(cosp +isinp).
Bundan p"=r, nf=@+2zk, keZ kelib chiqadi. Bu tenglik-

Jardan p=(‘fr-, 9=¢+2ﬂk

, k€ Z ni olamiz. Demak, & ning har bir
n-darajali ildizi ushbu

)
0=, =ﬁ(ms[$—+—ﬂ)+min[w]), keZ
n n

ko‘rinishga keladi, va aksincha, bunday ko‘rinishga ega bo‘lgan har
ganday kompleks son « ning n-darajali ildizidir.
Endi k ga 0, 1, 2, .., n—1 giymatlar berib, @,, ®,, @5, .., @,

n-1

larni topamiz, bularning hammasi turlicha bo‘ladi, chunki & ni bittaga



2l
orttirish argumentning &£ ga ortishiga olib keladi. Endi k2r
n

bo‘lgan holni ko‘ramiz. k ni n ga qoldigli bo‘lsak,
k=nq+r, 0<r<n-1,

bo‘lib,

+2mq

¢+27rk_¢+27mq+27tr=¢+27z’&
n

n n
kelib chigadi. Natijada,

2
@y =% r(cos(LZﬂz+27rq)+isin(¢)+ ”Z+2F¢ID=
n n
= Qf;(cus[MJ + fsin[ 4 +:WJJ =a,
n

bo‘ladi, ya’ni w,, @, @, ..., @, , larning biriga teng bo*ladi.

Misol 6.2,
h-i \/2‘ cos—+zsml’£\I =
4)
—7£+2 k —7£+27tk
=4/2] cos +isin :
3 3

"

hosil bo‘iadi, bu yerda £ =0.1,2. Bundan

@, \/E(COS-—+ISIH7—\I,
12 12 )

S .. 3
@ = 2 (cos—; +isin Tﬁ),

J

uchta turli ildizlari hosil bo‘ladl.
Endi bir sonning n-darajali kompleks ildizlari ustida to‘xtalamiz.
Agar @ =1=cos0+17sin0 deb olsak, u holda 1 ning n-darajali ildizlari

g == (cos( 4 )+isiu[%)), k=0,n-1
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bo‘ladi va birning barcha n darajali ildizlari n ta £, =1,£,£,,....£,,4
kompleks sonlar to‘plamidan iboratdir. Ushbu to‘plamni <& >, kabi
belgilab olamiz.

6.5-teorema. Biming barcha ildizlari uchun quyidagi xossalar

orinli.

a) &,,, €<£>, uchun ¢, -5, €<e>,;

b) &, e<&>, uchun (g,)" e<e>,.

Isbot. a) Haqiqatan, agar ,.£, e<e>,, 0<k,m<n—1 bo'lsa,

(5.-8,) =& -en=11=1,

n

b) £ ning teskarisi ;" bo‘lsa, (&;')’ =(L) L1 boladi.
El’ El’

Muavr formulasiga asosan &, =€," . Demak, <&>, to‘plam &
ildizning darajalari orqali ifodalanadi.
-— 6.6-ta’rif. Agar birning n-darajali ildizi &, uchun

{51606 Eb ) =<E>,

shart o‘rinli bo‘isa, u holda £, birning n-darajali boshlang‘ich ildizi
deyiladi.

n
gich ildizi bolishi uchun & va »n sonlari o‘zaro tub bo‘lishi zarur va
yetarli.

6.7-tasdiq. &, =COS(%)+I'SM(-2—”—IE) ildiz birning boshlan-

Ishot. Aytaylik, ¥ va n sonlari o‘zaro tub bo‘lsin. U holda &,
boshlang‘ich ildiz ekanligini ko‘rsatamiz. Teskarisini faraz gilaylik,
va'ni shunday n, va n,, (0<n <n,<n-1) sonlari topilib, £ =&

bo‘lsin. U holda &*™ =1 bo‘lib, bundan esa, 200 %)

n
va'ni k- (n, —n)=1-n hosil bo‘ladi. Ushbu tenglikdan & va »n o‘zaro

b va n,—n <n ekanligini hisobga olsak, m, =#, kelib chigadi.
Demak, g, boshlang‘ich ildiz.

=2,
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Aytaylik, &, boshlang‘ich ildiz bo‘lsin, u holda & va n sonlari
o‘zaro tub ekanligini ko‘rsatamiz. (k,n)=d bo‘lsin, ya'ni n=n,-d,
k=k d.Uholda

7Y il 27K ( 27k )_Hs‘.n(z;rk, )
(= )

(2
&, =C08f — +1IsIn; —— ! =CO0S
L Ure) A n )

Bundan esa, &' =1 ekanligi kelib chigadi. &, boshlang‘ich ildiz
ekanligi uchun », =, ya'ni d=1.

Yuqoridagi tasdigdan ko‘rinadiki, agar n=p tub son bo‘lsa,
£33, 6, larning hammasi boshlang*ich ildiz bo‘ladi.

Misol 6.3, Biming  3-darajali  ildizlarini  toping.

£ —cOSE;EE-HSm 3k k=0,1,2 ekanligidan:

£ =1,
27 a1 A3
£ =c0s—+isin—=——+i—,
3 3 2 2
dr . 4r 1 A3
8 _‘COS—-+ZSlﬂ—=———I—
3 3 2 2

kelib chigadi. ,,£, lar birning 3-darajali boshlang*ich ildizlaridir.
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T BOB. MATRITSALAR VA DETERMINANTLAR
7 - §. O‘rin almashtirishlar va o‘rniga qo‘yishlar

Bizga dastlabki » ta natural sonlar (1,2,...,s) berilgan bo‘lsin. Bu
sonlarni osish tartibida joylashishdan tashgari boshga usullar bilan
ham tartiblash mumkin. Masalan, #=3 bo‘lgan holda (1,2,3) uchlikni

(1,3,2), (2,1,3), 2,3,), (3,2,1) va (3,1,2) kabi tartiblarda joylash-
tirishimiz mumkin.
—-7.1~ta"rif. 1,2, ..., #» sonlarning ma’lum bir tartibdagi joylashi-
shiga » ta sondan tuzilgan o ‘rin almashtirish deyiladi.
n ta sondan iborat barcha orin almashtirishlar to‘plami S, kabi
belgilanadi.

7.2-tasdig. » ta sondan iborat barcha o‘rin almashtirishlar soni
n! gateng, ya'ni |S“|=n‘..

Isbot. Ushbu tasdiqni isbotlashda matematik induksiya usulidan
foydalanamiz. Ravshanki, n=1 da o‘rin almashtirish soni bitta
bo‘ladi, ya'mi l!=1. Shuningdek, m=2 bo‘lgan holda ofrin
almashtirishlar soni ikkita bo‘ladi, ya’ni (,2) va (2,1).

Tasdigni #—1 ta sonli o'rin almashtirishlar uchun o‘sinli deb
faraz qilib, » ta sonli o‘rin almashtirish uchun ko‘rsatamiz.

n—1 ta sondan iborat barcha o‘rin aimashtirishlarning har biriga
unga kirmagan » sonini joylashtirib chigish natijasida barcha »n ta
sondan tuzilgan o‘rin almashtirish hosil gilamiz. Xar bir o‘rin
almashtirishda » soni » hil usulda joylashadi.

n—-1 ta sondan iborat barcha o‘rin almashtirishlar (n—1)! ta
ekanligidan, n ta sondan tuzilgan o‘rin almashtirishlar soni
(n—Dt n=mn! ekanligi kelib chigadi. O

-— 1.3-ta’rif. O‘rin almashtirishning ixtiyoriy ikkita elementini
o‘mini almashtirishga transpozitsiya deyiladi.

Misol 7.1. (1,2,3,4) o‘rin almashtirishni 2 va 4-o‘rinlarini
almashtirishdan quyidagi (1,4,3,2) o‘rin almashtirish hosil boladi.
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T.4-teorema. n ta elementdan iborat barcha »! ta ofrin
almashtirishlarni shunday tartibda joylashtirish mumkinki, bunda xar
bir keyingi o‘rin almashtirish oldingisidan birgina transpozitsiya
yordamida hosil qilinadi. Shuningdek, transpozitsiyalashni ixtiyoriy
o‘rin almashtirishdan boshlash mumkin.

Isbot. Teoremani isbotlashda induksiya metodidan foyda-
lanamiz. Ravshanki, #=2 bo‘lganda teorema orinli. Teoremani n~I
uchun o‘rinli deb faraz qilib, #» uchun isbotlaymiz. Bizga

(R a1

o'rin almashtirish berilgan bo‘lsin. Birinchi o‘rinda j turgan » ta

elementdan iborat barcha o‘rin almashtirishlarni garab chigamiz.
Bunday ofrin almashtirishlar (z—1)! ta va ularni teoremaning
talablariga moslab tartiblash mumkin.

Bu ftartiblashni induktiv farazga muvofiq ixtiyoriy o‘rin
almashtirishdan, xususan, (i,,...,7,) o‘rin almashtirishdan boshlash
mumkin, » ta simvoldan ana shunday yo‘l bilan hosil qilingan o‘rin
almashtirishlarning oxirgisida #, simvolni ixtiyoriy boshqa bir simvol
bilan, masalan, i, bilan transpozitsiyalaymiz va yangi hosil qilingan
o‘rin almashtirishdan boshlab, birinchi o‘rinda i, turgan barcha o‘rin
almashtirishlarni keraklicha tartiblashtiramiz va hokazo. Bunday yo‘l
bilan, # ta simvoldan iborat barcha o‘rin almashtirishlarni saralab
chigish mumkin.

Misol 7.2. S, to‘plamning elementlarini quyidagi tartibda
joylashtirib chigamiz:

1,2,3; 1,3,2; 3,1,2; 3,2,1; 23,1 2,1.3;

Bundan tashqari biz o‘rin almashtirishda bir nechta
transpozitsiyalar bajarib, boshga o‘rin almashtirishga o*tishimiz
mumkin. O‘rin almashtirishda ikki elementni transpozitsiyalash
quyidagicha ko‘rinishda ham tasvirlashimiz mumkin:

irfing)
walbyersy Jyoe =3 ey Jruens b
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7.5-t2’rif. Agar berilgan o‘rin almashtirishda i> j bo‘lib, o‘rin
almashtirishda i soni j dan oldin turgan bo‘lsa, i va j sonlar
inversiya tashkil etadi deyiladi va inv(i, j) shaklda belgilanadi.

O‘rin almashtirishdagi inversiya tashkil etuvchi juftliklar soniga
o‘rin almashtirishning inversiyasi deyiladi va inv(i,i,,....7,) kabi
belgilanadi. Inversiyasi toq va juft son bo‘lgan o‘rin almashtirishlar
mos ravishda toq va juft o‘rin almashtirishiar deb ataladi. Berilgan
(ijy15--1,) 0‘rin almashtirishning signaturasi deb,

SIgN(i|,Tyyensyi, ) = (1) ™ Hl20 )
miqdorga aytiladi. Ma’lumki, o‘rin almashtirishning signaturasi uning
toq va juftligiga qarab, —1 yoki 1 ga teng bo‘ladi.

7.6-teorema. O‘rin almashtirishda har ganday bajarilgan
transpozitsiya uning tog-juftligini o‘zgartiradi.

Isbot. Dastlab, transpozitsiyalanayotgan i va j sonlar yonma-
yon turgan holni ko‘raylik, ya'ni

(s ods Iy Kpygsens ) VR (Ryyis gy Ty Kypaseen )
ko‘rinishidagi o‘rin almashtirishlarni qaraymiz. Ma’lumki, bu o‘rin
almashtirishlarning inversiyalar soni fagat i va j qa bog‘liq holda
farglanadi. Ya’'ni agar i> j bo‘lsa birinchi o‘rin almashtirishning
inversiyalar soni ikkinchisidan bittaga ortiq, aks holda bittaga kam
bo‘ladi. Ya’ni, transpozitsiyalangandan so‘ng o‘rin almashtirishning
tog-juftligini o‘zgaradi.

Endi umumiy holni, transpozitsiyalanayotgan i va j sonlar
orasida k.k,,....k, — s ta son joylashgan holni qaraymiz

(0 9 S 2 o

Bu o‘rin almashtirishda 7 ni j dan keyingi o‘ringa joylashtirish
uchun s+ ta transpozitsiya bajarib, o‘rin almashtirishni
(s K Kysnsky, Joiso) korinishga keltiramiz. Endi j ni &, dan oldin
joylashtirish uchun s ta transpozitsiya bajarishimiz kerak va ofrin
almashtirish (..., /,k.k,,....k,,i,...) ko‘rinishiga keladi. Demak, 2s+1
ta transpozitsiya bajarildi. Natijada birinchi o‘rin almashtirish bilan

34



hosil bo‘lgan ikkinchi o‘rin almashtirishlarning inversiyasi toq son
martaga o‘zgaradi. Demak, birinchi o‘rin almashtirishning inversiyasi
toq bo‘lsa, transpozitsiyalash natijasida juft o‘rin almashtirishga va
aksincha, juft bo‘lsa, toq o‘rin almashtirishga o‘tadi.

Ushbu teoremadan quyidagi natijaga ega bo‘famiz.

7.7-natija. n2>2 bo‘lganda r ta simvoldan tuzilgan juft o‘rin

.. . . .. . . n!
almashtirishlar soni toq o‘rin almashtirishlar soniga, ya’ni = ga teng.

Endi biz o‘rniga go‘yish tushunchasi va uning xossalarini
o‘rganamiz. Bizga 4={1,2,...,n} birinchi n ta natural sondan iborat
to‘plam berilgan bo‘lsin.

7.8-ta’rif. A to‘plamning o‘zini o‘ziga akslantiruvchi o‘zaro bir
qiymatli akslantirishga n-darajali o ‘rniga qo 'vish deyiladi.

A={L2,...,n} to‘plamda aniglangan barcha f:4— 4 biyektiv
akslantirishlarni quyidagi ustun shaklida yozib chiqamiz:

i 2 . n
AR . o4
SO f@ . S

Agar f()=a,, f(2)=0,,.. (M) =a, deb olsak, ¢,a,,...a,

o‘rin almashtirish bo‘lib, bu moslikni quyidagi sxema yordamida

tasvirlab olamiz:
1 2 ..n
r=( )
a a4 .. a,)
Demak, bu n-darajali o‘rniga qo‘yish bo*‘ladi.
Misol 7.3. n=4 da F(1) =2, £(2)=3, F(3) =4, f(4) =1 bo‘lsa,
bu to‘rtinchi tartibli o‘rniga go‘yish quyidagicha yoziladi:
1 23 4
I= l.
23 41)
Sxemadan ko‘rinib turibdiki, xar bir o‘rniga qo‘yishlarga aniq
bir o‘rin almashtirish mos qo‘yiladi. Demak, o‘rin almashtirishlar
uchun kiritilgan tushunchalar va xossalar to‘g‘ridan-to‘g*ri o‘rniga
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qo‘yishlar uchun ham o‘rinli bo‘ladi. Masalan, hamma o‘rniga
qo‘yishlar soni »! ta bo*ladi.

Bundan tashqari, tuzilgan sxema orqali akslantirishlarning
kompozitsiyasini quyidagicha tasvirlaymiz:

Agar f:A—>A va g:4—>A bo‘lsa, u holda ularning
gof:4—> A kompozitsiyasi quyidagicha sxema ko‘rinishida
ifodalanadi:

1 2 . n 1 2 . =n
f 4 L A g 4 N A

O fQ@ - fw g) g .. g
Demak,

1 2 n
gof: vV Ll
gU®) g(f) . g(f()

Shunday qilib, ushbu sxemadan
[f(l) 5@ w S \“/l 2 " ]:
g(f0) 2(f@) .. @) vO 1@ .. o)

1 2 i M
'[g(f(l)) g(f@) .. 8(f("))]=g°f
hosil bo‘ladi.

. 123 4 123 4
Misol 7.4 n=4 da f=| =(
El"“L2143Jvag\4321J

orin  almashtirishlaming  ko‘paytmasini  sxematik  ko‘rinishi
quyidagicha:

1 23 4
LT 1y
DERRE
3 41 2
Algebraik ifodasi esa,
2

gof:[l 23 A\ NN 23 4‘J

432121 437341 2
bo‘ladi.
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n-darajali o‘rniga qo‘yishning barcha simvollari o‘z o‘mnida
goladigan bo‘lsa, bunday o‘rniga qo‘yishga aynan o‘rniga qo Yyish

deyiladi, ya’ni:
1 2 .. n
E= I
1 2 .. n
2 n . . R
f= o‘rniga qo‘yishga teskari f~ o‘miga
oy . O
qo‘yish

=1 _ral a2 - aﬂ}

/= 1 2 .. n J
shaklda bo‘ladi. Quyidagi tenglik ofrinli ekanini tekshirib ko‘rish
qiyin emas:

fafql—f'fof-E—(l 2 . n‘\l
- 2 L)
Ta’kidlash joizki,
1 2 . n
f: 4 ol

M f2) . fO)

qoidani qaysi tartibda yozlishi ahamiyatga ega emas, shuning uchun
£ o‘miga qo‘yishning ustunlari bo‘yicha shunday joylashtiramizki,
uni birinchi satrida tartiblangan 1,2,..,n o°‘rin almashtirish

joylashtiriladi.
Misol 7.7.
123 4
= bo‘l
r (3:1 4 z] o
21431[123,4\
1 .
= = | bo‘ladi.
4 (1324, 241 3)°°

Ravshanki, n-darajali o‘rniga qo‘yishlarni ko‘péytirish
assosiativlik qoidasiga bo‘ysunadi, ya’ni Vf, g, A o‘rniga qo‘yishlar
uchun
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(fog)oh=fo(goh).

Ammo o‘rniga qo‘yishlar kommutativlik qoidasiga bo‘ysunmaydi.

1 23 4) 123 4)
Misol 17.8. _( 5 =(
0 fk3|42J 13 4 2)
qo‘yishlar berilgan bo‘lsa, u holda

(1 234 1 23 4
Fo8=4 1 2 3)’g°f‘(3 42 1]'

Bundan fog# go f ekanligt kelib chiqadi.

o‘miga

8 - §. Matritsalar va ular ustida amallar

8.1-ta’rif. m ta satr va » ta ustundan iborat bo‘lgan quyidagi
to‘rtburchakli jadvalga

»

am al_z e @
a. a . a
A = 2,1 22 2n (8 1)
\am,l am,z bl am,n /

matritsa deyiladi.
Odatda A matritsani quyidagi ko‘rinishda ham yozish mumkin:
A:(au),i=1,7,,jzﬁ_ 8.2)
Bu yerda g, sonlar matritsaning elementlari deb ataladi. Agar
a,e€R (g, eC) bo'lsa 4 matritsa hagigiy (kompleks) elementli
matritsa deyiladi.
Satrlari soni ustunlari soniga teng bo‘lgan, ya'ni m =n bo‘lgan
matritsa n-tartibli kvadrat matritsa deb ataladi. m ta satr va n ta
ustundan iborat barcha matritsalar to‘plamini M, ,(K) orqali

belgilanadi, bu yerda matritsa elementlari haqiqiy yoki kompleks
bo‘lishiga qarab, K=R yoki K=C bo‘ladi. Barcha n-tartibli
kvadrat matritsalar to‘plami esa M, (K) orqali belgilanadi.
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Mos satr va ustun elementlari teng bo‘lgan bir hil tartibli
matritsalar teng matritsalar deyiladi.
- 8.2-ta'rif. Berilgan A matritsaning satrlarini ustunlari,
ustunlarini satrlari bilan almashtirishdan hosil bo‘lgan matritsa A
matritsaga transponirlangan matritsa deyiladi va A” kabi belgilanadi,
ya’ni

4 »
LTI TS a, a4y Ay e Gy
a a. e Q. a, a. e 4
| 2,2 2.0 f T 12 Y22 m.2
A= bo‘lsa, A" =
\am,l am,z am.n al,n a:ﬂ e am.!l J

Endi matritsalar ustida amallami aniglaymiz. Matritsalarni
qo‘shish amali bir hil tartibli matritsalar uchun anigfanadi.
~——8.3-ta’rif. 4,BeM, ,(K) matritsalarning yig‘indisi deb, bu
matritsalarning mos satr va ustun elementlarini qo‘shish natijasida

hosil bo‘lgan mx n-tartibli matritsasiga aytiladi. Agar

Y
a, 4, -. a, b, b, b P
a,, a a b, b, .. b
2.1 22 2.n 21 22 2.n
A = B B =]
\am,l ”m,z ol am,n J bm,l bm,z bm,n J

ko‘rinishda bo‘lsa, u holda

N
a,+b, a,+b, .. a,+ b,
AiE= a, t bz,l a5 +bz.2 v Gy, th,, (8.3)
\ Dy bm,l a,,+ bm,2 o Gyt bon J

8.4-xossa. Ixtiyorty A4,B,CeM, ,(K) matritsalar uchun
quyidagilar o‘rinli:

a) A+B=B+4;

b) (A+B)+C=A4+(B+C).
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Barcha elementlari nollardan iborat bo‘lgan matritsa neytral
(noly matritsa deyiladi. 4eM,, (K) matritsa uchun garama-qarshi

matritsa quyidagi matritsadan iborat:

# .

=4y TGy e TGy,
—a —da. o
21 22 n
-4=
\_am,l. T SR _am.n/

——8.5-ta’rif. Ixtiyorly AdeM, (K) matritsani AeK soniga
ko‘paytmasi deb quyidagi matritsaga aytiladi:

/).au Aa, .. Aa,)

n

| Ay Aay, . Aay,

Ad

\ A8, Ay, .. Aa

Endi matritsalami ko‘paytirish amalini kiritamiz. 1Ikkita
matritsaning ko‘paytmasi faqat birinchi matritsaning ustunlari soni
ikkinchi matritsaning satrlari soniga teng bo‘lgan holdagina
aniglanadi.

_____ 8.6-ta’rif. AeM, (K) va BeM, (K) matritsalarning
ko‘paytmasi deb, shunday 4-B matritsaga aytiladiki, uning i —satr va
J-ustunida turgan elementi A4 matritsaning i—satridagi va B
matritsaning  j—ustunidagi mos elementlari ko‘paytmalarining
yig‘indisiga teng, ya’ni 4. B matritsaning elementlari
b+ @b, +.tayb,, 1Si<m, 1< j<s (8.4)

yig‘indidan iborat.
Berilgan ta'rifdan ko‘rinib turibdiki, AeM, ,(K) va
Be M, (I) matritsalarni ko‘paytirish natijasida hosil bo‘lgan 4-B
matritsa mx s-tartibli matritsa bo‘ladi, ya’ni 4-Be M PROR .
8.7-xossa. Ixtiyoriy A€k, 4 va B matritsalar uchun
quyidagilar o*rinli:
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ayA-A=A4-2;

b) A+u) A=A-A+pu-A;

Q) (A-p)- A=A-(u- 4);

d)1-d=Ad-1=4;

€ A1-(Ad+B)=A-A+2-B;

DA-A-B=4-(1-By=1-(4-B).

Quyidagi xossada matritsalamni ko‘paytirish amali assosiativlik
qonuniga bo‘ysunishini ko‘rsatamiz. Ko‘paytmaning ta’rifidan
ma’lumki, 4, B va C matritsalar uchun (4.B)-C ko‘paytma
ma'noga ega bo‘lishi uchin birinchi matritsaning ustunlari soni
ikkinchi matritsaning satrlari soniga, ikkinchi matritsaning ustunlari
soni esa uchunchi matritsaning satrlari soniga teng bo‘lishi kerak.
Ushbu holatda 4-(B-C) ko‘paytma ma’noga ega ekanligini ham
ko‘rish qiyin emas.

8.8-xossa. de M, (K), BeM, (K) va CeM,, (K) matritsa-

lar uchun
(4-B)-C=A-(B-C)

munosabat o*rinlidir.
Isbot. Aytaylik, A=(a, ), B=(},) va C=(¢,) bo'lsin, u

holda

AB=U=(u), i=Lm, j= ,_,

BC=V=(v,), i=Ln, j=1t.
(4B)C=P=(p,), i=lm, j=Lt;
ABCOY=0=(q,,), i=lm, j=11.

ko‘rinishida yozib olamiz. Ta’rifdan quyidagi tengliklar kelib chiqadi:

n X
Uy = Za,_,b,",, Vi = Zbk.lcl._l'
(= P

Natijada
P=UC, Q=47

tengliklarga ko‘ra
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Zu, €= zza. kbAJCIJ’

e
Zaf T ZZ‘I; tbucr gt
k=1 I=1
Demak, barcha i=j=1n lar uchun p,, =4, tenglik o‘rinli
ekan, ya'ni
(4-B)-C=A-(B-C).
Misol 8.1. Quyidagi matritsalar berilgan bo‘lsin:

A=[2 3) va B=(3 4\.
-5 7 \6 5)

U holda
5
A+B= 1 s
1 12

_(23+3:6  2:443.5) (24 23
~5-3+7-6 —5-4+7-5)_£27 15)°
Matritsalarni ko‘paytirish qoidasidan ma’lumki, 4e M, (K),

BeM, (K) ba‘lib, m # s bo‘lsa, u holda 4-B ko‘paytmani aniqlash
mumkin, lekin B- 4 ko‘paytmani aniglab bo‘lmaydi. Agar m=s#n
bo‘lsa, A-B va B- A ko‘paytmalar aniglanadi, lekin ularning tartiblari
xar hil, ya'ni 4-Be M, (K), B-4e M, ,(K) bo‘lganligi uchun ular
teng bo‘lmaydi. m=s=n bo‘lgan holda 4-B va B- 4 matritsalar bir
hil tartibli bo‘lishiga qaramasdan, umuman olganda ular teng bo‘lishi
shart emas.

2 3 (3 4\
Misol 8.2. Bizga A= \ va B= matritsalar
-5 7) L6 5 J

berilgan bo‘lsin.
2:3+3:6  2:4+3.5) (24 23)

A-B=
53476 ~5-447-5) 27 15)
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A= 3:2+4.(-5) 3:3+4.7) (-14 37
“\6-245-(-5) 6-3+5-7) (-13 53)
Demak, matritsalarni ko‘paytirish amali kommutativ emas,

ya'ni A B#B-A.
Endi 4,Be M, (K), Ce M, (K) matritsalar uchun kiritilgan

e
qo‘shish va ko‘paytirish amallarini bog‘lovchi distributiviik shartini
o‘rinli ekanligini ko‘rsatamiz.
8.9-x08s3. (4+B)-C=A4-C+B-C.
Isbot. Haqiqatdan ham,
n n n n
2(ay+b,))e, =D (a6, + by )= a0, + 28,0,
I=1 1=1 I=l

=1

tenglikning chap tomoni (4+ B)-C matritsaning i—sati va j—
ustunida turgan elementini, o‘ng tomoni esa A-C+B-C
matritsalarning xuddi shu yerda turuvchi elementini ifodalaydi. O

Shuningdek, 4eM, . (K), B,CeM, (K) matritsalar uchun
A-(B+C)=A-B+ A-C tenglikning o‘rinli ekanligi ham yuqoridagi
yo‘l bilan ko‘rsatiladi.

8.10-ta’rif. Bosh diagonali elementlari 1 ga teng bo‘lib, qolgan
barcha elementlari 0 ga teng bo‘lgan n-tartibli kvadratik matritsa
birlik matritsa deyiladi va birlik matritsa E kabi belgilanadi, ya’ni

(1 0 .. 0
01 ..0
E= :
00 .. 1)

Ma’lumki, ixtiyoriy AeM (K) uchun A-E=E-4=4A
munosabat o‘rinli.

8.10-ta’rif. Agar AeM,(K) matritsa uchun I8¢ M (K)
matritsa topilib, 4-B=B-A=FE tenglik bajarilsa, B matritsa 4
matritsaning teskarisi deyiladi, 4 matritsa esa teskarilanuvchi matritsa
deyiladi.
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Teskarilanuvchi 4 matritsaning teskarisi 4™ kabi belgilanadi.
Matritsaning teskarilanuvchanlik sharti va teskarisini topish usulini
keyingi mavzularda keltiramiz.

9 - §. Determinant va uning xossalari

Bizga Ae M, (K) kvadrat matritsa berilgan bo‘lsin:

s, A
4, G5 .. G,

; (CRY)

buyerda K=R yoki C.
Bu matritsaning ixtiyoriy sair va ustunidan bittadan olingan n ta
elementlarining ko‘paytmasini qaraymiz:

a qa,

LY AREINY: W

Ko‘paytmaning kopaytuvchilaridagi indekslaridan

(1 2 .. on )
o=
&y e O
o‘rniga qo‘yishni tuzib olamiz.

Demak, har bir ko‘paytuvchiga biita o‘rniga qo‘yishni mos
qo‘yish mumkin. Aksincha, har bir n-tartibli o‘rniga qo‘yishga
matritsadan  yuqoridagi kabi olingan ko‘paytmani mos gilib
go‘yishimiz mumkin.

Ko‘paytmaning ishorasini o‘rniga qo‘yishni signaturasi bilan
aniqglaymiz, ya’ni

sgn(a) = (-1)"™".
Quyidagi ko*paytmani hosil gilamiz:
SEN(Q) 84 Ay g -,

Hamma o‘rniga qo‘yishlar soni n! bo‘lganligi uchun, tuzilgan

ko‘paytmalar soni ham #! ta bo*ladi. Bu elementlarning
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Z sgn(@) a, Gy g 9.2)
aes,
yig‘indisini qaraymiz.
——-9.1-ta’rif. Yuqorida hosil bo‘lgan (9.2) yig‘indiga berilgan -
tartibli 4 kvadrat matritsaning determinanti deyiladi. Determinant
odatda det 4 yoki | 4| kabi belgilanadi.
Shunday qilib, determinantni quyidagicha yozib olishimiz
mumkin:
@4, G ... G
]Al - a?. a.u o A L ngn(a)a,,,l g et O - 9.3)
: e

a a

a, a, .. a,

al
Agar (9.3) ifodada n=1,2,3 deb olsak, mos ravishda quyidagi
ifodalarni olamiz;
a4y a4
a4y Gy
a2 O
Gy Gyp On|=
Ay Gy Oy

=4 A Oy + Q0035+ Q05,0 — G130y Gy — Gy Oy (g — Gy By s -
Masalan, uchinchi tartibli determinantning to‘rtinchi ko‘payt-

det(a,)=a,;,

2

3 2

qo‘yilgan bo‘lib, bu o‘miga qo‘yishning inversiyasi 3 ga teng.
Shuning uchun ko‘paytma manfiy ishora bilan ishtirok etadi.

4 2

3 5 =4.5-2-(-3)=20+6=26;

1 3
masini olsak, unga ( J uchinchi tartibli o‘rniga qo‘yish mos

Misol 9.1, a)
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\\3 2 -4\i
b)\l—l 3 -5|=18-50-12+60+4-45=-25.
1S 3 2
Endi determinantlarni hisoblashda asosiy vazifalarni bajaruvchi
xossalarni keltiramiz.

9.2-x0ssa. Matritsani transponirlash natijasida determinantning
= . - . T
giymati o‘zgarmaydi, yani | 4|=| 4 |.

Isbot. Ma’lumki, 4 matritsaning determinantini hisoblashda har
bir satr va ustunlardan bittadan element olinadi. Transponirlangan
matritsaning determinantida ham aynan shu ko‘paytmalar ishtirok
etadi. Demak, transponirlash natijasida yig‘indidagi ko‘paytmalar
o‘zgarishsiz qoladi.

Bu ko‘paytmalarning ishorasini aniqlovchi o‘miga qo‘yish esa

1 2 ..n) . f(a « a,\
a=( " 1dan a“=|{ v o2 " | ga o*zgaradi.

e, o, .. ¢ U 2 .n)

Chunki, 4 determinantdagi a,, -a,, -..-q,, element A" de-

terminantda a,, -4, 4 -...-a,, , kabi o‘rinda keladi. sgn(c?) =sgn(a™)

ekanligidan, hosil bo‘lgan ko‘paytmalarning ishoralari ham bir hil
bo‘lishi kelib chiqadi. Shunday qilib, 4™ matritsaning determinanti 4
matritsaning determinantiga teng ekan,

Ushbu xossadan determinantning satrlari uchun o‘rinli
bo‘ladigan barcha xossalari ustunlari uchun ham o‘rinli ekanligi kelib
chigadi. Shuning uchun determinantning qolgan xossalarini fagat
satrlar uchun keltirish kifoya.

Quyidagi ikkita xossa determinantning istalgan satrlari bo‘yicha
chizigli ekanligini anglatadi.

9.3-xossa.  Agar determinantning biror satri ikkita
qo‘shiluvchilardan iborat bo‘lsa, u holda bu determinant satrlari shu

qo‘shiluvchilardan iborat bo‘lgan ikkita determinantning yig‘indisidan
iborat bo‘ladi, ya’ni:
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A, a, a, Gnf [P
A=lb, +c, b, +¢,=b, b, |+ie,
an,l an,n a,, 1 an,n au 1

Isbot,

A= Z sgn(@)-a, - (B, +Cp )y,

ae$,

= 2.520(@) G, by ey, + ) sEN@) g e
ae$,

aes,

bo‘lib, bu qo*shiluvchilar mos ravishda

Dy e Gy Dy e G
by - balvale, . G,
al,n - afr,ﬂ al,n e an,n_

ga teng bo‘ladi.
Isbotlangan xossa  determinantning  satri
go‘shiluvchilardan iborat bo‘lgan holda ham o*rinlidir.

Cia "y,

bir nechta

9.4-x0ssa. Agar determinantning biror-bir satri umumiy
ko‘paytuvchiga ega bo‘lsa, u holda bu umumiy ko‘paytuvchini
determinant belgisidan tashqariga chiqarib yozish mumkin, ya’ni

a 4, Q. G,
A=ika, ... ka |=k|a, .. a,
ar‘” a"'" QMI{ a",'l
Ishot. Haqiqatan,
A= ngn(a)-al_a‘ wcka @y, =
ass,
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kzlsgn(a)-a,'al-...va G, =kig, .. a
aes, . ) '

|al_” e @,
9.5-x0ssa. Agar determinantning biror satri nollardan iborat
bo‘isa, u holda determinantning qiymati nolga teng bo‘ladi.

Ishot. Hagiqatan, determinant ta’rifiga asosan yig‘indidagi har
bir ko‘paytmada barcha satrlardan bittadan element ishtirok etadi.
Xususan, barcha elementlari nolga teng bo‘lgan satrdan ham albatta
bitta element, ya'ni nol olinadi. Demak, ko‘paytmalar nolga teng
bo‘lib, ularming yig‘indisi bo*lgan determinantning giymati ham nolga
teng bo‘ladi.

9.6-xessa. Determinantning ixtiyoriy ikkita satri o‘rnini
almashtirish natijasida uning faqat ishorasigina o*zgaradi, ya’ni

Ay e Gy, ayy e @y,
iy D ) Din
a,, a,, a,, a,,
Gy e Gyl ' A I

Ishot. Agar birinchi  determinantning umumiy hadi
Ay ronr @yt @yt @, bO'Is, satrlarni almashtirishdan so‘ng
hosil bo‘lgan determinantning umumiy hadi
PR L L

bo‘ladi. Bu hadlarga mos keluvchi o‘rniga qo‘yishlar esa,

(1 VR SRR SR aqva(l A T n]

& - & e o, a .. a .. ..oae

bo‘lib, ularning ishoralari o‘zaro qarama-qarshi bo‘ladi.
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Demak, determinantlarning umumiy hadlari garama-garshi
ishorali bo‘lganligi uchun determinantlarning qiymatlari ham faqat
ishorasi bilan farq qiladi. O

Bu xossadan to‘g‘ridan-to‘g‘ri quyidagi xossani hosil gilamiz.

9.7-xossa. Bir hil satrlarga ega bo‘lgan determinantning qiymati
nolga teng.

Isbot. Faraz qilaylik, determinantning /—satri j—satr bilan bir
hil bo‘lsin. U holda oldingi xossaga asosan bu satrlarni o‘rinlarini
almashtirish  natijasi unga ishorasi qarama-qarshi bo‘lgan
determinantni hosil qilamiz va ular aynan tengdir, ya’ni A=-4A
bo‘lib, bundan 2A =0, A =0hosil bo‘ladi.

9.4 va 9.7-xossalardan quyidagi xossaga ega bo*lamiz:
9.8-xossa. Proporsional satrlarga ega bo‘lgan determinantning
qiymati nolga teng.

Isbor.
ayy a4, a, Qn
ar | a:,n a:,l (": "
= =0
ka, .. ka,, a, .. a,
an,l e a,,,, Ty oo a,,,,

Endi biz determinantlarni hisoblashda muhim ahamiyatga ega
bo‘lgan xossani keltiramiz,

9.9-xossa. Agar determinantning biror sairini A soniga
ko‘paytirib, boshga bir satriga qo‘shsak, determinantning qiymati
o‘zgarmaydi.

Isbot. Determinantni i—satrini 4 ga ko‘paytirib, j—satriga
qo‘shamiz:
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a, 4, a4 Gal |9 Ay
am al,n Hu ar.n ai,] au.l
A= s = + =
Aa, +a Aa, +a,, Aag,, Aa,| la, a,
| ay a,, 2 P A T [ P 4
thy a,) 16, a,,
a, a,l la, - a,
=A] e e et e = A0+A=A
% Gl 190 4y,
au.l. e arr,ar an,i b an;]

Misol 9.2. Ushbu determinanini xossalardan foydalanib
hisoblaymiz:

4 3 2 =2 2 3 2 2 1 1 2 3

2 1 2 3 - 1 1 2 -3 -0, 2 3 2 2 _

2 3 -1 2 1 3 -1 2 1 3 -1 2

-6 -2 5 1 -3 2 5 1 -3 -2 5 1
11 2 -3 11 2 11 2 -3

=_2_0 1 -2 4\ :_2.0 1 -2 4
02 -3 5 1 00 1 3
01 0 0 13 -12 00 0 27

=-2-1-1-1-27=-54

10 - §. Minorlar va algebraik to‘ldiruvchilar

Endi biz determinantlami hisoblashda muhim vositachi
vazifasini bajaruvchi minor va algebraik to‘ldiruvchi tushunchalarini
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kiritamiz. Minorlar va algebraik to‘ldiruvchilar determinantlaming
tartibini pasaytirib hisoblashda asosiy rol o‘ynaydi.
Bizga quyidagi n-tartibli determinant berilgan bo‘lsin

A, Gy - Gy,
oy Qyy e Oy

a

0,1

Determinantning  ixtiyoriy a4, elementining algebraik

a,

n2 S nn

to ldiruvchisi deb, g, elementni 1 bilan, /-satr va j-ustun golgan

elementlarini nollar bilan almashtirishdan hosil bo‘igan determinantga

aytiladi, ya'ni a,, elementning algebraik to‘ldiruvchisi quyidagi

ko‘rinishga ega:

A 0 Gy
0 1 0
0 a

Berilgan a,, elementning algebraik to‘ldiruvchisi 4, kabi

belgilanadi.
10.1-xossa. Determinantning qiymati uning ixtiyoriy satri
elementlari bilan mos algebraik to‘ldiruvchilari ko‘paytmalarining
yig‘indisiga teng, ya’ni
det(A)=a,4, +a,,4,+.+a, 4, (10.1)

Ishot. Tasdigni isbotlash uchun determinantni qiyudagi
ko‘rinishda yozib olamiz:
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Gy e Gy e G

det(d)=la, - a,; . a,|=

a, a, a,
a;+0+..+0 .. O+.4qg, +..+0 .. 0+..+0+gq,l

a, a,, a,,

9.3-xossaga ko‘ra ushbu determinanini » ta determinantlar
yig‘indisi shaklida ifodalash mumkin:

|y Gy - G an @, G
det(A)=la, .. 0 .. 0 |+.+]0 a, 0 |+
anJ an J an,n an,l an,j an "

Hosil bo‘lgan determinantlarning  -satrlaridan mos ravishda a;),

4, ..., 4;, sonlarini determinantlar tashqarisiga chiqazib yozamiz:
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R A

det(d)=a,ll .. 0 .. 0 [+..+
an,l un.; an,n
T a a4, a, a, a,
+a,,|0 1 0 {+..+q,[0 0 1
- YRR M a,) a,; a,,\

Ushbu determinantlarni  algebraik  to‘ldiruvchilarga teng
ekanligini ko‘rish giyin emas. Buning uchun birinchi determinantning
i-satrini —a,; ga ko‘raytirib birinchi satrga, -a,, ga ko‘paytirib
ikkinchi satrga, va hokazo —a,, ga ko‘raytirib oxirgi satrga qo‘shsak
A4, algebraik to‘ldiruvchi hosil bo‘ladi.

Xuddi shunday gqolgan determinantlar 4 ,, ..., 4, algebraik

to‘ldiruvchilarni beradi, Demak,
det(A) = ai,lA,l 2147_2 +..+4q, ull47n‘ D

Determinantning ushbu xossasi uni biror satri bo‘yicha yoyish
xossasi deyiladi.

Agar det(A)=a,, 4, +a,,4,, +...+a,, 4, yoyilmada i-satrining
elementlarini ixtiyoriy » ta sonlar sistemasi &, b,, ..., b, bilan
almashtirsak, hosil bo‘ladigan

bA,+b,4,+..+b A, (10.2)
ifoda determinantning i-satrini shu sonlar bilan almashtmsh natijasida
hosil bo‘ladigan ushbu
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B . b b,
a, e G e G,

determinantga teng bo‘ladi.

Demak, biror satr algebraik to'ldiruvchilarini berilgan n ta
By, by, . b, sonlarga ko 'paytmalarining  yig'indisi shu satr
elementlarini berilgan sonlar bilan almashtirishdan hosil bo‘lgan
matritsaning deterniinantiga teng.

Bu xulosadan quyidagi xo0ssa osongina kelib chiqadi.

10.2-xossa. Determinantning biror satri elementlarini boshga bir
satr algebraik to‘ldiruvchilariga ko‘paytmalari yig‘indisiga nolga teng,
ya’ni

a, A, +a 4, +.+a,4,=0, buyerdai=k. (10.3)

Isbot. Ma’lumki,
Gy o G, .. a4,
Elr_l a"l vt G’_)r
det(A)=| ... |Ema Ay a A, a4
Ay o Gy e G,
a,, a,, - a,,

Ushbu tenglikning o‘ng tomonidagi @, ,,@, ;,...4; ,, elementlarni

mos ravishda @,;,43,....0, , lar bilan almashtirsak,
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a, a,, A
a, a,, a,
a A +a Ay +ota 4, = =D
a, Gy e Gy
ai 1 a!l.} au.n

ekanligini hosil gilamiz.
Endi minor tushunchasini kiritamiz. Ushbu mavzuda fagat r—1-

tartibli minorni aniqlash bilan chegaralanib, ixtiyoriy tartibli minor
ta’rifini keyingi mavzuda keltiramiz.

Determinantning » —1-tartibli minori deb, uning #-satr va j-
ustunini o‘chirishdan hosil bo‘lgan n—I-tartibli determinantga
aytiladi va A, , kabi belgilanadi, ya’ni

Ay e Gy L

Ay o g G o Qg
A —
a

LV )
Fiat o G G o G

an.l LM an_j—l an,jd -~ an,n

10.3-tasdiq. 4, ; =(-1)'" A, ,, ya’ni algebraik to‘ldiruvchi unga

mos r—1 tartibli minor bilan faqat ishoragagina farq gilishi mumkin.
Isbot. Tasdiq isbotini dastlab, i= ;=1 bo‘igan hol uchun

ko‘rsatamiz:
] 0 .. 0

0 a, .. a,

0 an,z e aﬂr,n

Determinant ta’rifiga ko‘ra
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A,= z («l]""'“""’""J""]crml-ﬂ*1 -a

2 " na,”
(o, )
Lekin, a,, =1 va g, =a,, =0, 2<k <n bo‘lganligi uchun,
a, =1 bo'lib, a,, ..., @, sonlari esa 2, ..., n sontaridan hosil bo‘lgan
o‘rin almashtirish boladi. Bundan tashqari

il a,, ..., a¢,)=iv(a,, .., @)
ekanligini hisobga olsak,

= e ity ) -
A4,= D, =y O Oy, e By =

na,
(@3, 2,)
Ay e G:‘n
fvay,, o) .. o _
> Byg tnlyy =| e =4y

(o, 2}

arl,l all,u
kelib chigadi.

Endi tasdiqni ixtiyoriy # va j uchun isbotlaymiz:

L1 e al,]—l 0 al,jﬂ b al,n

o

By e Gy Qyjn - gy

4,=|0 . 0 1 0 . 0
a

o

125 % B atﬂ_j—l a|+l,j+l .. aiﬂ,u
an.l o an,)-l 0 a’l,]+| s an.n

Determinantning 9.6-xossasidan foydalanib, ushbu determinant-
dagi 1 sonini chap yuqori burchakka ko‘chiramiz. Buning uchun
i-satrni ketna-ket o‘zidan oldingi starlar bilan, so‘ngra j-ustinni
o‘zidan oldingi ustunlar bilan almashtirish kifoya. Bu almashtirishlar
natijasida determinantming qiymati fagat (=17 =(-1)"/ ga
o‘zgarishini hisobga olsak,
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I o0 .. 0 0 . 0

0 a;, .. G, G - &,

4,=CD"0 a,, o any a0 G

0 iaa Ay B o Gian
O an,l e au,; -1 “ﬂr.;f] b an,n

Yuqorida  isbotlangan i=j=1 holdan foydalansak,
4, =(=1)y" A, , ekanligini hosil gilamiz.

11 - §. Laplas teoremasi

Biz avvalgi mavzuda 4 , algebraik to‘ldiruvchi va n—1-tartibli
A,, minor tushunchalarini kiritgan edik. Ushbu mavzuda ixtiyoriy
k -tartibli minor tushunchasini kiritamiz.

Berilgan n-tartibli determinantning ixtiyoriy k ta satr va & ta
ustunining kesishgan joylaridagi elementlardan hosil gqilingan
k-tartibli determinantga k-tartibli minor deyiladi. Determinantning
iy bys ey Iy, satrlari va j, jys -, J; ustunlari kesishmasidan tuzilgan
minor M/ #  kabi belgilapadi. Xususan, determinantning
elementlarini ham birinchi tartibli minorlar deb garash mumkin.

Tanlab olingan k ta satr va k ta ustunlami o‘chirib tashlash
natijasida hosil bo‘lgan (n#—k)-tartibli determinantga, berilgan
minorning to Idiruvchi minori deyiladi. M .*  minoming

toldiruvehi minori Mo kabi belgilanadi.

k-tartibli M,f:;:’f",;"‘ minorning algebraik to 'ldiruvchisi deb

7 s A\ 7 st (11.1)
ifodaga aytiladi, bu yerda
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Sy =0+ +. i)+ U+, ot i)
Ta’kidlash joizki, algebraik to‘ldiruvchi tushunchasi minor
birinchi tartibli bo‘lgan holda 10-mavzuda kiritilgan tushuncha bitan

ustma-ust tushadi, ya'ni 4, =A4/. n—l-tastibli A

., minor esa
birinchi tartibli ¢, , minorning to*ldiruvchi mineri bo‘ladi.
-1 6 2 4
5 =2 .
Misel 11.1. Ushbu 3 3 determinant uchun
-4 2 0 -5
16 . -1 2 4
M,=2, M} = 3 5= % Mi33=l4 -2 31=-86.
-4 0 5
Berilgan matritsaning bosh diagonalida joylashgan
a, a, - 4
Ay Gp G 4 -
Ay O, Gy Gyy e Gy
a5 sl Qa2 Gagfsees
a, a,, b
1 G G A P A

minorlar matritsaning bosh minorlari deb ataladi.

Minor, hamda unga mos keluvchi to‘ldiruvehi minor va
algebraik to‘ldiruvehilarni qulaylik uchun A, M va A lar bilan
beligilab olamiz.

1l.1-lemma. M. 4 ko‘paytmaning hadlari | 4| determinantning
hadlari bo‘lib, ular bir hil ishorali bo*ladi.

Isbot. Lemma isbotini dastlab, berilgan M minor k-tartibli bosh
minor bo‘lgan hol uchun ko‘rsatamiz;

M-A=M-(-)™ -M=(=1)*-M-M.
U holda

Sy =(0+2+..+ ) +A+2+ .+ k) =2(1+2+...+k)
juft son bo‘ladi. Demak,

M-A=M-M.
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Ma’lumki, M va M minorlaming hadlari mos ravishda
SEN(Q) Gy "y g * v Gy gy VA sg(B) Ay g A2y "+ Gug,
ko‘rinishda bo‘ladi, bu yerda
o 1 2 .. k) 5= (k+1 k+2 .. & )
Laf] @ e & ), (ﬂm Bz - B
va sgn(a) = (=", sgn(B) = ()"’

Ushbu hadlarning ko‘paytmasi

sg(@)-sg(f) dy g Gy, ot Oy, "y " Bia gy o o,
bo‘lib, bu ko‘paytma determinantning turli satr va ustunlaridan
bittadan olingan » ta elementlarning ko‘paytmasidan iborat, ya’ni n-
tartibli determinantning hadi bo‘ladi. Endi n-tartibli determinantning
ushbu hadi ishorasi sgn(a)-sgn(S) ga teng ekanligini ko‘rsatamiz.

Haqiqatan ham, bu hadning indekslaridan tuzilgan

[1 2 ...k k+1 .. n}

a & .. & B, ... B)
o‘mniga qo‘yishning invar+invg3 ta inversiyasi bor, chunki hech qaysi
@, hech bir S, bilan inversiya tashkil qilmaydi, ya’ni barcha q,
sonlari f, lardan kichik.

Shunday qilib, biz »/ minor k-tartibli bosh minor bo‘lgan holda
M - 4 ko‘paytmaning hadlari | A| determinantning hadlari bo“lishini
ko‘rsatdik.

Endi umumiy holni, ya'ni M minor M}~ » bo‘lgan holni
qaraymiz. Ma'limki, §<i <..<§, j<Jj,<..<j, deb olish
mumkin.

U holda | 4| determinantning i, i,, ..., #, satrlari va j, j,, ..., j;
ustunlarini mos ravishda o‘zidan oldingi satrlar va ustunlar bilan
i~ 4-2,..,i —kva j-1, j,—-2,.., j, —k marotaba almashtirsak,
hosil bo‘lgan determinantda berilgan M minor bosh minor bo‘ladi.
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Hosil bo‘lgan | 4'| determinant oldingi { 4| determinant bilan
fagat (-1)° ishora bilangina farq giladi, ya’'ni
| A=) 4,
bu yerda
z=( - D+~ +.+ (G -0+ (= D+ =2+ 4 (-0 =
s +h i) et ) - 21424+ k) =
=8, —2(1+2+...+k).
Demak,
|A|= (_1)S“—2(l+2+.+k)_l AI I= (—l)s“'l A’l .

Bu yerdagi | A'| determinantda A/ minor bosh minor bo‘lganligi
uchun MM ko‘paytmasining hadlarj | 4'} determinantning hadlari
bo‘lishi kelib chiqadi. M-A=(-1)M.M ekanligidan M 4
ko‘paytmaning hadlari | A} determinantning hadlari bo‘lishi kelib
chiqgadi.

Endi biz determinantni bir nechta satri yoki ustuni bo‘yicha
voyish hagidagi Laplas teoremani keltiramiz.

11.2-teorema. (Laplas teoremasi). Determinantning tanlab
olingan £ ta (1Sk<n-1) satri bo‘yicha barcha k-tartibli
minorlarining o°z algebraik to‘ldiruvchilariga ko‘paytmalari yig‘indisi
determinantning qiymatiga teng.

Isbot. Teoremaning shartiga asosan biz

| Al= M4+ M, 4y +..+ M 4, (11.2)

yoyilmaning to‘g‘ri ekanligini ko‘rsatishimiz kerak. Bu yerda Af, lar
tanlab olingan i, i,, ..., i, satrlar bo‘yicha olingan barcha minorlar va
A, lar minorfarga mos keluvchi algebraik to‘ldiruvchilardir.

Yugoridagi lemmaga asosan M, 4,, i =1z ko*paytmalarning xar
bir hadi determinantning hadi bo‘lib, ular bir hil ishorali bo‘ladi.

Aytaylik,

Ay "y e G

2.y ",
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determinantning ixtiyoriy hadi bo‘lsin. Bu ko‘paytmadan tanlab
olingan i,1, .. 4 satrlarga tegishli bo‘lgan elementlarning
ko‘paytmasini olamiz:

R R

Bu ko‘paytma i, 7, ..., , sattlar va ¢, @, , ..., ustunlaring
kesishmasida turuvchi k-tartibli M minorning umumiy hadi bo‘lib,
olinmay qolgan ko‘paytuvchilar (n—k)-tartibli M to‘ldiruvchi
minorning umumiy hadi bo‘ladi.

Shunday qilib, determinantning xar qanday hadi tanlab olingan
satrlar bo‘yicha A minor bilan to‘ldiruvchi M minorining tarkibiga
kiradi. Determinantda bo‘lgan hadni hosil gilish uchun esa,
to‘ldiruvchi minorni algebraik to‘Idiruvchi bilan almashtirish kifoya.

Endi biz (11.2) tenglikning o‘ng tomonidagi hadlar soni chap
tomonida hadlar soniga teng ekanligini ko‘rsatamiz. Bizga ma’lumki,
M, minorda k! ta had bo‘lib, 4, algebraik to‘ldiruvchida esa (n—k)!
ta had mavjud. Demak, M, 4, ko‘paytmada k!(n—£k)! ta had ishtirok
etadi. Ma’lumki, tanlab olingan & ta satrdan hosil qilinadikan barcha A
tartibli minorlar soni » ta sondan k ta sonni tanlab olishlar soniga,
ya'ni C} ga teng. Demak, o‘ng tomondagi barcha hadlar soni

n!
ga teng. Bu esa chap tomondagi hadlar soni bilan o‘ng tomondagi
hadlar soni teng ekanligini bildiradi. Chunki, n-tartibli
determinantning #»! ta hadi mavjud. Demak, biz determinantning
barcha hadi o‘ng tomonda ham aynan bir marotaba ishtirok etishini
ko‘rsatdik.

Ct -k (n—k)= kt(n—k)l=n!

Misol 11.2. Ushbu 4-tartibli determinantni Laplas teoremasidan
foydalanib hisoblang:
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P enm———————— ]

545_23
1o 3 0
4 2 1 -5

Bu determinantni birinchi va uchinchi satrlari bo‘yicha yoyib
hisoblaymiz, ya'ni j,=1, i, =3 bo‘lgan holni tanlaymiz, k=2
41 o
bo‘lgantigi uchun z=C; g =6 bo‘ladi.
Determinantning qiymati esa quyidagiga tengdir:

d=MZAT + M3ZAS + MGAT + MITAT + M AL + MY A7 =

1 0|2 3 -1 Z}|5 3
e f 1434142 . + _11»311-3_ .
b rl{)l—s() 1 32 =
-1 o5 -2 0 21i4 3
e = = 143243 X
D 1 o’ 2 1\“ ) lo -
0 0|4 -2 2 o/ |4 5
_1 13244 . + _1 1434344 o . —
Hh 0 0|4 1 D 3 04 2
-1 215 3
= (=) l o ‘ =32 (-25-6)=-5-(-3) =155.

Yuqoridagi misoldan ko‘rinib turibdiki, Laplas teoremasini
qo‘llashda tarkibida nol ishtirok etgan satr yoki ustunlarni tanlab olish,
hisob kitoblarni ancha yengillashtiradi. Demak, determinantda
yetarlicha nollar ishtirok etgan holda, aynan noli ko‘p satrlar uchun

Laplas teoremasini qo‘llash orqali determinantni tez va oson hisoblash
mumkin.

12 - §. Teskari matritsa va determinantning qo‘shimcha xossalari

Ushbu paragrafda biz n-tartibli matritsaning determinanti bilan
bog‘liq masalalar bilan shug‘ullanamiz.
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~~--12.1-ta’rif. Delerminanti nolga teng bo‘lgan matritsa xos
matritsa, noldan farqli bo‘lgan matritsa esa xosmas matritsa deyiladi.

Bizga A va B n-tartibli kvadrat matritsalar berilgan bo‘lsin.
Ma’lumki, ushbu matritsalar ko‘paytmasi 4-B ham n-tartibli kvadrat
matritsa bo‘ladi.

12.2-teorema. Ixtiyoriy 4 va B kvadrat matritsalar uchun

det(4- B) =det(A4)- det(B)

tenglik o‘rinli, ya’ni matritsalarning ko‘paytmasining determinanti
determinantlarning ko‘paytmasiga teng.

Isbot. Aytaylik, A={(a,) va B=(y,) bo‘lib, ularning

ko‘paytmasi 4-B=C=(c,,) bo‘lsin. .4 va B matritsalar yordamida
quyidagi 2n-tartibli determinantni tuzib olamiz: *

a4, a, ... aq, 0 0 .. 0

Ay Gyy e G, 00
A an.l an.Z an,n 00 0
-1 o 0 &, b, b,
0 -1 0 b, b, b,,
0 0 -1 b, &, b,

Laplas teoremasiga ko‘ra
A =det(A4) - det(B). 2.1)
Ikkinchi tomondan A determinantni determinant xossalaridan
foydalanib hisoblaymiz. Buning uchun A determinantni 12,...,n
ustunlarini  mos ravishda b, 5b,,,...,5,, larga ko‘paytirib,
(n+1)-ustuniga qo‘shamiz, so‘ngra b,,, b,,. ..., b,, larga ko‘paytirib,
(7+2)-ustuniga qo‘shamiz va hokazo, 3,,,5,,,...,5,, larga
ko‘paytirib, Zn-ustuniga qo‘shamiz. Natijada, A determinantning b, ,
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clementlari turgan elementlar nolga aylanadi. Yuqori o‘ng burchagida
turgan nollar o‘rniga esa

a,‘,b,_j +a, sz +...+ a,‘,,b,,'], G,j=Ln)

elementlar joylashib, bu element C =4 B ko*paytmaning aynan c, 5
elementlaridan iboratdir. Demak, determinant quyidagi ko‘rinishga
ega bo‘ladi:

a, a9, iy Gy Ca - €

dy, Gy Dy Cop G Con

A ) an,l au,Z an,n cn,l Cu,z cn n
-1 0 0 0 O 0
0 -l 0 0 0 0
o 0 .. -1 ¢ 0 .. O

Laplas teoremasini yana bir bor qo‘llab, determinantni uning
oxirgi n ta ustuni bo‘yicha yoyamiz. |C| minor uchun to‘ldiruvchi

-1 0 .. 0
R LU S . - .
minori bo‘lib, uning qiymati (-1)" ga teng. |C|
6 0 .. -l

minor L2,...,n satrlarda va n+l,n+2,...,2r ustunlarda
joylashganligi sababli

A= -(-p"|C|,
l+2n 2
S =(]+2+...+n)+(n+1+n+2+...+2n)=T-2n=n+2n
bo‘ladi. Demak,

A= (_l)m-zn’ - l C|= (_l)‘zmbf | Cll: (_l)z(m»u’) I Is; IZI C I .
Bundan esa | C|=| A|-| B| kelib chiqadi, ya’ni | 4- B[=] 4|-] B|.



Ushbu teorema bir nechta matritsalarning ko‘paytmalari uchun

ham o‘rinlidir, ya’ni
det(4, <Ay +...oA)=dct 4 -det A, -...-det 4,

buyerda 4 e M, (K).

12.2.-teoremadan xos va xosmas matritsalar uchun quyidagi
xossalar kelib chigadi.

12.3-xossa. a) Xos matritsalar ko‘paytmasi ham xosdir;

b) Xosmas matritsalar ko‘paytmasi ham xosmasdir;

¢) Agar matritsalar ko‘payimasida biror ko‘paytuvchisi xos
matritsa bo‘lsa, u holda ko‘paytma ham xosdir.

Biz 8-mavzuda berilgan A4 kvadrat matritsaning teskarisi
tushunchasini kiritgan edik. Endi teskari matritsani topish usulini

keltiramiz.
12.4-teorema. 4 matritsa teskarilanuvchi bo‘lishi uchun uning

xosmas bo‘lishi zarur va yetarli.
Ishot. Zaruriyligi. A matritsa teskarilanuvchi bo‘lsin, u holda
A™ teskari matritsa mavjud va
A-A'=4"-4=E.
12.2-teoremaga ko‘ra,
det(4- A™") = det( E),
det(4)-det(4™) =1.
Ushbu tenglikdan det(A4) = 0 kelib chigadi.
Yetarliligi. A matritsa xosmas bo‘lsin. 4 matritsaning barcha
a, ; elementlari 4 , algebraik to‘ldiruvchilardan n-tartibli

(A Ay o 40
A= A” Af-’ & A“ (12.2)
\Al,n Az,n b An,n,

matritsani tuzib olamiz. 4" matritsaga 4 matritsaning biriktirilgan
matritsasi deyiladi. Endi 44" va 4”4 ko‘paytmalarni topamiz.
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Ravshanki,

‘d 0
Lo loa o
ad=44=. T (12.3)
00 ..d

bo‘ladi, bu yerda d =det 4.

Hagiqatan ham, 4 matritsani i-satrini 4 matritsaning ¢-ustu-
nining mos elementlariga ko‘paytirib qo‘shsak, 44" matritsaning /-
satr va i-ustunida

a4, + a,'zA,._2 +..+a,4, = d
element hosil bo‘ladi.

Xuddi shunday 4 matritsaning /-satrini 4" matritsaning j-ustu-

niga mos ravishda ko‘paytirib qo‘shishdan hosil bo‘lgan quyidagi
element:

aud, +a A4, +. va A P

LT n?

nolga teng bo‘ladi.

A 4 ko'paytmani ham yuqoridagi kabi hisoblash mumkin.
A matritsa xosmas matritsa bo‘lganligi uchun quyidagi
ko*paytmani qaraymiz,

d 0 ...0y (L0 ...0
1) Ly 110 d o0l 01 ... 0
A =4 |=—(44" )=~ = : =E.

d) o 0 .. 1,

Demak, 4 matritsaga teskari matritsa
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(A4 A Ay
d d d
I T T
r=gt= 4 4 d
A, 4, 4,
.d d T d

bo‘fadi.
Teskari matritsa giyudagi sodda xossalarga ega
12.5-xossa. a) det(4™") =det(4)™";
by (4-B)'=B"- A",

c) (A")_l =4;

O (4) =(a)
3 1 3

Misol 12.1. 4=|1 -1 O { matritsaning teskarisini toping.
0 1 1

/

Bu matritsaning determinanti | 4|=—1 ekanligini hisoblash giyin
emas. Demak, 4 xosmas matritsa bo‘lib, uning teskarisi mavjud. 4
ning algebraik to‘ldiruvchilari

4y =(-1)" _Il ?l=—1a 4_2={—x]"" “l:_

A =(_l)|.i 1 —il =1, ( l)m
__( )"+2
4, =" r 3,l=3. =" ; f,j

=5 =)
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343
dys= (_1)
Demak, biriktirilgan matritsa
-1 2 3
A={-1 3 3
1 -3 4
1 2 3
bo‘lib, teskari matritsaesa 47 =| 1 -3 =3 | bo‘ladi.
-1 3 4

31=_4.
1 -1

13 - §. Chizigli tenglamalar sistemalari va ularni yechish usullari

Bizga m ta tenglamadan iborat n ta noma’lumli chizigli
tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lsin:

ay X +a,x, +..+a, x,=b,

1nn

% +a,,%, ot a, X, =b,,

(13.1)

D Xy + @y o Xy + k@, X, = b

marTn
bu yerda, x,,x,,...,x, noma’lumlar. Tenglamalarni birinchi, ikkinchi,
va hokazo m-tenglama deb nomerlab chigilgan deb hisoblaymiz. 4,

koeffitsient i-tenglamadagi x , noma’lumning koeffitsientini, b, €sa i~
tenglamaning ozod hadi.

Noma’lumlar oldidagi koeffitsientlami  ta satr va » ta ustundan
iborat matritsa ko‘rinishida yozish mumkin:

Gy Gy . 4,
a. a. 5 a.
21 -
A= 22 2.0 1 3.2)
\am.l am,z e G
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Ushbu matritsa chizigli tenglamalar sistemasining asosiy
matritsasi deyiladi. Quyidagi 4 matritsa esa chizigli tenglamalar
sistemasining kengaytirilgan matritsasi deyiladi:

,al,l Gy o G, bx\
ca Gy, Gy . @, b

a a b

"2 hd ann <

am,l

Agar (13.1) sistemaning barcha ozod hadlari 0 ga teng bo‘lsa, u
holda (13.1) sistema bir jinsli tenglamalar sistemasi deb ataladi.

Agar (13.1) sistemada m=n bo‘lsa, u holda ushbu sistema n-
tartibli sistema deyiladi. Yechimga ega bo‘igan chiziqli tenglamalar
sistemasi birgalikda deyiladi.

Masalan, ixtiyoriy bir jinsli tenglamalar sistemasi birgalikda
bo‘ladi, chunki barcha noma’lumlarni 0 ga teng qilib olinsa, u bir
jinsli tenglamalar sistemasining yechimi bo‘ladi.

Yagona yechimga ega bo‘lgan sistema anig sistema, bittadan
ortiq yechimga ega bo‘lgan sistema aniqmas sistema deyiladi.

(13.1) sistemani qulaylik uchun gisqacha

Za,_kx,( =p, (G=Lm)
k=1
yig‘indilar ko‘rinishida yozish mumkin.
Berilgan matritsaning satrlarini  #,%,,....u,,, ustunlarini esa
Vi, ¥,,..., ¥, orqali belgilab olamiz.
Kvadrat matritsaning bosh diagonaldan pastda turgan barcha

elementlari nollardan iborat bo‘lsa, bunday matritsaga uchburchak
ko ‘rinishidagi matritsa deyiladi, ya’ni

,
a,_l d, . a,

0 a, .. a,

. s oy,
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Agar matritsaning to‘g‘ri burchakli trapesiyali shaklida
joylashgan elementlaridan boshqa elementlari nollardan iborat bo‘lsa,
bunday matritsaga frapesiya ko 'rinishidagi matritsa deyiladi.

Chizigli tenglamalar sistemasini yechishning Kramer usuli.
Chizigli tenglamalar sistemasini yechishning Kramer usuli
sistemadagi tenglamalar soni noma’fumlar soniga teng bo‘lgan hol
uchun o*rinli bo'ladi.

X +a,x, +..+a,x,=b

Ln"n 1

|auk +ay X, +otay,x, = by, (133)

3

a5 +a,,%+..+a,,x, =],

ko'rinishdagi tenglamalar sistemalarini qaraymiz.

Tenglamalar sistemasi koeffitsientlaridan tuzilgan matritsa
determinantini d harfi bilan belgilaylik:

a, — a4, - a,
gl e Gy e @,
Ay v Gny e Gy,

10-mavzuda berilgan determinantni satr yoki ustun bo‘yicha
yoyish xossalaridan quyidagilarga ega bo‘lamiz:

d=a 4 +a, A +..+a 4, (13.4)
Bundan tashqari,
a4, +a, 4, +.+a, A, =0, i#]. (13.5)

Ya'ni, determinantning birorta ustunidagi hamma elementlarini

boshqa ustunning algebraik to‘ldiruvchilariga ko*paytmalari yig"indisi
nolga teng.
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Agar d=a 4, +a, 4  +..+a A, yoyilmada j-ustunning
elementlarini ixtiyoriy »n ta sonlar sistemasi b, b,,...., 5, bilan
almashtirsak, hosil bo‘ladigan

b4, +bd +..+b A (13.6)
ifoda d determinantning j-ustunini shu sonlar bilan almashtirish

natijasida hosil bo‘ladigan ushbu

a1 ) ay,
a b. a
21 2 )
d, =
a, - b . a,

determinantning j-ustun bo‘yicha yoyilmasi bo‘ladi.

13.1.-teorema. Agar (13.3) sistemaning determinanti d noldan
farqgli bo‘lsa, u holda bu sistema yagona yechimga ega bo‘lib, uning
ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:

(13.7)

Isbot. Aytalylik, d # 0 bo‘Isin.
'a,‘,x, +a,x, +..+a,x, =5,

ay, X% +a,,%, ..t a,,X, = b,,

a, % +a,.x, +..+a, x =b

sistemadagi birinchi tenglamaning ikkala tomonini 4, ; ga, ya'ni 4,
elementning algebraik to‘ldiruvchisiga ko‘paytiramiz. Ikkinchi
tenglamaning ikkala tomonini 4,, ga va hokazo, oxirgi tenglamani

4, ga ko'paytiramiz. Bu tengliklarning chap va o‘ng tomonlarini

alohida-alohida qo‘shib, quyidagi tenglikka kelamiz:
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(a4, +a, 4, +.+ a4, )%+t

nJ
Ha A, +a 4, +ta, 4 3 o+
+(al.nA‘l./ + a:,n“{l,j ot an rrAir f)xﬂ =
=bl‘4l.j +b2A2j +. +buAn)

Yuqorida qayd qilingan (134), (13.5) va (13.6)
munosabatlardan, ushbu tenglikda x, oldidagi koeffitsient d ga,
golgan koefTitsientlarning barchasi nolga teng ekanligini, ozod had esa
d, determinantga teng bo‘lishini hosil gilamiz. Demak, yugqoridagi
tenglik quyidagi ko*rinishga keladi:

dx,=d;, 1< j<n.

d ..
d #0 bo‘lganligi uchun, x, = F", 1< j < n kelib chiqadi.

Endi & = %L, a,_(:;, “eo a,:%sonlar hagigatdan ham

(13.3) tenglamalar sistemasini qanoatlantirishini ko‘rsatamiz. Buning
uchun sistemaning i-tenglamasiga ), &y, s O, noma’lumlarning

giymatlarini qo‘yamiz. i-tenglamaning chap tomonini Z %
J=l

korinishda yozish mumkinligi va 4, = ‘Z‘b,‘A, , bo‘lganligi uchun:

S, 4e130, (504 )15 (S,

J= k=1
Bu almashtirishlarga % soni barcha qo*shiluvchilarda umumiy

ko‘paytuvchi bo‘lib kelganligi uchun uni yig'indi tashqarisiga
chiqarishimiz mumkin. Bundan tashqari, qo‘shish tartibi
o‘zgartirilgandan so‘ng, b, ko‘paytuvchi ichki yig‘indi belgisi
tashqarisiga chiqarildi, chunki u ichki yig‘indi indeksi j ga bog‘liq
emas.
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Ma'lumki, D a, 4, =a, 4, +3,4,,+..+a,4,, ifoda k=i
J=1
bo‘lganda d ga, qolgan barcha k larda esa 0 ga teng. Shunday qilib, £
bo‘yicha tashgqi yig‘indida faqat bitta qo‘shiluvchi qoladi vau 5d ga
teng bo‘ladi, ya’ni

d 1
a, —L=—-bd=b.
}Z__"J ) d d i (i

Bundan &, @,, ..., &, sonlar hagiqatdan ham (13.3) tenglamalar
sistemasi uchun yechim bo‘lishi kelib chiqadi.

Chizigli tenglamalar sistemasini yechishning ushbu usuliga
Kramer usuli deyiladi.

Demak, Kramer usuli determinanti noldan farqli bo'lgan #» ta
noma’lumli n ta tenglamadan iborat chizigli tenglamalar sistemasini
yechimini topish imkonini beradi.

Sistema determinanti nolga teng bo‘lgan hollarda Kramer usulini
go‘llash magsadga muvofig emas. Chunki bu holatda tenglamalar
sistemasi yoki yechimga ega emas yoki cheksiz ko‘p yechimga ega
bo‘ladi

Chizigli tenglamalar sistemasini yechishming Gauss usuli.
Bizga bir hil tartibli ikkita chiziqli tenglamalar sistemasi berilgan

bo‘lsin:

> a,x=b, i=Lm (13.8)
k=t

va
ZC‘,_‘-‘I; =d,i=1lm. (13.9)
k=l

13.2-ta’rif. Agar (13.8) sistemaning ixtiyoriy ikkita tenglamasini
o‘rinlari almashtirish natijasida (13.9) sistema hosil qilinsa, (13.9)
sistemani (13.8) dan /—tur elementar almashtirish natijasida hosil

qilingan deyiladi.
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13.3-ta’rif. Agar (13.8) sistemaning biror tenglamasini biror
songa ko'paytirib, boshga biror tenglamasiga qo‘shish natijasida
(13.9) sistema hosil gilinsa, (13.9) sistema (13.8) sistemadan I/ —tur
elementar almashtirish natijasida hosil gilingan deyiladi.

I tur va II tur elementar almashtirishlarni gisqacha elementar
almashtirish deb yuritiladi.

Xar bir chizigli tenglamalar sistemasiga uning kengaytirilgan
marritsasini mos qo‘ysak, u holda chizigli tenglamalar sistemasi
ustidagi elementar almashtirishlarga uning kengaytirilgan matritsasi
ustida mos elementar almashtirishiar bajarilgan deb garash mumkin.
Aksincha, kengaytirilgan matritsa ustidagi elementar almashtirishlarga
(elementar almashtirishlar ta’rifini to*g‘ridan-to*g‘ri matritsalar uchun
ham aytishimiz mumkin) tenglamalar sistemnasi ustidagi elementar
almashtirishlar mos keladi.

13.4-ta’rif. Agar (13.8) va (13.9) sistemalar bir vaqtning o‘zida
birgalikda bo‘lmasa, yoki bir vagtda birgalikda bo‘lib, bir hil
yechimlarga ega bo‘lsa, (13.8) va (13.9) sistemalar teng kuchli
sistemalar deyiladi va (13.8) < (13.9) ko*rinishda yoziladi.

13.5-teorema. Agar (13.9) sistemaga (13.8) sistemadan
elementar almashtirishlar natijasida hosil bo‘lgan bo‘lsa, ular teng
kuchlidir.

Ishot. I tur elementar almashtirishlar uchun teoremaning isboti
to‘g'ridan to‘g‘ri ko‘rinib turibdi. Endi (13.8) sistemaga I7 tur
elementar almashtirishlari qo*llaymiz, ya’ni (13.8) sistemaning biror-
bir i-tenglamasini A ga ko‘paytirib, j-tenglamaga qo‘shsak, yangi
sistemaning j satrida golganlari 0‘zgarmagan holda

Y(a,, +2a,)x, =b,+ b,
A=l

tenglama hosil bo‘ladi. Agar x?,xJ, ..., x° sonlar (13.8) sistemaning
yechimlari bo‘lsa, u holda

" n "
o0
(@, +Aa,,)x =Ya, x+ AY a,x;=b,+4aq,
k=t k=1 k=l

Ko



tenglamaning ham yechimi bo‘ladi va aksincha. Elementar

almashtirishlar  natijasida hosil bo‘lgan (13.9) tenglamalar
sistemasining yechimi (13.8) tenglamalar sistemasining ham yechimi
bo‘ladi.

Endi biz sistemani yechishning eng quiay va ko‘p qo‘llanadigan
usullaridan biri bo‘lgan, noma’lumlarni ketma-ket yo‘gotish usulini

ya'ni, Gauss usulini keltiramiz.
1) Faraz qilaylik, (13.8) sistemada @, #0 bo‘lsin. U holda

. . .. . .. a,' , A . e
sistemaning birinchi tenglamasini ——=, i=2,m ga ko‘paytirib mos
ay,

ravishda boshqa tenglamalarga go‘shsak, hosil bo‘lgan sistemaning
birinchi tenglamasidan boshqa tenglamalarida x, noma’lumi oldidagi
koeffitsientlari nolga aylanadi.

2) Agar a, =0 bo'lsa, x, ning a,, koeffisientlari orasida noldan
farqli bo‘lgan tenglamasini izlaymiz va I tur elementar almashtirish
yordamida sistemaning birinchi tenglamasi bilan o‘rnini almashtirib,
birinchi holatga kelamiz.

3) Agar x, oldidagi hamma g, koeffitsientlar nollardan iborat
bo‘lsa, biz birinchi yoki ikkinchi holatlarni x, noma’lum uchun
qo‘llaymiz va hokazo, bu jarayonni davom ettirish natijasida biz
(13.8) sistemaga teng kuchli bo‘lgan sistemaga kelamiz. Hosil bo‘lgan
sistemaga qarab, quyidagi xulosalarni chigazishimiz mumkin:

1. Agar sistemaning zinapoyali shaklida chap tomonida nol va
o‘ng tomonida noldan farqli hadlar gatnashuvchi tenglamalar hosil
bo‘lsa, bunday sistema birgalikda bo‘lmaydi.

2. Agar sistema uchburchaksimon
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' ' ' Lt
a% + A%, tet X, = b,

r 1) ’
ay,x, +..+a, x, =b,

'

'
an—l,n—-l xu—-l + an—l _n‘l

., =b

n-1

''x =b

nn"n ]

a

shakiga kelib aj, 20,4, #0,..,a,,#0 bo'lsa, sistema birgalikda

botlib, yechim quyidagi algoritm bo‘yicha topiladi.
Hosil bo‘lgan sistemaning oxirgi a),x, =b, tenglamasidan

% :—{)—:’— noma’lumni topib, topilgan noma’lumni bitta yugoridagi
n a"’l

{englamaga go‘yamiz. So‘ngra, xf’H noma’lumni topib, uni yuqoridagi
tenglamaga qo‘yamiz. Bu jarayonni davom ettirish natijada barcha
2 X3 <o x) noma’lumlarni aniglaymiz.

3. Sistema zinapoyali shaklga kelib, zinapoya uchlarida turuvchi
noma‘lumlar soni r ta 1<r<min(m,n) bo‘lsin. U holda ularni
; eng1amalarning chap temonida qoldirib, golgan n—7 ta noma’lumni
wnglamalaming. o‘ng tomoniga o‘tkaziladi va ularni ozod
0‘Zgaruvchilar sifatida qabul gilinadi. Natijada tenglamalar sistemasi

ta noma’lumli uchburchak shaklidagi sistemaga keladi. Endi
;nglamalami o‘ng tomoniga o‘tgan n—r ta noma’lumga qiymatlar
befib’ golgan r ta noma’lumni topamiz. Demak, bu holatda sistema
neksiZ ko'p yechimga ega bo‘ladi. Ya’ni, bunday tenglamalar
< temaSi birgalikda aniqmas sistema bo‘ladi.
s pundan tashqari, qaralayotgan sistemada tenglamalar soni
sjumlar sonidan kichik bo‘lsa, u hoida sistemani uchburchak
no Kliga keltirish mumkin emas, chunki Gauss metodi bo‘yicha
sh 3gartirish Jjarayonida tenglamalar soni kamayishi mumkin, ammo

o "5 ; mumkin emas. Demak, bunday holatda sistema zinapoyasimon
ort IR' 2 keltiriladi va u anigmas sistema bo‘ladi.

harE

-4
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Misol 13.1. Ushbu tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan
yeching:
X +2x,—x;+3x, =5,
12x +3x,—4x, +x, =2,
'_xl +x,—3x;,~2x, =3.
Bu sistemaning kengaytirilgan matritsasini yozib, uni elementar
almashtirishlar yordamida o‘zgartiramiz:
12 -1 3J5) (1 2 -1 3|5 1 2 -1 3|5°
2 3 4 112i=]0 -1 =2 -5-8[=j0 -1 -2 -5-8
11 -3 23} (0 -1 2 52} {0 0 0o of6
0=06 tenglamaga ega bo‘lgan sistemaga keldik, demak, berilgan

sistema yechimga ega emas.
Misol 13.2. Ushbu tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan

yeching:
,'xl —x, +3x, =2,
1% +2x, + 5%, =9,
lel —5x,—4x,=23.
Sistemaning kengaytirilgan matritsasi uchun elementar
almashtirishlarni qo‘llab,
1 -1 3|2 1 -1 3)2) (1 -1 3|2
1 2 5|-9[(={0 3 2 -11{=|0 3 2|-11
\2 -5 —4(23 0 -3 -10]19 0 0 -8 8
sistemaning matritsasini uchburchak shaklga keltiramiz. Demak, bu
sistema yagona yechimga ega va quyidagi tenglamalar sistemasiga
teng kuchli bo‘ladi:

%, —x, +3%, =2,
13x, +2x, =-11,
l_—ﬁx3 =8.

Bu sistemada pastdan yuqoriga qarab harakat qilib,
x, =-1, x, =3, x, =2 yagona yechimni topamiz.

77



Misol 13.3. Ushbu tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan
yeching:
"xl —2x, +3x, —4x, =2,
2x, —4x, + X, +3x, =2,
| =%, +2x, + 2%, —Tx, =—4.
Sistemaning kengaytirilgan matritsasini qaraymiz:
(1 -2 3 42} (1 22 3 —4-2)
2 41 3|2 =0 0 -5 11/6
-1 2 2 -714) {0 0 5 I11j-6)
1 =2 3 —4-2
=10 0 -5 116
0 0 0 0f0,

Sistemaning matritsasi zinapoyasimon shaklga kelganligi uchun
birgalikda va cheksiz ko‘p yechimga ega. x; va x3 noma’lumlar
oldidagi‘koeffitsientlar uchburchak shaklni berganligi uchun x,, x,
noma’lumlarini o‘ng tomonga o‘tkazib, ozod o‘zgaruvchilar sifatida
qabul gilamiz.

J'xl +3x, =—2+2x, +4x,,
| —5x,=6 ~1lix,.
6-1
Bu yerdan x, =—5]Ii hosil bo‘ladi. Bu ifodani yugoridagi

tenglamaga olib borib qo‘ysak,
§+10x, —13x,

X = ———g

hosil bo‘ladi. Shunday qilib,
_ 8+10x, -13x, v —-6+11x,
5 R

berilgan tenglamalar sistemasi yechimlarining umumiy ko‘rinishi
bo‘ladi.
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Bu formulada x, va x, larga ixtiyoriy qiymatlar berib, x, x,
larni topish orgali xususiy yechimlarni hosil qilish mumkin. Masalan,
x, =1, x, =1 qiymatlar bersak, x, =1, x, =1 topilib, (1, 1, 1, 1) xususiy
yechimga ega bo‘lamiz.

Chizigli tenglamalar sistemasini yechishning teskari matritsa
usuli. Chizigli tenglamalar sistemasini yechishning teskari matritsa
usuli ham tenglamalar soni noma’lumlar soniga teng bo‘lgan hol
uchun o‘rinli bo‘ladi.

-al_lx, +a,,%, +..+a,x,=b,

Xy + Ay Xy ot @y, %, = by,

a, X% +a,x+.+a x =b
ko‘rinishdagi tenglamalar sistemasini qaraymiz.
Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

’ i . b
a, G, .. 4, x, )
a, a . @ X, b
20 Y22 2. 2 x
A= , X= , B= ;
Gy @pn e Gy \ X,/ L5, )

Natijada yuqgoridagi tenglamalar sistemasi quyidagi matritsaviy

tenglamaga teng kuchli bo‘ladi
A-X=B.

Kramer usulidan ma’lumki, agar det(4)=0 bo‘lsa, sistema
yagona yechimga ega. Bundan tashqari, det(4)=0 ekanligi 4
matritsaning  teskarilanuvchi  bo‘lishini  bildiradi. Yuqoridagi
matritsaviy tenglamaning ikkala tomonini chapdan A ga
ko*paytirsak,

A" 4-X=4"B>E-X=A"B=>X=4"B
ekanligi kelib chigadi.

Demak, tenglamalar sistemasining yechimi X=47"-B
ko‘rinishida bo‘ladi. Chizigli tenglamalar sistemasini yechishning
ushbu usuli teskari matritsa usuli deb ataladi.
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14 - §. Matritsaning rangi

Bizga

- N
au G, - 9

G Gy e G,

A=| "

.‘amj am,2 e am.n,

matritsa berilgan bo‘lsin. Bu matritsaning satrlarini #,, #,, ..., 4,, kabi
ustunlarini esa v,,v,,..,v, kabi belgilaymiz. Satrlarning chizigli
kombinatsiyasi deb, cu, +cu, +...+c,4,, satrga aytiladi, bu yerda ¢,
koeffitsientlar berilgan maydondan olingan sonlar. Ko'rinib turibdiki,
agar bu koeffitsientlar nolga teng bo‘lsa, bu chizigli kombinatsiya ham
nol satrga teng bo‘ladi.

Agar bir vagtning o‘zida nolga teng bo‘lmagan c;, ;s s Cu
koeffitsientlar mavjud bo‘lib, cu, +cu, +...+c,u, =0 bo'lsa,
Uy, 1y, .., U, satrlar chizigli bog ‘liq deyiladi.

Agarda bunday koeffitsientlar mavjud bo‘lmasa, ya'ni
ey +ei, +..+c,u, =0 tenglikdan barcha ¢, ¢, ..., ¢, koeffitsient-
larning nolga tengligi kelib chigsa, u holda u,, u,, ..., u,, satrlar chizigli
erkli deyiladi.

Misol 141 4 =LY, u,=(-1,2,1), u,=(l,4,3) satrdar
chizigli bog'liq. Chunki, 2u, +u, —2, =(0, 0, 0).

u,=(,1,1) va u, =(-1,2,1) satrlar esa chizigli erkli, chunki
cy, +cu, =0 tenglikdan

¢ —c, =0,
1¢,+2¢, =0,
c+c,=0

shartlar kelib chiqadi, ya'ni ¢, =c, =0.

14.1-tasdiq. Berilgan satrlarning chizigli bog‘liq bo*lishi uchun
bitta satning qolgan satrlar orqali ifodalanishi zarur va yetarli.
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Isbot. Zaruriyligi.u,, u,, ..., u,, satrlar chizigli bog‘liq bo‘Isin.
Demak, bir vaqtning o‘zida nolga teng bo‘lmaydigan shunday
s &y, oy €, koeffitsientlar mavjudki, ¢y, +c,t, +...+¢,u,, =0 bo‘la-
di. Aytaylik, ¢, = 0 bo‘lsin. U holda

[ C, C
i | i=1 il — —
Uy ===ty = — =l — Uy = - s

i < € ¢
ya’ni u, satr qolgan satrlar orqali chizigli ifodalanadi.

Yetarliligi.  Aytaylik, o =cu, +...+C g +Cthy +..F M,
bo‘lsin. U holda ¢ +...c, gt +(~Dtt; + €0y + e FC20, =0,
ya'ni u, u,, ..., u,, satrlar chizigli bog‘liq. O

Berilgan  u=(a,a,,..,q;,..a,) satrni dastlabki £ fa
elementidan iborat # =(a,,a,,..,a,) satrga berilgan satrning uzuniigi
k bo ‘Igan kesmasi deb ataladi.

14.2-tasdiq. Agar u,, u,, ..., 4, sairlar chizigli bog‘liq bo‘lsa, u
holda ixtiyoriy uzunlikdagi 4, 4,,..., #, kesmalar ham chiziqli
bo‘g‘liqdir.

Isbot. cu, +cu, +...+cu, =0 tenglik cuy +cu,+..+cu,
satrning barcha komponentalari nolga tengligini anglatadi. Bundan
esa, ¢4, + ¢y, +...+¢,H4,, =0 ekanligi kelib chigadi. o

Yuqoridagi tasdiq kabi ,, #,, ..., #,, kesmalarning chizigli erkli
ekanligidan u,, u,, ..., ¥, satralarning ham chiziqli erkli bo‘lishi kelib
chigadi.

Aytaylik, 4 matritsaning k ta satri chizigli erkli bo‘lib, qolgan
satrlar ularning chizigli kombinatsiyasidan iborat bo‘lsin. Umumiy-
likka ziyon yetkazmagan holda, u,, u,, ..., #, satrlar chizigli erkli va
1,1, Upyy, - 1, Satrlar ularning chizigli kombinatsiyasidan iborat deb
olish mumkin, Matritsa;ning Y}, ¥y, ...y ¥, Ustunlarining uzunligi &

bo‘lgan ¥, ¥,, ..., ¥, kesmalarini garaymiz.
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14.3-tasdiq- Agar qandaydir ¢,c,,..,c, sonlari uchun
oV +c ¥, +..+¢,5, =0 bo'lsa, u holda cv +cy,+..+cy,=0
bo‘ladi.
Isbot. u,,,u,,,,-.,u, satular u,u,,..,u, satrlaming chiziqli
kombinatsiyasidan iborat bo‘lganligi uchun
Upy = bpgth + By oty + o b 24,

Upir =Bppth + bty + ot by s (14.1

u, —bJu|+b U, +...+b .

Aytaylik, ¢+, +..+c% =0 bolsin. Bu tenglikdan
¢y, +¢v, +...+c,v, ustunning dastlabki % ta komponentasi nolga
teng ekanligi to‘g‘ridan to‘g’ri kelib chiqadi. Ustunning (k+1)-
komponentasini qaraylik:

Cygy ¥ s o+ C Gy

Bu ifodani giymatini topish uchun (14.1) tenglikning
birinchisidan foydalanamiz.

Uy = byt + by gty +.. 4+ By 1, ekanligidan

Gy =b 0y by 00+t by 08,

Az = Do B+ By 5005 44 B0,y s

n =Bi8p F B 20+t by gi;
kelib chigadi. Bundan esa,

Oy YO0 T F €0y, =
=6 (bhl,lal,l + blm,zaz,l +...t bm,kak.x) +
+C, (Bpay 2 + by + e by )+
+ +

40, (B 105+ Oy 200 + ot B yra, )=
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=y, (oa, 0,8, 4t 0,0 ,) +
by (€, +C 8y, +ot e, )+

+ +

+b, ik (cla,"l +Cy8, +...+c,,akl,,).

Qavslar ichidagi ifodalar ¢y, +c,v, +...+¢,v, ustunning kompo-
nentalarini beradi. Ularning barchasi nolga teng bo‘lganligi uchun
Oy +Cyy +otca,,, =0  ekanligi kelib chigadi. Qolgan
komponentalarining nolga tengligi ham xuddi shunday ko‘rsatiladi.
Demak, ¢y, +c,v, +...+c,v, =0. O

14.4-tasdiq. Aytaylik, u,u,,..,u, va W, W,,.., w, satrlar
jamlanmalari berilgan bo‘lib, ikkinchi jamlanma satrlari birinchi
jamlanma satrlarining chizigli kombinatsiyasi bo‘lsin. Agar n>m
bo‘lsa, u holda w;, w,, ..., w, satrlar chizigli bog‘liq bo‘ladi.

Isbot. Isbomi m ga nisbatan matematik induksiya usuli bilan
olib boramiz. m=1 bo‘lganda w, =cu,, w, =c,u,, ..., W, =c,u, bo‘lib,
¢, =0 bo‘lganida ular chizigli bo‘g‘liq bo‘lishi ravshan. Agar ¢, #0
bo‘lsa, (¢ )w, +ew, +0-w, +...+0-w, =0 ekanligidan ularning
chiziqli bog‘liqligi kelib chigadi.

Tasdigni m—1 uchun o‘rinli deb, m uchun to‘g‘ri ekanligini
ko‘rsatamiz. Tasdiq shartiga ko‘ra,

Wy = Cty Oty LU,

W, =Cy Y, +cuu2 e +cmum,

W, = Cpptly +Colly + ...+ C, .
Agar ¢, = ¢;=...=¢, = 0 bo‘lsa, tasdiq o‘rinli, chunki bu holda
W, W, W, satflar m—1 ta wu,..,u, satlamning chizigli

]

kombinatsiyasidan iborat bo‘ladi.
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Aytaylik, biror ¢, noldan fargli bo‘lsin. Umumiylikka ziyon
yetkazmagan holda, ¢, =0 deb olish mumkin. U holda giyudagi
satrlarni qaraymiz:

Wy =W, -—ihwi =Cp oy + ot Cy

“u

............. . (14.2)

C
r_ Al — A '
W, =W, ——W —C'"’zu2 +...+C","um.
i

Ushbu satrlar n—1 ta be‘lib, ular m—1 ta u,, ..., u,, satrlarning
chizigli kombinatsiyasidan iborat. n>m bo‘lganligi sababli,
n-1>m-1, hamda induksiya faraziga ko‘ra, wj,.., W, satrlar
chizigli bog‘liq. Demak, kamida bittasi noldan farqli bo‘lgan b,, ..., b,
koeffitsientlar topilib,

bw, +..+b,w. =0,

Bu munosabatga W, .., W, satrlarmning w, w,,..,w, satrlar

orqali yozilgan ifodasini olib borib qo‘ysak,

€. c
bz[wz——“-w, Fot by w, =L |=0
€ Ciy

kelib chigadi, ya’ni,
be, +..+bc,,
——w+bw,+..+bw,=0.
“u
b,,...b, koeffitsientning kamida bittasi noldan farqli
ekanligidan, w,w,,...,w, satrlaning chizigli bog‘liqligi kelib
chiqadi. 0
14.5-natija. Uzunligi » ga teng bo‘igan » tadan ko‘p satrlar
chizigli bog'liq.
Isbot. Haqiqatdan ham, uzunligi n ga teng bo‘lgan ixtiyoriy
(a,,8,,...,a,) satrni quyidagicha ifodalash mumkin
a,(1,0,..,0) +a,(0,1,...,0)+...+a,(0,0,...,1).
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Demak, ixtiyoriy satr s ta satrning chizigli kombinatsiyasi orqali
ifodalanadi. Yuqorida isbotlangan 14.4-tasdiqqa ko‘ra, satrlar soni »
tadan ko‘p bo‘lsa, ular chizigli bog‘liq. a

Bizga uzunliklari n ga teng bo‘lgan satrlar berilgan bo‘lsin. Bu

satrlar ichida qandaydir & ta satr chizigli erkli bo‘lib, ixtiyoriy k tadan
ko‘p satrlar chigizli bo‘gliq bo‘Isin. Ya’ni, chiziqli erkli satrlarning
maksimal soni k ga teng bo‘Isin.
——14.6-ta’rif. Berilgan satrlar jamlanmasidagi chiziqli eksli
vektorlarning maksima! soniga bu satrlar jamlanmasining rangi
deyiladi. Maksimal sondagi chizigli erkli satrlar esa, satrlar
Jjamlanmasining bazisi deb ataladi.

Tabiiyki, chizigli erklilik, chiziqli bog‘liglik, rang va bazis
tushunchalarini ustunlar uchun ham kiritish mumkin. U holda
yuqorida keltirilgan tasdiglar ham ustunlar jamlanmasi uchun o‘rinli
bo‘ladi.

Demak, berilgan 4 matritsaning #,, %, ..., %,, satrlar jamlan-
masining rangini va o‘z navbatida v,v,,.., v, ustunlar jamlan-
masining rangini ham aniglash mumkin.

14.7-teorema. Matritsaning satrlari jamlanmasi rangi uning
ustunlart jamlanmasi rangiga teng.

Isbot. Aytaylik,
a, 4 a, :
A= oy G Do
\ I:"m,l all,2 -y am,n,

matritsaning satrlar jamlanmasi rangi k¥ va uvstunlar jamlanmasining
rangi r ga teng bo‘lsin.

Satrlar rangi k£ ekanligidan shunday chizighi erkli ¥ ta satr
mavjud bo‘lib, golgan satrlar ularning chiziqli kombinatsiyasi orqali
ifodalanishi kelib chiqadi. Umumiylikka ziyon yetkazmagan holda,
dastlabki k ta satrni bazis deb olish mumkin.

Bu satrlardan iborat quyidagi
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v ~

G Gy - Gy
A=
IR YR
matritsani qaraymiz. A4 matritsaning ustunlari 4 matritsa ustun-
larining uzunligi k ga teng bo‘lgan kesmalaridan iborat bo‘ladi.

Avytaylik, 4 matritsaning ustunlari jamlanmasi rangi 7 bo‘lsin.
A matritsaning ustunlari uzunliklari k ga teng ekanligidan 14.5-
natijaga Ko‘ra, uning chizigli erkli ustunlar soni & dan oshmaydi.
Demak, F<k.

Ikkinchi tomondan esa, 4 matritsada 7 ta chiziqli erkli ustunlari
mavjud bo'lib, undan ko‘p sondagi ixtiyoriy ustunlar chizigli bog‘lig.
Ushbu ustunlarni 4 matritsaning ustunlarigacha to‘ldirsak, ular ham
chizigli erkli bo'ladi. 14.3-tasdiqqa ko‘ra esa, 4 matritsaning 7 tadan
ko‘p ixtiyoriy ustunlari chiziqli bog‘liy. Bundan 4 matritsaning
ustunlar jamlanmasi rangi ham 7 ekanligi kelib chigadi. Demak,
r=r<k

Endi ushbu mulohazalarni ustunlar va satrlarning o‘rnini
almashtirgan holda qo‘llasak, k¥ <r ekanligini hosil gilamiz. Bundan
esa, r =k kelib chiqadi. O
—— 14.8-ta’rif. Matritsaning satrlari (ustunlari) jamlanmasining
rangi matritsaning rangi deyiladi.

Endi kvadrat matritsaning rangi va determinanti orasidagi
bog‘liglikni beruvchi teoremani keltiramiz,

14.9-teorema. Kvadrat matritsaning satrlari chizigli bog‘liq

bo‘lishi uchun uning determinanti nolga teng bo‘lishi zarur va yetarli.
Isbot. Zaruriylik. Berilgan

4 S

4, G, .. a,

A= 4y G, . a4,
\duy Gy e 4,
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matritsaning satrlari chizigli bog‘liq bo‘lib, determinanti noldan farqli
bo‘lsin.  u,u,,..,u, satrlar chizigli bog‘liq ekanligidan
cu e, +..+cu, =0 tenglikka ega bo‘lamiz. Bu tenglik esa,
quyidagi chiziqli tenglamalar sistemasiga teng kuchlidir:

(3,0, +@,,¢; +... 40,6, =0,

a,.,6,+a,,¢, +...+a, ¢, =0,

a6 +a, 6 +..ta, 6, =0

Matritsaning determinanti noldan fargli bo‘lganligi uchun, ushbu
bir jinsli tenglamalar sistemasi yagona nol yechimga ega. Ya’ni
¢, =¢,=...=c,=0. Bu esa, satrlaming chizigli erkli ekanligiga zid.
Demak, det 4=0.

Yetarlilik. Yetarlilik isbotini A matritsaning tartibi bo‘yicha
matematik induksiya usuli bilan keitiramiz. m=1 uchun teorema
tasdig‘i o‘rinli, chunki det4=0 tenglik 4 nol elementdan iborat
ekanligini bildiradi.

n—1-tartibli matritsa uchun teorema isbotlangan deb, n-tartibli
mairitsalar uchun isbotlaylik. Umumiylikka ziyon yetkazmagan holda
a, #0 deb olishimiz mumkin. Matritsaning u,, u,, ..., #, satrlari
orqali quyidagi satrlarni hosil gilamiz:

al1 ’ ’
w, =1u, —;-vzx, =00, a5 a;,)
1,1

a,
- ., — U ’
W, =, ~—#,=(0,a,,,...a,,).
“n

Determinantiar xossasiga ko‘ra

a4y Qn e Gy, al.l iz e ﬂu " a
’ ] 2,2 et 2.1
By Gg e Gyl 0 4, .. a,,
= =a| .-
o * a' g!
] ] n2 AR
an.l an 2 an.n 0 an,Z arr,n



Ushbu determinant nolga tengligi va a;, # 0 ekanligidan

[ [T / |

)
Aoy e Oy

kelib chigadi. Induksiya faraziga ko‘ra (@)@, )eeens (@) 55m@,,)
satrlar chizigli bog'liq. Bu esa, w,, ..., w, satrlarning ham chizigli
bog'ligligini bildiradi.

Demak, kamida bittasi noldan farqli bo‘lgan c,,....c,

koeffitsientlar topilib, c,w, +c,w, +...+c,w,. Bundan esa,

4, @,

—[ﬁcz +,..+&=1—c"]u] +eu, +.teu, =0
kelib chiqadi. Ya'ni, »,, u,, ..., #, satrlar chizigli bog‘lig. O

Yugoridagi teoremadan n-tartibli kvadrat matritsaning rangi »
ga teng bo‘lishi uchun uning determinanti noldan fargli bo‘lishi zarur
va yetarli ekanligi kelib chigadi.

Ma’lumki, ixtiyorly noldan fargli matritsadan qandaydir noldan
fargli minor tanlab olish mumkin. Quyidagi teorema matritsaning
rangini minorlar orqali topish imkonini beradi.

14.10-tcorema. Matritsaning rangi uning noldan fargli
minorlarining eng katta tartibiga teng.

Isbot. Aytaylik, matritsaning rangi k ga teng bo‘lsin. U holda
ixtiyorly (k+1) yoki undan katta tartibli minorda chizigli bog'liq
satrlarlar mavjud bo‘lib, 14.9-teoremaga asosan bunday minorlar
nolga teng bo‘ladi.

Bundan tashqari, matritsaning rangi k bo‘lganligi uchun unda &
ta satrdan va o‘z navbatida k ta ustundan iborat bazislar mavjud. Bu
ustun va satrlar elementlaridan tuzilgan minorni qaraylik.

Ushbu minor satrlari chiziqli erkli, aks holda, 14.3-tasdiqqa
ko‘ra avvalgi matritsaning butun satrlari chizigli bog‘liq bo‘lar edi.
Demak, tanlab olingan & -tartibli minor noldan fargli. 0
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Biz chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning Gauss usulini
keltirganimizda sistema ustida elementar almashtirishiarni keltirib
o‘tgan edik. Matritsaning satrlari ustidagi elementar almashtirishlar
ham huddi shu kabi aniqlanadi. Ya’ni, matritsaning satrlari o‘rnini
almashtirish, satrlarni noldan farqli songa ko‘paytirish va bir satrni
ikkinchi satrga proporsional satrga go‘shish elementar almashtirishlar
hisoblanadi.

Ko‘rinib turibdiki, elementar almashtirishlaming xar birida
satrlar jamlanmasi chizigli ekvivalent satrlar jamlanmasiga aylanadi.
Shuning uchun elementar almashtirishlar natijasida matritsaning rangi

o‘zgarmaydi.
Bizga ma’lumki, trapetsiyasimon matritsa quyidagi ko‘rinishga
ega bo‘ladi
(6, Ga - By Gy o Ca ]
0 ¢, v Gy Gy - G
0 0 .. By Cua = Geal
6 0 .. O 0 .. 0
o0 0 .. 0 0 .. 0

buyerda ¢, #0,¢,, #9,...,c,, 0.
Trapetsiyasimon matritsaning rangi £ ga teng ekanligini ko‘rish
qiyin emas. Hagiqatdan ham,

€l G2 e G

O o o &
=Gy Caa et Cpy

0 0 .. ¢

minor noldan fargli. Bundan tashqari, tartibi kdan katta minorlarda
kamida bitta nolga teng satr mavjudligi uchun, bu minorlaming
giymati nolga teng.
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14.11-tasdiq. Ixtiyoriy matritsani satrlari ustidagi elementar
almashtirishiar bajarish va wustunlar o‘mini almashtirish orqali
trapetsiyasimon matritsa ko‘rinishiga keltirish mumkin.

Ysbot. Agar matritsa nol matritsa bo‘lmasa, uning noldan farqgli
elementi mavjud. Bu elementni matritsaning satrlari va ustunlari

o‘rnini almashtirish orqali yugori chap burchagiga ko“chirish mumkin.
Demak,
(a, @, « a,)

A= Ay &Gy - 4

d.y A, . 4,
matritsada a,, # 0 deb olish mumkin.

Endi ushbu matritsada giyudagi almashtirishiarni bajaramiz.
. Birinchi satrni w2, ga ko‘paytib, i-satrga qo‘shamiz. Bu
A

almashtirishlardan keyin 4 matritsa quyidagi ko‘rinishga keladi

Gy Gy - a].n\
0 a, .. a,
0 dy .
‘ )
am az,,,
Agar | .. .. .. | mairitsa nolga teng bo‘lsa, jarayon
a., .. d

nn

tugatiladi. Noldan fargli bo‘lgan, holda safrlarini va ustunlarini
almashtirish hisobiga d;, # 0 deb olish mumkin.

’

Endi ikkinchi satrni ——2

—= ga ko‘paytirib, qolgan satrlarga

22

qo‘shish orqali berilgan matritsani quyidagi ko‘rinishga keltiramiz
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,
ay @y 4y - 4,
1) () ’
0 d, a; « a,
" I
0 0 45 .. a,|

" "
0 0 a )

\ m.3

Ushbu jarayonni chekli marotaba davom ettirish natijasida,
matritsaning ma’lum satrlaridan tashqari qolgan satrlari nplga
aylantiriladi. Natijada matritsa trapetsiyasimon shaklga ega bo‘ladi.

15-§. Bir jinsli tenglamalar sistemasi. Kroneker-Kapelli
teoremasi

Ushbu mavzuda chiziqli tenglamalar sistemasini umumiy
yechimini topish usulini beramiz. Dastlab, bir jinsli tenglamalar
sistemasini garaymiz.

Bizga
-al,lxl +a,%, .t ,X, = 0,

Ay X + A%, +ont @, X, = 0,

a,,%+a,.x+.+a,x =0
bir jinsli tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lsin. Ma’lumki, ushbu
sistemaning matritsasini 4 va matritsaning ustunlarini v, v,, ..., ¥,
deb olsak, sistemani
XV X, . +x,9,=0
yoki
A4-X=0

ko‘rinishlarda ham yozish mumkin, bu yerda X —noma’lumlardan
iborat bo‘Igan ustun vektor.

15.1-tasdiq. Agar Z,,Z,,..,Z, ustunlar bir jinsli chizigli
tenglamalar sistemasining yechimi bo‘lsa, u holda ularning ixtiyorily
chiziqli kombinatsiyasi ham yechim bo‘ladi.

Isbot. Haqiqatdan ham, 4-Z, =0 ekanligidan

AAqZ ve,Z, +..+¢cZ)=cA- Z,+C,A-Z, +..+c,4-Z, =0

kelib chiqadi. ]
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15.2-teorema. Bir jinsli chizigli tenglamalar sistemasining
ixtiyoriy yechimi n—r ta chiziqli erkli yechimlaming chizigli
kombinatsiyasidan iborat bo‘ladi, bu yerda n—noma’lumlar soni,
r =rank(A).
Isbot. Sistemani
v +xv, +..+xy, =0
ko*rinishida yozib olaylik.
r=rank(A) ekanligi uchun v, v,,..., v, ustunlar jamlanmasida
r ta ustun bazis bo‘ladi. Umimiylikka ziyon yetkazmagan holda,
dastladki » ta v, v,,..., v, ustunni bazis deb olish mumkin. Bu holda

¥V,

T427 "2

golgan v,

r+l?

v, ustunlar v, v,,..,v, ustunlarning chizigli
kombinatsiyasi orqali ifodalanadi, ya’ni
Ve = Oray +b,,, V2t +br+|r Vs

Vea =b Wy b0y ot b

r+2 r r+2,r Vs

v, =b, v+, v, +..+b, v,

Bu tengliklardan quyldagl n—r ta ustunning yechim ekanligini
ko‘rish giyin emas,

"!’m,l y g bnz,; A ; bﬂ_l )
brtl,r b!d/ brl,f
Z,=\ -1 Z,= 0 |[""Z=0
0 =1 0

N\ 0 o \ 0 s \_1,

Bu yechimlar chiziqli erkli ekanligi osongina kelib chigadi,
chunki bu ustunlarning oxirgi n—r ta komponentalaridan tuzilgan
minorni qarasak, ushbu minor noldan farqli bo‘ladi.

Endi ixtiyoriy yechim bu yechimlar orqali chizigli
ifodalanilishini ko‘rsatamiz. Aytaylik, X = (x],..., x ,x.
sistemaning boshga bir yechimi bo‘Isin. U holda

XY ustun

Kpppaeees” |l|
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Y=X+x,2,, ++x2Z,

ustun ham sistemaning yechimi bo‘ladi. Ma’lumki, bu yechimda
(»+1)-komponentadan boshlab barcha komponentalar nolga teng,

ya'ni ¥ = (3,.... ¥,,0,..,0)".
Ushbu ustun sistemaning yechimi bo‘lganligi uchun
YoV, + yav, et Yy, =0.

Ammo, v,Vv,,..v, ustunlar chizigli erkli ekanligidan

¥ =y =..= y, = 0 kelib chiqadi. Demak, ¥ =0, ya’ni
X=—x,Z %2,

Shunday qilib, Z_,,, Z,.,, .-» Z, chiziqli erkli yechimlar bo‘lib,

barcha yechimlar ularning chizigli kombinatsiyasi orqali ifodalanadi.
g

Teorema isbotida keltirilgan Z,,,, Z,,,, ..., Z, yechimlar jamlan-
masi bazis yoki findamental yechim deb ataladi.

Sistemaning wmnumiy yechimi deb fundamental yechimning
umuniy chizigli kombinatsiyasiga aytiladi. Ulaming biror aniq chizigli
kombinatsiyasi esa xususiy yechim bo‘ladi.

Bir jinsli bo‘lmagan chizigli tenglamalar sistemasi yechimini
ham bir jinsli sistema yechimi orqali berish mumkin. Aytaylik, bir
jinsli bo‘lmagan
(@, %, + apx, +..ta,x, =b,

ayX, + A%, +..ta,x, =b,

........................................... .
X, + X+t a, X, =b,

sistema berilgan bo‘lsin. Bu sistemaning asosiy va kengaytirilgan

matritsalarini garaymiz, ya’ni

,
a; G, An qy G, a, b
a a a ~ |a a a b
21 22 2 24 2,2 -
A= » , A= 2,n
am.l am,l am,n / aml am,z am,n bﬂ P



Quyidagi teorema bir jinsli bo‘lmagan chizigli tenglamalar
sistemasi yechimi mavjudligini uning matritsalari ranglari orqali
beruvchi teorema hisoblanadi.

153.3-teorema.  (Kroneker-Kapelli  teoremasi)  Chiziqli
tenglamalar sistemasi yechimga ega bo‘lishi uchun uning asosiy
matritsasining rangi kengaytirilgan matritsasining rangiga teng (ya’ni,

rank(A) = rank(A4)) bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. Tenglamalar sistemasini quyidagicha yozib olamiz:

xv, +x,v, +...+x,v, =B,
bu yerda B ozod hadlardan tuzilgan ustun.

Sistema yechimga ega bo‘lishi uchun B ustun v, v, .., v,
ustunlarning chiziqli kombinatsiyasi orqali ifodalanishi zarur. Bundan
esa, matritsalarning ranglari tengligi kelib chigadi.

Agar matritsalarning ranglari bir hil bo‘lsa, v, v, ..., v, dagi
bazis v, W, ..., v,, B ustunlar uchun ham bazis bo‘la oladi. Bundan esa
B ustun v,v,,..,v, ustunlarning chiziqli kombinatsiyasi orqali
ifodalanishi kelib chigadi. O

15.4-teorema. Bir jinsli bo‘lmagan chiziqli tenglamalar
sistemasining umumiy yechimi, uning biror xususiy yechimi va xuddi
shu koeffitsientlardan tuzilgan bir jinsli tenglamalar sistemasining
umumiy yechimi yig‘indisiga teng.

Isbot. Aytaylik, X, ustun 4-X = B bir jinsli bo‘Imagan chiziqli
tenglamalar sistemasining biror yechimi bo‘lsin. U holda 4- X =B va

4- X, = B ekanligidan, 4- X = 4. X, sistemaga ega bo‘lamiz.

Demak, berilgan sistema 4-(X-X,)=0 bir jinsli sistemaga
teng kuchli. Bir jinsli tenglamalar sistemasining umumiy yechimi
X" =X-X, ekanligidan X = X" +X, kelib chiqadi. Ya’ni berilgan
tenglamaning umumiy yechimi biror xususiy yechim va bir jinsli
tenglamalar sistemasining umumiy yechimi yig‘indilaridan iborat.
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1V BOB. KO‘PHADLAR

16 - §. Ko‘phadlar va ular ustida amallar

Biz ushbu mavzuda K orqali haqigiy sonlar to‘plami R yoki
kompleks sonlar to‘plami C ni belgilaymiz.
~——— 16.1-ta’rif. Ixtiyoriy a, e K, i e {0}UI uchun
f®)=a+ax+ax" +..+ax" (16.1)
ifoda haqiqiy (kompleks) koeffitsientli ko*phad deyiladi.

(16.1) ifodadagi x mnoma’lum o‘zgaruvchi, a cK lar
ko‘phadning koeffitsientlari, a.x" lar esa ko ‘phadning hadlari deyiladi.

Agar a, #0 bo‘lsa, a, ga bosh koeffitsient a,x" esa bosh had
deyiladi, ko‘phadning a, hadiga ozod had deyiladi.

Ko‘phadda qatnashgan noma’lumning eng katta darajasiga
ko‘phadning darajasi deyiladi va degf(x) kabi belgilanadi, ya’ni
a, #0 bo‘lsa deg f(x)=n.

Barcha koeffitsientlari nolga teng bo‘lgan ko‘phad nol ko ‘phad
deyiladi. Bir hil darajalari oldidagi koeffitsientlari teng bo‘lgan
ko*phadlar o*zaro teng ko phadiar deyiladi.

K da berilgan barcha ko‘phadlar to‘plamini Kfx] orgali

belgilaymiz. Shuningdek, f(a) bilan f(x) ko‘phadning x=«
nuqtadagi giymati belgilanadi.
Endi K[x] to‘plamda algebraik amallarni aniglaymiz.
Ko‘phadlarni qo‘shish. f(x) va g(x) ko‘phadlaming
yig'indisi deb, ularning mos darajalari oldidagi koeffitsientlamni
qo‘shishdan hosil bo‘lgan ko‘phadga aytiladi, ya'ni

f(x)+ g(x)=ic.x’, (16.2)
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B

bu yerda ¢, =a, +b, bo‘lib, 4, va b, lar mos ravishda f(x) va g(x)
ko*phadlarning koeffitsientlaridir.

Ko‘phadlarni songa ke‘paytirish. f(x) ko‘phadni A soniga
ko‘paytmasi deb, berilgan ko*phadning barcha koeffitsientlarini shu A
soniga ko‘paytirishdan hosil bo‘lgan ko‘phadga aytiladi, ya’ni

Af(x)= iﬂ,aix'.
=]

Ko‘phadlarni ko‘paytirish. K[x] to‘plamda ko‘paytirish

amalini quyidagicha kiritamiz: f(x), g(x)eK[x] ko‘phadlarning
ko‘paytmasi sifatida koeffitsientlari

1)
d;=) abek, 1<j<n+m.
k=0
tenglik bilan aniglangan
pO)=)dx
=0
ko‘phadga aytiladi, bu yerda
dy=ayb,, d, =ap +ab,, d,=apb,+ab +a,b,,
Ma’lumki, ko‘phadlar ko‘paytmalarining darajasi berilgan
ko‘phadlar darajalarining yig‘indisiga teng, ya’ni
degp(x) = deg f (x) +deg g(x).
Misol 16.1. f(x)=x"-2x*+3x-5 va g(x)=3x"-x+2
ko‘phadlarni yig‘indisi va ko‘paytmasini toping.
g2+ f()=@x* —x+2)+(x* =2x* +3x-5) =
=X +B - +(1+Px+(2-5)=x* +x* +2x-3.
Ushbu ko‘phadlarning ko‘paytmasi quyidagiga teng:
2(x)- f(X)=Cx* —x+2)(x’ —=2x* +3x-5) =
=3x" —6x* +9x°* 152 —x* +2x° - 3% + 5x +
2% —4x® +6x—10=3x" — 7x* +13x* - 22x* +11x 0.
Kop’hadlar ustida aniqlangan amallar quyidagi xossalarga ega.
16.2-xo0ssa. a) f(x)+g(x)=g(x)+ f(x);
b) (f(x)+g(0)+h(x) = £(x)+(g(x) + h(x));
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¢) F(x)-g(x)=g(x)- f(x);

d) (f(0): g(0)- h(x) = F(x)-(8(x)- B(2));

e) (F(x)+ g(®))- h(x) = f(x)- A(x) + g(x) - h(x).

Isbot. Dastlabki ikkita xossaning isboti sodda bo‘lganligi uchun

biz ularning isbotini keltirmaymiz.

c) f(x]:ia,x‘ va g(x):ib_;x" bo‘lsin. U holda
=D |

J=0 q

16186 =3 3, ab’ =5 3% baye' =g S,
J=lnkvl=0 J=0 k4=l

d) Ko*phadlarni ko‘paytirish assotsiativ ekanligini ko‘rsatamiz.
Aytaylik,

f)=Yax, gx)=bx, hx)= ickxk
=0 = =0
bo‘lsin. U holda (f(x)-g(x))-A(x) ko‘phadning x’' hadi oldidagi
koeffitsienti

[ ! i
S(Sab)a= 3 abe
1+k=0\ i+y=0 J i+ j+k=0
bo‘lib, f(x)g(x)-¢(x)) ko‘phadning x' hadi oldidagi koeffitsienti
esa,

] I I3
Za‘( z b)cJJ: Z a‘bjci
=0\ +k=0 J  1xjik=0
bo‘ladi. Bu ikki yig‘indining tengligiga ko‘ra ko‘phadlar ko‘paytma-
sining assotsiativligi kelib chigadi.

e) Z (a,+b,)c, = E a.c, + Z b,c, ekanligigidan ko‘phadlar

k+i=0 k+{=0 k=0
to‘plami ustida qo‘shish va ko‘paytrish amallari distributiv ekanligi
kelib chiqadi. O

Endi ko‘phadlar ustida ko‘paytirish amaliga teskari bo‘lgan
bo‘lish amalini o‘rganamiz.
16.3-ta’rif. Agar f(x) va @(x) ko‘phadlar uchun
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Teoremadan quyidagi natija kelib chigadi.
17.6-natija. Agar (f(x),g(x)) =1 bo‘lsa, u holda
f@) ux)+gx)v(x)=1
tenglikni qanoatlantiruvchi #(x), v(x) ko‘phadlar mavjud, bu yerda
degu(x) <degg(x), degv(x) <deg f(x).

Misol 17.2. f(x)=x"+x"—x~1 va g(x)=x"-1 ko‘phadlar
uchun #(x) va v(x) ko*phadlarmi aniqlang.

Yugoridagi 17.1-misoldagi f(x) va g(x) ko‘phadlar uchun
tuzilgan Yevklid algoritmidagi tengliklardan

x-1=g(®)~ (" —0)(x+D)=g®) - (f(x)—gNx+) =

=g(x)-f()+gx)x+D = F)D+g0)(x+2)
hosil bo‘lib, bundan u(x) =—I1, v(x) =x +2 ko‘phadlarni topamiz.
Natijadan foydalanib, o‘zaro tub ko‘phadlar uchun muhim
xossalarni olish mumkin.

17.7-xossa. a) agar (f(x),g(x))=1 va (f(x),¢(x))=1 bo‘lsa, u
holda (f(x),p(x)- g(x)) =1 bo‘ladi;

b) agar q)(x) 1(f(x)-g(x)) bo‘lib, (f(x),p(x))=1 bo‘lsa, u
holda ¢(x)| g(x) bo‘ladi;

o) agar g(x)| £ (%) va w(x)| F(x) bo'lib, (@(x),w(x) =1 bo‘lsa,
u holda (p(x)-w(x))| f(x) bo‘ladi.
Isbot: a) haqiqatdan ham,
JGu(x) + glxpp(xy =1
tenglikni ¢(x) ga ko‘paytirsak,
F)-(u(x)- 9(x)) +(g(x)- @(0)-¥(x) = p(x)
hosil bo‘ladi.

Agar h(x) ko‘phad f(x) va g(x)-9(x) ko‘phadlaming umumiy
bo‘luvchisi bo‘lsa, yuqoridagi tenglikdan Ah(x)|@(x) munosabatni
hosil qilamiz. Bu esa A(x) ko‘phad f(x) va ¢(x) ko‘phadiarning
umumiy bo‘luvchilari ekanligini anglatadi. Shartga asosan, A(x)=1
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J(x) g(®) =0(x)-(wr(x)-g(x))
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

d) f@=c-c f(x)=c-(c" f(x)) tenglikdan xar qanday
ko‘phad nolinchi darajali ko‘phadga bo‘linishi kelib chiqadi.

e) f(x)=p(x)-w(x) tenglik o‘rinli ekanligidan

F®=(c-o®)-{c" v®)
tenglik kelib chiqadi.

f) shartga ko‘ra f(x)=g(x) - p(x) va g(x) =_f(x)-w(x), demak,
7= f(x)(p(x)-w(x). Bundan 1=g¢(x)-y(x) tenglik hosil
bo‘ladi. Bu esa ¢(x) va y(x) ko‘phadlarning xar biri nolinchi darajali
ko‘phadlar bo‘Igandagina o‘rinli bo‘ladi. 0

Agar f(x) ko‘phad g(x) ko‘phadga bo‘linmasa qoldigli
bo*lishni amalga oshirish mumkin.

16.5-ta’rif. Agar f(x) va g(x) ko‘phadlar uchun g(x) va r(x),
degr(x) <deg g(x) ko*phadlar topilib,

J(x)=g(x)-q(x) +7(x), (16.4)
tenglik o‘rinli bo‘lsa f(x) ko‘phad g(x) ko‘phadga qoldigli bo‘lingan
deyiladi.

Bu yerdagi g(x) ko‘phadga bo ‘linma, r(x) ga qoldiq deyiladi,
(16.4) tenglikka esa goldigli bo‘lish formulasi deb ataladi.

16.6-teorema. Ixtiyoriy f(x) va g(x) ko‘phadlar uchun

S (x)=g(x)-q(x) +r(x), degr{x) <degg(x),
tenglikni qanoatlantiruvchi g(x), r(x) € K[x] ko‘phadlar mavjud va
yagonadir.

Isbor: Dastlab (16.4) tenglikni qanoatlantiruvchi ko‘phadlar
mavjud ekanligini ko‘rsatamiz. Agar deg f(x) <degg(x) bo‘lsa, u
holda (16.3) tenglik o‘rinli bo‘ladi. Chunki, bu holatda g(x}=0 va
r(x) = f(x) deb olamiz.
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Faraz qilaylik, deg f(x)>degg(x) bo'lsin. f(x) va g(x)
ko‘phadlar

f@®=Yax", gx)=2bx"", a,#0, b, =0.
i=0 J=0
ko‘rinishlarda bo‘lsin. U holda quyidagi ayirmani qaraymiz:

f®)=fx)-7= % xm7g(x).

0

Bu ayirmadan ko‘rinib turibdiki, », =deg 7, (x) <deg f(x). Agar
deg £,(x) <deg g(x) bo‘lsa, u holda (16.4) tenglik to‘g'ri bo‘ladi, aks
holda bu jarayonni davom ettirib, quyidagi ayirmani qaraymiz:

fHi3)=1=)-== B pnme(),

bu yerda g, koeffitsient £ (x) ko phadning bosh koeffitsient.
Ma’lumki,
n, =deg f,(x) <deg fi(x)=n,
bo‘lib, yuqoridagi mulohazani yana bir bor qo‘llash mumkin. Bu
jarayonni davom ettirish natijasida darajalari kamayib boruvchi
n>nm>n,>. sonlariga teng bo‘lgan  f(x), £i(x), fr(x)s-
ko‘phadlarni hosil gilamiz. f(x) ko‘phadning darajasi chekli
bo‘lganligi uchun, chekli gadamdan so‘ng shunday f,(x) ko‘phad
topilib, n, =deg f,(x) <degg(x) bo‘ladi. Ya'ni quyidagi tenglik
o‘rinli
f.(0)= ,;,,(x)-f;ix"'-l“g(x}.

0
bu yerda a,,, element f,_,(x) ning bosh koeffitsientidir. Endi hosil

bo‘lgan hamma tengliklami qo*shsak,

“ 0 ]

hosil bo‘ladi. Bundan

oS {““ R *"] ()= £
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va r(x) = £, (x) deb olsak,
S(x)—g(x)g(x)=r(x)

ekanligini hosil gilamiz.

Endi (16.4) tenglikni qanoatlantiruvchi g(x) va r(x) ko‘phadlar
yagona ekanligini ko‘rsatamiz. Faraz gilaylik, (16.4) tenglik yana
boshqa qgandaydir g,(x), (x) € K[x] ko‘phadlar uchun ham o‘rinli
bo‘lsin, ya’ni

S (%) =g(x) q,(x)+r(x), degn(x) <degg(x) (16.5)
bo‘Isin. (16.4) va (16.5) tengliklarning chap tomonlari tengligidan
£(x)-g(x) +r(x) = g(x)- q,(x) + ry(x),
£(x)-(g(x) — q,(x)) =1 (x) —r(x)
kelib chigadi. Bu tenglikdan quyidagiga ega bo‘lamiz:
deg(r,(x)—r(x)) = deg(g(x) - (g(x) —q,(x))).

Lekin deg(r(x) —=r(x)) <deg g(x) bo‘lganligi uchun
g(x) = q,(x) bo‘ladi, bundan 7 (x) =r(x) tenglik o‘rinli ekanligi kelib
chigadi, O

Misol 16.2. S(x)=32-2x"+x+4 ko‘phadni
g(x)=x*+3x+1 ko‘phadga qoldigli bo‘lish quyidagicha amalga

oshiriladi:
3x° ~2x* +x+4l x2+3x+1
32° +9x% +3x  3x—11
-1ix*-2x+4
—11x*=33x—11
3Ix+15
Bundan g(x) =3x—11 va r(x)=31x+15 ekanligi kelib chiqadi.

Demak,
S =gx) Bx-1)+(31x+15)

tenglikni hosil qilamiz.
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17 - §. Ko*phadiar uchun Yevklid algoritmi

Bizga f(x) va g(x) ko‘phadlar berilgan bo‘lsin.

17.1ta’rif. Agar @(x) ko‘phad uchun p(x)] f(x) va o(x)] g(x)
o‘rinli bo‘lsa, u holda @(x) ko‘phad f(x) va g(x) ko‘phadlarning
umumiy bo ‘luvchisi deyiladi.

Ma’tumki, agar @(x) ko‘phad f(x) va g(x) ko‘phadlaming
umumiy bo‘luvchisi bo‘lsa, c@(x) ko‘phad ham bu ko*phadlarning
umumiy bo‘luvchisi bo‘ladi. Bundan tashqari, @(x) ko‘phadning
bo‘luvchilari ham f(x) va g(x) ko‘phadlarning umumiy bo‘luvchilari
bo‘ladi.

17.2t2’rif. d(x) ko‘phad f(x) va g(x) ko‘phadlaming
umumiy bo‘luvchisi  bo‘lib, uning o‘zi ham f(x) va g&)
ko‘phadlaming istalgan boshqa bir @(x) umumiy bo‘luvchilariga
bo‘linsa, d(x) ko‘phad f(x) va g(x) ko‘phadlamning eng katta
urmumiy bo Tuvchisi deyiladi va EKUB(f (x), g(x)) kabi belgilanadi.

Ta’kidlash joizki, f(x) va g(x) ko‘phadlarning eng Kkatta

umumiy bo‘luvchisi darajasi qolgan umumiy bo‘luvchilar
darajalaridan kichik bo‘lmaydi.

Ushbu mavzuda ko“phadlarning eng katta umumiy bo*luvchisini
topish usuli bo‘lgan Yevklid algoritmini keltiramiz.

Umumiylikka ziyon yetkazmagan holda deg f(x) > degg(x) deb
olamiz.

f(x) ni g(x) ga bo'lib, g,(x) bo‘'linma va 7 (x) qoldigni hosil
gilamiz

Fx)=g(x) q,(x)+r(x). .
Ma’lumki, deg g(x) > degr(x), so‘ngra g(x) ni r(x) ga bo'lib,
4,(x) bo‘linma va r,(x) qoldigni olamiz:
8(®) =r(x} q,(x) + ().
So‘ngra r(x) ni r,(x) ga bo‘lib, bu jarayonni shu tarzda davon
ettiramiz. Qoldiqlarning darajalari
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Bu jarayonni davom ettirib, (n—1) ta qadamdan so‘ng f(x)
ko‘phadning chizigli ko‘paytuvchilar ko'paytmasi shaklida yozish
mumkin

Sx)=(x—a)g(x)+r. (18.2)

Endi ushbu yoyilmaning yagonaligini ko‘rsatamiz. Teskarisini

faraz qilaylik, ya’ni (18.2) yoyilmadan farqli yana bir
S =ay(x=B)x—f) ... (x=1,)
yoyilma mavjud bo‘lsin. Ushbu tengliklardan quyidagini hosil gilamiz

G-a)x-,) o (x—a,) = (%= BYx—B) - (x—5,). (18.4)

Agar chap tomonda ishtirok etgan biror ¢, ildiz o‘ng tomonda
ishtirok etmasa, ya’'ni a,# 6, 1<j<n bo‘lsa, u holda (18.4)
tenglikning xar ikkala tomonida x=«, qo‘yamiz. Natijada chap
tomoni nolga teng bo‘lib, o‘ng tomonida esa noldan farqli son hosil
bo‘ladi. Bu esa ziddiyat. Demak, barcha ¢, ildizlar o‘ng tomonda ham

ishtirok etishi kerak. Xuddi shunday barcha [, ildizlarning chap

tomonda ham ishtirok etishi kelib chigadi.
Endi bu ildizlarning aynan bir hil sonda (tartibda) ishtirok

etishini ko‘rsatamiz.
Aytaylik, , ildiz chap tomonda s marotaba va o‘ng tomonda #

marotaba ishtirok etib, s #¢ bo‘lsin. U holda (18.4) tenglikning ikkala
tomonini (x—a, )™ ko‘phadga gisqartirib yuboramiz. Natijada,
hosil bo‘lgan tenglikning bitta tomonida x-—ea, ko‘paytuvchi
qatmashmaydi, ikkinchi tomonida esa, u (x—a,)** shaklda
gatnashadi. Yuqoridagi mulohaza kabi yana ziddiyayga duch kelamiz.
Bu esa yoyilmani ko‘paytuvchilarning tartibi aniqligida yagona
ekanligini bildiradi. o

(18.3)

Bir hil ko‘paytuvchilarni jamlab, (18.2) yoyilmani
f@=aG-a) i (x-a)" ... (x—a,)" (18.5)
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17 3-teoremadan shuni xulosa qilish mumkinki, berilgan
ko'phadlarning eng katta umumiy bo‘luvchisini Yevklid algoritmi
yordamida topish mumkin. Shuningdek, agar d(x) berilgan
ko‘phadlarning EKUBI bo‘lsa, u holda ixtiyoriy ¢ nolinchi darajali
ko*phad uchun cd(x) ko*phad ham berilgan ko‘phadlamning EKUBI
bo‘ladi.

Misol 17.1. Yevkiid algoritmi yordamida f(x)=x"+x*—x-1
va g(x)=x" -1 ko‘phadlarning EKUBini topaylik.

f®)=gx) 1+ =),
g =("-x)(x+)+(x~1),
& -x)=(x=0)-x
Demak, EKUB(f(x),g(x))=x-1.
~—17.4-ta’rif. Agar f(x) va g(x) ko‘phadiar nolinchi darajali
ko‘phadlardan boshqa umumiy bo‘luvchilarga ega bo‘lmasa, ushbu
ko‘phadlar o*zare tub ko‘phadlar deyiladi.

Bundan keyin berilgan ko‘phadlarning EKUBining bosh
koeffitsientini hamma vaqt 1 ga teng deb olamiz va shunga asosan
o‘zaro tub ko‘phadlarning EKUBi 1 ga teng bo‘ladi. O‘zaro tub
ko‘phadlar (f(x),g(x)) =1 kabi yoziladi.

Endi Yevklid algoritmidan foydalanib, quyidagi teoremani isbot
qgilamiz.

17.5-teorema. Ixtiyoriy f(x) va g(x) ko‘phadlar uchun
degu(x) <degg(x) va degv(x)<deg f(x) shartni qanoatlantiruvchi
shunday u(x), v(x) ko‘phadlar topiladiki,

S(x)-u(x)+ g(x)-v(x) = EKUB(f(x), g(x)) (17.2)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Isbot. Teoremani isbotlash uchun f(x) va g(x) ko‘phadlarga
Yevklid algoritmini qo‘llaymiz. Yevklid algoritmidagi oxiridan bitia
oldingi tengligini qaraymiz:

Tha () =1, (%) q,(x) + 7,(x).
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Bundan
r,(x) =1, (x) =1, (%} q,(x)
tenglik hosil bo‘ladi. Bu tenglikda 7 (x)=EKUB(f(x),g(x))
ekanligini hisobga olib, u,(x) =1, v(x)=—g,(x) deb olsak,
£ (xX) =7, (x) -2, (x)+1,,(x) - % (%)
tenglikni hosil gilamiz.
Bu yerga r_ (x) ning , ,(x) va r, ,(x) orqali ifodasini Yevklid
algoritmidagi tenglikdan foydalanib soddalashtirsak,
1, (x) =1, (x) 0, (X) + 1, (%) - (%)
tenglik hosil bo‘ladi, bu yerda
w4, (%) =v,(x), V,(x)=2,(x)—,(x)-q, (%)
Yevklid algoritmidagi tengliklar bo‘ylab yuqoriga tomon

harakatlanib borsak, (17.2) tenglikka kelamiz.
Endi teoremani ikkinchi shartini isbot gilamiz. Buning uchun

teskarisini faraz gilamiz, ya'ni degu(x)>degg(x) deb olamiz. U
holda u(x) ni g(x) ga qoldigli bo‘lib
u(x) = g(x)-q(x) + r(x), degr(x) <degg(x)
tenglikni hosil gilamiz.
Bu tenglikni (17.2) ga olib borib ihchamlasak
Fx)r(x) +g(x)-(v(x) + f(x) g(x)) =1,(%) (17.3)
hosil bo*ladi.
Bu tenglikda z, (x) = r(x), deb olsak, degw, (x) < deg g(x).
Bundan tashqari, v (x)=v(x)+ f(x)-g(x) deb belgilasak,
degw (x) <deg f(x) bo‘ladi. Aks holda (17.3) tenglikning chap
tomonidagi  ikkinchi  qo‘shiluvchining darajasi  g(x)- f(x)
ko‘paytmaning darajasidan katta yoki teng bo‘lib, chap tomondagi
yig‘indining darajasi ham g(x)- f(x) ning darajasidan katta yoki teng
bo‘ladi. Vaholanki, degr, (x) <degg(x)- £(x). O
(17.2) tenglikdagi ifodaga f(x) va g(x) ko‘phadlaming eng
katta umumiy bo‘luvchisi orqali chizigli ifodasi deb ataladi.
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S()=¢x) w(x) (16.3)
tenglikni qanoatlantiruvchi w(x) € K[x] ko‘phad mavjud bo‘lsa, f(x)
ko‘phad @(x) ko‘phadga bo‘linadi deyiladi.

Agar f(x) ko‘phad ¢(x) ko‘phadga bo‘linsa, f(x) bo‘linuvchi,
@(x) esa bo‘luvchi ko‘phad deyiladi, hamda ¢@(x)|f(x) yoki
F(x):p(x) kabi belgilanadi.

16.4-xo0ssa. Ko‘phadlar uchun quyidagilar o‘rinli:

a) agar g(x)| f(x) va h(x)|g(x) o‘rinli bo‘lsa u holda
h(x)| f (x);

b) agar @(x)| f(x) va @(x)|g(x) o‘rinli bo‘lsa, u holda
P (F(x) £ g(x)).

c) agar o(x)| f(x) o‘rinli bo‘lsa, v holda ixtiyoriy g(x) uchun
o(x)1 f(x)-8().

Agar ()| £, @) fo(x), ... o(x)] £i(x) bo‘lsa, u holda
ixtiyoriy g, (x), g,(x), ..., g,(x) ko‘phadlar uchun

P (,(®)- g, (x) + £,(x)- g, () +...+ £, (x)- £, (%))

d) xar qanday f(x) ko‘phad istalgan nolinchi darajali ko‘phadga
bo‘linadi.

e) agar g(x)| f(x) bo‘lsa, cp(x)| f(x), buyerda ce K, c#0.

f) agar g(x)] f(x) va f(x)| g(x) bo‘lsa, u holda f(x) va g(x)
ko‘phadlar bir-biridan o‘zgarmas ceK ko‘paytuvchi bilan farq
qiladi.

Isbot. a) shartga ko‘ra, f(x)=g(x) @(x) va g(x)="h(x)- ¢(x)
ko‘rinishda yozib olsak,

S =hx)-(p(x)-w(®).
b) £(x) =p(x)-¥(x) va g(x) =9(x)- h(x) ekanligidan
F(x)£g(x)=p(x)-(w(x) + h(x))
kelib chigadi.
c) agar f(x)=@(x) w(x) bolsa, u holda ixtiyoriy g(x) uchun
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bo‘ladi, bundan esa f(x) va @(x)- g(x) ko‘phadlar o‘zaro tub ekanligi
kelib chigadi.

b) shartga asosan

F()-ulx)+p(x) v(x)=1
o‘rinli bo‘ladi, Tenglikning ikkala tomonini g(x) ko‘phadga
ko‘paytiramiz.
(f(0)- g()-u(x)+ o(x)- (g(x)-v(x)) = g(x).

Bu tenglikning chap tomonidagi yig‘indi ¢(x) ko‘phadga
bo‘lingani uchun o‘ng tomonining ham bo‘linishi kelib chiqadi.
Demak, ¢(x)| g(x).

c) shartga asosan f£(x)=e(x) ¢ (x), bo‘lib u w(x) ko‘phadga
bodinadi, ya'ni  yw®|@E @) hamda  (PE.YE)=1
bo‘lganligi uchun w(x)| @ (x). Demak, ¢, (x)=w(x)-¢,(x) bo'ladi,
bu yerdan

S ) =p(x) 9,(x) = (p(x) - W (x))- 9, (x)
hosil bo‘ladi. Bundan esa
(P(x)- W) f(x)
ekanligi kelib chiqadi.

Eng katta umumiy  Dbo‘luvchi  ta’rifini  ixtiyoriy
[ (x), fo(0), ..., £,(x) ko'phadlar uchun ham berish mumkin, ya’ni
agar d(x)| f;(x), 1<i<s bo‘lib, f£(x) ko‘phadlarning boshqa
ixtiyoriy A(x) umumiy bo‘luvchisi uchun A(x)[d(x) bo‘lsa, d(x)
ko‘'phad  £(x), £,(x), ..., £i(x) ko‘phadlaming eng katta umumiy
bo*luvchi deyiladi.

Berilgan f,(x) ko‘phadlarning EKUBini topish uchun avval
(fi(x). L(x)=d,(x), so'ngra (d,(x),/,(x))=d,(x) va hokazo
.., (x). f,(x))=d (x) topiladi. Topilgan d,(x) ko‘phad £ (x)
larning EKUBI bo‘ladi.

Xususan, agar d. (x)=1 bo‘lsa, u holda f(x) ko‘phadiarga
o‘zaro tub ko*phadlar deyiladi.
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Agar Vi# j uchun (f(x),f;(x)) =1 bo'lsa, £(x), £,(x),.... f:(x)
ko*phadlarga juft-jufti bilan o‘zaro tub ko‘phadlar deyiladi.

18 - §. Bezu teoremasi va Gorner sxemasi.
Algebraning asosiy teoremasi

Ko‘phadlamning ildizlarini topish juda muhim ahamiyat kasb
etadi. Chunki, ko‘plab matematik masalalarni yechish ko‘phadning
ildizlarini o‘rganish masalasiga olib kelinadi. Shu sababli biz
ko*phadlarning ildizlarini o‘rganish masalasini keltiramiz.
——18.1-ta’rif.  f(x) ko‘phad wchun f(@)=0 " shartni
ganoatlantiruvchi « soniga f(x) ko‘phadning ildizi deyiladi.

Avvalgi mavzudan ma’lumki, f(x) ko‘phadni x—« ko‘phadga
qoldigli bo‘lish quyidagicha amalga oshiriladi:

S =(x-a)-g(x)+r. (18.1)

Ta’kidlash joizki, x—a ko‘phadning darajasi 1 ga teng
bo‘lganligi sababli, goldiqning darajasi nolga teng bo‘ladi. Shuning
uchun qoldigli bo‘lishdagi qoldiq ko‘phad r(x) o‘rniga r sonini
yozish mumkin.

18.2-teorema (Bezu teoremasi). f(x) ko‘phad x-«
ko‘phadga qoldigsiz bo‘linishi uchun f(e) = 0 bo‘lishi zarur va
yetarli.

Ishot. Zaruriyligi. Agar f(x) ko‘phad x—a ko‘phadga goldig-
siz bo‘linsa, u holda f(x)é(x—a)v¢(x) o‘rinli bo‘ladi. Demak,

f@)=(@-a) pa)=0.

Yetarliligi. Faraz gilaylik, x=a nugtada f(x) ko‘phad nolga
aylansin, ya’ni f(2)=0 bo‘lsin. U holda f(x)=(x-«) -g(x)+r
tenglikdan

r=fla)-(a-a)-q(a)=0
ekanligini hosil qilamiz. Demak, f(x)=(x—a)-g(x) tenglik
o‘rinlidir. ]
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Shunday qilib, f(x) ko‘phadning ildizlarini izlash, uning
chizigli bo‘luvchilarini izlash masalasiga teng kuchlidir. f(x)
ko’phadni x—a chizigli ko‘phadga qoldigli bo‘lishda keng
go‘llanadigan Gorner usulini keltiramiz.

Kompleks sonlar maydonida berilgan quyidagi ko‘phadni
qaraylik:
f)=ax" +ax™ +a,x" +..+a,

f(x) ko‘phadni x—a chiziqli ko‘phadga qoldiqli bo‘lganda bo‘linma
g(x) ni quyidagicha yozib olaylik:
g =B x™ +b X" +bx o+ B, .

g(x) ko‘phadni (18.1) tenglikka qo‘yib, x ning bir hil darajalari

oldidagi koeffitsientlarini tenglasak,

tengliklarni hosil gilamiz. Ya’ni :
by=a,, b, =ab_ +a,, 1<k<n-1

tengliklar kelib chiqadi. Oxirgi
r=ab,; +a,

tenglikdan r qoldiq yoki f(x) ko‘phadning x = & nuqtadagi giymati

topiladi.
Bu usul Gorner sxemasi deb atalib, quyidagicha jadval orqali

ifodalanadi:

@, a a, FPAR a,, a,
a, | a+ab,| a,+ab, o a+ab _, | a +ab,
bo bj bz - bn—l r

Misol 18.1. f(x) =2x"—3x* +4x” —5x+7 ko‘phadni x-3 ga
bo‘lishdagi ¢{x) bo‘linmani va r qoldig‘ini Gorner sxemasi
yordamida toping.
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Shunday qilib, bo‘linma g(x)=2x"+3x’ +9x” +31x+88,
qoldiq esa r = f(3) =271 ga teng bo‘ldi.

Algebraning asosiy teoremasi. Kompleks koeffitsientli barcha
ko‘phadlar to‘plamini Cfx] orqali belgilaylik. Algebraning asosiy
teoremasi deb ataluvchi quyidagi teoremani isbotsiz keltiramiz:

18.3-teorema (Algebraning asosiy teoremasi). Darajasi nolga
teng bo‘lmagan ixtiyoriy f(x)e Cfx] ko‘phad kamida bitta kompleks
ildizga ega.

Teoremadan quyidagi natijaga ega bo‘lamiz:

18.4-natija. Darajasi n(nz1) ga teng bo‘lgan xar ganday
f(x)eC[x] ko‘phad C maydonda » ta ildizga ega bo‘lib,

FX)=a,(x—a)x~a,)-....(x—¢,)
yoyilma ko‘rinishida ifodalanadi. Bu yoyilma ko‘paytuvchilarining
tartibi aniqligida yagonadir.

Isbot. Bizga darajasi n ga teng bo‘lgan f(x)eC[x] ko‘phad
berilgan bo‘lsin:

f)=ax"+ax" +.+a,_x+a,
Algebraning asosiy teoremasiga asosan, f(x) ko‘phad kamida
bitta ildizga ega bo‘lib, bu ildiz , bo‘lsin. U holda
F()= (=) 9(),
bu yerda degp(x) =n—1. Agar ¢(x) ko‘phadning darajasi ham 1 dan
katta bo‘lsa, u holda algebraning asosiy teoremasiga ko‘ra ¢@(x)
ko‘phad ham gandaydir «, ildizga ega, ya'ni g(x) = (x—a,) 9,(x).
Demak,
S =(x—a)xr—a)g(x).
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deg g(x) > degz (x) > degr, (x) >...

tartibda pasayib borganligi va degg(x) chekli bo‘lganligi uchun
tengsizliklar zanjiri ma’lum joyga kelib tugaydi, ya’ni degr,, (x)=0.
Demak, biz qiyidagi tengliklarga ega bo‘lamiz:

£ =g()-4,()+1(9),

8(x) =r(x)-q,(x) + r,(x),

1 (x)=1y(x)- g3 (x) +15(x),
(17.1)

1 () =1, 5(x) - g, (X) +1,4(x),
12 () =1,,(x) - g,(x) +7,(x),
1 () =1, (%) gp ().
Endi bu tengliklarning oxirgisidan yuqoriga qarab harakat gilsak,
5,5 ()= 1) [ 5. (x) =5 n,(x) =
=.. =250 x)=7@] @) =) f(x)

hosil bo‘ladi.
Ravshanki, f(x) va g(x) ko‘phadlar uchun tuzilgan Yevklid

algoritmidagi r,(x) qoldig bu ko‘phadlarning umumiy bo‘luvchisi
bo‘ladi. Demak, Yevklid algoritmi f(x) va g(x) ko‘phadlarni
umumiy bo‘luvchilarini topish usulini berar ekan.

17.3-teorema. f(x) va g(x) ko‘phadlar uchun tuzilgan Yevklid

algoritmidagi oxirgi noldan farqli qoldiq r,(x) ularning eng katta
umumiy bo‘luvchisiga teng, ya’ni EKUB(f(x), g(x)) =r, ().

Ishot. Yuqorida r,(x) qoldiq f(x) va g(x) ko‘phadiarning
umumiy bo‘luvchisi ekanligini aytib o‘tdik. Faraz qilaylik, d(x)
ko‘phad f(x) va g(x) larning boshqa bir umumiy bo‘luvchisi bo‘lsin.
U holda Yevklid algoritmidan ko‘rish mumkinki, @(x)|r(x) o‘rinli
bo‘ladi, shuningdek, d(x)|r,(x) munosabat ham o‘rinli ekanligini
tekshirish qiyin emas. Bu jarayonni davom attirish natijasida
d(x)|r,(x) ekanligini hosil gilamiz. 5]
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shaklga olib kelish mumkin, bu yerda k+k +..+k=n va
&, 0ty ..o, ildizlar orasida o°zaro tenglari yo'q.
Hosil bo‘lgan (18.5) tenglikda ¢, ildiz f(x) ko‘phadning £,
karrali ildizi bo‘ladi.
Yugqoridagi mulohazalardan quyidagi natijani hosil gilamiz:
18.5-natija. Agar darajalari n dan oshmaydigan f(x) va g(x}
ko*phadlar noma’lumning turli hil n+1 ta giymatida teng qiymatlarga
ega bo‘lsa, u holda f(x) = g(x) bo‘ladi.
Isbot. Hagiqatdan ham, f(x)—g(x)=A(x) ko‘phad farazimizga
ko‘ra n+1 taildizga ega bo‘lib, degh(x) <n bo‘lganligi sababli A(x)
ko*phad n+1 ta ildizga ega bo‘lsa, h(x) =0 bo‘ladi. 8]
Bu natijadan istalgan n-darajali ko‘phadning koeffitsientlari

n+l ta giymat orqali yagona ravishda aniglanishi mumkin degan
xulosaga kelamiz.

Shuni ta’kidlaymizki, agar bizga ikkita
f=a(x—a) - (x—a) .- (x—a,)",
gx)=by(x~)™ - (x—a,)™ - oo (x— )™
ko‘phadlarning yoyilmalari berilgan bo‘lsa, u holda ularning EKUBi
va EKUKI quyidagi ko‘rinishlarga ega bo‘ladi:
EKUB(f(x).g(0)) = (x~a)* - (x-a,)* ... (x~a,)%,
EKUK(f(x),g(x)) = (x— )" - (x =) -..on(x =),
bu yerda
B =min(k,,m), y, =max(k,,m,).
Shunday qilib, biz ko‘phadlarni kanonik yoyilmasidan

foydalanib, ularning eng katta umumiy bo‘luvchisi va eng kichik
umumiy karralilarini hisoblay olishimiz mukin.

Misol 182. f(x)=(x+1)*(x-2)(x-7)*(x+12)(x+5)" va

g(x) =(x+ 1)’ (x~2)(x~7)* (x +12)*(x + 5)° ko*phadlaming EKUB va
EKUK lari topamiz:

EKUB(f(x).2(x)) = (x+1)’ (x~2)(x — 7)*(x +12)(x + 5)°.
Shuningdek,
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EKUK (f(x)g(x)) = (x+D*(x -2’ (x=7)"(x +12)*(x +5)°.

—— 18.6-ta’rif. Agar f(x) ko‘phad notrivial bo‘luvchilarga ega
bo‘lmasa, u holda u keltirilmas ko‘phad deyiladi.

Algebraning asossiy teoremasidan ma’lumki, kompleks sonlar
maydonida keltirilmas ko‘phadlar fagat x—a shaklidagi chizigli
ko‘phadlardan iborat bo*ladi.

Haqigiy sonlar maydonida esa x—ea shaklidagi chizigli
ko*phadlardan tashgari x*+ px+¢, p* —4q <0 ko‘rinishidagi kvadrat
uchhadlar ham keltirilmas ko‘phad bo‘lishi ravshan. Quyidagi
tasdiqda haqigiy sonlar maydonida darajasi ikkidan katta bo‘lgan
keltirilmas ko‘phad mavjud emasligini ko‘rsatamiz.

18.7-tasdiq. Haqiqiy sonlar maydonidagi keltirilmas ko‘phadlar
faqat x—« shaklidagi chizigli ko‘phadlar va x* + px+g, pi—4g<0
ko‘rinishidagi kvadrat uchhadlardan iborat bo‘ladi.

Isbot. Faraz gilaylik, f(x) ko‘phad darajasi ikkidan katta va
haqigiy sonlar maydonida keltirilmas ko‘phad bo‘lsin. U holda u
haqiqiy ildizga ega emas, lekin algebraning asosiy teoremasiga ko‘ra
f(x) ko‘phad x,=a+ib, b#0 kompleks izldizga ega. Quyidagi
ko‘phadni qaraymiz:

o(x)=(x—x)(x~%,) =(x—a~ib)(x—a+ib) = (x —a)* +b".

Ushbu @(x) ko‘phad hagiqiy koeffitsiyentli keltirilmas ko‘phad
bo'lib, f(x) ko‘phad bilan umumiy kompleks ildizga ega. Shuning
uchun f(x) va ¢(x) ko‘phadlar o‘zaro tub emas. Demak, f(x)
ko‘phad @(x) ga bo‘linadi. Bu esa f(x) ko‘phadning keltirilmas
ekanligiga zid. ]

18.4-natijaning isboti kabi ixtiyoriy haqigiy koeffitsientli
ko‘phadni keltirilmas ko‘phadlarning ko‘paytmasi shaklida yagona
ravishda ifodalanilishini ko‘rsatish qiyin emas. Ya'ni haqigiy
koeffitsientli f(x) ko‘phad uchun

S =a(x—a) e (x—@ Y (P + px g e (P + o x+q,)"
yoyilma o‘rinli, bu yerda p? —4q, <0.
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Viyet formulasi. Bizga bosh koeffitsienti 1 ga teng bo‘lgan n-
darajali
fD=x"+ax™ +a,x"* +..+a,_x+a,
ko‘phad berilgan bo‘lib, a,, @,,...,, uning ildizlari bo‘lsin. U holda
fX=@-a)-x-a)...(x—a,)
yoyilmaga ega bo‘ladi. Bu yoyilmaning o‘ng tomonidagi gavslarini
ochib chiqib, o‘xshash hadlarini ixchamlagandan so‘ng bir hil hadlari
oldidagi koeffitsientlarini tenglashtirsak, quyidagi tengliklarni olamiz:
a=—(o+a,+..+a,),
a, =00, + 0L+ AT, + A et
a; =000, + e, + . F a0, L),

A =D @ G F O Oyt Oy O et O ),
a =Y -a,.. a,.
Ushbu tengliklar ko‘phad koeffisentlarini uning ildizlari orqali
ifodalovchi formula hisoblanib, Viyet formulasi deb ataladi. Tenglik-
larning o‘ng tomonidagi ifodalar simmetrik ko ‘phadlar deyiladi.

19 - §. Ratsional kasrlar

Ushbu mavzuda haqiqiy yoki kompleks sonlar maydoni ustida
berilgan ratsional kasrlar hagida gap boradi. Biror maydon ustida

berilgan f(x) va g(x),g(x)=0 ko‘phadlaming % nisbatiga
g(x

ratsional kasrli funksiya yoki qisqacha ratsional kasr deyiladi.
----—-19.1-ta’rif. Agar f'(—r—]- va ﬂf-)-

&) &,(x)
fix)g,(x)= £,(x)g,(x) tenglik ofrinli bo‘lsa, bu ratsional kasrlar
teng deyiladi.

ratsional kasrlar uchun

1 +1 .
Masalan, -1 va x—] ratsional kasrlar tengdir.
x
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Ratsional kasrlar to‘plamida qo‘shish va ko‘paytirish amallarini
quyidagicha aniqlaymiz:
S | LG) _ fi)-g,(0)+ f,(0)-8(0),
B m® a@am
WA ALY
g,(x) gz(x) gl(x)'gz(x)

ratsional kasrda xar doim (f(x),g(x))=1 deb

Berilgan S (x)

g(x)
olishimiz mumkin, Chunki, (f(x),g(x))=d(x) bo‘lsa, u holda
S@=d(x)- fi(x) va g(x)=d(x)-g,(x) ekanligidan —j(—t)=£{—x)—
g(x &

kelib chigadi, bu yerda (f,(x),g,(x)) =1.
Bunday kasrlarga normallashgan kasrlar deb ataladi.

19.2-ta’rif. Agar —— PAC) ratsional kasrda deg(f(x)) <deg(g(x))
x

bo‘lsa, u holda u to‘g‘ri ratsional kasr, aks holda noto‘g‘ri ratsional
kasr deyiladi.

19.3-tasdiq. Xar qanday ratsional kasr ko‘phad va to‘g‘ri
ratsional kasrlarning yig‘indisi orqali ifodalanadi.

Isbot: Agar -f(—) to‘g‘ri ratsional kasr bo‘lsa, teorema o‘rinli

ekanligi ravshan.
Faraz gilaylik, —(—)2 noto‘g‘ri ratsional kasr bo‘lsin. U holda
S(x) ko*phadni g(x) ga qoldigli bo‘lib,
S (@) =g(x)-¢(x) +r(x), degr(x) <degg(x)
tenglikni hosil gilamiz, bundan esa,
x X X)+r(x r(x
1) _gCa@+r) _ o r)
2(x) g(x) g(x)

kelib chigadi. O
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19.4-tasdiq. To‘'g‘ri ratsional kastlamning yig‘indisi va
ko‘paytmasi to“g‘ri ratsional kasr bo‘ladi.

Isbot. Haqgigatdan ham, agar —— A=) (r) —@ to‘g‘ri ratsional
g,(x) gz(x)
kasrlar bo‘lsa,
[, £() _ f(x) g, (0)+£,()-8,(x)
gix) g, (x) 8 (%) 8,(x)

to‘g‘ri ratsional kasr bo‘ladi, chunki
deg(f;(x)- 2,(0) + £3(x)- £,(x)) < deg(g,(x)- g, (x))-
Xuddi shunday, ularning ko‘raytmasi ham to‘g‘ri ratsional kasr
bo‘ladi. ]
19.5-teorema. Agar _J® to‘g'ri ratsional kasrda
£(x)- g,(x)
(g,(x),g,(x))=1 bo‘lsa, u holda bu ratsional kasrni ikkita to‘g‘ri

ratsional kasrlarning yig‘indisi ko‘rinishida yagona ravishda ifodalash
mumkin,

Isbot. Ratsional kasr maxrajidagi g,(x) va g,(x) ko‘phadlar
o‘zaro tub bo‘lganligi uchun shunday wu(x) va w(x) ko‘phadlar
mavjudki, u(x)g,(x)+1(x)g,(x) =1, bo‘ladi. Demak,

f0)__ e MR 080 _ fOu) | S

&) g,(x) £(0)-g,(» 8:(x) &)

Endi f(x)-u(x) ni g,(x) ga qoldigli bo‘lamiz:

S (%) ul(x) = g,(x)- g, (x) + 1,(x), degr,(x) <degg,(x).

Demak,
S(x)-u(x) _ n(x)
8,(x) %)+ gz(x).
Hosil bo‘lgan ¢,(x) ko‘phadni 1) vx) kasrga kiritsak,
:1%3
f(x)-V(X) 0,9 = S(x)-v(x) + g,(3)-4,(2)
g - £:(x)
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f(x) va ?'1().')
gl(x)'gz(x) g,(x)
to‘gri ratsional kasrlarning ayirmasi bo‘lganligi uchun, u ham to‘g‘ri
ratsional kasr bo‘ladi. Demak,

f6) _n(), n() =
g g® &G gz(x)

ratsional kasr hosil bo‘ladi. Bu ratsional kasr

Bu teoremani umumlashtirib, quyidagi natijani hosil qilamiz.
/) to‘g‘ri ratsional kasrda

8(x) g, (x)- ... g:(x)

(g,(x).g,(x) =1 i=j bolsa, u holda bu kasr to‘g'ri ratsional

19.6-natija. Agar

kasrlarning
ACIIN GO NN {C))
80 &® g
yoyilmasi orqali yagona ravishda ifodalanadi.
Ma’lumki, ixtiyoriy g(x) ko‘phadni keltirilmas ko‘phadlarning
- pf(x) shaklida yagona ravishda

ko‘paytmasi g(x)=pf"(x)- pi*(x)-..
ifodalash mumkin. Bunga asosan, biz yuqoridagi natijani
umumlashtirib,
JS&) fx) f ) LG f *)
g0 D PP A® @ B
yoyilmant hosil gilamiz.

Ushbu yoyilmadagi oA (( X) to‘g‘ri kasrlarga primar kasrlar deb

ataladi. Agar primar kasrda deg f/(x)<degp,(x) bo‘lsa, bu primar

kasrga sodda kasr deyiladi.
19.7-teorema. Xar qanday primar to‘g‘ri kasr sodda kasrlarning

yig‘indisi shaklida ifodalanadi.
Isbot. Bizga ﬁ[(x;)) primar kasr berilgan bo‘lsin. f(x) ko‘phadni

p(x) ga qoldigli bo‘lsak, f(x)= p(x)-g,(x)+ f,(x) bo‘ladi. U holda
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IAC)) f ™, 9
N Na)

Agar deg(qg, (x))<deg(_ p(x)) bo'lsa teorema isboti kelib chigadi.
deg(q,(x)) 2 deg(p(x)) bo‘lganda esa, ¢(x) ko'phadni p(x) ga
qoldigli botlib, ¢,(x) = p(x)-g,(x)+ f;(x) ekanligidan

f(x) RGN A IR C))
NN )
tenglikni hosil gilamiz.

Bu jarayonni chekli marotaba davom ettirsak, berilgan ratsional

kasr sodda kasrlarning yig‘indisi shaklida ifodalanishi kelib chiqadi:
ACIN ACRN {CI NN AC)
Pr® p (X) s (x) P(X)

Ushbu teoremadan quyidagi natija kelib chigadi.

19.8-natija. Ixtiyoriy to‘gri ratsional kasmi yagona ravishda
sodda kasrlarning yig‘indisi shakliga ifodalash mumkin.

Kompleks sonlar maydonida ixtiyoriy ko‘phad

g =a,(x-a) (x—@,)" ... (x— )"

A
ko‘rinishida ifodalanganligi uchun, sodda ratsional kasrlar (——;)T
X —
ko‘rinishida bo‘ladi. To‘g‘ri kasming sodda ratsional kastlarga
yoyilmasi esa,

J&x) = 4, + 4 T~ A "
g(x) (-a)" (x-a) T x-gq
4, T Ay
(x-a) (x-a)* T x-a,
4, 1 A.-,: 4 f'_i

=t 3
(x ) (x-a,) x-q,

ko‘rinishida bo*Jadi.

Haqiqiy sonlar maydonida sodda ratsional kasrlarning umumiy

ko‘rinishi A - va ﬂ_
(x-a) " (C+pr+g)

p* —4q <0 shaklda bo‘ladi.
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1 .
Misol 192, ———— to‘g‘ri kasmni hagqiqiy sonlar
G-+ E Y
maydonida sodda kasrlarga yoying.

Ushbu kasr A va Bf”{ sodda kasrlarning yig‘indisiga

x-1 X+

yoyiladi, ya’ni
1 A  Bx+C

G-DE+D 51 =41
Bu tenglikni ikkala tomonini (x—I)(x*+1) ko‘phadga
ko*paytirsak, 1=A(x* +1)+(Bx+C)(x—1) tenglik hosil bo‘ladi. Bu

yerdan A= %, B= —-% vaC= —-21- ekanligini topish qgiyin emas.

Demak,
1 1 x+1

G-DOE 4D 2(x-1) 22 +1)

20- §. Uchinchi va to‘rtinchi darajali algebraik tenglamalarni
yechish

Ushbu mavzuda uchinchi va to‘rtinchi darajali tenglamalarni
yechish usullarini keltiramiz. Dastlab, uchunchi darajali tenglamani
qaraymiz. Ma’lumki, uchinchi darajali tenglamalarning umumiy
ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:

ax’ +ax’ +ax+a, =0.

Bu tenglamaning koeffitsiyentlari kompleks sonlardan iborat
bo‘lib, tenglamani ham kompleks yechimlarini topish masalasini
garaymiz. Umumiylikka ziyon yetkazmagan holda, a,=1 deb olish

mumkin. x=y—% kabi almashtirish bajarib, teglamani quyidagi

ko‘rinishga keltirib olamiz:
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3 2
a a a
[“’“?‘] ”‘["‘?'] +"2[‘“_?J+“’=0'

Ushbu tenglamaning qavslarini  ochib, o‘xshash hadlarini

ixchamlasak:
a’ aa, 2 5
)P +[al —-3:—]}"4-[11_‘ —-;3—' +Ea’]’ )= 0.

5

o a, aa, 2
Endi p=a2—?-, g=a,——=

+—a belgilashlamni kiritsak,
3 27 & =
berilgan tenglama quyidagi ko‘rinishga keladi:
¥ +py+q=0.
Demak, 3-darajali tenglamani yechish masalasi yuqoridagi

tenglamani yechishga keltirildi. Ushbu tenglamada y=a+ 4 deb
olsak,

& +3a’ B3 + F +pla+ P)+q=0,
yoki,

&+ +Bof+p)a+f)+q=0.
Ma’lumki, agar &’ + 5 +¢=0 va 38+ p=0 bo‘lsa, u holda
y=a+ [ soni ¥ +py+q=0 tenglamaning yechimi bo‘ladi.
Shunday gqilib, biz quyidagi sistemani hosil qildik:

a3 + B] =—q,
3aﬁ =-D
Ushbu sistemani yechish uchun ikkinchi tenglikni kubga
ko‘tarsak, o’f® =—%. Bundan esa, &’ va 8’ sonlarini quyidagi
kvadrat tenglamaning yechimlari sifatida qarash mumkinligi kelib
chigadi:
3
Zrgz-L -0
q: 7>

bu yerdan,
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4 27

Q:Jﬂ.q.)f ¢/ r ﬂ:i/_z_ 7,7
2 4 27° 2 4 27

tengliklarga ega bo‘lamiz. Demak, y uchun quyidagi ifoda hosil

bo‘ladi:
_ola, [P, P J J_ 7
g J2 4

Ushbu ifodaga Kardano formulasz deyiladi.

Har bir sonning uchta kubik kompleks ildizi mavjudligini
hisobga olsak, ikkala ildiz uchun jami to‘qqizta kombinatsiya kelib
chigadi, ya’'ni y ning giymati to‘qqiz hil aniqlanadi. Lekin, ulardan

an=_1+JL+P_, ped_ T, P
2 4 27 2

va

fagatgina aff= —g shatrni qanoatlantiruvchilarigina tenglamaning
yechimi bo‘ladi.

Aytaylik, «, va f - izlanayotgan juftliklardan biri bo‘sin.
Qolgan a ga mos giymatlar ¢,m, va a,m, bo‘lib, # ga mos giymatlar
esa Bw, va Bw bo‘ladi. Bu yerda @, =—l+i£, @, :-l_,'ﬁ:

2 2 2 2
ya’ni 1 ning boshlang‘ich kub ildizlari.

Demak, Kardano formulasi orqali tenglamaning barcha

n=a+ph,
¥ = oo+ By,
¥ =0, + fo,
yechimlarini aniqlash mimkin.
Misol 20.1. ¥° +(3—37)y+(-2+4) =0 tenglamani yeching.
Kardano formulasiga ko‘ra
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y=J1-%+\J[1-g+(1-n’+Jl-%- [1—%) +(1-i) =
s Fosieiio [
2 ¥ 4 2 4
i (3.
-—-{Jl—5+(—2—:—1)+3Jl—5—(?—1) Yi+32-2i.

Kub ildizlami chigarganda ularning ko‘paytmasi ——‘;1 ga ya’ni

—1+i ga teng bo‘lishini hisobga olish lozim. Shuning uchun birinchi

ildiz uchun —i giymatni olganda ikkinchisi uchun —1—i qiymat

olinadi. Demak, berilgan tenglamaning itdizlari:
y=—i+(=1-N=-1-2i,

] 3 .
Vo =—ie, + (=1 -, = e~ [%+ l},

¥, =—iw, +(-1-Hw, =%+[—§+ IJL

Endi » +py+g=0 kubik tenglamaning p Vva ¢
koeffitsiyentlari haqigiy somfar bo‘lganda Kardano formulasini
qo‘llash qanday natija berishini tahlil qilamiz.

z 3
Kardano formulasidan ko‘rinadiki, q_+£7_ ifodaning ishorast

tenglamaning yechimlari xarakteriga sezilarli ta’sir qgiladi. Uchta
holatni alohida ko‘rib chiqamiz.

T
1-h f y il _a. |9 . 2
ol. Aytaylik ~—+ > >0 bo‘lsin. Bu holda .J 4 7
q q2 3
va =yt ;’—? sonlarning ikkalasi ham haqigiy va turli hil bo‘lib,

birinchi kub ildizning qiymati @, hagiqiy giymat olinganida §, ning



ham hagqiqiy qiymati olinadi. Shunday qilib, bu holatda yechimlar
quyidagicha bo‘ladi:
Y= +pf,
Yo =& @, +/3;wz =_Q', :ﬁl +£’%ﬁli\/§,

=00+ o =—%ﬁl——a';—ﬂ'i\/§.

2 3
Demak, "7+%>0 bo‘lganda berilgan kubik tenglama bitta

haqiqiy ildizga va ikkita o‘zaro qo‘shma kompleks ildizlarga ega
bo‘ladi.
g, |7

2 3 3
2-hol. 7 + . 0 bo‘lsin. Bu holda —=+ \/— +Z
4 27 2 4 27

va

| 2 3
—%— f% kS 5—7 ifodalar haqiqiy va o‘zaro teng bo‘lib, ;, va B kub
ildizlar ham haqiqiy va o‘zaro teng bo‘ladi, ya’ni «, = /. U holda
berilgan kubik tenglama quyidagi ildizlarga ega bo‘ladi
=0+ =2a,
¥, = oo+ o, =—ay,
Vs = 0w, + oy =0,
Demak, bu holda uchchala ildiz ham hagqigiy bo‘lib, bitta ildizi
ikki karrali ildiz bo‘ladi.
2 i
3-hel. % + 7‘0—7 <0 bo‘lsin. Ravshanki, bu holat faqatgina p

manfly bo‘lgandagina o‘rinli. p, =—p deb belgilasak, p, >0 bo'lib,
kub ildizlar ostida quyidagi o‘zaro qo‘shma kompleks sonlar hosil

bo‘ladi:
3 7 s 2
N _g_f\/&_i_
2 27 4 2 27 4
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Kub ildizdan qutulish uchun —%HJ ‘; '7 14— kompleks sonni

trigonometrik shaklga o‘tkazamiz:

=)

cosy =—;?7, sing>0.

3

&)

27

A 4
27 4

Demak,

3 2 1 9
a= —g+iJ‘D—‘—-q—- =r? costp+'k’r+fsin¢+2b{)=
2 V27 4 3 3

= |2 (coslp +32k” +isinZ +32k7r)’

3
bu yerda £=0,1,2.

aﬁ— L ekanligidan esa
N
A= = 3 =
@+2kr .. @p+2kr
“‘1:3 cos +isin

2\/5[cos¢+2kﬂ_isin¢p+2k7r)
3 3 3 )

Shunday qilib, # soni & soniga qo‘shma kompleks son bo‘ladi.
Demak, kubik tenglamaning qiyidagi ildizlarini hosil gilamiz

7
y= \/E(cos@+ i +isin¢+2k”\'+
3 3 3 )
+J-‘§:[cos(p+32k”—isin¢+2kﬂ)=2.V[£;"-cos¢+2k”,

3 3

buyerda £=0,1,2.
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2

3
Bundan ko‘rinadiki, %+%<0 bo‘lgan holda - kubik

tenglamaning uchchala ildizi ham haqigiy bo‘lib, ular turli hil bo*ladi.
Misol 20.2. Tenglamani yeching: y* -9y +8=0.
Kardano formulasidan foydalansak, .

y=3Y4+16-27 +Y-4—J16—27 = Y-a+i11 +J—a-iJi1.

= oy 17 Y
4+l =] % | va -g =3 ekanligini hisobga olsak,
\ J

_1=ilT 1+l

+ =1,
yl‘- 2 _2
1-ifI1  1+i11 1 33
T @+ Wy =——+—;
2 2 2 2
1-if11 1+i1T 1 33
V., = @, + o), = —————,
=2 2 *= 32 i 2 9

Demak, tenglamaning uchchala ildizi ham hagiqiy son bo*ladi.
Misol 20.3, Tenglamani yeching: x° +3x~4=0.
Bu yerda ham Kardano formulasini qo‘llasak:

x=§/2+@+§/2—\/m=\’fz+\/§+%/2—\/§.

Kub ildiz ostidagi ifodalar uchun

(1] ot (157)

2
ekanligidan foydalansak. tenglamaning ildizlarini hosil gilamiz:
1445 1-+5
= = 1,
2 2




Endi to‘rtinchi darajali tenglamalarni yechishning L.Ferrariga
tegishli bo‘lgan usulni keltirib o‘tamiz. S——

Keltiriladigan usulning magsadi

X+’ +b +ex+d =0

tenglamaning chap tomonini kvadratlar ayirmasi ko‘rinishida yozib
olishdan iborat. U holda tenglamani ikkita ikkinchi darajali hadlar
ko‘paytmasi sifatida yozish mumkin. Shu yo'l bilan berilgan
tenglamani yechish masalasi ikkita kvadrat tenglamani yechishga olib

kelinadi. Buning uchun tenglama chap tomonini quyidagicha yozib
olamiz:

2 2 2
a a , aypx
[.tz +-—2-x+%] ——x —’——y——yxz +bx* vex+d=

4 2 4
=(x’ +£x+£] - [ﬂ--t- y—b]f +(£"—J—c)x+(y—'-d) l
2 2 4 2 4
Bu yerda y yordar;lchi noma’lum bo‘lib, kvadrat qavsdagi- ifoda
chizigli ikkihadning kvadrati bo‘ladigan qilib tanlanadi. Ma’lumki,
Ax* +Bx+C=0 kvadrat uchhad chizigli ikkihadning kvadrati
bolishi uchun B? —~44C =0 bo‘lishi zarur va yetarli. Bunga ko‘ra

e

Bu shart y ga nisbatan uchinchi darajali tenglama bo‘lib,
qavslarni ochgandan so‘ng quyidagi ko'rinishga keladi:
¥ —by* +{ac—4d)y —(c* + a*d —4bd) = 0.
Bu tenglamaning ildizlaridan biri y, bo‘lsa, u holda yuqoridagi
kvadrat uchhad to‘la kvadrat shaklida ifodalanadi, ya’ni

[%—'«yﬁ:b}x: +[a—';'——~c:]x+[%—d): (fx+1)%.

Berilgan tenglamaning ko‘rinishi esa

[.\" +%x+%) —(kx +1y’ =0,
yoki
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& +£x+&+kx+z)(xz +ZarZoknnt)-0
2 2 2 2
holatlarga keladi.

Har bir ko‘paytuvchilami nolga tenglab, tenglamaning 4 ta
ildizini topamiz. Agar x, va x, birinchi ko‘paytuvchining, x; va x,
ikkinchi ko‘paytuvchining ildizlari bo‘lsa, u holda

XX, =%+l, X%, =22‘——l.

Bu tengliklarni qo‘shib, y, =xx, +xx, munosabatni hosil
gilamiz. Demak, berilgan to‘rtinchi darajali tenglama ildizlari orqali
uchinchi darajali yordamchi tenglamaning y, ildizining ifodasini
topish mumkin,

Misol 20.4. Tenglamani yeching: x*+2x* —6x" —5x+2=0.

Yugqorida keltirilgan usulga ko‘ra chap tomonni o‘zgartiramiz:

x*+2x° —6x% —5x+2=

2 2
-——[x2+x+§) —)wz—xz—w—%—6x2—5x+2=
2 T 2 3
:[x2+x+-§) —[(y+7)x2+(y+5)x+{)?— ]J

Demak, (y+5)*—4(y+ 7)(%-—2] =0 bo‘lib, bu tenglama

quyidagi ko‘rinishga keladi:
¥ +6y"—18y—81=0.
Ushbu tenglamaning ildizlaridan biri 3 =-3 ekanligini ko‘rish
giyin emas. Berilgan tenglamaning chap tomoniga bu ildizni qo‘ysak:

a

x‘+2x3—6x2—5x+2=(x2+x——;-) =

4x2+2x+%]=

. 3 2 2
=(x‘ + x—EJ —(2x+ %) =" +3x=D(x* —x-2).
Hadlami nolga tenglab, quyidagi yechimlarni hosil gilamiz:

127



=3+4/13 -3-4/13
= » B2 = » X
2 2

21 - §. Ildiz chegaralari, Shturm teoremasi

Ushbu mavzuda berilgan ko‘phadning ildizlarini topmasdan
turib, ular qaysi oraligga tegishli bo‘lishini topish usullarini
keltiramiz.

Bizga f(x) ko‘phad berilgan bo‘lib, uning musbat ildizlari
(a,b) intervalga, manfly ildizlari esa (c,d) intervalga tegishli bo‘lsin.
Ya'ni a va b sonlari ko‘phad musbat ildizlarining, ¢ va d sonlari esa
manfiy ildizlarning quyi va yuqori chegaralari bo“lsin.

Umuman olganda ko‘phad ildizlari chegaralarini topish masalasi
uning musbat ildizlarining yuqori chegarasini topishga keltiriladi.
Buning uchun quyidagi ko‘phadlarni qaraymiz:

w1
g (x)=x f(—),
x
,(x) = f(-x),
" 1
Py(x)=x f{*;)-
Aytaylik, f(x) ko‘phadning musbat ildizlari yuqori chegarasi
N, va g(x), @,(x), @,(x) ko‘phadlar musbat ildizlari yuqori

chegaralari N, N,, N, bo‘lsin. U holda = soni f(x) ko*phadning

]

musbat ildizlari quyi chegarasi, ~N, va _b sonlar esa f(x)
3

ko‘phadning manfiy ildizlari quyi va yuqori chegaralari bo‘ladi.
Shunday qilib, f(x) ko‘phadning barcha musbat ildizlari

1 1

—<x<N, tengsizlikni, manfiy ildizlar esa —-N,<x<—7~

N, - N,

tengsizlikni ganoatlantiradi.
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Quyidagi tasdigda ko‘phadning musbat ildizlari yuqori
chegarasini aniglashning usullaridan birini keltiramiz.

21.1-tasdiq. Bizga haqiqiy koeffitsientli
f()=ax"+ax" +..+a,, a,>0.
ko‘phad berilgan bo‘lsin. Aytaylik, f(x) ko‘phadning dastlabki
manfiy koeffitsienti a, bo‘lib, B soni ko‘phad manfiy koeffitsientlari

[B
absolyut giymatlari maksimumi bo‘lsin. U holda 1+ H— soni f(x)
aﬂ

ko‘phadning musbat ildizlari yuqori chegarasi bo‘ladi.
Ishot. Ko‘phadda manfiy koeffitsient har doim mavjud, aks
holda f°(x) ko‘phad umuman musbat yechimga ega bo‘Imaydi.
Umumiylikka ziyon yetkazmagan holda x>1 deb olib,
Qg By .oy 4, koeffitsientlarlarni  nol  bilan g, g,y .. 4,
koeffitsientlarni —B bilan almashtirsak, f(x) ko‘phadning giymati
kichiklashadi, ya’ni

k4l -1

S zax" —B(x"* +x " ++x+)=ax"—B

x-1
x>1 ekanligini hisobga olsak,
B,’n_h'l n—k+l
Jf(xX)>ax"— a = [aux’”‘(x—l) - B].

x—1 x—1
B

Agarda x >1+ ¢[— bo‘lsa, u holda
aO

=k 4l -kl

fx)>Z aox*"(x—l)—B] w2
x-1t x=1

[ao(x—l)" -B] >0,
s . . . . . B
ya’ni, f(x) ning giymati qat’iy musbat bo‘ladi. Demak, x >1+ }—
)

tengsizlikni qanoatlantiradigan x soni f(x) ko‘phadning ildizi bo‘la
olmaydi. O
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Misol 21.1. h(x)= % + 24 — 52 + 84 — 7x— ko‘phad uchun
a,=1, k=2 va B=7 ekanligidan, uning musbat ildizlari yuqori
chegarasi 1+ J7 botishini hosil gilamiz.

Musbat ildizlarning yuqori chegarasini izlashning yana bir usuli
bo‘lgan Nyuton usulini keltiramiz.

21.2-tasdiq. Bizga haqiqiy koeffitsientli
Ffx)=ax"+ax"" +..+a,, a,>0.
ko‘phad'berilgan bo‘lsin. Agar x=c nuqtada f(x), f'(x), f"(x), =
f™(x) musbat giymatlar qabul gilsa, u holda ¢ soni musbat
ildizlarning yuqori chegarasi bo‘ladi.
Isbot. Hagiatdan ham, Teylor formulasiga ko‘ra,

3] n
f(x)=f(c)+(x-c)f'(c)+(x—c)Zf—z(‘c2+---+(x—c)"%c—)-

Bundan ko‘rinib turibdiki, x ning ¢ dan katta barcha
qiymatlarida f(x) ko‘phad fagat musbat giymatlarni qabul giladi.
Demak, ¢ soni musbat ildizlarning yuqgori chegarasi bo‘ladi. O

Berilgan f(x) ko‘phad uchun mos keluvchi ¢ sonini topish
uchun quyidagicha yo*l tutamiz. f“”(x)=rnla, musbat son bo‘lganligi
uchun f (%) funksiya o‘suvchi funksiya bo‘ladi. Demak, shunday
¢, son mavjudki, x > ¢, lar uchun f*"(x) >0 bo‘ladi.

Endi x2c¢, holatda f™(x) funksiya o‘suvchi ekanligidan
foydalanib, x 2 ¢, lar uchun f"?(x) > 0 bo‘livchi ¢,, (¢, Z¢) sonini
topamiz. Bu jarayonni chekli marotaba davom ettirish natijasida
topilgan oxirgi ¢, soni bizga kerakli bo‘lgan ¢ sonini, ya’ni musbat
ildizlamning yuqori chegarasini beradi.

Misol 21.2. A(x)= % + 24 — 52 + &% — 7x— ko'phad uchun
Nyuton usulini qo‘llab, uning musbat ildizlari yuqori chegarasini
topamiz:

h(x)=x" +2x* 5% +8x% —7x -3,
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H(x)=5x" +8x° —15x* +16x—7,
H(x) =20x° +24x* —30x +16,
K"(x) = 60x” + 48x —30,
H(x)=120x +48,
H(x) =120.

Ketirilgan barcha ko‘phadlar x=2 giymatda musbat ekanligini
ko‘rish qiyin emas. Shunday qilib, 2 soni berilgan A(x) ko‘phad
musbat ildizlari yuqori chegarasi bo‘ladi. Bu natija 21.1-misoldagi
natijaga qaraganda aniqroqdir.

Misol 21.3. Yuqoridagi A(x) ko‘phadning manfiy ildizlari quyi
chegarasini topamiz. Buning uchun ¢,(x) =—A(-x) ko‘phadni garab,
uning hosilalarini topib chigamiz:

2,(x) =x" —2x* —5x> —8x* —Tx +3,
@, (x)y="5x* —8x> —15x* —16x -7,
@5(x) =20x" ~24x* ~30x 16,
@7(x) =60x* —48x —30,

212 (x) =120x—48,

@ (x) =120.

Bu ko‘phadlarning barchasi x=4 qiymatda musbat bo‘Iganligi
uchun 4 soni ¢,(x) ko‘phadning musbat ildizlari yuqori chegarasi
bo‘la oladi. Shunung uchun —4 soni A(x) ko‘phadning manfiy
ildizlari quyi chegarasi bo‘ladi.

Endi biz hagiqiy koeffitsientli f(x) ko‘phadning haqjigiy ildizlari
sonini topuvchi usullardan biri bo‘lgan Shturm usilini keltiramiz. Bu
usul yordamida ko‘phadning barcha ildizlari soni, yoki musbat va
manfiy ildizlari soni, yoki biror oraliqdagi ildizlar sonini aniglash

mumkin.
Aytaylik, f(x) ko‘phad karrali ildizlarga ega bo‘lmasin. Aks

holda, bu ko‘phadni o‘zining hosilasi bilan eng katta umumiy
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bo‘luvchisiga bo‘lib yuborish natijasida karrali ildizlarga ega
bo‘lmagan ko‘phad hosil gilish mumkin.
- 21.3-ta’rif. Hagiqly koeffitsientli noldan farqli chekli

S =£(x) LG /o (x), ooy So(x) (211

ko‘phadlar sistemasi uchun quyidagi shartlar o‘rinli bo‘lsa, u holda bu
ko‘phadlar f(x) ko‘phad uchun Shturm sistemasi deyiladi:

1) ko‘phadlar sistemasining qo‘shni ko‘phadlari umumiy
ildizlarga ega emas; :

2) Oxirgi f,(x) ko‘phad haqiqiy ildizga ega emas;

3) Agar @ soni biror f,(x), 1<k<s—1 ko‘phadning haqigiy
ildizi bo‘lsa, u holda £, (@) va f,,(a) ko‘phadlar turli ishorali
bo‘ladi;

4) Agar a soni f(x) ko‘phadning hagiqiy ildizi bo‘lsa, u holda
f(x) fi(x) ko'paytma x ofsib o nuqtadan o‘tganda ishorasini
manfiydan musbatga o‘zgartiradi.

21.4-teorema, Karrali ildizlarga ega bo‘lmagan hagqigiy
koeffitsiyentli iﬁtiyoriy J(x) ko‘phad Shturm sistemasiga ega.

Isbot. Teorema isbotini 21.3-ta’rif shartlarini ganoat!antiruvchi
F) = £,(2), £i(x), £,(x), -, fi(x) ko‘phadlar sistemasini qurish
usuli yordamida keltiramiz. Buning uchun f£(x)= f(x) deb olamiz.
Ta’kidlash joizki, f(x) va £,(x) ko‘phadlar uchun 21.3-ta’rifning 4)
sharti bajariladi. Hagiqatdan ham, agar @ soni berilgan f(x)
ko‘phadning haqiqiy ildizi bo‘lsa, u holda f'() #0. Agar f(@)>0
bo‘lsa, u holda @ nuqtaning biror atrofida ham f'(x)>0 bo‘ladi.
Demak, f(x) ko‘phad @ nuqtaning atrofida o‘suvchi bo‘ladi. Bundan
Ff(®) fi(x) ko‘paytma x dan o‘tganda manfiy ishorani musbatga
almashtirishi kelib chiqadi. Huddi shunga o‘xshab, agar f'(2) <0
bo‘lsa, @ nugqtaning biror atrofida f'(x)<0 va f(x) ko‘phad
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kamayuvchi bo‘ladi. Demak, bu holatda ham f(x) f{(x) ko‘paytma x
dan o‘tganda manfiy ishorani musbatga almashtiradi.

f,(x) ko‘phadni aniglash uchun f(x) ni f£(x) ga qoldigli
bo'lib, goldigni —I ga ko“paytmasini olamiz. Ya’ni,

J(x) = fi(x} 4,(x)~ f,(x)-

Bu jarayonni davom ettirib, f,_,(x) ko‘phadni f, (x) ko‘phadga
qoldigli bo*lib, qoldigni —1 ga ko‘paytmasini £,,,(x) kabi belgilaymiz,
ya’ni

Jea@) = £(x) g, (x) = f(x)- (21.2)

f(x) va f'(x) ko‘phadlarga qo‘llangan usul Yevklid
algoritmidan fagat qoldigning manfiy ishorasi bilan olinishigagina
farq qiladi. Yevklid algoritmida ishorani almashtirish EKUB topishga
ta'sir gilmaganligi uchun, biz bu jarayon orqali f(x) va f'(x)
ko‘phadlarning EKUBini hosil gilamiz. Bu ko‘phadlar o‘zaro tub
bo‘lganligi sababli, f,(x) ko‘phad noldan fargli bo‘lgan gandaydir
son bo‘ladi. Demak,

S) = £, £ = £1(x), £,(2), oy £,(%)
ko‘phadlar sistemasi 21.3-ta’rifning 2) shartini qanoatlantiradi, ya’ni
J.(x) ko‘phad haqigiy ildizga ega emas.

Bu ko‘phadlar uchun 1) shart bajarilishini ko‘rsatish uchun
f.(x) va £ (x) qo‘shni ko‘phadlar umumiy « ildizga ega bo‘lsin
deb faraz gilamiz. U holda (21.2) tenglikdan e ildiz £, (x) ko‘phad
uchun ham ildiz bo‘lishi kelib chigadi. Quyidagi

Ji2(¥) = Sy () g, () — £, (x)
tenglikdan esa, & soni f,_,(x) ko‘phad uchun ham ildiz bo‘lishini
hosil qilamiz. Bu jarayonni davom ettirsak, @ soni f(x) va f'(x)
ko‘phadlarining umumiy ildizi bo‘ladi. Bu esa tasdiq shartiga zid.
Demak, f,(x) va f,(x) qo‘shni ko‘phadiar umumiy ildizga ega

€mas.
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Nihoyat, 3) shartning bajarilishi (21.2) tenglikdan bevosita kelib
chiqadi, chunki, agar £,() =0, uholda f£,_ () =—f,,,(@). 0

Endi f(x) ko‘phadning Shturm sistemasi uning haqiqiy ildizlari
sonini topishda ganday qo‘llanilishini ko‘rsatamiz. Buning uchun
dastlab berilgan sonlar ketma-ketligi uchun ishora almashishlar soni
tushunchasini kiritib olamiz. Ya’ni noldan farqli bo‘lgan chekli
tartiblangan sonlar sistemasida necha marotaba turli hil ishorali sonlar

yonma-yon kelishini sanab, bu sonni ishora almashishlar soni deb
olamiz.

Masalan,
1,3,-2,1,-4,-8,-3,4,1
Tartib bilan bu sonlarning ishoralarini yozib olamiz:
T R s P

Bu sistemada 4 marotaba o‘zaro qarama-qarshi ishoralar yonma-
yon kelganini ko‘rish gqiyin emas. Demak, tartiblangan sonlar
sistemada 4 ta ishora almashishi bor.

Aytaylik, f(x) ko‘phadning Shturm sistemasi berilgan bo‘lib, ¢
haqiqiy soni ko‘phadning ildizi bo‘lmasin. Quyidagi hagiqiy sonlar
sistemasini olib,

f@), fi(e), fo{c), ..y £i(0),
bu sonlar ketma-ketligidan nolga teng bo‘lgan sonlarni o‘chirib
tashlaymiz. Hosil bo‘lgan sonlar ketma-ketligining ishora
almashishlari sonini W (c) kabi belgilaymiz

Ushbu W(c) soni f(x) ko‘phad uchun x=c holatda berilgan
Shturm sistemasidagi ishora almashishlar soni deb ataladi.

21.5-teorema (Shturm teoremasi). Agar a va b, a<b haqiqiy
sonlar karrali ildizlarga ega bo‘lmagan f(x) ko‘phadning ildizlari
bo‘lmasa, u holda W(a)2W(b) bo‘lib, W(a)—W(b) ayirma f (x)
ko*phadning (a,b) oraliqdagi haqiqiy ildizlari soniga teng bo*ladi.

Isbot. Teoremani isbotlash uchun #(x) soni x ortib borishi
bilan qanday o‘zgarishini aniglab chiqamiz. Ravshanki, x ning
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giymati ortib borganda (21.1) Shturm sistemasi ko‘phadlaridan
birining ildizi uchramaguncha bu sistemaning ishoralari o‘zgarmaydi.
Demak, W (x) soni ham ko‘phadlardan birining ildizi uchramaguncha
o‘zgarmaydi.

Buni e’tiborga olgan holda, x ning qiymati biror f,(x),
1<k<s-1 ko‘phadning ildizidan va berilgan f(x) ko‘phadning
ildizidan o‘tgan hollarni garaymiz.

Aytaylik, o soni fi(x), 1<k <s—1 ko'phadning ildizi bo‘Isin.
U holda, 1) shartga ko‘ra f;_ (@) va f,, () ko‘phadlar noldan fargli.
Demak, « sonining biror (@—&,a+¢&) atrofida ham f,,(x) va
S (%) ko*phadlar ildizlarga ega emas. Shuning uchun bu ko*phadlar
berilgan atrofda o‘z ishoralarini saqlaydi, hamda 3) shartga ko‘ra ular
turli ishorali bo‘ladi. Bu yerdan quyidagi sonli sistemalar

Jeax—E), fila—£), fi(@—¢&) (21.3)

va
Sea(a+e), flla+6), fi.la+E) (21.4)

bitta ishora almashishga ega ekanligi kelib chigadi.

Hagigatdan ham, agar f;_(@—&)>0 bo‘lsa f, (¢—£)<0
bo‘lib, f,(—¢£) sonining ishorasidan gat’iy nazar (21.3) sistemaning
ishora almashishlar soni birga teng bo‘ladi. Huddi shunday, (21.4)
sistemaning ishora almashishlar soni ham birga teng.

Demak, x soni ko‘phadning Shturm sistemasidagi birorta oraliq
ko*phadning ildizidan o‘tganda ishora almashishlar soni o‘zgarmaydi.
Shuning uchun, bunday o‘tishda W (x) soni ham o‘zgarmaydi.

Endi x ning qiymati berilgan f(x) ko‘phadning ildizidan o‘tgan
holni qaraymiz. Aytaylik, @ soni berilgan f(x) ko‘phadning ildizi
bo‘lsin. 1) shartga ko‘ra @ soni f(x) ko‘phadning ildizi emas.
Shuning uchun biror (@ —&,a+¢) oraligda f{(x) ko*phad ildizga ega
emas. Demak, bu oraligda f;(x) ko‘phadning ishorasi o‘zgarmaydi.
Agar bu ishora musbat bo‘lsa, 4) shartga ko‘ra f(x) ko‘phadning
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argumenti o« dan o‘tganda uning ishorasi manfiydan musbatga
o‘zgaradi, ya’'ni f(a—g)<0 va f(a+¢)>0.

U holda quyidagi

f(a_g)’ f;(a—&‘),
va
fla+e), filla+e)
sonlar sistemalar ishoralari
=+ va-+,+,
ko*rinishlarda bo‘ladi. Demak, bu holatda Shturm sistemasida bitta
jshora almashish yo‘qoladi.

Huddi shunday, agarda (a—s,a+e) oraligda f(x)
ko*phadning ishorasi manfiy bo‘lsa, u holda yana 4) shartga ko‘ra
f(a—£)>0 va f(a+&)<0.Bu holatda quyidagi ishoralar sistemasi
hosil bo‘lib,

+,—va-—, -
bunda ham Shturm sistemasida bitta ishora almashishi yo*‘qoladi.

Shunday qilib, W(x) soni, uning argumenti ortib borib, f(x)
ko‘phadning ildizidan o‘tganidagina ofzgarib, bittaga kamayadi,
qolgan hollarda esa, o‘zgarishsiz qoladi. g

Shturm teoremasidan ko‘rinadiki, karrali ildizlarga ega
bo‘lmagan f(x) ko‘phadning haqiqiy ildizlari sonini topish uchun a
sifatida manfiy ildizlarning quyi chegarasini, b sifatida esa musbat
ildizlarning yuqori chegarasini olish yetarli.

Ammo, berilgan ko‘phadning ildizlari chegalararini topmasdan
turib, a va b sonlari o‘rnipa mos ravishda yetarlicha kichik manfiy va
yetarlicha katta musbat sonlarni olish tezroq natija beradi. Chunki,
yetarlicha katta musbat sonda Shturm sistemasining barcha
ko‘phadlari ishoralari ularning katta hadlari ishoralari bilan ustma-ust
tushadi.

Shartli ravishda yetarlicha kichik manfiy va yetarlicha katta
musbat sonlarni —o va « kabi belgilaymiz, Demak, (—c0,%0) oraliqda
Shturm teoremasini qo‘llab, f(x) ko*phadning haqiqiy ildizlari sonini
aniqlaymiz. Teoremani (—,0) va (0,«) oraliglarga qo‘llab esa,
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berilgab ko‘phadning musbat va manfiy ildizlari sonini topish
mumkin.

Misol 21.4. A(x) =" +2x* —5x° +8x* —7x -3 ko*phad uchun
Shturm usulini go‘llab, uning ildizlari sonini toping.

Shturm teoremasini qo‘llash uchun A(x) ko‘phad karrali
ildizlarga ega bo‘lmasligi kerak. Lekin biz buni alohida tekshirib
o‘tirmaymiz, chunki, Shturm sistemasini qurish jarayonida ushbu
ko‘phad va uning hosilasi o‘zaro tubligini ham tekshiriladi. Shuning
uchun berilgan ko‘phad uchun Shturm sistemasini quramiz:

h(x)=x"+2x* =5x" + 87 —Tx -3,
h(x)=5x"+8x’ —15x" +16x-7,
B, (x) = 663" —150x" +172x + 61,

b, (x) =—464x" +1135x+723,
I, (x) =~32599457x — 8486093,
Ay (x)=—1.

Ay (x}=~1 bo‘lganligi uchun h(x) va A'(x) ko‘phadlar o‘zaro
tub. Demak, #A(x) ko‘phad karrali ildizlarga ega emas. Ushbu
ko‘phadlarning x =-—0 va x =<0 holatlardagi ishoralarini aniqlaymiz.
Buning uchun faqatgina ko‘phadlarning katta koeffitsientlari
ishoralariga va ko‘phadlarning darajalariga qarash yetarli:

3 Ishora
h(x) | B(x) | h(x) | B(x) | A(x) | A(x) almashish soni
—00 - + - - + - 4
o | + + + - - - 1

Demak, berilgan #(x) ko‘phad 3 ta hagiqiy ildizga ega. Bundan
tashqari

h(x) | G [ B(x) | B(x) | Ae(x) hy(x) a[[nalssll:i:;laSOrﬁ

0 = — + + = - 2
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ekanligidan 7(x) ko‘phadning ikkita manfiy va bitta musbat ildizlarga
egaligi kelib chigadi.

Misol 21.5. Shturm teoremasidan foydalanib quyidagi
ko‘phadning haqiqiy ildizlari sonini, shuningdek, bu ildizlar
joylashgan oraliglarni aniglaymiz:

F)=x"+3x" 1.
ko‘phad uchun Shturm sistemasi quyidagicha bo‘ladi:

Fx)=x"+3x" -1,

£(x)=3x" +6x,
L(x)=2x+1,
fix)=1.
x =—0 va x =co holatlarda bu sistemadagi ishora almashishlarni

topamiz:

&) 19 £ £(®) Ishora alrr.lashish
soni
—0 - + = + 3
[oe) + + + + 0

Shunday qilib, f(x) ko‘phad uchta haqiqiy ildizga ega.
Ildizlarning joylashishini anig bilish uchun quyidagi jadvalni
keltiramiz:

i :
0 | £ | £ £i(%) Ishora a n}ashlsh
soni

x=-3 - + - + 3
x=-2 + 0 - + 2
x=-1 + - - + 2

x=0 - 0 + + 1

x=1 + + + + 0

Demak, berilgan ko‘phadning «,, @, va ¢, ildizlari mos
ravishda (-3,-2), (=1,0) va (0,1) oraliglarda joylashadi.
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V BOB. CHIZIQLI (VEKTOR) FAZO
22 - §. n-o‘lchamli chiziqli fazolar

Bizga V to‘plam berilgan bo‘lsin. Ixtiyoriy x,yeV
elementlarga ularning yig‘indisi deb ataluvchi z€V elementni mos
qo‘yib, uni z:=x+y ko‘rinishda belgilab olamiz. Shuningdek, biror
K(R,C) maydondan olingan ixtiyoriy A€ sonini xeV
elementga ko*paytmasi sifatida y € ¥ elementni mos qo‘yamiz va uni
y:=A-x ko'rinishda belgilaymiz.

22.1-ta’rif. Agar V' to‘plamda aniqlangan qo‘shish va songa
ko‘paytirish amallari quyidagi shartlarni qanoatlantirsa, ¥ to‘plam
chizigli fazo yoki vektor fazo deyiladi:

1) x+ y = y+x (kommutativ sharti};

2) (x+y)+z=x+(y+z) (assosiativlik sharti);

3) shunday Oe¥ element mavjud bo‘lib, har qanday xeV
uchun x+0=0+x=x, bu yerdagi 0 element nol element deyiladi;

4) har qanday x € ¥V uchun —x €V bilan belgilanadigan shunday
element mavjud bo‘lib, x+(-=x)=(-x)+x=0;

5 l-x=ux;

6) o (B-x)=af-x=8(ax);

7 (@+P)x=ax+f-x

ax+y)=a-x+a-y
buyerda, a.feK, x,yeV.

Misol 22.1. a) Haqiqgiy (kompleks) sonlar maydoni R(C) o‘z
ustida chizigli fazo tashkil etadi.

b) Tekislikdagi (fazodagi) vektorlar to‘plami vektorlarni
qo‘shish va songa kf)‘paytirish amallariga nisbatan chizigli fazo
tashkil etadi.

¢) Darajasi n dan oshmaydigan hagiqiy (kompleks) koeffitsientli
barcha ko‘phadlar to‘plami ko‘phadlarni qo‘shish va ko‘phadni songa
ko‘paytirish amallariga nisbatan chiziqli fazo tashkil etadi.
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d) Barcha nxm—tartibli matritsalar to‘plami matritsalarni
qo‘shish va matritsani songa ko‘paytirish amallariga nisbatan chizigli
fazo tashkil etadi.

Chizigli fazo elementlarini vektorlar deb atash qabul qilingan.
Agar chizigli fazo haqgiqiy (kompleks) sonlar maydonida berilgan
bo‘lsa hagiqiy (kompleks) chizigli fazo deyiladi.

Bizga V chizigli fazo berilgan bo‘lib, x,x,,...,x, vektorlar
chizigli fazoning elementlari bo'lsin. ax, +a,x, +..+,x, yig'indi

vektorlarning chizigli kombinatsiyasi deyitadi, bu yerda «, e K.

22.2-ta'rif. Agar kamida bittasi noldan fargli bo‘lgan

a, a,, ..., &, sonlar mavjud bo‘lib,

ax +a,x, +..+a,x, =0
tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda x,, x,, ..., x, vektorlar chiziqli bog‘lig
vektorlar deyiladi.

Chizigli bog‘liq bo‘lmagan vektorlar chiziqli erkli vektorlar
deyiladi. Ya’ni,

ax +ax, +..+tax, =0
tenglik &, =a,=..=a,=0 bo‘lgan holdagina o‘rinli bo‘lsa,
X,5%,,.-,X,, Vektorlar chizigli erkli vektorlar deyiladi.

22.3-tasdiq. Agar x, X,, ..., X, vektorlar chizigli bog‘lig bo‘lsa, u
holda ulardan kamida bittasi qolganlarining chizigli kombinatsiyasi
orqali ifodalaniladi. Va aksincha, agar vektorlarning bittasi
golganlarining chiziqli kombinatsiyasi orqali ifodalansa, bu vektorlar
chizigli bog‘liq bo*ladi.

Ishot. Aytaylik, x,, x,, ..., x, vektorlar chiziqli bog‘liq bo‘lsin. U
holda

ax +o,x, +..+a,x, =0
chizigli kombinatsiyadagi koeffitsientlarning kamida bittasi noldan
fargli. Umumiylikka ziyon yetkazmagan holda, «, #0 deb olishimiz

mumkin. U holda ,x, =—a,x, —a,x, —...—~,x, tenglikdan
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kelib chiqgadi. A:—E'-, 2<i<n kabi belgilasak, x vektor

X,, Xy, ..y X, vektorlarning chizigli kombinatsiyasi shaklida
X =A% +Ax +.+Ax,
kabi ifodalanishini hosil gilamiz.
Aksincha, agar x vektor x,x,,..,x, vektorlarning chizigli

kombinatsiyasi shaklida x,=4x+Ax+..+4x, kabi ifodalansa,
% ~Ax-Ax~.-A4x =0 tenglikdan x,x,..,%, vektorlaming
chizigli bog‘lig ekanligi kelib chiqadi. O

Misol 22.2. Agar x,, x,, ..., X, vektorlar orasida nol vektor bo‘lsa,
u holda bu vektorlar chizigli bog‘liq bo‘ladi.

Endi fazoning o‘lchami tushunchasini kiritamiz.

22.4-ta’rif. Agar V chiziqli fazoda » ta chiziqli erkli vektorlar
mavjud bo‘lib, bundan ortiq sondagi chizigli erkli vektorlar mavjud
bo‘Imasa, V chiziqli fazo # o‘lchamli fazo deyiladi. Chiziqli fazoning
o‘lchami dim(¥) kabi belgilanadi.

Agar v fazoda cheksiz ko‘p chizigqli erkli vektorlar mavjud
bo‘lsa, u holda v fazo cheksiz o ‘Ichamli fazo deyiladi.

22.5-ta’rif. n oflchamli V fazodagi n ta chizigli erkli
e, €,, -, €, vektorlar V fazoning bazisi deb ataladi.

Misol 22.3. a) To‘g'ri chiziqdagi vektorlar to‘plamida har
qganday ikki vektor proporsional, ya’ni chizigli bog‘liqdir. Demak,
to‘g‘ri chiziq bir o‘lchamli fazoga misol bo‘ladi.

b) Tekislikda ikkita chiziqli erkli vektor mavjud, ammo xar
qanday uchta vektor chiziqli bog‘liq bo‘ladi. Bundan esa, tekislik ikki
o‘lchamli chiziqli fazo ekanligi kelib chiqadi.

Bizga n o‘lchamli V' chiziqli fazo va uning biror bazisi berilgan
bo‘Isin.
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22.6-teorema. n o‘lchamli V chiziqii fazoning ixtiyoriy
elementini bazis vektorlarining chiziqli kombinatsiyasi orqgali yagona
ravishda ifodatash mumkin,

Isbot. Bizga xeV element va e,e,,..,e, bazis berilgan
bo‘Isin. Chizigli fazo # o‘lchamli bo‘lganligi uchun #+1 ta vektordan
iborat xe; € - €, vektorlar chiziqli bo‘g‘liq bo‘ladi. Demak
kamida bittasi noldan farqli bo‘lgan &, ¢, ..., sonlar topilib, »

ox+ae tae +..+ae =0,
bo‘ladi. Agar @, =0 bo'lsa, e, +ase, +...+ae, =0 tenglikdan va
8,55 02 €y vektorlarning chizigli erkli ekanligidan @, =q, =.=a,=0
ekanligi kelib chiqadi. Bu esa yuqoridagi mulohazaga zid. Demak,
a, =0 bo‘lib,

@, o [27
ekanligi kelib chigadi, ya'ni x €V vektor e: €, ..., €, vektorlarning
chizigli kombinatsiyasi orqali ifodalanadi.

Endi hosil qilingan ifodaning yagona ekaniligini ko‘rsatamiz.
Faraz gilaylik, x vektorning bazis vektorlar orqali ikki hil ifodasi
mavjud bo‘lsin, ya’ni:

x=&e+&e,+.+Ee vax= ne e, +..+1.e,.

Bu ifodalarni tenglab,

E—me+(&—m)e, +..+ &, —n)e, =0
tenglikni hosil qilamiz.

€5 €,, ..., €, vektorlar chiziqli erkli bo‘igani uchun, bu tenglik
& =ny, &, =75 n &, =1], bolgandagina o‘rinlidir. n]

22.7-ta’rif. e, e,,...,¢, vektorlar » olchamli fazoning bazisi
bo‘lib,

x=&e +ée,+..+&e,
bo‘lsa, u holda &, &, ..., &, sonlar x vektorning e,, e,, ..., ¢, bazisdagi
koordinatalari deb ataladi.
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22.5-teoremaga muvofiq, ma'lum e, ¢€,, .... ¢, bazisda xar bir

vektor bir qiymatli aniqlanadigan koordinatalarga ega.
Agar x va y vektor e,e,,.., e, bazisda mos ravishda

&y &y v £, VA, V,, .., v, koordinatalarga ega bo‘lsa, ya'ni,
x=&e +&e +. 4L, y=ve +V,e, F. Ve
U holda x+ y vektor & +v,¢, +v,,...£, +v, koordinatalarga ega
bo‘ladi, ya’ni
x+y=(§+v)e+ (& +v)e +...+ (6, +V,)e,
Shunday qilib, x va y vektorlarni qo‘shishda ularning bir hil

bazisdagi koordinatalari yig‘indisi olinadi.
x vektoni A soniga ko‘paytirishda esa uning xar bir

koordinatasi shu songa ko‘paytiriladi.
Misol 22.4. a) Bizga ¥ = R’ uch o‘lchamli haqiqiy vektor fazo

berilgan bo‘lsin. Bu fazoda e =(1,0,0), e,=(0,1,0), e =(0,0,1)
vektorlar bazis tashkil qiladi va ixtiyorly x=(x,x,,%) vektorning

ushbu bazisdagi koordinatalari x,, x,.x, bo‘ladi.
b) ¥V =P,(#) darajasi » dan oshmaydigan ko‘phadlardan iborat

bo‘lgan fazo bo‘lsin. Bu fazoda ¢ =1, ¢, =¢, .., e,, =t" vektorlar
to*plami bazis tashkil qiladi, ya’ni dim2,(#)=rn+1. Ushbu bazisda
ixtiyoriy f(f)=ay" +at" +..+a, ko‘phad koordinatalari uning
a,. a,, .., a, koeffitsientlaridan iborat bo‘ladi.

Agar P (t) fazoda boshqa bazis =1, ¢&=1-a,..,€ ,=(-a)
tanlasak, u holda f(r) ko‘phadning bu bazisdagi koordinatalarini
topish uchun uni Teylor qatoriga yoyiladi:

1)= £(@)+ F(@t-a)+... +Lf% —ay.
n:

Demak, f{f) ko‘phadning
g=lée=t-a,..e =(t-a)
5. r A . ; " (a)
bazisdagi koordinatalari f(a), f'(a), ..., ’——'—’ ko‘rinishida bo‘ladi.
n: s
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Endi chizigli fazolar izomorfizmi tushunchasini kiritamiz.

22.8-ta’rif. Bizga V va V' chizigli fazolar berilgan bo‘lsin. Agar
xeV va x'eV’ vektorlar orasida shunday o‘zaro bir qiymatli
x <> x' moslik o‘matish mumkin bo‘lib, x va x', hamda y va y'
vektorning mosligidan

1) x+y vektor x' + ' vektorga mosligi;

2) Ax vektor Ax' vektorga mosligi
kelib chigsa, uholda ¥ va V' chiziqli fazolar izomorf fazolar deyiladi.

22.9-teorema. Bir hil o‘lchamga ega bo‘igan barcha chizigli
fazolar bir-birlariga izomorfdir.

Isbot. Aytaylik, ¥V va V' chizigli fazolar n o‘lchamli fazolar
bo‘lsin. ¥ va V' fazolar mos ravishda e e,,...e, va ¢, ¢, ..,¢
bazislarni tanlab olamiz. ¥ fazodan olingan ixtiyoriy

x=5e +&e, +..+&e,
vektorga V' fazodagi x'=Zel+&e; +..+& e vektorni  mos
qo‘yamiz.

Bu moslik o‘zaro bir qiymatli bo‘ladi. Haqgigatan ham, har bir x
vektor x=£&e +&e, +...+&e, ko'rinishida yagona ravishda
tasvirlangani uchun x’ vektor ham bir giymatli aniglanadi. V va V'
fazolarning teng o‘lchamli ekanligini e’tiborga olsak, xar bir x' e V'
vektorga ¥ ning faqat bittagina elementi to‘g‘ri keladi. Demak, bu
moslik bir giymatli moslik ekan.

Agar x> x' va yey bolib, x=&e +&e, +..+Ee, va
y=1m¢, +1€, +...+1,e, bo'lsa, u holda

xX+y =5 +1)6 +(S; +1)e, +. (&, +1,)e,
ekanligidan x+y¢>x'+y' moslik o‘rinli ekanligi kelib chigadi.
Xuddi shunday Ax <> Ax" moslik ham osongina kelib chigadi.

Endi vektor fazoning bazisi o‘zgarganda vektorning
koordinatalarini qanday o‘zgarishi keltiramiz.



Aytaylik, » o‘lchamli V vektor fazoda e,e,,..,e, va
e, ), ..., e, bazislar berilgan bo‘lib, x vektorning birinchi bazisdagi

koordinatalari &, &,,... &, ikkinchi bazisdagi koordinatalari

£ &, ..., & bolsin. U holda
gt ’ 7 r )
x=&e +&e+..+Ee =L+ e, +..+ €.
Xar bir & vektor e,e,,..,e, vektorlar orqali quyidagicha
ifodalansin:
e/ =a,e +a,e +..+a,¢e,

L
e, =a,,¢ +a,,e, +..+4a,,¢e,

£

e, =a,6+a,,e+..+4a,.e,
U holda birinchi bazisdan ikkinchi bazisga o‘tish matritsasi
A=(a,) orqali ifodalanadi. Ma’lumki, ushbu matritsaning

determinanti noldan farqli.
Yugqoridagi tenglikdan
x=Ce+be, . +le, =L(ae va, e+ . ta e )+
+£,(a.e, + a8, +..+a e )+
+ +
(a6 +a,e+..1+a, e,
hosil bo‘ladi. e, e,. ..., e, vektorlarning chizigli erkli ekanligidan, bu
tenglikning o‘ng va chap tomonidagi bazis vektorlar oldidagi
koeffitsientlar teng bo‘ladi, ya’ni
-§| = ‘-"J,ré:]"" al_:é‘:; ot al_u(:r:’

o o +
SH=aud+ Ayoly tetay S,

’ = I
l*f,, =a,,5 + 28, t. +an,n;f:'
Demak, berilgan x vektorning koordinatalari orasida quyidagi

munosabat o‘rinli:
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hosil bo‘ladi.

Shunday qilib, x vektorning ikkinchi bazisdagi koordinatalari,
birinchi bazisdan ikkinchi bazisga o‘tish matritsasi teskarisi bilan
birinchi bazisdagi koordinatalari ko‘paytmasiga teng.

23 - §. Chiziqli fazoning gism fazosi

Bizga KK maydon ustida aniqlangan V' chiziqli fazo va unda
¥, =V qism to‘plam berilgan bo‘lsin.

23.1-ta’rif. ¥; qism to‘plam ¥ fazoda aniqlangan qo‘shish va
songa ko‘paytirish amallariga nisbatan chiziqli fazo tashkil etsa, 4
to*plam ¥ fazoning qism fazosi deyiladi.

Tabiiyki, ¥; c¥ qism to‘plamni qism fazoga tekshirish uchun
fazoda berilgan shartlarni hammasini tekshirish lozim bo‘ladi, ammo
quyida keltiriladigan teorema bu shartlarming hammasini tekshirish
umuman olganda zarur emasligini ko‘rsatadi.

23.2-teorema. ¥, c¥ qism to‘plam ¥ fazoning qism fazosi
bo‘lishi uchun quyidagi shartlarning bajarilishi zarur va yetarli:

1) Ixtiyoriy x,y € ¥, elementlar uchun x+y e ¥;;

2) Ixtiyoriy x e ¥,, A€ K uchun AxeV,.
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Isbot: Agar ¥, qism fazo bo‘lsa, teoremadagi shartlar o‘rinli
bo‘lishi to‘g‘ridan-to‘g‘ri kelib chigadi.

Aksincha, ya'ni teoremadagi shartlar o‘rinli bo‘lsin. U holda
V,cV gism to‘plamda qo‘shish amaliga nisbatan kommutativlik va
assosiativlik shartlari o‘rinli bo‘ladi. Aks holda, bu shartlar V' fazoda
ham o‘rinli bo‘Imas edi.

AxeV, ekanligidan 4=0 deb olsak, 0x=0e¥
A=~1 deb olsak, —x € ¥ ni hosil gilamiz.

Xuddi shunday fazoda skalyarlar uchun keltirilgan shartning ¥,
o

ekanligini,

gism to‘plam uchun ham o‘rinliligini ko‘rish giyin emas.
23.3-natija. ¥, c ¥V qism fazo bo‘lishi uchun ixtiyoriy x,y eV,
vaixtiyoriy A,u € K uchun Ax+ uy ¥, bo‘lishi zarur va yetarli.

Endi gism fazolarga doir misollarni keltirib o‘tamiz.
Misol 23.1 a) Faqat nol vektordan iborat bo‘lgan gism to‘plam
va V fazoning o‘zi ¥ da qism fazo bo‘ladi. Bu gism fazolar ¥ ning

xosmas qism fazolari deyiladi;
b) R? tekislikda koordinata boshidan o‘tuvchi ixtiyoriy to‘g‘ri

chiziqdagi vektorlar to‘plami qism fazo tashkil etadi;

¢) R® uch oflchamli fazoda koordinata boshidan o‘tuvchi
ixtiyoriy tekislikda joylashgan vektorlar to‘plami gism fazo tashkil
qgiladi;
d) Darajasi » dan oshmaydigan ko‘phadlar fazosi P(x) da
darajasi k(k <n) dan oshmaydigan ko‘phadlar to‘plami B, (x) gism

fazo tashkil giladi;
Yugqoridagi misollardan ko‘rinib turibdiki, biror fazoning gism

fazolari cheksiz ko‘p bo‘lishi mumkin.
V fazoning ixtiyoriy M qism to‘plami uchun, M dan olingan

vektorlarning chiziqli kombinatsiyalari orqali hosil gilingan barcha
vektorlar to‘plamini (M) kabi belgilaymiz. Hosil bo‘lgan to‘plamga

M to*plamning chizigli qobig ‘i deyiladi.
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Ravshanki, M to‘plamning chiziqli qobig‘i ¥ fazoning gism
fazosi bo‘ladi. (M) fazoning o‘lchami M to‘plamning rangi deb
ataladi.

Yugqoridagi mutohazadan kelib chiqadiki, agar dim? =n bo‘lsa,
u holda V fazo m(m<n) o‘lchamli qism fazolarga ega. Xususan,
agarda ¥ fazoning e,e,,..,e, bazis vektorlaridan tuzilgan

M={e,e,,...e,} qism to‘plam uchun, (M)={e,, e,, ..., ¢,) chizigli
gobigni qarasak, u m o‘lchamli qism fazo bo‘ladi.

Bundan tashqari ¥ chizigli fazonining o‘zini e, e,, ..., ¢, bazis
vektorlaridan tuzilgan qobiq deb garashimiz mumkin.

23.4-ta’rif. Bizga V fazoning qandaydir ¥’ qism fazosi berilgan
bo‘lsin. Ixtiyoriy @ €V vektor uchun, ushbu

Vi=a+V'={a+x|xeV}cV
qism to‘plamga V' qism fazoni a vektorga siljitishdan hosil bo‘lgan
gipertekisligi deb ataladi.

Aytaylik, L.L,cV gism fazolar berilgan bo‘lib, I N A
ularning to‘plam ma’nosidagi kesishmasi bo‘lsin. Ravshanki, L, N Z,
gism to‘plam bo‘sh emas, chunki nol vektor har bir gism fazog;
tegishli.

23.5-teorema. L, L, qism fazolarning kesishmasi Z, L, qism
fazo bo‘ladi.

Isbot. Ixtiyoriy A, sonlar va x,y e L, (L, vektorlarni olaylik.
Ma’lumki, x,ye L, va x,ye L,. L va L, gism fazo bo‘lganligi uchun
Ax+uyel va Ax+puyeL,. Demak, Ax+ uy e L, N L, bo‘ladi.

0

Endi qism fazolarning to‘plam sifatida birlashmasi L, UL, ni
qaraymiz. Bu to‘plam xar doim ham gism fazo bo‘lavermaydi.
Masalan, tekislikda L, sifatida OX o‘qida yotuvchi vektorlar
to*plamini, L, sifatida OY o‘qida yotuvchi vektorlar to‘plamini olsak,
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L va L, gism fazolar bo‘lib, ulamning birlashmasi qism fazo
bo‘Imaydi.

Endi gism fazolarning yig‘indisi tushunchasini kiritamiz. L, L,
deb x=x+x, xel, xel

qism fazolarning yig‘indisi
L +L, kabi

ko‘rinishidagi vektorlar to‘plamiga aytiladi va
belgilanadi, ya’ni
L+L ={x+x,|xel,x,eL,)}.
23.6-teorema. L,L, gism fazolarning yig‘indisi L +Z, yana
qism fazo bo‘ladi.
Isbot. Haqiqatan ham, agar ixtiyorly A, ueK va x,ye L +L,

bo‘lsa, u holda x=x,+x,, y=y +y,, x,», €L, x,y, L, bo'lib,

bundan
Ax+ gy = A0 +3,) + pOy + 3,) = (Ax + ) + (A, + py,) e L + L,
ekanligi kelib chigadi. o

Endi qism fazolar kesishmasi va yig‘indisini oflchamlari

orasidagi munosabatni beruvchi teoremani keltiramiz.
23.7-teorema. V fazoning chekli o‘lchamli L, L, qism

fazolarining o‘lchamlari yig‘indisi ularning kesishmasi va yig‘indisi
o‘Ichamlarining yig‘indisiga tengdir, ya’ni
dimZ, +dimZL, =dim L N L, +dim{(Z, + L,).

Isbot. Faraz qilaylik, dimL, NL, =k bo‘lib, e,e,,....e, uning
gandaydir bazisi bo‘lsin LNZL,cZ, va L(\L,cL, bo‘lganligi
uchun, dimL =k+s dimL,=k+¢ deb olishimiz mumkin.
Tanlangan e, ¢e,,..,e, bazisni I, va L, qism fazolaming
bazislarigacha to‘ldiramiz, ya’ni '

€1 €y ves €4y J1s Srn v S
vektorlar I, qism fazoning bazisi

el’ eZ’ it ek’ gl’ gZ’ b d g[
vektorlar esa L, qism fazoning bazisi bo‘lsin. Biz
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ﬁsﬁs"‘?f_‘c’e]vez----’ekyglsgzs---9g, (23.1)

vektorlarni L, + L, fazoda bazis bo‘lishini ko‘rsatamiz. Dastlab,
ularning chizigli erkli ekanligini aniqlaymiz. Faraz qilaylik,
A AL, b A e e, e VG H V8, oty g =0
bo‘lsin. U holda
Af+ A0 +ot AL e et e, = —V,8 —V, g, . ~V,g,
bo‘lib, tenglikning chap tomoni Z; ga o‘ng tomoni esa L, ga tegishli
ekanligi kelib chigadi. Demak, tenglikning chap va o‘ng tomonlari
L NL, gism fazoga tegishli. e,. e,, ..., e, vektorlar L ML, da bazis
bo‘lganligi uchun —v,g, —v,g, —...—v,g, vektorni ular bazis orqali
chiziqli ifodalash mumkin, ya’ni qandaydir c,, c,, ..., ¢; lar uchun
—EZ — Vo 8y — V8, = CE e, +.t e,
tenglik o‘rinli. Bundan
ce +c,e .t oe Vg tv,g, +ty g, =0
hosil bo‘ladi, bu vektorlarning chiziqli erkli ekanligidan
¢, =C, == =V,=V,=..=V,=0
kelib chiqadi. Bularni yugoridagi tenglikka olib borib qo‘ysak,
A/ + ALt AL e+ e+ e, =90
tenglik hosil bo‘ladi. e, e,, ..., &, f;, f5, ..., f, vektorlarning chizigi
erkli ekanligidan A =4, =..=A4,=0, y=g=..=pu =0 kelib
chiqadi. Demak, (23.1) vektorlar sistemasi chizigli erkli ekan.

Endi ixtiyorly xe L, +L, vektorni (23.1) vektorlar sistemasi
orqali chiziqli ifodalanishini ko‘rsatamiz. Ta’rifga asosan, x =x, +x,,
x el,, x,eL,, bo'lib, x; va x, vektorlamni bazis vektorlar orqali
yoysak,

x, =ae +ae, +...tae +a,,f +..+a,,f
va
x, =be +be,+..+be +b, g +..+b_ g
tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Bundan esa
x=x +Xx,=(a +b)e +(a,+b)e, +..+(a, +b,)e, +
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G+ o fo ot G fo + 848t 00282+ F 808,

hosil bo*ladi.
Demak, ixtiyorly xel +L, vektorni (23.1) vektorlaming

chizigli kombinatsiyasi orqali ifodalash mumkin. Shunday gilib, biz
(23.1) vektorlar sistemasi L +L, gism fazoning bazisi ekanligini
ko‘rsatdik. Bundan esa, dim(L, + L,) =s+k+¢ ekanligi kelib chigadi,
ya’ni
dim(Z, + L) =dim L +dim L, —dim(L, N L,)
O

23.8-ta’rif. Agar L, L, ={0} bolsa, L, va L, gism fazolarning
yig‘indisiga to‘g‘ri yig‘indi deyiladi va Z, @ L, ko‘rinishida yoziladi.

Ravshanki, L, va L, gism fazolarning to‘g‘ri yig‘indilari uchun

dim(Z, @ L,) =dim L, +dimZ,

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

23.9-teorema. L @ I, to‘g‘ri yig‘indining ixtiyoriy vektori Z,
va L, gism fazolar vektorlarining yig‘indisi shaklida yagona ravishda

ifodalanadi.
Isbot, Teskarisini faraz gilamiz, ya’ni
x=x+x, €L, x,el,
va
x=y+y, V€L, y,el,
bo‘Isin. U holda bu tengliklardan y, —x, =x, — y, hosil bo‘ladi.
n-xel,x,-y,elvaLNL ={0}

ekanligidan
y]_x|=x2_y2=0 = 5=, L=,
kelib chiqadi. 0
Shuni ta’kidlash joizki, V' fazoning bir nechta L, L,,...,L,, qism

fazolari uchun ham nL, qism fazolarning kesishmasi va ZL,
=l =l h

yig‘indisini aniqlash mumkin.

151



24 - §. Yevidid fazolari. Ortogonal va ortonormal sistemalar

Avvalgi mavzularda chizigli fazoni qo‘shish va songa
ko‘paytirish amallari bajariladigan vektorlar to‘plami sifatida
ta’riflagan edik. Ammo faqat qo‘shish va songa ko‘paytirish amallari
yordamida vektorlarning uzunligi, vektorlar orasidagi burchak
tushunchalarini ta’riflab bo‘lmaydi. Buning uchun chizigli fazoda
skalyar ko‘paytma tushunchasini kiritish kerak. Vektorlarni qo‘shish,
ularni songa ko‘paytirish va vektorlaming skalyar ko‘paytmasi
terminlari yordamida Yevklid geometriyasini bayon gilish mumkin.

Bizga haqiqiy sonlar maydonida aniglangan V chiziqli fazo
berilgan bo‘lsin.

24.1-ta’rif. Agar x,y €V vektorlarning xar bir juftiga (x,))e R
haqiqiy son mos go‘yilgan bo‘lib, bu moslik quyidagi aksiomalarni
qanoatlantirsa, ¥ chizigli fazoda skalyar ko‘paytma aniqlangan
deyiladi:

1) (x.»)=(,x);

2) (Ax,y) = A(x,»);

3) (xx +x2’y) = (xl’y) +(xz’y);

4) (x,x) 20, (x,x)=0<<>x=0.

Skalyar ko‘paytma aniglangan chizigli fazo Yevklid fazosi deb
ataladi.

Misol 24.1. a) V fazo sifatida elementar geometriyada
o‘rganiladigan uch o‘lchamli fazoni olaylik. Vektorlarning skalyar
ko‘paytmasini ularning uzunliklari va ular orasidagi burchak kosinusi
ko‘paytmasi sifatida aniglaymiz, ya’ni;

y)=lx|-| y]-cosa.

Bu aniglangan ko‘paytma 1) — 4) aksiomalarni ganoatlantiradi.

b) V fazo sifatida » ta hagiqiy sonlardan iborat bo‘lgan
x=(£,45,...4,) korinishidagi elementlar to‘plamni olaylik.
Ma’lumki, vektorlarni qo‘shish va songa ko‘paytirish quyidagicha
aniglanadi:
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x+y= (‘::E] +7711§z +")2_!'"!é:u +T]")_. ﬁx:(ﬂ'él’lézr“”ign)’

bu yerda y = (7, 750.577,)-

Endi x=(&,8,,....8,) va ¥ =(7.7,7,) vektorlar uchun
quyidagi ko*paytmani qaraymiz;

x,3)=&m + &+t 81,

Bunday aniglangan ko‘paytma ham 1) — 4) aksiomalarini qanoat-
lantiradi, ya’ni skalyar ko*paytma bo‘ladi.

c) darajasi » dan oshmaydigan haqiqiy koeffitsientli ko‘phadlar
fazosi P,(R) ni qaraymiz. f(x),g(x)e P,(x) ko‘phadlarning uchun

aniglangan quyidagi ko‘paytma;
(f),e() = [ F()g(x)dx

1) —4) aksiomalarini qanoatlantiradi, ya’ni skalyar ko‘paytma bo‘ladi.
Kiritilgan skalyar ko‘paytma tushunchasi yordamida biz
vektorning uzunligini va vektorlar orasidagi burchakni aniqlashimiz

mumkin.
24.2-ta’rif. Yevklid fazosidagi x vektorning uzunligi deb

V(xx)
songa aytiladi va | x| kabi belgilanadi.
243-ta’rif. x va y vektorlar orasidagi burchak deb

"

@ = arccos songa aytiladi, ya’ni
[x]l ¥
(x.))
cosp= :
fxll >l

Agar x va y vektorlar orasidagi burchak g— ga teng bo‘lsa,

ya'ni (x,y) =0 bo‘lsa, x va y vektorlar ortogonal vektorlar deyiladi.
Yuqoridagi ta’rifda x va y vektorlar orasidagi @ burchakni

os@ = I(:|‘|I]J"JI formula yordamida anigladik. Aslida tenglikning o‘ng
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tomonida turgan ifodaning moduli 1 dan katta emasligini

ko*rsatishimiz kerak, ya’ni &) yoki

[x[»f
(x,3) <(xx)(»,) (24.1)
ekanligini ko‘rsatamiz.

Buning uchun x-#y vektorni qaraymiz, by yerda ¢ ixtiyoriy
hagigiy son. Skalyar ko‘paytmaning 4)-aksiomasiga asosan:
(x—ty,x~1y) 20, ya'ni har qanday ¢ uchun:

£ ()= 24(x,¥) +(x,%) 2 0.

Bu tengsizlikning chap tomonidagi # ga nisbatan kvadrat uchhad
fagat manfiy bo‘lmagan qiymatlarni qabul qilishi uchun bu
uchhadning diskriminanti musbat bo‘lmasligi kerak. Chunki
oldidagi (y,y) ifcda xar doim musbat son. Demak,

D =4(x,y)" —4(x,x)(», ) <0.
Bundan esa, (x,3) <(x,x)(»,y) ekanligi kelib chigadi.
Yuqorida keltirilgan (24.1) tengsizlik Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi
deb ataladi.

Kiritilgan tushunchalar yordamida elementar geometriyaning
gator teoremalarini Yevklid fazosiga ko“chirish mumkin.

Agar x va y vektorlar ortogonal vektorlar bo‘lsa, u holda x+ y
vektorni tomonlari x va y bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchak diagonali deb
hisoblash tabiiydir. Quyidagi misolni ko‘rib chigaylik.

24.4xossa, |x+y[P=|x +|yf, yani to‘g‘ri to‘rtburchak
diagonali uzunligining kvadrati uning parallel bo‘lmagan ikki tomoni
vzunliktari kvadratlari yig‘indisiga teng.

Isbot. Vektor uzunligi kvadratining ta’rifiga muvofiq:
|x+yP=x[" +|y[* . Skalyar ko*paytmaning distributivligiga asosan:
(+2,x+9) =(50) +(60) + (4 3) + (1, 7)-

x va y vektorlarning ortogonalligidan esa:
(%3)=0,x)=0.
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Demak, | x+ y['=(x,x)+ (70 =l [ +] y[*.

Yuqoridagi xossani umumlashtirsak, juft-jufti bilan ortogonal
bo‘lgan x,,x,,,,...,x, vektorlar uchun

[ %42 4% 4k x, Pl 0 f ] x5 P+ P+t x,
tenglik kelib chiqadi.

Endi Yevklid fazosida eng qulay bazis hisoblangan ortogonal
bazis tushunchasini kiritamiz. Yevklid fazosidagi ortogonal bazislar
analitik geometriyadagi to‘gri burchakli koordinatalar sistemasi kabi
rol o‘ynaydi.

Bizga n oflchamli V Yevklid fazosi berilgan bo‘lib,
e, €,, .., €, € V vektorlar o‘zaro ortogonal vektorlar bo‘lsin.

24.5-ta’sdiq. n-o‘lchamli Yevklid fazosida berilgan o‘zaro
ortogonal bo‘lgan va hech biri nolga teng bo‘lmagan e, e,, ..., ¢,
vektorlar chizigli erkli bo‘ladi.

Isbot. Tasdiqni isbotlash uchun

Al +Ae, +..+Ae, =0
chiziqli kombinatsiyani qaraymiz.

Yuqoridagi tenglikning ikkala tomonini e ga skalyar
ko‘paytirsak,

Alene) +A(e0) +. -+ A (e,6)=0
tenglik hosil bo‘ladi. Berilgan vektorlar o‘zaro ortogonal va noldan
farqli bo‘lganligi uchun (¢,¢)#0 va (¢,¢,)=0, 2<k<n Bundan
esa 4 =0 ekanligi kelib chiqadi.

Shunga o‘xshab, chiziqli kombinatsiyani e, ga skalyar
ko‘paytirib, A, =0 ekanligini olamiz. Demak, 4 =4, =..=4 =0 va

e,. €,, ..., ¢, vektorlar chizigli erkli. 0

24.6-ta’rif. Agar hech biri nolga teng bo‘lmagan ¢, e,, ..., €,
vektorlar o‘zaro ortogonal bo‘isa, u holda ular n o‘ichamli Yevklid
fazosining ortogonal bazisi deyiladi.



Agar e, e,, ..., e, vektorlar o‘zaro ortogonal bo‘lib, xar birining
uzunligi 1 ga teng bo‘lsa, ya’ni
0, i#]J
(e"ef)={1, i=j':
tengliklar bajarilsa, u holda ular orfonormal bazis deyiladi.

24.7- teorema. Ixtiyoriy »n o‘lchamli Yevklid fazosida ortogonal
bazis mavjud.

Isbot. M2’lumki, » o‘lchamli fazoning ta’rifiga muvofiq unda
gandaydir f;, f,, ..., f, bazis mavjud. Bu f, f,,..., f, vektorlardan
o‘zaro ortogonal bo‘lgan » ta vektor yasaymiz.

Dastlab, g, = f, deb olib, e, vektorni e, = f, + ae, ko‘rinishda
izlaymiz. o« sonini shunday tanlab olamizki, (e,,e)=0, ya’ni
(f, + ae,,€,) = 0 bo‘lsin. Bundan

(e,)
ekanligi kelib chigadi. Demak, & sonni tanlash hisobiga e va e,
ortogonal vektorlar topish mumkin.

Aytaylik, o‘zaro ortogonal va noldan farqli bo‘lgan e, e,, ..., €,
vektorlar topilgan bo‘isin. U holda e, vektorni

e =fi+Ae +..+4 e,
shaklida izlaymiz, ya'ni e, vektorni ¢, ¢,, ..., ¢, va f, vektorlarning
chiziqli kombinatsiyasi yordamida hosil gilamiz. A, A4, .., 4,
koeffitsientlarni e, vektor bilan

oa=

e.e,,..,e_, vektorlarning
ortogonalligi shartidan topamiz:

(fitide+..+4_6.,,6)=0;

e +Ae +..+ 4 6 ,6,)=0;

i tAe +ot+ 4 e e.,)=0.
€, €,,..., ¢, vektorlar o‘zaro ortogonal bo‘lganliklari uchun, bu
tengliklar ushbu ko‘rinishga keladi:
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(f;:’el)+/11(e|)e1) = 0;
(&) + A (e52,)=0;

(foe )t 46 ,6.,)=0.

Bulardan,
PR CALY S ¢/ B ()
(e,8) (C) (pey)
qiymatlar kelib chigadi.

Demak, juft-jufii bilan ortogonal bo‘lgan e,, e,, ..., ¢, vektorlarni
hosil qilamiz. Endi e, vektorni noldan fargli ekaniligini ko‘rsatamiz.
Hosil qilingan e, vektor e,,e,,.., ¢, f; vektorlarning chizigli
kombinatsiyasidan iborat. O‘z navbatida e, vektor ¢, e,,...e,_, va
/., vektorlarning chizigli kombinatsiyasidan va hokazo, e, vektor ¢
va f, vektorlarning chiziqli kombinatsiyasidan iborat. Bundan esa e,
quyidagi ko‘rinishda yozilishi mumkinligi kelib chiqadi:

e =fita fiuttaf.

Jis Jos s f vektorlarning chizigli erkli ekanligidan esa, e, # 0
ekanligi kelib chiqadi.

Biz e, e,,..,e,, hamda f, vektorlardan e, vektorni qurdik.
Xuddi shunday qilib, e, e,,..,e, hamda f, larga ko‘ra ¢, ni
quramiz. Bu jarayonni berilgan f. f;,..., f, vektorlargacha davom
eftiramiz. Natijada noldan faqli va o‘zaro ortogonal bo‘lgan » ta
e, &,, ..., ¢, vektorlarni, ya’ni ortogonal bazisni hosil gilamiz.

Ortogonal bazislar topishning yuqoridagi teorema isbotida
keltirilgan jarayon ortogonallashtirish jarayoni deb ataladi. Bu
jarayon ixtiyoriy f, f,,.... f, bazis bo‘yicha e,e,, ..., e, ortogonal

bazis yasash usulini beradi.
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. e . g
Agar ¢, vektorlarni e} =—*- vektorlar bilan almashtirsak, u
€

holda vzuntigi 1 ga teng bo‘lgan o‘zaro ortogonal vektorlar hosil
bolishini ko'rish giyin emas. Bu amal bilan ortonormal bazis hosil
qilamiz.

Misol 24.2. P(x) fazoda (f(x),g(x)= j‘ F(x)g(x)dx kabi

aniglangan skalyar ko‘paytmaga nisbatan ortogonal bazis quramiz.
Ma’lumki, B(x) fazoda f, =1, f, =x, f, =x” bazis tashkil giladi. Bu
bazisdan ortogonallashtirish jarayoni yordamida e,, ¢,, e, ortogonal
bazis hosil gilamiz:

(f..e)

e, =f,=1 deb olib e, =f, - e, ekanligidan e, vektorni

156
aniglaymiz.

1 1
1 .
(ore)=[xde=—, (o) = [dx =1 ekanligidan e, =x——;— hesil
4] 1]

bo‘ladi.
Endie, = f, - S8, _(fpne)

~e,, hamda

(e;,€,) : (e.€} :

(f;’ez)zj’x:(x_l)dle,
A 2 12

1 1 1
(62,61)=£(x-—5) dx =E’

' 1
(f;,el)=!x2dx=§

ekanligidan e3=x2—x+% hosil bo‘ladi. Demak, P,(x) fazoda

ortogonal bazis ¢ =1, e, =X—%, e, =x" —x+—é~ ko‘phadlardan
iborat.
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Yevklid fazosida e, e,, ..., ¢, ortonormal bazis berilgan bo‘Isin.
Shu bazisdagi koordinatalari bilan berilgan x,y eV vektorlarning
skalyar ko‘paytmasi qanday ifodalanishini topaylik.

Aytaylik,

x=Le+&e, +..+Ee, y=ve tv,e, +..+V,e,
bo‘lsin, ya’ni x vektorning koordinatalari &, &, ..., ¢&,, hamda y
vektorning koordinatalari esa v, v, ..., ¥, bo‘lsin, u holda
®Y) =&y +&Ev, +o iy,
bo‘ladi.

Demak, ortonormal bazisda ikki vektorning skalyar ko‘paytmasi
ulaming mos koordinatalari ko‘paytmalarining yig‘indisiga teng.

Endi x vektorning ortonormal e, e,,..,e, bazisdagi
koordinatalarini bazis vektorlar bilan ganday bog‘lanishga ega
ekanligini ko‘rsatamiz.

x=¢Le+8e, +..+ e,
tenglikning ikkala tomonini ¢, ga skalyar ko‘paytirib,
(r.6)=&(0.6)+ &)+t &) =&
ekanini va xuddi shunday,
£ =(x8,), 5= (5,8), . &, = (%6,)
ekanligini topamiz.

Shunday qilib, berilgan vektorning ortonormal bazisdagi
koordinatalari shu vektor bilan mos bazis vektorlarining skalyar
ko‘paytmalaridan iboratligini hosil gildik.

Ortogonal proyeksiya va ortogonal to‘ldiruvehi. Endi
berilgan vektorning qandaydir qism fazoga ortogonal proyeksiyasi va
ortogonal to‘ldiruvchisi tushunchalarini kiritamiz.

24.8-ta’rif. Bizga V fazoning qandaydir ¥’ qism fazosi berilgan
bo‘lsin. Agar xeV vektor V' qism fazoning ixtiyoriy vektoriga
orlogonal bo‘lsa, u holda x vektor ¥’ qism fazoga ortogonal deyiladi.

Ravshanki, agar x vektor e, e,,...e, vektorlarga ortogonal
bo‘lsa, u holda x bu vektorlarning istalgan chiziqli kombinatsiyasiga
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ham ortogonal bo‘ladi. Haqgiqatdan ham, (x,)=0, 1<i<n
ekanligidan (x,4¢, +4e,+...+4e,)=0 bo‘lishi osongina kelib
chigadi. Shuning uchun berilgan x vektor V' qism fazoga ortogonal
bo‘lishi uchun uning bazis vektorlarga ortogonal bo‘lishi zarur va
yetarli.

Aytaylik, ixtiyorly ze€V vektor berilgan bo‘lib, bu vektor uchun
shunday yeV’ vektor topilsinki, natijada z—y vektor V' gism
fazoga ortogonal bo‘lsin. Ya'ni zeV vektorni z=x+y, xeV,
yeV' ko‘rinishida yozilsin, bu yerda x vektor V' qism fazoga
ortogonal vektor.

249-ta’rif. Agar z=x+y, xe€V, yeV' ko‘rinishida
ifodalangan bo‘lib, x vektor V' qism fazoga ortogonal bo‘lsa, y
vektor z vekiorning orfogonal proyeksiyasi x esa ortogonal
to ldiruvchisi deyiladi.

Quyidagi tasdigda ortogonal proyeksiya va ortogonal
to‘ldiruvchi har doim mavjud va yagona ekanligini ko‘rsatamiz.
Umuman olganda berilgan vektorning ortogonal proyeksiyasi
mavjudligidan ortogonal to‘ldiruvchining mavjudligi ham o‘z-o¢zidan
kelib chigadi.

24.10-tasdiq. z €V vektorning chekli o‘lcham{i V' gism fazoga
oriogonal proyeksiyasi mavjud va yagona.

Isbot. Aytaylik, dimV'=#n bo'lib, ¥’ qism fazonig bazisi
€ €, ..., €, bo‘lsin. Ortogonal proyeksiyani y=Ae +4e, +..+ e,
ko‘rinishida izlaymiz.

z—y vektor ¥’ qism fazoga ortogonal bo‘lishi uchun, uning
bazis vektorlarga ortogonal bo‘lishi zarur va yetarli ekanligidan

(z—y,¢)=0, 1<i<n
tenglikka ega bo‘lamiz, ya'ni
(z,e)=(Ae, + e, +...+de,.e), 15i<n.
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Bu tenglikdan ko‘rinadiki, ortogonal proyeksiyani topish
masalasi, biror bazisda 4,, 4, ..., 4, noma’lumlarga nisdatan quyidagi
chizigli tenglamalar sistemasini yechish masalasiga keltirildi:

(A(e,e)+ Ay(er,) +... 4 A, (e,,8) =(2,8),
Ale,e)+ A4 (6.8) ..+ 4, (e,,8) =(28), (24.2)

................................................................... .

A(epe,) + Aylene,) +oot A(ene,) = (56,),

Ixtiyoriy n-o‘lchamli fazoda ortonormal bazis mavjud

ekanligidan foydalanib, e,,e,,..., e, bazisni ortonormal deb faraz
gilishimiz mumkin. U holda (24.2) sistemaning yechimi A =(z.e),
I<i<n ko‘rinishida bo‘ladi. Ya’ni sistema yagona yechimga ega.
Demak, y = Ae, +Ae, +...+ 2, e, ortogonal proyeksiya ham mavjud va
yagona.

Ta’kidlash joizki, yuqoridagi tasdigning isbotida biz e, ¢,, ..., &,
ortonormal bazisdan foydalandik. Umuman olganda ixtiyoriy bazis
uchun ham (24.2) sistema yagona yechimga ega bo‘ladi. Chunki,
ushbu sistemaning asosiy determinanti quyidagicha bo‘lib,

(e,e) (e,q) ... (e.4)
(e.6,) (e5,8,) ... (e,.€;)
(e,e) (e.6) - (ene)]
bu determinant noldan farqli. Ushbu determinantga Gram

determinanti deb ataladi.
Demak, ¥’ qism fazo berilgan bo‘lib, e,, e,, ..., €, uning bazisi

bo‘lsa, zeV wvektorning V' qism fazoga ortogonal proyeksiyasi
y=2e +Ae, +..+ e, ko‘rinishida bo‘ladi, bu yerda 4, 4.,.... 4,
(24.2) chiziqli tenglamalar sistemasining yechimi. x=z—y vektor esa

ortogonal to‘ldiruvchi bo‘ladi.
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Yevklid fazolarining izomerfizmi. Endi Yevklid fazolarining
izomorfizmi tushunchasini keltiramiz.

24.11-ta’rif. Bizga V va V' Yevklid fazolari berilgan bo‘lsin.
Agar ularning elementlari orasida shunday x <> x'(xeV,xeV’)
o‘zaro bir qiymatli moslik o‘rnatish mumkin bo‘lib, bu moslik
quyidagi shartlarni qanoatlantirsa:

1) apar x<>x' va y<> )’ ekanligidan, x+y < x'+ " bo‘lsa,
ya'ni x,yeV vektorlaming x',y' € V" vektorlarga mosligidan, x+y
yig'indining x' + y' yig‘indiga mosligi kelib chigsa;

2) agar x <> x' bo‘lsa, u holda Ax <> Ax';

3) agar x> x' va y<>y bo‘lganda (x,3)=(x,y) bo'lsa,
ya’ni mos vektorlar juftligining skalyar ko‘paytmalari o‘zaro teng
bo‘lsa, uholda ¥ va V' fazolar izomorf Yevklid fazolari deyiladi.

Agar biror n o‘lchamli Yevklid fazosida qo‘shish, songa
ko*paytirish va vektorlarning skalyar ko‘paytmasi tushunchalari bilan
berilgan tasdiq isbot qilingan bo‘lsa, u holda shu tasdigning o°zi bu
fazoga izomorf bo‘lgan xar qanday fazo uchun ham o‘z kuchini
saqlaydi. Darhagiqat, bunday teoremaning tasdig‘ida ham, isbotida
ham ¥ ning vektorlarini ¥’ ning ularga mos bo‘lgan vektorlari bilan
almashtirilsa, u holda izomorfizm ta’rifidagi 1) — 3) xossalarga asosan
hamma mulohazalar o‘rinli bo‘lib golaveradi, ya’ni mos teoremalar
V' uchun ham oz kuchini saqlaydi.

24.12-teorema. Barcha n o‘lchamli Yevklid fazolari o‘zaro
izomorfdir.

Isbot. Barcha n o‘lchamli Yevklid fazolarini maxsus tanlab
olingan "standart" nr o‘lchamli fazoga izomorf ekanligini isbot
gilarmiz. Shunda barcha » oflchamli Yevklid fazolarining ofzaro
izomorf ekantigi kelib chiqadi.

Standart V' fazo sifatida biz odatdagi » o‘lchamli fazoni
qaraymiz: bu fazoda vektorlar quyidagicha olinib, x'=(&,4,,....£)
va y'=(v,,V,,...,V,) ulaming skalyar ko‘paytmasi esa

& V=En +Ewn ++ &y,
formula shaklida aniglanadi.
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Bizga biror n o‘lchamli Yevklid fazosi ¥ berilgan bo‘lsin. Bu
fazoda e, €,, ..., €, ortonormal bazis tanlab olamiz. Ushbu bazisdagi

koordinatalari bilan berilgan ixtiyoriy

x=8e +5,0+..+ e,
vektorga n ta £,&,..,& sonlar to‘plamini, ya'ni V' ning
x'=(&,4,,...&,) vektorini mos go‘yamiz. Endi bu moslikning
izomorfizm ekanligini ko‘rsatamiz.

Bu moslikning o‘zaro bir qiymatli ekanligi ravshandir.
Izomorfizm ta’rifining 1) va 2) shartlarining bajarilishi o‘z-o‘zidan
ko‘rinib turibdi. 3) shartning bajarilishini tekshiramiz. Ortonormal
bazisda skalyar ko‘paytma uchun avval isbotlangan formuladan
foydalanib,

(xy)=&y+&y, +.+ &y,
tenglikka ega bo‘lamiz. Ikkinchi tomondan, V' fazoda skalyar
ko*paytma ta’rifiga ko‘ra,
&)=+ Sy, +a 4y,
Shunday qilib, (x,»)=(x'y"), ya’ni skalyar ko‘paytmalar

tengligi isbot gilindi. o

25 - §. Bichiziqli va kvadratik formalar

Chizigli funksiya. Vektor fazoda aniglanadigan eng sodda
funksiyalardan biri chizigli funksiyadir.
25.1-ta’rif. Agar vektor fazoda xar bir x vektorga f(x) son
mos qo‘yilib, bu moslik uchun quyidagi shartlar o‘rinli bo‘isa;
Df(x+p)=f()+ 0
2) f(uxy=pf (x);
vektor fazoda chizigli funksiya (chizigli forma) berilgan deyiladi.
Demak, f chizigli funksiya ¥ fazoni K maydonga mos

qo‘yadi,ya'ni f:V > K
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Bizga n o‘lchamli chiziqli fazo va uning ixtiyoriy e,,e,,....e,
bazisi berilgan bo‘lsin. Xar bir x vektorni
x=&e +&e,+..+ e,
ko‘rinishda tasvirlash mumkin bo‘lganligi uchun, chizigli funksiya
xossalariga asosan:
f(x)=f(ge + &y +te)=8fle)+ <, fle)+..+& f(e,).

Demak, muayyan bazisga ega bo‘lgan »n oflchamli fazoda

chizigli funksiyani

S =xg+xE +..+x.¢,
ko‘rinishda tasvirlanish mumkin. Bunda x, = f(e;) bazisning tanlab
olinishigagina bog'liq bo‘lgan o‘zgarmaslar £,.&,,...,&, sonlar esa x
vektorning bu bazisdagi koordinatalari.

Shunday qilib, chizigli funksiyaga yuqorida berilgan ta’rif,
chizigli funksiyaning algebrada qabul gilingan ta’rifi bilan bir hil
bo‘ladi, bu yerda fagat x, koeffitsientlar bazisning tanlab olinishiga
bog‘liq ekanligini e’tiborga olish zarur,

Bir bazis boshqasiga almashtirilganda chizigli funksiya
koeffitsientlarining ganday o‘zgarishini ko‘rib chigaylik.

Aytaylik, ¥ chizigli fazoda e, e,, ..., e, va ¢, €}, ..., €, bazislar
tanlab olingan bolib, ¢/ vektorlar e, e,, ..., e, bazis orqali

!
g=a,e+a,e +..+a,e

nln?

€ =a,6+4a,,e;+...+a,.e,

' .
en - al,nel + aZ,neZ ot au,nen

kabi ifodalangan bo'lsin. Birinchi e,, e,, ..., €, bazisda chizigli
funksiya

J@=x& +x,8, +..+xC,
ko‘rinishida, e/, ¢, ..., €, bazisda esa
Y — 4t o
S =38+ 2,8, +...+20E
ko‘rinishida ifodalansin.



x, = f(e,), X, =f(e}) bo‘lgani uchun
x = f(a,e+a,e +..+a,e)=
=a,fle)+a,f(e)+..+a,[f(e)=
=a,% + a4, % +..+0a, X,
tenglik kelib chigadi. 2
Agar bu ifodani matritsafar ko‘rinishida yozsak:
(al,l Gz - G,

@y Gy
(X, Xaeees X ) = (X, X500 X, ) *

aq

nl an,Z Az an_n J

hosil bo‘ladi.

Bichizigli formalar. Endi bichizigli va kvadratik funksiyalar
{formalar) tushunchalarini kiritamiz. Bu tushunchani dastlab, haqigiy
sonlar maydonida aniglangan vektor fazo uchun kiritamiz.

25.2-ta’rif. Agar V'xV to‘plamni R maydonga o‘tkazuvchi
A:V'xV —>R akslantirish aniglangan bo‘lib, quyidagi shartlar o‘rinli
bo‘lsa,

1) A(Ax, + px,, y) = AA(x,, ) + pLA(x,, ¥);

2) A(x, Ay, +p2y,) = AA(x, ) + pA(x, ;)
ya'ni, bitta of‘zgaruvchining tayinlangan qiymatida ikkinchi
o‘zgaruvchiga nisbatan chizigli funksiya bo‘lsa, u holda A(x,y)

bichizigli forma deb ataladi.
Misol 25.1. V chizigli fazo sifatida uzluksiz funksiyalar

to‘plamini garaylik. K(s,#) funksiya ikki o‘zgaruvchi uzluksiz
funksiya bo‘lsin. Agar
&b
Af.8) = [ [K(s.0) £ ()g(t)dsdt
bo‘lsa, A(f,g) funksiya ¥V fazoda aniqlangan bichiziqli forma
bo‘ladi.

165



25.3-ta’rif. Agar ixtiyoriy X, y vektorlar uchun
A(x, y)= A(y,x)
tenglik o‘rinli bo‘lsa, bichiziqli forma simmetrik bichizigli forma
deyiladi.

Yevklid fazosidagi (x,y) skalyar ko‘paytma simmetrik bichiziqli

formaga misol bo‘ladi.

Bichizigli formaning matritsasi. Biz bichizigli formaning
aksiomatik ta’rifini berdik. Endi » o‘lchamli fazoda biror e, ¢;, .., €,
bazis tanlab olamiz, hamda 4(x,y) bichizigli formani x va Y
vektorlarning bu bazisdagi &, &,, ..., &, va 7, s - 77, koordinatalari
orqali ifodalaymiz. Bu holda:

Ax,y)= A +Ee, +..+E e e +1,8, +...+77,€,).
Bichiziqli formaning xossalariga asosan:
ALe +&e, +ot e, e + 1,6, + .. +17,e,) =
+EmA(e,e)+Em e, e,) + ...+t £, Alee,) +
+&mAle,.e)+ &y, Aley, ) + ...+ &1, Ale,,e,) +

+§::771A(en’el) +§"r/2A(e", e:l.) Fot r:"r’}"A(E.’“ » en) =
yoki qisgacha:

A(x,y) =) Ale,e, ),

f.2=1
Ale,e)) o‘zgarmaslarni a,, kabi belgilasak, n olchamli

fazodagi xar qanday bichiziqli forma berilgan e, ¢,, ..., e, bazisda

Axy)=3a, e,

hy=l

ko‘rinishida yozilishini hosil qilamiz, bu yerda £, ¢&

2

E
by V2

T a5 +-r> 1], Sonlar mos ravishda x va y vektorlarming shu bazisdagi
koordinatalari.

Ma’tumki, 4, sonlar bazisning tanlab ofinishigagina bog‘liq
bo‘lib,
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matritsa 4(x,y) bichizigli formaning e,, e,, ..., €, bazisdagi matritsasi
deyiladi.

Shunday gqjlib, ixtiyorly A(x,y) bichizigli forma berilgan
bazisda 4=(q, ;) matritsa bilan aniqlanadi.

Endi bazis of‘zgarganda bichizigli forma matritsasining
o‘zgarishini ko‘rib chigamiz. Bizga » oflchamli fazoda ikkita
€, .6, Va fi, fos. f, bazislar berilgan bo‘lsin. A(x,y)
bichiziqli formaning e,, e,, ..., e, bazisdagi matritsasini 4=(a,,) va
Jis fas v [, bazisdagi matritsasi esa B=(b;) kabi belgilaylik.

Bundan tashqari, e,,e,,...e, bazisdan f, f;,... f, bazisga o‘tish

matritsasi
I ~
Gy G Cin
C= G Cap €2
\C".l cn‘Z cn,n S

bo‘Isin, ya’ni
A =08 +6,,6 t...+c, €,

] i =028 +ey 00, +o b, e,

lj:, =6,,8 +C, 8, +.¥C, 0,
25.4-teorema. Agar A va B matritsalar A(x,y) bichizigli
formaning mos ravishda e, e,,..,e, va f,, f;,..., f, bazislardagi
matritsalari bo‘lib, e, e,, ..., €, bazisdan £, Jys e f, bazisga o‘tish
matritsasi C bo‘lsa, u holda
B=CT4AC
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bo'ladi, bu yerda, C" matritsa C matritsaning transponirlangan
matritsasi.

Isbot. Ta'rifgako‘ra b, = A(f, f)) ekanligi ma’lum. Endi

f=ce+c e ttc,e

nyon?
f,=c a0 0+ tC, 0,
tenglikdan foydalanib,
b, = AU:‘L)ZAKZC;H p’z €y ‘IJ
=

n
= chchA(eP’e ) ZCPJ ru M
PG

p.g=l
formulani hosil qilamiz.

Bu tenglikni matritsa shaklida yozish uchun ¢, =c,, deb
delgilash kiritamiz. Natijada, ¢/, lar C" matritsaning elementlaridan
iborat bo‘ladi. Demak,

b’-l' = z L" PaF ‘Ic‘i '

pyg=l
Matritsa shaklida esa, bu tenglik B=C" AC ko‘rinishiga keladi.
8]

Endi biz kvadratik forma ta’rifini keltiramiz. Bizga A(x,y)
simmetrik bichiziqli forma berilgan bo*lsin.

25.4-ta’rif. Simmetrik bichizigli formada y=x deb olganda
hosil bo‘ladigan A(x,x) funksiyaga kvadratik forma deyiladi.

A(x,y) simmetrik bichiziqli forma A(x,x) kvadratik formaga
nisbatan qutbiy bichizigli forma deyiladi.

25.5-teorema. A(x,y) qutbiy forma o‘zining A(x,x) kvadratik
formasi bilan bir giymatli aniqlanadi.

vi .. Isbot Bichizigli forma ta’rifidan osongina ko* <rish mumkinki,

A(x+ 3,3 +9)= A%, %)+ A(x,y) + AV +4(, ).
A(x,y) = A(y,x) ekanligidan

168



A, ) =3[ A3+ 3,3+ )= Ax5) = A3, )]
tenglikni hosil gilamiz.

Bu tenglikning o‘ng tomonida fagat kvadratik formaning
qiymatlari ishtirok etganligi uchun, 4(x,y) bichizigli forma o‘zining
kvadratik formasi bilan aniqlanishi kelib chigadi. a

Yuqorida biz ixtiyoriy A(x,y) bichizigli forma x va y
vektorlarning koordinatalari orqali

A(x,y) = Z ai,j;’]j

1=t
ko‘rinishda yozilishini ko‘rsatgan edik. Demak, A(x,x) kvadratik
forma ham berilgan bazisda
Alx,x)= kZ 4,58,
1k=1
formula bilan ifodalanadi, bunda g,, = a;,.

25.5-ta’rif. Agar xar qanday x#0 vektor uchun A(x,x)>0
bo‘lsa, A(x,x) kvadratik forma musbat aniglangan kvadratik forma
deyiladi.

Misol 25.1. A(x,x) kvadratik forma biror bazisda
A(x,x) =& + & +...+ &2 ko‘rinishga ega bo‘lsa, bunday kvadratik
forma musbat aniqlangan kvadratik forma bo‘ladi.

A(x,x) musbat aniqlangan kvadratik forma va A(x,y) uning
qutbiy bichiziqli formasi bo‘lsin. Yuqorida berilgan ta’riflarga
muvofiq quyidagilarga ega bo‘lamiz:

1) A(x, y) = A(y.%);

2) A(xq +x,,¥) = A(x, V) + A(x,, ¥);
3) A(ux,y) = pA(x. );

4) A(x,x)20 va A(x,x)=0>x=0.
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Bu shartlar skalyar ko‘paytmaning aksiomalari bilan bir hil

ekanligini ko‘rish giyin emas. Demak, musbat aniqlangan kvadratik
formaga mos bo‘lgan bichizigli forma skalyar ko*paytma bo‘ladi.

Kompleks sonlar maydoni ustida berilgan vektor fazoda
bichiziqli forma quyidagicha aniglanadi.
25.6-ta’rif. Agar V'xV to'plamni C maydonga o‘tkazuvchi
A:VxV —»>C akslantirish aniglangan bo‘lib, A(x,y) funksiya
quyidagi shartlarni qanoatlantirsa,
1) A(Ax, + pxy, y) = AA(x, ¥) + s A, V),
2) A(x. Ay, + py,)= ZA(x,y) + BAxY,),
u holda A(x,y) funksiya bichizigli forma deb ataladi.

26 - §. Kvadratik formaning kanonik shakli

Biz avvalgi mavznda A(x,x) kvadratik formaning aniqlanishi x
vektoming berilgan bazisdagi koordinatalariga bog‘liq ekanligini
keltirib o‘tdik. Bu mavzuda kvadratik formani kvadratlar yig‘indisi
shakliga keltirish, ya’ni kvadratik formani

AGx)= AE + A 4 AL (26.1)
ko‘rinishga keltiradigan bazisni topish masalasini qaraymiz.
26.1-ta’rif. Kvadratik formaning (26.1) ko‘rinishidagi shakli
uning kanonik (normal) shakli deb ataladi.
26.2-teorema. r o‘lchamli ¥ fazoda berilgan ixtiyoriy A(x,x)
kvadratik forma uchun shunday e,e,,...,e, bazis mavjudki, bu
bazisda kvadratik forma
ACe,xy= AL + A&7+t AL,
ko‘rinishga ega bo‘ladi.
Isbor. Aytaylik, A(x,x) kvadratik forma biror f, f3, ..., f,
bazisda quyidagi
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n
Alx,x)= Zaur]/]j (26.2)
ij=l
ko‘rinishga ega bo‘lsin. Bunda 7#,,7,, ...,77, lar x vektorning ushbu
bazisdagi koordinatalari.

Bazisni (26.2) formulada turli indeksli koordinatalaming
ko‘paytmalari yo‘qolib boradigan qilib almashtiramiz. Bazisning xar
bir almashtirilishiga ma’lum koordinatalarning xosmas almashtirilishi,
va aksincha, koordinatalarning xosmas almashtirilishiga ma'lum bazis
almashtirishlari to‘g‘ri kelgani uchun koordinatalarni almashtirish
formulalarini yozish bilan chegaralanamiz.

A(x,x) kvadratik formani kanonik shaklga keltirish uchun, bizga
a,, koeffitsientlardan kamida bittasi noldan fargli bo‘lishi kerak.
Bunga hamma vaqt erishish mumkin. Hagiqatan ham, nolga aynan
teng bo‘lmagan A(x,x) kvadratik formada o‘zgaruvchining birorta
ham kvadrat bo‘lmasin deb faraz qilaylik, u holda kamida bitta noldan
farqli ko‘paytma, masalan, 24,77, mavjud bo‘ladi. 7, va 7,
koordinatalarni

M=+, T, =T =T,
kabi almashtirib, boshqa o‘zgaruvchilarni o‘zgartirishsiz goldirsak,
bunday almashtirishda 24,77, hadning ko‘rinishi 2a,,(77 —m7;")
bo'lib qoladi. Farazga muvofiq, 4, =a,, =0 bo‘lgani uchun, bu hech
qanday had bilan qisqarmaydi, ya'ni ;> ning koeffitsienti noldan
farqli bo*ladi.

Demak, umumiylikka ziyon yetkazmagan holda (26.2)
formulada a,#0 deb olish mumkin. Kvadratik formada p,
qatnashgan hadlami ajratib yozamiz:

a7t +2a,mm, +.t 20, 1477,
Bu yig‘indini to‘la kvadratgacha to‘ldiramiz, ya’ni uni
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. 1
atl +2a,11, + .t 20, 11, =';'(ax,l'7| +.+a,n,) -B (263)
11
ko‘rinishda yozamiz, bu yerda B ifoda faqat a,,7,, .., 4,7, hadlar
kvadratlari va ularning ko‘paytmalarini o'z ichiga olgan haddir.
(26.3) ifodani (26.2) tenglikga qo‘ygandan so‘ng qaralayotgan
kvadratik forma
1
A, xy=—(a,m + ot a1, + o
a4,
ko‘rinishga  keladi, bunda yozilmagan hadlar 7,,.. 7,
o‘zgaruvchilardangina tashkil topgan. Quyidagicha ofzgartirish
kiritamiz
T =a+a, +.ta, .,

»

7 =1,
Ty =10,
U holda kvadratik forma
| 5. ..
A(x,x)=-——77,z + Zc;ur;, n,
1,1 1=z

ko‘rinishiga keladi.
z a Jr],' 7/; ifoda (26.2) formulaning o‘ng tomoniga juda
Q=2

o‘xshash bo‘lib, bunda fagat birinchi koordinata ishtirok etmaydi. a;,

koeffitsientni noldan farqli deb faraz qilib, o‘zgaruvchilarni
yuqoridagi usulda,

=0,

772“ =a;,1772- +a';,3773. +"'+a2-,nr]r:’
=,
’7: =7];’

formulalarga muvofiq yangidan almashtirishimiz mumkin.
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Bunday almashtirishdan so‘ng kvadratik forma
A %) == = S
a, a5 1,4=3
ko‘rinishga keladi. Bu jarayonni davom ettirib, o‘zgaruvchilamni bir
necha bor almashtirgandan keyin &, &, ..., &, o‘zgaruvchilarga ega
bo‘lamiz. Ya'ni, A4(x,x) kvadratik forma bu o‘zgaruvchilar orgali
quyidagicha ifodalanadi:
A, x) = AL + AL+ + AL,

buyerda m<n

Ravshanki, m<n bo‘lgan holda A,, =..=4,=0 deb faraz
qilish mumkin. o

Kvadratik formani kanonik ko‘rinishga keltirishning yugoridagi
teorema isbotida bayon gilingan usuli Lagranj usuli deb ataladi.

Misol 26.1. Bizga uch o‘Ilchamli fazodagi biror £, f;, f; bazisda

A(x,x)= 27,1, + 43, — 773 — 8175
kvadratik forma berilgan bo‘Isin.
m =, m,=n, n,=n; almashtirish bajarsak, u holda
ACx,x) = (Y + 2, + 4,77, —8G;)’.

So‘ngra 7 =-n+n, 1,=1, n,=n; almashtirish qilib,

kvadratik forma uchun yangi ifoda hosil qilamiz:
A(x,x)=~(1) + ;)" + dm1s ~8(m;)°

Shunday qilib, & =#;, & =, +2, & =r; almashtirish
kvadratik  formani = A(x,x)=~& +& —12£]  kanonik  shaklga
keltiradi..

Ta’kidlash joizki, kvadratik formani Lagranj usuli bilan kanonik
ko‘rinishiga keltirishda qo‘llaniladigan 7, 7;,.., 77, koordinatalar
s s on 17, Orqali, o'z navbatida 7,7, .., 7, koordinatalar esa
T s o 77, va shu tarzda oxirgi &, &,, ..., £, koordinatalar o‘zidan
oldingi koordinatalar orqali ifodalanadi. Bundan foydalanib,
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&, &y &, koordinatalami dastlabki 7, 7,,...7, koordinatalar
orqali ifodalash mumkin:

&=yt 6y il et Gyl

&, =t Gyl et Gl

Koordinatalarni almashtirish matritsasi bazis almashtirish
matritsasi teskarisining transponirlanganiga teng bo‘lishini hisobga
olib, yangi e, e,,..,e, bazis vektorlarini eski f, f;,.., f, bazis
vektorlari orqali ifodalashimiz mumkin, ya’ni

e, =d,fi+d, f+..+d, .1,
e,=d,fi+d,,f,+..+d

n2Jn?

en = dl,n-f; + dl,n-fz Tt dl‘,!l-f;l .

Agar kvadratik formani kanonik shaklga keltirish jarayonida ikki
koordinatani birdaniga o‘zgartiradigan almashtirishni bajarishga
to‘gri kelmasa, u holda almashtirish formulalarining ko‘rinishi
quyidagicha bo‘ladi:

S =em ey tte,m,
& =t et Cyll,

g
Su = Cunlln

va’ni almashtirish matritsasi uchburchak ko‘rinishiga keladi. U holda

bazisni almashitirish matritsasi ham

e =d

LI/ 1%

= dx,zfl + dz,z.f 29

en = dl.nf; + dz,nfz ot dn,nf;:
ko‘rinishda bo‘ladi.

Endi kvadratik formani kanonik ko‘rinishga keltirishning yana
bir usulini keltiramiz. Avvalgi usuldan farqli ravishda bu usul
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izlanayotgan e,, e,, ..., ¢, bazisni to‘g‘ridan-to‘g‘ri boshlang‘ich bazis

orqali ifodasini beradi.

Aytaylik,
4, G, 4y
a,, a a
2,1 2, inm
A= o
Gy e G,

matritsa A(x,x) kvadratik formaning f,, f,, ..., f, bazisdagi matritsasi
bo'Isin. Ushbu matritsaning quyidagi bosh minorlarini garaymiz:

Gy @y o G
A=ag:A = a4y G, ., |91 G a4,
1~ % S22 7 3 cres Sy 2
Ay Ay
a,,J an2 o ﬂ"ﬁ

26.3-teorema.  Aytaylik, A(x,x) kvadratik formaning
Ji» fo5 s f, bazisdagi matritsasi 4=(a,,) bo‘lsin. Agar A4
matritsaning A,, A,, ..., A, bosh minorlari noldan fargli bo‘lsa, u holda
shunday e, e.,..,e, bazis mavjudki, bu bazisda 4(x,x) forma
kanonik ko‘rinishga kelib, uning kanonik ko‘rinishi quyidagicha
bo‘ladi:

A(x,x)=§;-§,2+§—;§; +..‘+i—":’ 2

bunda &, lar x vektorning e,, e,, ..., €, bazisdagi koordinatalari.

Isbot. Teorema shartiga asosan A(x,x) kvadratik forma

Ji> fous o 1, bazisda
Alx,x)= Z"-,;YJW;

NS
ko‘rinishga ega, bu yerda a,, = A(f,, 5)
Bizning magsadimiz ¢, e,, ..., e, vektorlarni Ale,e,)= 0, i#j

shartni ganoatlantiradigan qilib tanlashdan iborat. Bu bazislarni
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e, =0, fi+ uf5s

r\ =a,f;s
(26.2)

L’n =, i+, o+t a,,.t,

ko‘rinishida izlaymiz.

a,; koeffitsientlarni ¢, ¢,, .. e, bazis elementlari o‘rniga
ularning (26.2) tenglikdagi ifodalarini A(e;,e,)=0 shartlarga qo‘yish
yo'li bilan ham topish mumkin. Ammo bu usu! hisoblash uchun
noqulay bo‘lib, bunda e, koeffitsientlarga nisbatan 2-darajali
tenglamalar sistemasini yechishga to‘gri keladi.

Shuning uchun hisoblashni birmuncha yengillashtiradigan
boshqa yo‘lni tanlaymiz.

Ta'kidlash joizki, A(e,,f)=0, 1<i<k-1 tengliklardan
A(e,e,)=0, 1<i<k—1 tengliklar kelib chiqadi. Haqiqatan ham, agar
e, o'rniga @, f; +a,, f, +...+¢, . f, ifodani qo‘ysak,

Ale,.e)=Ale,.a, fi+a,f, +..+ o, f)=

=a, Ale,, ) +a,,Ale,, f;) +ota, A, f)=0
bo‘ladi.

Demak, ixtiyoriy & va i <k uchun 4(e,, ,)=0 bo‘lsa, u holda
A(e;,€)=0 bo'ladi. Ko‘rinib turibdiki, qaralayotgan masala
e =ay fi+a,f, +..+a,,f, munosabatdagi yys Uy sy s O, KOEE
fitsientlarni

Ale,, £)=0, 1<i<k-1 (26.5)
shartlarni ganoatlantiradigan qilib tanlash masalasiga keltirildi.

Agar e, vektor yugoridagi shartlar bilan bir qatorda quyidagi

Ale,, f,)=1 (26.6)

shartni qanotlantiradigan qilib izlansa, u holda u bir qiymatli
aniqlanadi.
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(26.5) va (26.6) shartlarga e, ning ifodasini qoyib,
koeffisiyentlarga nisbatan birinchi darajali quyidagi tenglamalar
sistemasini hosil gilamiz:

& AL 1)+ A ) o g AL ) = 0,
o A S 1)+ o, A 1) ot @, A(f, ) =0,

e A(fes 1)+ g A s o) + o+ 0 AT ) =0,
_ak,|A(f;:afl) +a, Afy, L)+t o A 1) =1

Bu tenglamalar sistemasi matritsasining determinanti:

A1) AL o AL fan an - ay
A, = A1) ALY o AL 1) _|%r B2 - oy

ASo ) A ) o ASoSI |3 Ga o G
ko‘rinishida bo‘lib, bu determinantning qiymati noldan fargli. Shuning
uchun (26.7) sistema yagona yechimga ega. Demak, yugqoridagi
tenglikni ganoatlantiruvchi o, koeffitsientlar mavjud va yagondir.
Bundan esa e, vektor yagona ravishda aniglanishi kelib chigadi. Endi
A(x,x)  kvadratik  formaning e, e,,..,e, bazisdagi 5 2
koeffitsientlarini topamiz.

Ma’lumki, b, = A(e,,e;) bo‘lib, bu bazisning qurilishiga ko‘ra,
Ale,e,)=0, k=i, yani §,=0. Demak, &, =d(e,e)
koeffitsientlarni  aniglash kifoya. (26.5) va (26.6) shartlaming
bajarilishidan foydalanib,

Alep.e)= Ale, o fi+ oy, o+ tay, fi)=
=a, ,A(e,, )+ oA, L)+ ta Ale, fi)=a,,
ya’ni b, =a,, ekanligini hosil qilamiz. Bu esa 4, koeffitsientlarni
aniqlash uchun (26.7) tenglamalar sistemasidan faqat ¢, , noma’lumni

aniqlash kifoya ekanligini bildiradi.
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Chizigli tenglamalar sistemasini yechishning Kramer qoidasidan
foydalanamiz. Tenglamalar sistemasining asosiy determinanti A,

ekanligini yugorida ko‘rsatdik, @, noma’lumga mos keluvchi

determinant esa
ALK AL - AfAL) D
ASf)  ASf) - Affi) O

ﬁﬂu = =
A S ) Afins ) - Afsfia) O
A S f)  ASf) e Afif) 1
AL AL - AL fl)
| AGh) At o AGhD)|
1 . Afos ) AL ) o Al i)
. a, Gy e Oy
r’ ' |9 @z e Ay A,

! Gag Tz o Aegpn
bo‘ladi. Bundan

Ag
iy -, {‘l
ekanligi kelib chiqadi.

A, -
ekanligiga
A, g1g

Shunday qilib, 4(e,,e,)=0, i+ j va Ale,,e,)=

ega bo‘lamiz.

Kvadratik formani kvadratlar yig‘indisiga keltirishning yuqorida
keltirib o‘tilgan usuli Yakobi usuli deb ataladi.

Takidlash joizki, yuqoridagi teoremani isbot qilish jarayonida
€, €,, ..., €, bazisning aniq ko‘rinishi mavjudligi ko‘rsatildi. Lekin
bundan kvadratik formani kanonik ko‘rinishga keltiruvchi bazis
yagona degan hulosa chiqazish noto‘g‘ri. Ya’ni, boshqa bir bazisda
ham kvadratik forma kanonik ko‘rinishga kelishi mumkin. Masalan,
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boshlang‘ich f, f;, ..., £, bazislatni o‘zgartirsak, ularga mos ravishda
€s €5, ..., €, bazislar ham o‘zgaradi.

Bundan tashqari 26.2-teoremani isbot qilish jarayonida berilgan
kvadratik formani kanonik ko‘rinishi

RN A
bo‘lishini anigladik.

Bu bifan kvadratik forma kanonik ko‘rinishining musbat va
manfiy koeffitsientlari sonini topish imkoni kelib chiqadi. Masalan,
agar A, va A, larning ishorasi bir hil bo‘lsa, u holda £} ifoda musbat
koeffitsientga, aks holda esa manfiy koeffitsientga ega bo‘ladi. Bu esa
kvadratlar oldidagi manfiy koeffitsientlarning soni

LA, A, A,
qatordagi ishora almashishlar soniga teng ekanligini anglatadi.

Xususiy holda A, >0,A,>0,..,A,>0 bo‘lsa, u holda

kvadratik formaning kanonik ko‘rinishi

A Xy = AL+ A2 + o+ A L2
kabi bo‘lib, 4, >0 bo‘ladi. Bu esa x ning xar ganday giymatida
A(x,x)20 ekanligini, shu bilan birga, faqatgina & =&, =..=& =0
bo‘lgandagina A4(x,x) =0 bo‘lishini bildiradi.

26.4-teorema. A(x,x) kvadratik forma musbat aniqlangan
bo‘lishi uchun A, >0, A, >0, ..., A, >0 bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Isbot. Teoremaning yetarlilik isboti yuqoridagi mulohazadan
kelib chigadi. Shuning uchun uning zaruriyligini isbot qgilish bilan
chegaralanamiz.

Aytaylik, A(x,x) kvadratik forma musbat aniqlangan bo‘lsin.
Dastlab A, #0 ekaniligini ko‘rsataylik. Teskarisini faraz gilaylik,
ya'ni

AL 1) AR o AT
g, HUT) AL - AGEY

ALl AuSy) - AL h)
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bo‘lsin. Bundan determinantning satrlari chizigli bog‘liq ekanligi kelib
chiqadi, ya’ni, kamida bittasi noldan fargli bo‘lgan 4, s, ... g4, lar
topilib,
WAL )+ 1 A Sy, )+t A, £) =0, 1si<k
o‘rinli bo‘ladi. Yuqoridagi tenglikdan
Apfi+ ot t i) [)=0, 1<i<k
ekanligi kelib chigadi. Bundan esa
AGnfi+ o fo+ ot i S i+ 1Sy + ot 14 ) =0

tenglikni hosil qilamiz. Bu kvadratik formaning musbat aniqlangan

ekanligiga zid, chunki g f; + 20, f, +...+ 24, f;, #0.

Demak, A, #0 bo'lib, £ ning ixtiyoriyligidan A, A, ..., A,
larning barchasi noldan fargli ekanligi kelib chiqadi. U holda 26.2-

teoremaga ko‘ra A(x,x) kvadratik formaning kanonik ko‘rinishi
quyidagicha bo‘ladi

1

I 2 A Lo A
Alx,x)=—E + L& 4 4L 22,
( ) ﬂ f[ Az §2 An én
Agar biror i uchun A, <0 bo‘lsa, u holda bu shartni

qanoatlantiruvchi eng kichik i uchun A(e,,e,.)=-§ﬂ<0 bo‘ladi. Bu

esa A(x,x) kvadratik formaning musbat aniqlangan ekanligiga zid,
demak, A, >0, 1<i<n.

27 - §. Inersiya gonuni

Avvalgi mavzuda A(x,x) kvadratik formani kanonik ko‘rinishga
keltirish usullari bilan tanishdik. Ma’lumki, kvadratik formani turli hil
usullar bilan kanonik ko‘rinishga keltirish mumkin bo‘lib, uni kanonik

ko‘rinishga olib keluvchi bazislar ham turlicha bo‘lishi mumkin.
Kvadratik formani

A, X)= A8 + A2+ A E @7.1)
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ko‘rinishga keltiruvchi bazis vektorlarni ularga proporsional vektorlar
bilan almashtirish orqali noldan fargli A, koeffitsientlarni 1 yoki —1 ga
teng qilib olish mumkin. Demak, kvadratik formaning kanonik
ko‘rinishini mos tartibda 0, 1 va—1 ga teng bo‘lgan koefTitsientlar soni
bilan xarakterlash mumkin.

Tabiiyki, bazisni turlicha tanlab olish mumkinligi uchun, 0, 1 va
—1 ga teng bo‘lgan koeffitsientlar soni bazisni tanlab olishga
bog‘ligmi yoki yo‘qmi degan savol tug‘iladi.

Masalan, A(x,x) kvadratik forma biror e¢,e,, ..., e, bazisda
A=(a,;) matritsaga ega bo'lib, matritsaning A, A,..., A, bosh
minorlari noldan fargli bo‘lsa, kvadratik formaning kanonik
ko‘rinishidagi barcha A koeffitsientlar noldan fargli va manfiy
koeffisientlar soni 1, A, A,, ..., A, determinantlar qatoridagi ishora

almashishlar soniga teng bo‘ladi.

Ammo boshqa bir f, f3,.., f, boshlang‘ich bazis olib, bu
bazisga mos keluvchi matritsani A'=(a4],) orqali belgilab,
AL A, .., A, determinantlarni topsak, hamda kvadratik formani
kanonik ko‘rinishga keltirsak, nima uchun bu holda ham ishora
almashinishlar soni yuqoridagi holat bilan bir hil bo‘lishi bir garashda
tushunarli emas.

Biz ushbu paragrafda kvadratik formaning inersiya qonuni deb
atafuvchi quyidagi teoremani isbot gilamiz.

27.1-teorema. Agar kvadratik forma ikki hil usul bilan kanonik
ko‘rinishga keltirilgan bo‘lsa, u holda bu kanonik ko‘rinishlarda
musbat, manfiy va nolga teng koeffitsientlarning soni ikkala holatda
ham bir hil bo‘ladi.

Dastlab quyidagi lemmani isbot qilamiz.

27.2-lemma. n oflchamli ¥V fazoda mos tartibda k¥ va [
o‘lchamli ikkita ¥, va V, qism fazolar berilgan bo‘lib, k+I>n
bo‘lsin. U holda bu qism fazolarning ikkalasiga ham tegishli bo‘lgan
noldan fargli x vektor mavjud.
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Isbot. Berilgan ¥, va ¥, qism fazolarda mos ravishda
€y, €55 e €, VA Jis fas o fi bazislar olaylik. k+7>n ekanligi uchun
€1» €35 s €5 J1» Jo» e J; vektorlar chizigli bog‘liq bo‘ladi. Demak,
kamida bittasi noldan farqli bo'lgan A, A,, ... 4, 44, 44,
topilib,

s 24, sonlari

Aot e, vt he i fy o f;=0
ya'ni
Ag+Ae, ot Ao =—pu fi - i fo—— 1 S
Agar
x=Ae+Ae v+ Ahe =—ufi—fr—.— 1],

deb faraz qilsak, x vektor bir tomondan ¢, e,, ..., g, vektorlaming
chizigli kombinatsiyasi, ikkinchi tomondan esa fj, f5, - i
vektorlarning  chizigli kombinatsiyasi  sifatida  tasvirlanishini
ko‘rishimiz mumkin. Demak, x vektor ¥, va ¥, qism-fazolarning
ikkalasiga ham tegishli bo‘ladi.

Endi ushbu x vektorni noldan fargli ekanligini ko‘rsatamiz.
Agar x=0 bo‘lsa,

Ao+ e, +ot Ao, =0, pfi+pufy oty f=0.

e, 8, ... va f;, f5, .. f; vektorlar sistemalari mos ravishda ¥
va V, qism fazolaming bazislari bo‘lganligi uchun, bu vektorlar
sistemalari chizigli erkli. Bundan esa A=A=.=4=0 va
= =..=4=0 ekanligi kelib chiqadi. Bu esa A,A,.. 4,
Mys Ha oo, 24, SONlarining kamida bittasi noldan fargli ekanligiga ziddir.
Demak, x#0.

Endi 27.1-teoremaning isbotiga o‘tamiz. Aytaylik, A(x,x)
kvadratik forma e,, ¢,, ..., ¢, bazisda

AxX)=E+ G+ E-E —£2 -&. (27.2)
ko‘rinishga, £, £,,.... f, bazisda esa

AXX) =T AT A A T =T~y =Ty (27-3)
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ko‘rinishga ega bo‘Isin, bu yerda &, &,, ... &, va 7, 17,, ..., 77, lar mos
ravishda x vektoming e,e,,...e, va f, fo,., f, bazislardagi
koordinatalari.

p=p va g=q ekanligini isbot qilishimiz kerak. Faraz
qgilaylik, p > p’ bo‘lsin.

€ &,...,e, vektorlaming chiziqli kombinatsiyasidan iborat
bo‘lgan ¥ va f,.,, fyas - S, vektorlaming chizigli kombinatsi-
yasidan iborat bo‘lgan V, qism fazolarni gqaraymiz. Ma’lumki,
dim(¥)) = p, dim(¥,)=n—p' bo‘lib, n~p'+ p>n ekanligi uchun
27.2-lemmaga asosan ¥, va ¥, qism fazolarning kesishmasida noldan
farqli x € ¥ NV, vektor mavjud. U holda

x=&e +ée+..+6e,
va
x= 77p'+1./ ;;'+| + qp'+2fp’+2 +o41,1,

bo‘ladi, ya’ni x vektor e, e,,..,e, bazisda (£, ... £,,0,..,0)

koordinatalarga, f], f3, ... f, bazisda esa (0,..., 0,7, sz -oos 7,)
koordinatalarga ega bo‘ladi.

Bu koordinatalarni (27.2) va (27.3) tengliklarga qo‘yib, bir
tomondan

A, x)=E 4+ +ut & >0,
ikkinchi tomondan esa
Ax,x)= —7];,+l —17;.,2 ==y <0

munosabatni hosil gilamiz. Buesa p > p' deb olingan farazga zid.

Xuddi shu vsul bilan p< p', ¢>¢q' va ¢ <q' tengsizliklarning
o‘rinli emasligi ham ko‘rsatiladi. Demak, p=p', g=¢". ]

27.3-ta’rif. Kvadratik formaning kanonik shaklidagi noldan

fargli koeffitsientlar soni kvadratik formaning rangi deyiladi.
Yugqorida isbot gilingan inersiya qonunidan kvadratik formaning

rangi fagat uning o‘ziga bog‘liq bo‘lib, kanonik shakiga keltirish
usuliga bog‘liq emasligi to‘g‘ridan-to‘g ri kelib chiqadi.
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Amalda kvadratik formaning rangini kvadratik formaning
kanonik shaklidan foydalanmay turib aniglash usuli mavjud. Buning
uchun kvadratik forma rangi bilan uning biror bazisdagi matritsasi
rangi orasidagi bog‘lanishni o‘rnatish kifoya.

27.4-ta’rif, Quyidagi to‘plam
V,={yeV|VxeV,4A(x,y)=0}
berilgan bichizigli formaning nol qism fazosi deb ataladi.
Ya'ni, ¥, to‘plam ixtiyorly x€V vektor uchun A(x,y)=0
shartini qanoatlantiruvchi y vektorlar to*plamidir.
¥, to‘plam gism fazo ekanligini ko‘rish giyin emas, haqiqatdan
ham, y,, », €¥, vektorlar uchun A(x,,)=0 va A(x,y,)=0 ekanli-
gidan,
A(x>ﬂy1) = /’{A(x’yl) =9,
Alx, y,+3,) = A(x,3) + Alx, ,) =0
tengliklarni hosil gilamiz, demak, Ay, y,+y, €¥,.
V, fazoni topish uchun ¥V fazoda biror f, f;, ..., f, bazis olib,
V, fazoning elementlarini
Y=uhtpnfy ot 1 f,
ko‘rinishida izlaymiz. A(f,3)=0, 1<i<# ekanligidan
A(f\!)u:f; +/sz; tot J”nf) =0,
Al imhy + 1 fy ot 1, ) =0,

A tfi+ o fy ot 1,f) =0
tengliklarni hosil qilamiz. Agar 4A(f, f,)=a,, kabi belgilash kiritsak,

a4+, + .t a0, =0,
Dty + oty oty ph, =0,

~anv|:ul + an.2)u2 +ot an.nlun = 0
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tenglamalar sistemasi hosil bo‘ladi. Bu tenglamalar sistemasining
s s -y M, yechimlari to‘plami ¥, fazoning elementlarini aniqlaydi,
ya’ni koordinatalari yechimlar to‘plamidan olingan vektorlar ¥, nol
gism fazoni tashkil giladi.

Ma’lumki, agar chiziqli tenglamalar sistemasi matritsasining
rangi r ga teng bo‘lsa, qism fazoning o‘lchami »—r ga teng bo‘ladi.
Demak, ¥, nol gism fazoning o‘lchami kvadratik formaning biror
bazisdagi matritsasi rangiga bo‘gliq ekan.

Ikkinchi tomondan esa, nol gistm fazo o‘lchami bazisga bog‘liq
emasligidan, kvadratik forma matritsasining rangi ham bazisning
tanlanishiga bog‘liq emasligi kelib chiqadi.

Endi kvadratik forma matritsasi rangini kvadratik forma rangi
bilan bog‘lanishini keltiramiz. Ma’lumki, kvadratik formaning
kanonik bazisdagi matritsasi

(0 0
0 4 . 0
0 0 . 4)

ko‘rinishga ega bo‘lib, bu matritsaning rangi noldan fargli
koeffitsientlar soniga teng. Bu esa kvadratik forma rangining
o‘zginasidir.  Yuqorida ko‘rsatilgani kabi kvadratik forma
matritsasining rangi tanlangan bazisga bog‘lig bo‘lmaganligi uchun,
ixtiyorly bazisda ham kvadratik forma matritsasining rangi kvadratik
formaning rangiga teng ekanligi kelib chiqadi. Ya’ni quyidagi teorema
o‘rinli.

27.5-teorema. Turli bazislarda kvadratik formaning matritsasi
bir hil » rangga ega bo'lib, bu r soni kvadratik formaning kanonik
shaklidagi noldan farqli koeffitsientlar soniga teng.

Bu teoremadan kvadratik formaning rangini topish uchun uni
qandaydir bazisdagi matritsasining rangini hisoblash yetarli ekanligi
kelib chigadi.
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V1 BOB. CHIZIQLI ALMASHTIRISHLAR
28 - §. Chiziqli almashtirishlar va ularning matritsalari

Ushbu mavzuda biz chizigli fazoda aniqlangan akslantirishlar
ichida muhim o‘rin egallaydigan chizigli almashtirish tushunchasini
kiritamiz.

28.1-ta’rif. n oflchamli ¥V fazoda anmiqlangan A:V -V
akslantirish uchun

1) A(x, +x,) = A(x) + A(x,);

2) A(Ax)=AA(x)
shartlar bajarilsa, u holda 4 akslantirish chizigli almashtirish deyiladi.

Odatda 4 chiziqli almashtirishning qiymati A(x) o‘miga Ax
yoziladi.

Misol 28.1. a) uch o‘lchamli R® Yevklid fazosida vekiorni
koordinata boshidan o‘tadigan biror o‘q atrofida burishdan iborat
bo‘lgan almashtirishni garaymiz. Bunda xar bir x vektorga uni
burishdan so‘ng hosil bo‘igan Ax vektorni mos go‘yamiz. Bu moslik
1) va 2) shartlarni qanoatlantirishini tekshirish giyin emas.

Masalan, 1) shartni tekshirib ko‘raylik: A(x, +x,) ifoda avval x,
hamda x, vektorlarning qo‘shilishini, so‘ngra hosil bo‘lgan
vektorning burilishini bildiradi. Ax +Ax, esa avval x, hamda x,
vektorlarning burilishini, so‘ngra ularning qo*shilishini bildiradi. O‘z-
o‘zidan ravshanki, ikkala holda ham natija bir hil bo‘ladi. Demak, 4
akslantirish chizigli almashtirish bo‘ladi.

b) Bizga R’ Yevklid fazosi va uning koordinatalar boshidan
o‘tuvchi biror tekisligi bo‘lgan ¥, qism fazosi berilgan bo‘lsin.
Ixtiyoriy xR’ vektorga uning bu tekislikdagi x, = Ax proeksiyasini
mos gilib go‘yamiz Bu moslik ham chizigli almashtirish bo‘ladi.
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c¢) [0,1] segmentda uzluksiz funksiyalardan iborat fazoni
qgaraylik. Bu fazoda aniqlangan Af (t):f"’ f(s)ds akslantirish chizigli
almashtirish bo‘ladi. Haqiqatdan ham,
A @ + L) =[[ [ )+ f(s)ds =
= [ fi)ds + [ £,()ds = 4f, 00+ 4,0,
AQSO)=[ Af(s)ds = A, f(s)ds = 2AF(©).

Endi chizigli almashtirishlar ichida alohida ro‘l o‘ynovchi
quyidagi 2 ta sodda almashtirishlarni keltiramiz. Ixtiyoriy vektorga
shu vektorning o‘zini mos qo‘yuvchi E almashtirish, birlik
almashtirish deyiladi, ya’ni

Ex=x.
Ixtiyoriy x vektorga nol vektorni mos qo‘yuvchi @ almashtirish

nol almashtirish deyiladi, ya’ni
O(x)=0.

n o‘lchamli ¥ chiziqli fazoda A chizigli almashtirish berilgan
bo'lib, e,, e,, ..., e, chizigli fazo bazisi bo‘Isin.

28.2-tasdiq. Berilgan g, g,. ..., g, vektorlar uchun

Ae, =g, Ae,=g,,.., Ae, =g,

shartni qanoatlantiruvchi 4 chizigli almashtirish mavjud va yagona.

Isbot. Dastlab, A chizigli almashtirish Ae,, Ae,, ..., e,
vektorlar orqali bir qiymatli aniglanishini ko‘rsatamiz. Hagiqatdan
ham, ¥ fazodan olingan ixtiyoriy

x=fe+&e, +..+ e,

vektor uchun
Ax=Ae + e +..+Le,)=b e+ de, +..+ & de,
bo‘ladi. Demak, 4x vektor g, g, ..., g, vektorlar orgali bir qiymatli

aniglanadi.
Endi xar qanday g, g,, ..., g, vektorlar uchun de, = g, tenglikni

qanoatlantiradigan 4 chiziqli almashtirish mavjudligini ko‘rsatamiz.
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Buning uchun ixtiyorly x=&e +&,e, +...+&e, vektorga
&g, +&,8, +...+& g vektorni mos gilib qo‘yamiz. x vektor e, bazis
vektorlar orqali bir giymatli ifoda etilgani uchun, unga muayyan bir
Ax vektor mos qo‘yiladi. Bunday aniqlangan akslantirish chiziqli
almashtirish bo‘ladi. a
Chizigli almashtirishlar va matritsalar orasidagi bog‘lanishni
aniqlaymiz. Yuqoridagi tasdiqdan ixtiyorly g, £,,... &, vektorlar
uchun de, =g, de, =g,, .., d¢, =g, shartni ganoatlantiruvchi
chizigli almashtirish yagona ravishda aniglanishiga ega bo‘ldik. g,
vektorning e,, e,,..., e, bazisdagi koordinatalarini a,, d,;, ... 0,
orgali belgilaylik, ya’ni

g, =de. = Zl:a,,,‘e,.

Ushbu g;, koeffitsientlar orqali (a,,) matritsani hosil gilamiz.
Hosil qilingan matritsa A chiziqli almashtirishning e, e,, ... &,
bazisdagi matritsasi deb aytiladi.

Shunday qilib, berilgan e, e,, ..., e, bazisda xar bir 4 chizigli
almashtirishga (a,,) matritsa bir giymatli mos qo‘yilishiga ega
bo‘ldik. Demak, chizigli almashtirishlarni matritsalar yordamida
tasvirlash mumkin. Lekin ushbu matritsa bazisga bog'liq ekanligini,
bazis o‘zgarganda esa matritsaning ham o‘zgarishini ta’kidlab o‘tish
joiz.

Misol 28.2. Aytaylik, V=R’ uch o‘lchamli Yevklid fazosi
bo‘lsin. 4 chizigli almashtirish sifatida x vektorni OXY tekisligiga
proeksiyalashdan iborat bo‘lgan akslantirishni olamiz. Bazis sifatida
koordinatalar o‘glari bo‘yicha yo‘nalgan birlik e,,e,, e, vektorlarni
qabul gilamiz. U holda

Ade =e,, de,=e,, Ae, =0,
ya’ni, bu bazisda 4 almashtirishning matritsasi
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ko‘rinishga ega bo‘ladi.

Endi chizigli almashtirishlar ustida amallami aniqlaymiz.
Chiziqli almashtirishlar ustida qo‘shish, songa ko‘paytirish va
ko‘paytirish amallarini aniglash mumkin.

28.3-ta’rif, 4 va B chizigli almashtirishlar yig‘indisi deb, x
vektorga Ax+ Bx vektorni mos qo‘yuvchi C almashtirishga aytiladi.
Boshqacha aytganda, C=4+B ifoda xar ganday x uchun
Cx = Ax + Bx ekanligini bildiradi.

Aytaylik, 4 va B chizigli almashtirishlar e, e, ..., e, bazisda
mos ravishda (4,) va (b,) matritsalarga ega bo‘lsin. U holda
C=A4+B chiziqli almashtirishning matritsasini topish uchun
€, €,, ..., €, bazis elementlarning ushbu almashtirishdagi qiymatlarini

qaraymiz, ya’ni

Ce, = Ae, + Be, =Z(a,_, +b,j)e,.

i=l

Bu esa C chizigli almashtirishning e,, e,, ..., e, bazisdagi (c,;)
matritsasi uchun ¢, =a,; +4,, tenglik bajarilishini anglatadi.

Shunday qilib, 4 va B chizigli almashtirishlar yig'indisining
berilgan bazisdagi matritsasi chiziqli almashtirishlaming shu bazisdagi
matritsalari yig‘indisiga teng ekanligini ko‘rsatdik.

28.4-ta’rif. A4 chiziqli almashtirishning A soniga ko‘paytmasi
deb, x vektorga A4x vektorni mos qo‘yuvchi C = A4 almashtirishga
aytiladi, ya'ni (14)x= A(4x).

C=A4 chizigli almashtirishning berilgan bazisdagi matritsasi
A-(a,,) ekanligini ko‘rish qiyin emas.

28.5-ta’rif. 4 va B almashtirishlarning ko‘paytmasi deb, avval
B almashtirishni so'ngra esa 4 almashtirishni ketma-ket bajarishdan
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iborat bo‘lgan C almashtirishga aytiladi, ya’ni C = AB ifoda x vektor
uchun Cx = 4(Bx) ekanligini bildiradi.
Dastlab, chizigli almashtirishlarning ko‘paytmasi yana chizigli
almashtirish bo‘lishini ko‘rsatamiz. Hagiqatan ham,
C(x, +x,) = AB(x, +x,)) = A(Bx, + Bx,) =
= A(Bx,) + A(Bx,) = Cx, + Cx,,
C(Ax) = A(B(Ax)) = A(ABx) = AA(Bx) = ACx.
Endi chizigli almashtirishlar yig‘indisining matritsasini aniqlaga-
nimiz kabi ko‘paytmaning ham matritsasini aniqlaymiz. 4 va B
chizigli almashtirishlar matritsalari (a,,) va (b,) ekanligidan

foydalanib,

Ce, = A(Be,) :A[ib)_ke’) = ib”z‘le; =
-$.50,4=3] 3, ,J

1=l [ERAWE
tenglikni hosil qllamlz. Ikkinchi tomondan

n
e = Z"’],& g,
=1

ekanligidan

.k—Z a,,b,x

kelib chigadi. Bundan ko rlmb wribdiki, (c,,) matritsaning c,,
elementlari (q,,) matritsaning i-qator elementlari bilan (b, %)
matritsaning  k-ustunining mos elementlari  ko‘paytmalarining
yig'indisiga teng.

Shunday qilib, C = AB chiziqli almashtirishning (c,,) matritsasi
4 va B chiziqli almashtirishlar (aq,,) va (b,) matritsalari
ko‘paytmasidan iborat ekanligini hosil gildik.

Xulosa o‘rnida  shuni  aytishimiz mumkinki, chizigli
almashtirishlarni qo‘shish va ko‘paytirish amallari matritsalarni
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qo‘shish va ko‘paytirish kabi amalga oshirilib, quyidagi xossalar
o‘rinli bo‘ladi:

1) A+ B=B+4;

2) (A+B)+C=A4+(B+0);

3) A(BC)=(A4B)C;

4) (A+BYC=AC+BC,C(A+B)=CA+CB.

Aytaylik, ixtiyoriy 4 chizigli almashtirish va E birlik almash-
tirish berilgan bo‘lsin, u holda

AE=FE4=4
ekanini osongina tekshirish mumkin,
A almashtirishning darajasini odatdagidek
A =d4 A =44,..
kabi aniqlaymiz. Sonlar uchun o‘rinli bo‘lganidek, 4°=E deb faraz
qilamiz.

Yugoridagilardan foydalangan holda 4 chizigli almashtirishdan
tuzilgan ko‘phadni ham qarash mumkin, ya’ni ixtiyoriy
P(y=a™ +at™ +...+a, ko‘pxad berilgan bo‘lsa, P(4) deb

P(dy=aA"+ad™" +. .+a E
formula bilan aniqlangan chizigli almashtirishni tushunamiz.

Endi teskari almashtirish tushunchasini kiritamiz.

28.6-ta’rif. Agar AB = BA=E bo‘lsa, B almashtirishga 4 ning
teskari almashtirishi deyiladi, bu yerda E birlik almashtirishdir.

A almashtirishga teskari almashtirish 4~ kabi belgilanadi.
Ta’rifdan ko‘rinadiki, agar B almashtirish 4 ga teskari bo‘lsa
B(A4x) =x, bo‘ladi.

Xar ganday almashtirish uchun teskari almashtirish mavjud
bo‘lavermaydi. Masalan, uch o‘lchamli fazoni OXY tekislikgiga

proyeksiyalash almashtirishi teskari almashtirishga ega emas.
Teskari almashtirish tushunchasi bilan teskari matritsa
tushunchasi bog‘liqdir. Ma’lumki, berilgan matritsa teskarilanuvchi
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bo‘lishi uchun uning determinanti noldan fargli bo‘lishi zarur va
yetarli. )

Berilgan bazisda matritsalar bilan chizigli almashtirishlar orasida
barcha amallarni saglovchi ofzaro bir qiymatli moslik mavjud
bo‘lganligi uchun, 4 almashtirish uning biror bazisdagi matritsasi
determinanti noldan fargli bo‘lgandagina teskarilanuvchi bo‘lishi kelib
chigadi. Teskarisi mavjud bo‘lgan almashtirish xosmas almashtirish
deyiladi.

Ixtiyoriy 4 chizigli almashtirish nchun almashtirishning yadrosi
va obrazi deb ataluvchi fazolarni aniglaymiz.

28.7-ta’rif. 4 almashtirishning obrazi deb Ax ko‘rinishidagi
vektorlar jamlanmasiga aytiladi, bu yerda x e V.

Almashtirishning obrazi Im(4) kabi belgilanadi, ya’ni

Im(4)={yeV|IxeV,dx = y}.

Ko‘rinib turibdiki, teskarilanuvchi almashtirishning obrazi butun

fazo bilan ustma-ust tushadi.

28.8-tasdiq. Ixtiyoriy chiziqli almashtirishning obrazi qism fazo
tashkil giladi.

Ishot. Aytaylik, y,,y, € Im(A4) bo‘lsin, n holda x,,x, eV vektor-
lar uchun y, = Ax, va y, = 4x, . Ixtiyoriy A4 soni uchun

Ay, = Adx = A(Ax),
Y+, = Ax + Ax, = A(x, +x,)

ekanligidan Ay, € Im(4) va y, + », € Im(A4) kelib chiqadi.
Mazkur qism fazoning o‘ichami A4 almashtirishning rangi
deyiladi.

28.9-ta’rif. 4 almashtirishning yadrosi deb Ax=0 bo‘ladigan
vektorlar jamlanmasiga aytiladi va Ker(4) kabi belgilanadi, ya’ni

Ker(A) ={xe V| Ax=0}.

28.10-tasdiq. Ixtiyoriy chizigli almashtirishning yadrosi gism
fazo tashkil giladi.

Isbot. Haqiqatdan ham, Ax, =0 va Ax, =0 bo‘lsa, u holda
A(x, +x,)=Ax + dx, =0.
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Xuddi shunga o‘xshab, agar Ax=0 bo‘lsa, AAx=A4x=0,
ya’ni Ker(4) qism fazo. =

Agarda 4 xosmas almashtirish bo‘lsa, uning yadrosi fagat
noldan iborat bc‘ladi.

Misol 28.3. ¥ fazo darajasi » dan oshmaydigan ko‘phadiar
fazosi bo‘lsin. 4 almashiirish esa differensiallash bo‘Isin. Ya’ni

AP(x) =P'(x).

Bu alamshtirishning yadrosi konstantalardan, obrazi esa, darajasi
n=1 dan oshmaydigan ko‘phadlardan iborat bo‘ladi. Ularning
o‘lchamlari esa, mos ravishda birga va n ga teng.

28.10-tasdiq. n o‘lchamli ¥ chiziqli fazodagi ixtiyoriy A4
almashtirishning obrazi va yadrosi o‘lchamlari yig‘indisi butun fazo
o‘lchamiga teng, ya’ni dim(Im(A)) +dimKer(A4)) =n.

Isbot. Aytaylik, A almashtirish yadrosining o‘Ilchami k ga teng
bo‘lsin. U holda Ker(4) da e,, e,, ..., ¢, bazis tanlab, uni butun fazo-
dagi e, e,, ..., €, €., -, €, bazisgacha to‘ldiramiz.

Ade,,; ..., Ae, vektorlarni garaylik. Bu vektorlar almashtirishning
obraziga tegishli bo‘lib, ular Im(A4) da bazis tashkil giladi.

Darhagiqat, ixtiyoriy y € Im(A4) vektor berilgan bo‘lsa, ta’rifga
ko‘ra shunday x vektor mavjudki, y = 4x. ¢, e, ..., e, vektorlar ¥ da
bazis  bo‘lganligi sababli x=ye +y,e, +...+ye,. Lekin
Ae=..=Ae, =0 bo‘lgani uchun y=Ax=y, de,  +..+¥ 4e,.
Ya'ni ixtiyoriy yelIm(d4) vekior Ae,,,...., de, vektorlar orgali
chiziqli ifodalanadi.

Endi n-k ta Ae,,.., Ae

. vektorlarning chiziqli  erkli
ekanligini ko'rsatamiz. Faraz qilaylik, ular chiziqli bog‘lig bo-lsin. U
holda hech bo‘lmaganda bittasi noldan farqli bo‘lgan «. sonlar
topilib,

aAe,,, +...+

-k

Ae, =0
bo‘ladi.
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x=ae, +..to, e, vektorni  qaraylik. U  holda
Ax= Ao, , +.+a,,e,)=ade, +..+a, e, =0  ckanligidan,
x e Ker(4) kelib chigadi. Bu esa ziddiyat, chunki bir tomondan x
yadroning elementi sifatida e, e,, ..., ¢, bazis vektorlarning chiziqgli
kombinatsiyasi, ikkinchi tomondan esa, e,,,..,e, vektorlarning
chiziqli kombinatsiyasidan iborat bo‘lib qoldi. Bu esa, x vektorning
bazis vektorlar yordamida berilishiga zid. Bundan esa, de,,,, ..., 4¢,
vektorlar chizigli erkli ekanligi kelib chiqadi.

Demak, Im(4)=n—k, ya’'ni chizigli almashtirish obrazining
fazo o‘Ichami butun fazo o‘lchami bilan chizigli fazo yadrosi o‘lchami
ayirmasiga teng. O

Turli bazislarda chizigli almashtirish matritsalari erasidagi
bog‘lanish. Yuqorida ta’kidlaganimizdek, chiziqli almashtirishning
matritsasi berilgan chizigli fazoning bazisiga bog'liq, ya’ni turli
bazislarda chiziqli almashtirish turli matritsalarga ega boladi. Endi bir
bazisdan boshqa bazisga o‘tganda A chiziqli almashtirishning
matritsasi qanday o‘zgarishini keltiramiz.

V' chiziqli fazoda ikkita e,e,,..,e, va Jis fos o S, bazislar
berilgan bo‘lsin. e,e,, ..., e, bazisdan f, f,,..., f, bazisga o‘tish
matritsasini {c, ;) bilan belgilaymiz, ya’ni

fi=c,e+c,e, +..+c, e

Rl n?
fa=ce to e+t Ca2€ns @8.1)

fo=c ety ,e ot €, %

4 chiziqli almashtirishning e, e, ..., , bazisdagi matritsasini
A=(a, ), f, for . [, bazisdagi matritsasini esa B=(b,) orqali
belgilaymiz. Boshqacha aytganda

”

Aey =) a,e, (28.2)

=l
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4, =3, 1, - (283)

Bizning magsadimiz (5, ,) matritsani {a,,) va (c,;) matritsalar
orqali ifodalashdan iboratdir.

28.1-teorema. Agar biror chizigli almashtirishning e, e,, ..., €,
va f,, f,, ... f, bazislardagi matritsalari mos ravishda 4 va B bo‘lib,
birinchi bazisdan ikkinchi bazisga o‘tish matritsasi C ga teng bo‘Isa,

B=C'4AC
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Isbot. Aytaylik, berilgan 4 chizigli almashtirish va e, e, ..., e,
hamda f, £, ..., f, bazislar uchun yuqoridagi (28.1), (28.2) va (28.3)
shartlar o‘rinli bo‘lsin.

€, €, ..., €, bazis elementlarini f, f;, .., f, elementlarga mos
ravishda o‘tkazuvchi C chizigli almashtirish quramiz, ya'ni Ce, = f,.

28.1-tasdiqqa ko‘ra bunday almashtirish mavjud va yagona
bo‘lib, qurilgan C chizigli almashtirishning e,, e,, ..., ¢, bazisdagi
matritsasi (¢, ) matritsa bilan ustma-ust tushadi. Bundan tashqari, bu
chiziqli almashtirish bazis vektorlarni bazis vektorlarga o‘tkazganligi

uchun, u teskarilanuvchi almashtirish bo‘ladi.
Berilgan (28.3) formulalarning o‘ng va chap tomonlarida f; ni

Ce, bilan hamda f; ni Ce, bilan almashtirsak,
ACe, =) b,Ce,
=1

hosil bo‘ladi.
Bu tenglikning ikkala tomoniga C™' almashtirishni tatbig gilib,

Clace, =C"[ $8,Ce | = 38,07 (Cer=3 b e,
=t J =1 1=l

tengligni hosil qilamiz.
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Bu tenglikdan esa (b,) matritsa C?'AC almashtirishning
e,€,,..,e, bazisdagi matritsasi ekanligi ko‘rinib turibdi.
Almashtirishlarni  ko‘paytirganda ulaming berilgan ¢, e,, .., ¢,
bazisdagi matritsalari ko‘paytirilishidan B=C"4C tenglik kelib
chigadi.

29 - §. Invariant qism fazolar.
Chizigli almashtirishning xos son va xos vektorlari

Invariant gism fazolar. Agar ¥ chizigli fazoda biror chizigli
yoki bichiziqli funksiya berilgan bo'lib, bu funksiya fagat ¥ fazoning
biror ¥, gism fazosidagina aniglangan bo‘lsa, u holda biz uni V| da
berilgan deb hisoblashimiz, ya'ni ¥ o‘rniga faqat ¥ ni garashimiz
mumkin.

Chizigli almashtirishlarga keladigan bo‘lsak, bu yerda holat
butunlay boshgacha bo‘ladi. Darhaqiqat, chizigli almashtirish ¥, qism
fazoning biror vektorini ¥, ga tegishli bo‘lmagan vektorga o‘tkazib
yuborishi ham mumkin. Bunday holatda biz faqat ¥, qism fazo bilan
chegaralanib qola olmaymiz.

29.1-ta’rif. V' chizigli fazo va A chizigli almashtirish berilgan
bo‘lsin. Agar ¥, gism fazoning ixtiyoriy x elementi uchun 4v vektor
ham ¥, ga tegishli bo‘lsa, u holda ¥, qism fazo A chizigli
almashtirishga nisbatan invariant gism fazo deyiladi.

Ta’rifdan ko‘rinadi-ki, 4 chizigli almashtirishni biror qism
fazoda qarashimiz uchun, u invariant gism fazo bo‘lishi kerak.

Misol 29.1. a) Faqat noldangina iborat bo‘lgan gism fazo va
butun fazo invariant qism fazolardir. Bu qism fazolar trivial invariant
gism fazolar deyiladi.

b) R’ uch o‘Ichamli fazoda vektorni noldan o‘tgan biror o‘q
atrofida burishdan iborat bo‘lgan chizigli almashtirishni qaraylik. Bu
holda aylanish o‘qi bir o‘Ichamli invariant qism fazo, koordinatalar
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boshidan otib, bu 0°qqa ortogonal bo‘lgan tekislik esa ikki o‘lchamli
invariant gism fazo bo‘ladi.

c) R? tekislikda (ikki o‘lchamli fazo) A chizigli almashtirish
tekislikni X o‘q bo‘yicha 4 marta, ¥ o‘q bo‘yicha A, marta
chozishdan iborat bo‘lsin. Boshqacha aytganda, agar z={e +4,6,
uchun Az =Afe + A& e,, bu yerda ¢, e, o‘qlardagi birlik vektorlar.
Bu holda X hamda Y koordinata o‘glari bir o‘lchamli invariant gism
fazolar bo‘ladi. Agar 4 =4,=21 bo'lsa, u holda koordinatalar
boshidan o‘tgan ixtiyoriy to‘g‘ri chiziq invariant gism fazo bo‘ladi.

Xos son va xos vektorlar. ¥ fazo va undagi biror x#0
vektordan hosil bo‘lgan bir o‘lchamli ¥; gism fazo berilgan bo‘lsin.
Ma’lumki, ¥, fazo Ax ko‘rinishidagi elementlardan tashkil topadi. ¥,
fazo invariant bo‘lishi uchun Ax vektor ham ¥; da yotishi, ya’ni

Ax=Ax
bo‘lishi zarur va yetarlidir.

29.2-ta’rif. Ax=Ax munosabatni qanoatlantiruvchi x#0
vektor A chizigli almashtirishning xos vektori, unga mos keluvchi 1
son esa xos son deyiladi.

Shunday qilib, agar x vektor xos vektor bo‘lsa, u holda ax
vektorlar to‘plami bir o‘lchamli invariant qism fazoni tashkil giladi.
Aksincha, bir o‘lchamli invariant qism fazoning noldan farqli barcha
vektorlari xos vektorlardir.

29.3-teorema. ¥ kompleks fazoda xar qanday 4 chizigli
almashtirish kamida bitta xos vektorga ega.

Isbot. V fazoda biror e, e,,..,e, bazis tanlab olamiz. Bu
bazisda A chizigli almashtirishning matritsasi (g, ) bo‘lsin. Ixtiyorly
x=&e +&e +..+&e, €V vektor uchun Ax vektorni qarasak,

Ax=£ Ale) +&A(e) +...+ & Ale,) =
Slaye +a e +.ta,e)+5 (a6 +a,,e,+..+a,e,)+
+o (a8 ta e, +.+a,e) =

(4,8 +a,6 +.+a,8)e +(ay & +a,,5, to.ta e, +
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+..+(a, & +a,.8 +..+a, b e,
bo‘ladi. Demak, x=£&¢, +&e, +...+&,e, vektor xos vektor bo‘lishi,
ya'ni Ax=Ax shart bajarilishi uchun
a, & + a5+t a8, =48,

a8+ 5,8, ot a8, = A8,

\.an,lgl + an,2§2 +..+ an,nfn = /‘t'fn
tengliklar o‘rinli bo‘lishi kerak. Boshqacha aytganda, agar

(a, AV +a 8, +..+ a,&, =0,
ay & +(a,, — A+t a8, =0,

(29.1)

[an,lgl + an,zéz g (an,n - ﬂ‘):n = 0’

bir jinsli tenglamalar sistemasi noldan fargli yechimga ega bo‘lsa, x
xos vektor mavjud bo‘ladi.

Shunday qilib, teoremani isbot gilish uchun (29.1) sistemani
qanoatlantiradigan A sonini va bir vaqtning o‘zida nolga teng
bo‘lmaydigan &, &,, .... £, sonlarning mavjud ekanligini ko‘rsatish
kerak. I

Ma’lumki, bir jinsli tenglamalar sistemasining noldan farqli
yechimi mavjud bo‘lishi uchun uning determinanti nolga teng bo‘lishi
zarur va yetarli, demak

Q= A a, a,
@) a,—4 s, 0 (29.2)
a,, a2 .= A

Ushbu determinantdan biz 4 ga nisbatan n-darajali tenglama
hosil gilamiz. Algebraning asosiy teoremasiga ko‘ra, kompleks sonlar
maydonida xar qanday ko‘phad kamida bitta ildizga ega bo‘lganligi
uchun, bu tenglama ham J, ildizga ega.
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(29.1) sistemada A ning o‘rniga 4, ildizni qo‘ysak, hosil bo‘lgan
bir jinsli chizigli tenglamalar sistemasi noldan farqli yechimga ega
bo‘ladi. Ushbu noldan fargli yechimni £°, £, ..., £’ deb olsak,

4 =§:{°}el 8+ anlle,
xos vektorni va unga mos keluvchi 4, xos sonni hosil gilamiz, chunki
Ax® = J,x° tenglik bajariladi. O

Eslatma. Agar 4 chizigli almashtirishni butun fazoda emas,
balki uning biror invariant gisin fazosida qaralsa, u holda teoremaning
isboti o‘z kuchini saqlaydi. Demak, ixtiyoriy invariant gism fazoda
ham A chizigli almashtirish kamida bitta xos vektorga ega.

(29.2) tenglama A chizigli almashtirish matritsasining xarak-
teristik tenglamasi, uning chap tomonida hosil bo‘ladigan ko*phad esa
xarakteristik ko ‘phadi deyiladi.

Teoremani isbotlash jarayonida biz xarakteristik ko‘phadning
ildizlari A chizigli almashtirishning xos sonlari ekanligini, va
aksincha, A chizigli almashtirishning xos sonlari xarakteristik
tenglamaning ildizlari ekanligini ko‘rsatdik.

Endi xarakteristik ko‘phad bazisning tanlab olinishiga bog‘liq
emasligini ko‘rsatamiz. Yuqorida A almashtirishning xarakteristik
ko‘phadini 4— AE matritsaning determinanti sifatida anigladik. Bazis
o‘zgarganda chizigli almashtirishning 4 matritsasi C"'AC ko‘rinishni
oladi, bu yerda C eski bazisdan yangi bazisga o‘tish matritsasi. Yangi
bazisda  xarakteristik  ko‘pxad C'4C—-AE  matritsaning
determinantiga teng bo‘ladi. Ammo

|C'AC-AEHCAC - ACTEC|H CH(4- AE)C|=
=C7 || A-AE|-|C|H A=AE|-|C™|-|C|H A- AE|
tenglikdan bazis o‘zgarganda xarakteristik ko‘phad o‘zgarmasligi
kelib chiqadi.

Demak, kelgusida chiziqli ~almashtirish matritsasining
xarakteristik  ko‘phadi  emas, balki chizigli almashtirishning
xarakteristik ko*phadi deb yuritishimiz mumkin.
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n-o‘ichamli chizigli fazoda berilgan chiziqli almashtirishlar
orasida » ta chiziqli erkli xos vektorlarga ega bo‘lgan chizigli
almashtirishlar ma’lum ma’noda eng sodda chizigli almashtirishlar
hisoblanadi. Agar 4 shunday chizigli almashtirish bo‘lsa, u holda
e,, €,, -.-, €, chizigli erkli xos vektorlarni ¥ fazoning bazisi deb qabul

qilish mumkin. U holda
Ae, =g,
Ae, = Ay,

Ae,=Ae,
ekanligidan A almashtirishning bu bazisdagi matritsasi
(A4, 0 .. 0)

0 4 .. 0
0 0 .. 4,
ko‘rinishga keladi. Bundan quyidagi teorema kelib chiqadi.
29.4-teorema. Agar 4 chiziqli almashtirish n ta chizigli erkli
xos vektorlarga ega bo‘lsa, u holda 4 almashtirish matritsasini
diagonal shaklga keltirish mumkin. Aksincha, agar biror bazisda
almashtirish matritsasi diagonal shaklda bo‘lsa, u holda bu bazisning
vektorlari xos vektorlardan iboratdir.
Quyidagi tasdiqda turli xos sonlarga mos keluvchi xos vektorlar
chiziqli erkli ekanligini ko‘rsatamiz.
29.5-tasdiq. Agar e, e,,.., e, vektorlar 4 chizigli almashti-
rishning xos vektorlari bo‘lib, ularga mos keluvchi A, A,, ..., 4, xos
sonlar turli xil bo‘lsa, u holda e, e,, ..., ¢, vektorlar chizigli erklidir.
Isbot. Buni ko‘rsatish uchun induksiya usulidan foydalanamiz.
% =1 uchun bu tasdiq o‘z-0‘zidan ravshan. Endi ushbu tasdiqni x—1
ta xos vektor uchun o‘rinli deb, uni % ta xos vektor uchun isbot
gilamiz.
Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni
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ae +a.e,+..+oe =0 (29.3)

tenglik @, @, .., @, koeffitsientlardan kamida bittasi noldan farqli
bo‘lganda o‘rinli bo‘lsin. Aytaylik, &, # 0 bo'lsin, u holda yuqoridagi
tenglikning xar ikkala tomoniga 4 almashtirishni tadbiq qilamiz:
Aloe +ae, +..+0,6,)=0,
ya’ni
ahe +a,de, +..+op e =0. (29.4)

(29.3) tenglikni A, ga ko‘paytirib (29.4) tenglikdan ayirsak,
ushbu ifodani hosil gilamiz:

o, (4 —A)e +ay (L = A )e, +..+ a (A - A)e, =0.

Induksiya faraziga ko‘ra, e,e,,..,e,_, vektorlarning chizigli
erkliligi va A # A, ekanligidan biz &, =@, =...=a, , =0 tenglikni
hosil qilamiz. Bu esa @, # 0 degan farazga zid. Demak ¢, e,, ..., €,
vektorlar chizigli erkli.

Yuqoridagi tasdigdan bevosita quyidagi natija kelib chigadi.

29.5-natija. Agar A4 chiziqli almashtirishning xarakteristik
ko‘phadi » ta xar hil ildizga ega bo‘lsa, u holda 4 almashtirish
matritsasini diagonal shaklga keltirish mumkin.

Haqiqatdan ham, xarakteristik tenglamaning xar bir 4, ildiziga
kamida bitta xos vektor to*g‘ri keladi. Bu vektorlarga mos bo‘lgan xos
qiymatlaming hammasi turlicha bo‘lganligi uchun, yuqoridci
tasdiqgqa muvofiq » ta chiziqli erkli ¢, e,, ..., , x0s vektorlarg.
bo‘lamiz. Bu vekiorlarni bazis sifatida olsak, 4 almashtirish
matritsasi diagonal ko‘rinishga keladi.

Agar xarakteristik ko‘phad karrali ildizlarga ega bo‘lsa, u holda
chizigli erkli xos vektorlarming soni n dan kichik bo*lishi mumkin.

Masalan, darajasi » dan oshmaydigan ko‘phadlar fazosida har
bir ko‘phadga uning hosilasini mos qo‘yuvchi 4 almashtirish faqat
bitta A =0 xos qiymatga va bitta P(s) = const xos vektorga ega.
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Haqigatdan bam, darajasi k>0 bo‘lgan xar ganday P(¢f)

ko‘phad uchun P'(f) ko‘phadning darajasi £—1 ga teng va shuning
uchun P'(f)=AP(f) tenglik fagat A=0 va P(f)=const bo‘lgan

holdagina bajariladi.

30 - §. Chizigli almashtirishga gqo‘shma almashtirish

Yevklid fazosida chiziqli almashtirishlar bilan bichizigli
formalar orasidagi bog‘lanish. Biz avvalgi mavzularda chizigli
fazoda bichizigli formalar va chizigli almashtirishlarni o‘rganib
chiqdik. Ushbu mavzuda Yevklid fazosidagi bichizigli formalar va
chiziqli aliashtirishlar orasidagi bog‘lanishni keltiramiz.

V kompleks Yevklid fazosi va A(x,y) bichizigli forma berilgan
bo‘lsin. V' fazoda biror ¢, e,, ..., e, ortonormal bazis tanlab olamiz.
Agar
x=£e +&e, +.+Ee, vay=ve +v,e, +..+V,e,
bo‘lsa, u holda A(x, y) bichizigli formani quyidagi ko‘rinishda yozish
mumkin:
Alx,y)= a“f‘f;, +a1,2§1‘72 +o.t al,n§l‘7n +
@, EV, + 3 4V, ot 3,6V, +
+ +

+a, &, +a,.4V, +..+a,,5.V,.

(30.1)

Biz A(x,y) bichizigli formani biror skalyar ko‘paytma
ko*rinishida ifodalashga harakat qilamiz. Buning uchun uni quyidagi
ko‘rinishda yozib olamiz:

A(x, y) = (aufl + f‘z.tgz +ota, & W+
Ha 8+ 0,58, +ota, 8 W, +
+ +
(@64 @ 0+t @, 500,
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Endi A:V —V chiziqli almashtirishni aniglaymiz. Buning
uchun berilgan x =&¢, + &6, +...+ & e, vektorga
z=(a & +a,, 5+ +a, 8 )e (a6 + az,zfz +..ta,, )e, +
tot(a,é +ay b+t a,,g )e,
vektorni mos qo‘yamiz. Natijada matritsasi A(x,y) bichizigli forma
matritsasining transponirlanganiga teng bo‘lgan A:¥V —V chizigli
almashtirish hosil bo‘ladi. Demak, biz quyidagi tenglikni hosil gildik:
Ax,py =gV, + 6, ot gV, = (2, 1) = (4X, p),
buyerda ¢, =@ ,& +a,, &, +...+ a8,

Shunday qilib, Yevklid fazosida xar qanday A(x,y) bichizigli

formaga

A(x, ) =(4x.)
shartni qanoatlantiruvchi 4 chiziqli almashtirish to‘g‘ri keladi, va
aksincha xar qanday A4 chizigli almashtirishga A(x,y) bichizigli
forma mos keladi.

Hagiqatdan ham, A(x,y)=(dx,)) kabi aniglangan funksiya
bichiziqli formaning shartlarini qanoatlantiradi.

AQx + x5, ¥) = (A(x, +x,), y) = (A + A%, ) =
= (A, ¥) +(Ax,, ) = A(x, ¥) + Alx,, ),
A(Ax, ) =(A(Ax), y) = (Adx, y) = 2(Ax, y} = A4(x, ),
A(x,y, + .V2) = (Ax’yl +)’2) =i (Ax>y1) + (Ax*yz) = A(x’yx) +A(x,3,),
A(x, 1y) = (dx, p1y) = B(Ax, 3) = LA, y).

Endi 4 chizigli almashtirishga 4(x,y) bichizigli formani mos
qo‘yish o‘zaro bir qiymatli moslik ekanligini ko‘rsatamiz. Faraz
qgilaylik,

A(x,y) =(4x,y) va A(x,y)=(Bx,y)
bo‘lsin. U holda ixtiyoriy y vektor uchun
(4x—Bx,3)=0
tenglik ofrinli bo‘ladi. Ammo bu, Ax—Bx=0 ekanligini bildiradi,
demak, Ax= Bx. Qaralayotgan x vektorning ixtiyoriyligidan 4=5
kelib chigadi.
Xulosa sifatida ushbu teoremani keltiramiz.
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30.1-teorema. Yevklid fazosida bichiziqli formalar bilan chizigli
almashtirishlar orasida aniglangan

A(x,y)=(4x,y)
ko*rinishida moslik bir qiymatli moslik bo‘ladi.

Bichizigli formalar bilan chizigli almashtirishlar orasida boshqa
usul bilan ham moslik o‘rnatish mumkin. Masalan, 4(x,y)=(x,4"y)
ko‘rinishidagi moslik o‘rnatamiz. Buning uchun A(x,y) bichizigli
formaning berilgan bazisdagi ko‘rinishini quyidagicha ifodalaymiz:

A, y)=A(Ce + e, +.+ e Ve Hvae, + ot V,e )=
=0 5V +0,5V; +t 4,6V, +
+a, &V tay b, +ta LV, +
+ +
+a, 5V +a,,EV, +..+a,LV,

Endi yuqoridagidan farqli ravishda, bu ifodani &, &, ... &,

o‘zgaruvchilar bo‘yicha yig'ib ixchamlasak, berilgan ifoda
A(x,y) =G(a WV +a,v, ot ay,V,) +

+&(ay, V, +a,,v, +.t+a, v )+
+. +
+§n (au,lvl + an,zi’-z +o.t an,nvn) =

=&@@ v +a,v, +..+ av,)+

+&,(@ W, + 8,V o+ a4, V) +
+

+
+&,@, v, +a, v, +..+a,,v,)

‘an’n

ko‘rinishga keladi.
Endi y =ve +v,e, +...+v,¢, vektorga

z=(@ W +a,V, +..+ a,,v,)e +(@,v, +a,,v, +..+a,,v,)e, +
+o (@, +3,,V, +.. 43,0, )e,

vektorni mos qo‘yuvchi 4':V -V chiziqli almashtirishni qaraymiz.
A almashtirishning matritsasi 4 almashtirish matritsasini transpo-
nirlab, xar bir elementining qo‘shmasini olish natijasida hosil bo‘ladi.
Ya’ni,
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i~ —_— — -—
A, G, a,, a, @, .. a,
a,, a v O a4, a4, .. aQ
21 2,2 2.n . 1.2 2,2 2
A= bo‘lsa, 4 = 1
\au.l an,l o a"." # ..au; az,n e a,,_,, 2,

Shuni ta’kidlab o‘tish joizki, ortogonal bo‘lmagan bazisda
berilgan 4 va A" almashtirishlarning matritsalari orasidagi munosabat
ancha murakkab bo‘ladi,

30.2-ta’rif. Kompleks Yevklid fazosida berilgan A4 chizigli
almashtirishning qo‘shmasi deb,

(4x,y)=(x,4"y),
shartni qanoatlantiruvchi 4° almashtirishga aytiladi.

30.3-teorema. Yevklid fazosida =xar qanday chiziqli
almashtirishning yagona qo‘shma almashtirishi mavjud.

Isbot. 30.1-teoremaga ko‘ra xar qanday chiziqli A4 chizigli
almashtirish  A4(x,y) =(4x, y) shartni qanoatlantiruvchi bichizigli
formaga mos kelib, bu moslik bir qiymatlidir. Ikkinchi tomondan esa,
A(x, y) bichizigli formani A(x,y)=(x,4’y) ko‘rinishida ham ifoda-
lash mumkin. Bundan esa,

(Ax,y) = A(x, 1) = (x, 4'y)
tenglikka ega bo‘lamiz.

30.4-x0ssa. Chigizigli almashtirishning qo‘shma almashtirishi
chiziqli almashtirishlarni qo‘shish va ko‘paytirish amallari bilan
quyidagi xossalarga ega bo‘ladi:

a) (4B) =B'A';

by (A7) =4

¢)(4+B) =4"+B;

)14y =i4;

e) E°=E.

Bu xossalarning ikkitasini isbotini keltiraylik.



Ishot. a) (4Bx,y)=(Bx,4'y)=(x,B"4"y). Ammo ikkinchi
tomondan (ARB)" ta’rifiga muvofiq (4Bx, y) = (x,(4B) y).

Chizigli almashtirishning mos bichiziqli forma bilan bir giymatli
aniglanishini hisobga olib, bu tengliklarning o‘ng tomonlarini
taqqoslasak (4B)" = B"4" kelib chigadi.

b) Qo*shma almashtirish ta’rifiga muvofiq (4x,y) =(x,4"¥). 4’
ni vagtincha C bilan belgilaymiz. U holda (4x, y) = (x,Cy), bundan
(0, 4x) = (4x,y) = (x,Cy) =(Cp, ).
tenglik kelib chigadi. Ushbu tenglikda y ni x bilan, x ni esa y bilan
almashtirsak
(Cx, y)=(x,4y)
ifoda hosil bo‘ladi. Demak, C'=4 va C=4" bo‘lganligi uchun
Ay =4

L ! 31 - §. O“z-0‘ziga qo‘shma, unitar va normal chizigli
I almashtirishlar

O‘z-o‘ziga qo‘shma almashtirishlar. Biz avvalgi mavzuda
qo‘shma chizigli almashtirish tushunchasini Kiritib, 4 chizigli
/ almashtirishga qo‘shma almashtirishni 4" kabi belgiladik. Chizigli
almashtirishni uning qo‘shmasiga o‘tkazuvchi * operatsiyasi, ma’lum
darajada berilgan kompleks sonni uning qo‘shmasiga o‘tkazuvchi
operatsiyasiga o‘xshashdir,
1| Bu o'xshashlik tasodifiy bo‘lmasdan, kompleks sonlar
maydonida birinchi tartibli matritsalar uchun, ya’'ni kompleks sonlar
uchun ' operatsiyasi berilgan sonni qo‘shma kompleks son bilan
almashtirishning xuddi o‘zidan iborat.
Barcha kompleks sonlar orasida haqiqiy sonlar &=a xossa
bilan xarakterlangani kabi, chiziqli almashtirishlar uchun ham shunga
o*xshash tushunchani aniqlash mumkin.
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31.1-ta’rif. Agar A chiziqli almashtirish uchun 4' =4 shart
bajarilsa, u holda 4 0‘z-0°ziga qo‘shma chiziqli almashtirish deyiladi.

31.2-tasdiq. 4 chizigli almashtirish o‘z-o‘ziga qo‘shma bo‘lishi
uchun, A(x,y)=(A4x,y) bichiziqli forma uchun A(x,y) =m
bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. Hagigatan, ham

(4x,y) = A(x, y) = A, x) = (4y, ) = (x, 4p).
a

Ma’lumki ixtiyoriy kompleks sonni v=a+iff ko‘rinishida
tasvirlash mumkin. Shunga o‘xshab, ixtiyoriy 4 chizigli
almashtirishni 0‘z-0‘ziga qo‘shma 4, va 4, almashtirishlar orqali

A= 4 +i4,

ko‘rinishida tasvirlash mumkin.

Buning uchun
A4 A-A

1

2 2
Ar A A
; ' AZ=A2,A kabi belgilasak, 4, va 4
']

almashtirishlar o‘z-0‘ziga qo‘shma bo‘ladi. Hagigatan ham,

A

deb olib, 4 =

o (A 1 e 1L
A _[ 5 ] —2(A+A) _2(.4 +4 )—2(A +A4)=4

va

2 2i

fc:[”"‘ J (A=A = (A A= (A = )= 4,
2 2i 2i 2i

Shunday qilib, haqiqiy sonlar maydoni kompleks sonlar orasida
qanday rol o‘ynaydigan bo‘lsa, o‘z-o‘ziga qo‘shma almashtirishlar
ham barcha chiziqli almashtirishlar orasida xuddi shunday rol
o‘ynashini ko‘rsatdik.

Ammo, kompleks sonlar maydonidagi xossalarga o‘xshash
hamma xossalar xam o‘z-o‘ziga qo‘shma chizigli almashtirishiar
uchun o‘rinli bo‘lavermaydi. Masalan, ikkita o‘z-0‘ziga qo‘shma
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chizigli almashtirishlarning ko‘paytmasi xar doim ham o‘z-o°ziga
go‘shma almashtirish emas. Quyidagi teoremada bu savolga to‘lig
javob beramiz.
313-teorema. A4 va B o‘z-o‘ziga qo‘shma chizigli
almashtirishlar bo‘lsin. 4B almashtirish ham o‘z-o‘ziga qo‘shma
bo‘lishi uchun AB = BA tenglik bajarilishi zarur va yetarlidir.
Ishot. A va B chizigli almashtirishlar o‘z-0‘ziga qo‘shma
| ekanligidan
(4AB)' =B'A4" = BA.
Demak, (4B)" = AB tenglik fagat AB=BA bo‘lgan holdagina
bajariladi.
Endi n-o‘lchamli ¥ kompleks Yevklid fazosidagi o‘z-o‘ziga
go‘shma almashtirishlarning xos son va xos vektorlarini o‘rganamiz.
314-lemma. O‘z-o‘ziga qo‘shma almashtirishning xos
qiymatlari haqiqiy sonlardir.
Isbot. Aytaylik, x#0 vektor o‘z-0‘ziga qo‘shma A almashti-
| rishning xos vektori va A soni xos giymati bo‘lsin, ya’ni 4x = Ax.
A" = A bo‘lganligi uchun,
(Ax,x) = (x,4'x) = (x, 4%)
/ ya’'ni,
4 (Ax,x) = (x, Ax).
Bundan esa ﬂ(x,x)=‘i(x,x) tenglik hosil bo‘ladi. (x,x)=0
bo‘lganligi uchun, 1 =1.
4 31.5-lemma, Aytaylik, e vektor o‘z-0‘ziga qo‘shma A chizigli
! almashtirishning xos vektori bo‘lsin. ¥, = {x e V| (x,¢) =0} to‘plam 4
almashtirishga nisbatan (n—1) o‘lchamli invariant qism fazo bo*ladi.
Isbot. Ma’lumki, e ga ortogonal bo‘lgan vektorlardan tashkil
topgan V| to‘plam n—1 o‘lchamli gism fazo tashkil qiladi. Endi ¥,
gism fazoni A ga nisbatan invariant ekanligini ko*rsatamiz.
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Aytaylik, x e¥] bo‘lsin, ya'ni (x,e)=0. Berilgan ¢ vektor xos
vektor bo‘lganligi nchun Ae = Ade. Bularni hisobga olib, 4 chiziqli
almashtirishning 0°z-0°ziga qo‘shma ekanligidan foydalansak,

(Ax,e) = (x,A’e) = (x, 4e) = (x, Ae) = A(x,e) =0
ekanligi kelib chiqadi. Demak, (4x,e)=0 ya’ni AxeV,. 0
31.6-teorema. »n oflchamli Yevklid fazosidagi o‘z-o‘ziga
qo‘shma A4 chiziqli almashtirish » ta juft-jufti bilan ortogonal bo‘lgan
xos vektorlarga ega.

Isbot. Bizga 29.3-teoremadan ma’lumki, ixtiyoriy chizigli
almashtirish » oflchamli ¥V Yevklid fazosida kamida bitta xos
vektorga ega. Aytaylik, e €V vektor 4 almashtirishning xos vektori
bo‘lsin. 31.5-lemmaga asosan, ¥, = {xeV|(x,e,) =0} to‘plam (n—1)
oflchamli invariant gism fazoni tashkil giladi. Endi 4 almashtirishni
fagat ¥, fazoda qaraymiz. Yugqoridagi mulchaza orqali ¥, fazoda e,
xos vektor mavjud. ¥, dagi e, ga ortogonal vektorlar to‘plamini
V,={xeV|(x,e,)=0} orqali belgilasak, bu to‘plam (n-2)
oichamli invariant qism fazoni tashkil giladi. Bu jarayonni davom
ettirish natijasida

VoV ol,o.27,
invariant gism fazolarni hosil gilamiz

Bu invariant gism fazolarning e, e,, ..., ¢, x0s vektorlari juft-
Jufti bilan ortogonal bo‘lgan 2 ta xos vektorlarni beradi.

Demak, n o‘lchamli Yevklid fazosidagi o‘z-0‘ziga qo‘shma A
chizigli almashtirish # ta juft-jufti bilan ortogonal bo‘lgan xos
vektorlarga ega. Bundan tashqari, 31.1-lemmaga asosan, ularga mos
keluvchi xos sonlar haqigiydir. Xos vektor bilan noldan fargli xar
ganday sonning ko‘paytmasi yana xos vektor bo‘lganligi uchun, e,
vektorlarning uzunliklarini 1 ga teng qilib tanlab olish mumkin.

31.7-teorema. Aytaylik, A almashtirish » o‘lchamli fazoda 0‘z-
o‘ziga qo‘shma chizigli almashtirish bo‘lsin. U holda shunday
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ortonormal bazis mavjudki, bu bazisda 4 almashtirishning matritsasi
diagonal shaklga kelib, elementlari hagiqiy sonlardan iborat bo‘ladi.
Va aksincha, agar biror ortonormal bazisda 4 almashtirishning
matritsasi diagonal shaklda va elementlari haqiqiy sonlar bo‘lsa, u
holda 4 o‘z-0‘ziga qo‘shma chizigli almashtirish bo‘ladi.

Isbot. Dastlab, teoremaning birinchi gismini isbotlaymiz. 31.3-
teoremaga ko‘ra, 0'z-0‘ziga qo“shma chizigli almashtirish juft-jufti
bilan ortogonal bo‘lgan e, e,,..., e, xos vektorlarga ega. Bu xos
vektorlarni bazis sifatida tanlab olsak,

Ae, = Alel’
Ade, = Aye,,

de,= e,
bo‘lganligi uchun 4 almashtirishning ushbu bazisda matritsasi

‘4 0 .. 0
0 4 .. 0 Gy

0 0 .. 24,
ko‘rinishga keladi. O‘z-0‘ziga qo‘shma chiziqli almashtirishning xos
sonlari haqiqiy sonlar bo‘lganligi uchun 4, lar hagiqiydir.

Aksincha, biror ortonormal bazisda 4 almashtirishning
matritsasi (31.1) ko‘rinishda bo‘lsin. Ma’lumki ortonormal bazisda
0‘z-0‘ziga qo‘shma A" almashtirishning matritsasi 4 almashtirish
matritsasidan uni transponirlash va xar bir elementini qo‘shma
kompleks son bilan almashtirish orqali hosil bo‘ladi.

Bu operatsiyalarni (31.1) ko‘rinishdagi matritsaga qo‘llasak,
barcha 4, sonlarning hagiqiy ekanligidan shu matritsaning o°zini hosil
gilamiz. Demak, 4 hamda 4" almashtirishlarga bitta matritsaning
o0‘zi to‘gri keladi, ya’ni 4= A4".

O'z-0'ziga qo‘shma almashtirish xo0s vektorlarining yana bir
xossasini keltiramiz.
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31.8-tasdiq. O‘z-o‘ziga qo‘shma almashtirishning turli xos
qgiymatlariga mos bo‘lgan xos vektorlari o‘zaro ortogonaldir.

Isbot. Darhaqiqat, agar Ade, = e, Ae,=Ae, bo'lib, 4 #4,
bo‘lsa,

(de,.6,) = (e, 4'e,) = (¢, 4e,)
tenglikdan
Alepe,) = Ay(ee;)
yoki
(’11 _Xz)(elsez) =0
kelib chiqadi. 4, # 4, bo‘lganligi uchun (e,e,)=0.

Unitar almashtirishlar. Endi moduli bo‘yicha 1 ga teng bo‘lgan
kompleks sonlarning analogi hisoblangan unitar almashtirish
tushunchasini kiritamiz.

31.9-ta’rif. Agar 4 chizigli almashtirish uchun A4 =A"A=E
bo‘lsa, u holda A almashtirish unitar chiziqli almashtirish deyiladi.

Boshqacha aytganda, unitar almashtirishlar 4" =A™ shart bilan
aniglanadi.

O‘z-0‘ziga qo‘shma almashtirishlardan farqli ravishda, ikkita
unitar almashtirishlarning ko‘paytmasi yana unitar almashtirish
bo“ladi. Hagiqatan ham,

(AB)(AB)" =(AB)Y(B'A’)= A(BB')A" = AEA" = AA" = E.

Xuddi shu kabi (4B)"(4B) = E tenglik ham o‘rinli.

Unitar almashtirishlar quyidagicha geometrik ma’noga ega. Xar
ganday U unitar almashtirish » o‘lchamli ¥ Yevklid fazosida
skalyar ko‘paytmani saglaydi, ya’ni ixtiyoriy x,ye€V uchun
U, Up) = (x.3)-

Aksincha, skalyar ko‘paytmani saqlovchi xar ganday U chizigli
almashtirish unitar almashtirish bo‘ladi.

Haqgiqatdan ham, agar U'U = E bo*Isa, u holda

U 1p) = (6U ) = (5. B) = (x, ).

Agar xar ganday x va y vektorlar uchun

U Ty) = (x,y)
bo‘lsa, u holda
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(x, Ey) =(x,9) = Ux,1p) = (x, U'p). -
Bichiziqli formalarning tengligidan mos almashtirishlar tengligi
kelib chiqadi, shuning uchun U"U = E, ya’'ni U unitar almashtirish.
Xususiy holda x =y bo‘lganda, (U"x,Ux) = (x,x) tenglik unitar,
almashtirishlar vektorning uzunligini o‘zgartirmasligini bildiradi. N
Chizigli almashtirishning unitar almashtirish bo‘lish shartini
uning matritsasi orqali ifodalaymiz. Buning uchun biror ¢, e,, ... &,
ortonormal bazis olib, bu bazisda U almashtirishning matritsasini
yozamiz:

a, G, .. G,

a'L,l au e az), (312)

a,, G, .. a4,

U holda U" qo‘shma almashtirishning e, e,, ..., ¢, bazisdagi
matritsasi

i - —_— - R
a4, 4 Gy
4, G, .. a
2 G2z 'm,2 (313)
\a|.ﬂ Qo oo an,u s

ko*‘rinishida bo‘ladi.

Chizigli almashtirishning UU* =E unitarlik sharti (31.2) va
(31.3) matritsalar ko‘paytmasi birlik matritsaga teng bo‘lishini
bildiradi. Agar ulami ko‘paytirib, ko‘paytma elementlarini birlik
matritsaning mos elementlariga tenglasak,

Za.,a., =1, D a,a,,(i#k) (31.4)

munosabatlarga ega bo‘lamiz. Demak, ortonormal bazisda UU* = E
shart chiziqli almashtirish matritsasining biror satr elementlari bilan
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boshga yo‘l elementlari qo‘shma elementlariga ko‘paytmalarining
yig'indisi nolga teng, har qanday satr elementlari modullarining
kvadratlari yig‘indisi esa 1 ga teng ekanligini bildiradi.

Ikkinchi tomondan esa, U'U = E shartdan

Na, g, =1, Da,d,. ik (31.5)
=] =1
tengliklarga ega bo‘lamiz. Bu tengliklar (31.4) tenglikka o‘xshash
bo‘lib, bunda matritsaning yollari o‘mida uning ustunlari qatnashadi.
Unitar almashtirishlaming geometrik ma’nosi shundan iboratki,
chizigli almashtirish unitar almashtirish bo‘lishi uchun u ortonormal
bazisni yana ortonormal bazisga o°tkazishi zarur va yetarlidir.
Hagigatan ham, e,, e,, ..., ¢, ortonormal basizda
Ue, =a, e+ +..+a,e, 1 <i<n
bo‘lsin. U holda

(Ue,,Ue,)=(a,e,+..+a,e, a,6 +..+a,,6e)= Za”a,_l.
s=1

nind

Yugoridagi (31.5) tengliklardan esa,
e, Ue) =1, (Ue,Ue,)=0,(#k)

kelib chiqadi.

31.10-lemma. Unitar almashtirishning xos sonlari moduli 1 ga
teng.

Isbot. Aytaylik, x vektor U unitar almashtirishning xos vektori
va 4 esa unga mos keluvchi xos son bo‘lsin, ya’ni

Ux=Ax, x #0.
Buholda
(%, %) = (Ux, Ux) = (Ax, Ax) = AA(x, %),

ya’ni A4=1, demak, | A|=1.

31.11-lemma. Aytaylik, e vektor U unitar chizigli almashtirish-
ning xos vektori bo‘lsin. ¥, ={xeV|(x,e)=0} to‘plam U almashti-
rishga nisbatan (n—1) olchamli invariant qism fazo bo‘ladi.
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Isbot. Aytaylik, e vektor U unitar chizigli almashtirishning xos
vektori va xe¥, bo‘lsin. U holda Ue=2e va (x,e)=0. Unitar
almashtirishning xos soni moduli 1 ga teng ekanligidan 1#0 ga ega
bo‘lamiz va quyidagi tengliklardan

(Ux,Ue) = (Ux. Ae) = A(Ux, e),

U, Ue) = (x,U’Ue) = (x,e) =0
(Ux,e)=0 ekanligi kelib chiqadi, ya’ni Ux € ¥;. Demak, ¥; qism fazo
U ga nisbatan invariant gism fazo ekan.

31.12-teorema. » o‘lchamli Yevklid fazosidagi U unitar
chizigli almashtirish » ta jufi-jufti bilan ortogonal bo‘lgan Xos
vektorlarga ega.

Isbot. Avvalgi mavzulardan ma’lumki, U unitar almashtirish
ham hech bo‘lmaganda bitta xos vektorga ega. Aytaylik, ¢, xos vektor
bo‘lsin, u holda 31.11-lemmaga ko‘ra, ¥ chiziqli fazoning ¢ ga
ortogonal vektorlaridan iborat bo‘lgan (n—1) o‘lchamli ¥, gism fazo
U ga nisbatan invariant bo*ladi.

Bu ¥, gism fazoda ham U almashtirish kamida bitta e, € ¥, xos
veltorga ega. ¥, orqali ¥} qism fazoning e, ga ortogonal barcha
vektorlaridan iborat bo‘lgan invariant gism fazoni belgilaymiz. Bu
jarayonni davom ettirish natijasida

Vol o¥, 2.0V,
invariant gism fazolarni va bu qism fazolarda yotuvchi juft-jufti bilan
ortogonal e,, e,, ..., ¢, x0s vektorlarni hosil qilamiz.

31.13-teorema. » oflchamli V' fazoda ixtiyoriy U unitar
almashtirish uchun shunday ortonormal bazis mavjudki, bu bazisda U
almashtirishning matritsasi diagonal shaklda bo‘lib, dioganal
elementlari modullari 1 ga teng bo‘lgan sonlardan iborat bo‘ladi.

Isbot. Aytaylik, U unitar almashtirish bo‘lsin. Avvalgi
teoremada hosil qgilingan » ta juft-jufti bilan ortogonal bo‘lgan
vektorlarni bazis sifatida olaylik. U holda,

Ue, = 4e,
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Demak, e,e,,..,e, bazisda U almashtirishning matritsasi
dioganal ko‘rinishga keladi. 31.5-lemmaga muvofiq 4, 4,,... 4,
sonlarning modullari 1 ga tengdir.

Ta’kidlash joizki, 31.13-teoremaning teskarisi ham o‘rinlidir,
ya’ni, agar biror ortonormal bazisda U almashtirishning matritsasi
dioganal ko‘rinishga kelib, dioganalda turgan sonlarning moduli birga
teng bo‘lsa, u holda U unitar almashtirishdir.

O‘rin almashuvchi almashtirishlar. Biz yuqorida ixtiyoriy o‘z-
o‘ziga qo‘shma yoki unifar chiziqli almashtirishlar uchun ulamning
matritsasini diagonal shaklga keltiruvchi ortonormal bazis mavjud
ekanligini ko‘rsatdik.

Bir necha o‘z-0‘ziga qo‘shma almashtirishlar uchun ularni bir
vaqtning o‘zida dioganal ko‘rinishga keltiruvchi bitta umumiy bazis
mavjudmi degan savol tug‘ilishi tabiiy. Qanday shartlar bajarilganda
bir nechta chizigli almashtirishning matritsasini diagonal shaklga
keltirishni o‘rganaylik. Birinchi navbatda almashtirishlar ikkita
bo‘lgan holni garaymiz.

31.15-lemma. Agar 4 va B chiziqgli almashtirishiar o‘rin alma-
shuvchi (ya’ni 4B = BA) bo‘lsa, u holda A almashtirishning berilgan
A xos soniga mos bo‘lgan barcha xos vektorlariga tortilgan gism fazo
B almashtirishga nisbatan invariant qism fazo bo‘ladi.

Isbot. Aytaylik, A xos son va x xos vektor bo‘lsin, ya’ni
Ax=Ax. U holda Bx vektorni ham shu A4 xos soniga mos keluvchi
xos vektor ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun AB=BA
ekanligidan foydalanib,

A(Bx)= ABx = BAx = B(Ax) = B(ix) = ABx
ekanligini hosil gilamiz. Bu esa Bx vektor ham A4 chizigli almashti-
rishning A xos songa mos keluvchi xos vektori ekanligini bildiradi.
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31.16-lemma. O‘rin  almashuvchi 4 va B chizigli
almashtirishlar umumiy xos vektorga ega.

Isbot. Aytaylik, 4 va B o‘rin almashuvchi chizigli
almashtirishlar bo‘lsin, ya’ni AB=B4. 4 chiziqli almashtirishning
biror A xos soniga mos bo‘lgan barcha xos vektorlarga tortilgan gism
fazoni ¥V, orqali belgilaylik.

31.15-lemmaga asosan, ¥, qism fazo B almashtirishga nisbatan
invariant. Shu sababli ¥, qism fazoda B chizigli almashtirishning
kamida bitta xos vektori mavjud. Aytaylik, x, e ¥, vektor B chizigli
almashtirishning xos vektori bo‘lsin. Bu vektor 4 uchun ham xos
vektor bo‘ladi, chunki V, ning barcha vektorlari 4 uchun xos

vektordir.

Eslatima. Umuman olganda, AB= BA ekanligidan, 4 chizigli
almashtirishning ixtiyoriy xos vektori, B uchun ham xos vektor
bo‘lishi kelib chigmaydi. Masalan, A4 sifatida birlik £ almashtirishni
olsak, u holda bu almashtirish uchun xar qanday x vektor xos vektor
bo‘ladi. Lekin, x vektor barcha o‘rin almashtirishlar uchun ham xos
vektor bo‘lavermaydi.

31.17-teorema. Aytaylik, 4 va B chizigli almashtirishlar »
oflchamli ¥ kompleks fazoda o‘z-0‘ziga qo‘shma chiziqli almashti-
rishlar bo‘lsin. 4 va B chizigli almashtirishlarni bir vaqtning o‘zida
diagonal shaklga keltiruvchi ortogonal bazis mavjud bo‘lishi uchun,
ularning o‘rin almashuvchi bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. Yetarliligi. Aytaylik, AB= BA bo‘lsin, u holda, 31.16-
lemmaga ko‘ra 4 va B chiziqli almashtirishlar umumiy e, vektorga
ega, ya'ni

Ae, = Ae,, Be = pe,.

Bu ¢, vektorga ortogonal bo‘lgan (7—1) o‘lchamli ¥, gism fazo
4 uchun ham, B uchun ham invarjant bo‘ladi. 4 hamda B

almashtirishlarni faqat ¥, fazoda qarab, yana 31.16-lemmani
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qo‘llasak, ¥, fazoda yotuvchi umumiy e, xos vektorni hosil gilamiz,
ya’ni
Ae, = Ae,, Be,= e,
Bu jarayonni davom ettirib, ¥, ning e, vektorga ortogonal
bo‘lgan vektorlardan iborat (»~2) oflchamli gism fazoni V, kabi
belgilaymiz. ¥, fazo ham A4 va B ga nisbatan invariant bo‘Iganligi

uchun umumiy e, xos vektor mavjud.

Jarayonni » marotaba takrorlash natijasida, 4 va B chiziglt
almashtirishlar xar ikkalasining xos vektori bo‘lgan, juft-jufti bilan
ortogonal ¢,, é,, ..., ¢, vektorlarni hosil qilamiz, ya’ni

Ae,=Ae,, Be, = ue, 1<i<n.

Ushbu e, e,, ..., e, vektorlarni ¥ fazoning bazisi sifatida qabul
gilsak, u holda 4 va B chizigli almashtirishlarning xar ikkalasi bu
bazisda diagonal shaklga keladi.

Zaruriyligi. Biror ortogonal bazisda 4 va B chizigli
almashtirishlarning matritsalari diagonal shaklda bo‘lsin. Xar ganday
diagonal matritsalarning o‘zaro o‘rin almashuvchi ekanligidan va
biror bazisda almashtirishlarmning matritsalari o‘rin almashuvchi
bo‘lsa, u holda almashtirishlarning o‘zlari ham o‘rin almashuvchi
bo'‘lishidan 4B = BA tenglik kelib chiqgadi.

Ta’kidlash joizki, yuqoridagi kabi U, va U, o‘rin almashuvchi
unitar almashtirishlar uchun ham ulaming matritsalarini birdaniga
diagonal shaklga keltiruvchi umumiy bazis mavjud.

Eslatma. 31.17-teoremani juft-jufli bilan o‘rin almashuvchi o‘z-
o‘ziga qo‘shma bo‘lgan bir nechta chizigli almashtirishlar uchun
umumlashtirish mumkin., Buning uchun 31.17-teorema isbotini
so‘zma-so‘z takrorlash kifoya, faqat 31.16-lemma o‘miga quyidagi
lemmadan foydalaniladi.

31.18-lemma. Jufi-jufti bilan o‘rin almashuvchi chizigli
almashtirishlar to‘plami umumiy xos vektorga ega.
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Isbot. Isbotni vektor fazoning oflchamiga nisbatan induksiya
usulini qo‘llash orqali ko‘rsatamiz. Bir o‘lchamli (»=1) fazo uchun
lemmaning to‘geriligi o‘z-0‘zidan ravshan. O‘lchami » dan kichik
bo‘lgan fazolar uchun lemma isbot etilgan deb faraz qilib, uni »
ofichamli fazo uchun isbotlaymiz.

Agar V fazoning ixtiyoriy vektori 4, 4,,.., 4, chizigli
almashtirishlar uchun xos vektor bo‘lsa, u holda lemma shu bilan isbot
bo‘ladi.

Shuning uchun, hech bo‘lmaganda bitta vektor qaralayotgan
almashtirishlardan birontasi uchun, masalan, 4, uchun xos vektor
emas deb faraz gilamiz. 4, almashtirishning biror 4 xos soniga mos

bo‘lgan barcha xos vektorlardan tashkil topgan fazoni 7] bilan
belgilaytik. 31.15-lemmaga muvofiq, ¥, gism fazo 4,,..., 4, chizigli
almashtirishlarga nisbatan invariant. Shu bilan birga ¥, #0 va ¥ dan
farqli bo‘lganiigi uchun, dim(¥;)<n-1. Induksiya faraziga ko‘ra,
olchami » dan kichik fazolar uchun teorema o‘rinli. Demak, ¥,

fazoda 4, 4,, ..., 4, almashtirishlarning umumiy xos vektori mavjud.

Normal almashtirishlar. Yugorida biz o‘z-0‘ziga qo‘shma va
unitar almashtirishlarni biror ortonormal bazisda diagonal shaklga
keltirish mumkinligini ko‘rsatdik. Shu bilan birga o‘z-0‘ziga qo‘shma
almashtirishlar matritsalarining diagonal shaklida diagonalda faqat
haqiqiy sonlar, unitar almashtirishlarda esa moduli birga teng bo‘lgan
kompleks sonlar bo‘lishini isbot qildik. O‘z-o‘zidan ma’lumki,
matritsasi diagonal ko‘rinishga kelib, lekin diagonalida hagigiy
bo‘Imagan, moduli birdan farqli kompleks sonlar ishtirok etsa, bunday
chiziqli almashtirish unitar ham o0°z-0‘ziga qo‘shma ham bo‘Imaydj.

22.19-ta’rif. Agar A4 chizigli almashtirish uchun 44" =A4"4
shart bajarilsa, 4 normal chiziqli almashtirish deyiladi.
Ta’kidlash joizki, unitar va o‘z-o‘ziga qo‘shma chizigli
almashtirishlar ham normal almashtirishning xususiy holi bo‘ladi.
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31.20-teorema. A chizigli almashtirishning matritsasi biror
ortonormal bazisda diagonal ko‘rinishiga kelishi uchun uning normal

bo‘lishi zarur va yetarli.
Isbot. Zaruriylik. Biror ortonormal bazisda 4 almashtirish

matritsasi diagonal shaklda bo‘lsin;

5

A 0 .0
0 4 .. 0

0 0 .. 4

Bazis ortonormal bo‘lganligi uchun, A" almashtirishning
matritsasi

‘20 ..

0 %4 .. 0

0 0 .. 72,

ko‘rinishda bo‘ladi.
4 va A" almashtirishlarning matritsalari diagonal shaklda

bo'lganligi uchun ular o‘rin almashinuvchidir. Shuning uchun A
hamda 4" almashtirishlarning o°zlari ham o‘rin almashuvchi bo‘ladi,
ya’ni A4 =44,

Yetarlilik. Aytaylik, A normal chizigli almashtirish bo‘lsin,
ya'ni 44" =A4"A. A va 4 almashtirishlar o‘rin almashuvchi bo‘Igani
uchun 31.16-lemmaga ko‘ra ular umumiy e, xos vektorga ega, ya'ni

Ae, = Ae, A'e, = pe,.

Ushbu e, vektorga ortogonal bo‘lgan vektorlardan iborat (n—1)
o‘lchamli ¥, qism fazo A ga nisbatan ham, A’ ga nisbatan ham
invariantdir. Haqiqatan ham, x e V; ya’ni (x,¢,)=0 bo'lsin. U holda

(Ax:e) = (x’A.e) = (X,/llel) = E(x’ex) =0,
(d'x.e)=(x,4e)=(x,48) = A (x,6) =0,
ya'ni dx,A'xe¥,.
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Bu invariant ¥, qism fazoga yana 31.16-lemmani tadbiq qilsak,
bir vagtning a‘zida 4 va 4" almashtirishlar uchun xos vektor bo‘lgan
e, € ¥, mavjud ekanligini topamiz.

V, orqali ¥, gqism fazoning e, ga ortogonal bo‘lgan
vektorlaridan iborat (#—2) oflchamli qism fazoni belgilab, bu
jarayonni n  marotaba takrorlasak, A4 va A" chizigli
almashtirishlarning xar ikkalasi uchun xos vektor bo‘lgan r ta juft-
jufti bilan ortogonal e,e,,...,e, vektorlarni hosil gilamiz. Bu

e,e,,...e, vektorlar 4 ni bam, 4' ni ham diagonal shaklga
keltiradigan ortogonal bazisni tashkil qiladi.

32 - §. Haqiqiy Yevklid fazosida chizigli almashtirishlar

Biz ushbu mavzuda haqiqiy fazodagi chizigli aimashtirishlarni
batafsil o‘rganamiz. Biror ¥ haqiqiy chiziqli fazo va A chizigli
almashtirish berilgan bo‘Isin.

32.1-teorema. Haqiqiy chizigli fazodagi xar qanday chizigli
almashtirish uchun bir yoki ikki o‘Ichamli invariant qism fazo mavjud.

Isbot. Aytaylik, V chizigli fazoda e,,e,, ..., e, bazis berilgan
bo‘lib, A chiziqli almashtirishning ushbu bazisdagi matritsasi (a;,)
bo“Isin.

Quyidagi tenglamalar sistemasini qaraymiz:

-au‘fr +al.2§2 +ota,d, = A

| az,lé:l +a2,2§2 +"'+a2,n§n = ’l‘fp (32 1)

anjgl +an,2§2 +ot anﬁgn - Afn‘

Bu sistemaning noldan farqli (¢,&;,...,£°) yechimini izlaymiz.
Ma’lumki, sistemaning noldan fargli yechimi
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a,~A @, . a,
A N

P(A)=

A
determinant faqat nolga teng bo‘Igan holdagina mavjud.

Bu determinantni nolga tenglab, 4 ga nisbatan n-darajali,
haqiqiy koeffitsientli tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglama haqiqiy
ildizga ega bo‘lishi yoki ega bo‘lmasligi mumkin. Agar tenglama
hagiqiy ildizga ega bo‘lmasa, ixtiyorly ko‘phad kamida bitta
kompleks ildizga ega bo‘lganligi uchun bu tenglama ham kompleks
ildizga ega bo‘ladi. Demak, biz quyidagi ikkita holni ko‘rib chiqgamiz.

a) P(A) ko‘phad haqiqiy ildizga ega bo‘lib, 4, uning haqigiy
ildizi bolsin. Bu holda (32.1) sistemaning noldan fargli
(&, &, ..., £) yechimi mavjud bo‘ladi.

Koordinatalari &', &;,...,&  sonlardan jborat  bo‘lgan

x=£ + Ele, +...+ &%, vektorni tanlasak, bu vektor uchun
Ax=4x
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Demak, ¥, =< x> fazo bir o‘Ichamli invariant

Gy e G4

gism fazo bo‘ladi.

b) P(1) ko‘phad hagiqiy ildizga ega bo‘lmasin, u holda bu
ko‘phad A, =a+if kompleks ildizga ega. U holda (32.1) chizigli
tenglamalar sistemasi ham noldan farqli kompleks ildizga ega bo‘ladi.
Aytaylik,

G +iv, §+iv,, ., & +iv,
kompleks sonlar (32.1) sistemaning noldan fargli yechimi bo'lsin. Bu
sonlarni sistemaga qo‘yib, sistemadagi xar bir tenglamaning hagiqiy
va mavhum gismlarini ajratsak, mos ravishda quyidagi sistemalarga
ega bo‘lamiz:



al.l‘gt + al,z":z +.o..t al.rrgn =ag, - Bv,

a6+ a8+t a8, =ag, = By, (32.2)

an.lé‘l. + an_2§2 +ot aﬂlngn s abzu = ﬁ'lf"

va
v ta,y, t..ta,y, =av, + B4,

AV +a,,.V, +ota v, =av, + BE,, (32.3)

g,V +a, v, Feta, v, =av, + pE,.

Endi koordinatalari mos ravishda (£,&,,...<,) va
(Vs V55 .. v,) lardan iborat bo‘lgan x va y vektorlarni qaraymiz. U
holda (32.2) va (32.3) munosabatlarni quyidagicha yozish mumkin:
Ax=ax- By,
e (32.4)
dy=ay+ Px.
Bu tenglikdan x va y vektorlardan tashkil topgan ikki o‘lchamli
qism fazo A ga nisbatan invariant ekanligini ko‘rish mumkin.
Yuqoridagi teoremadan o‘Ichami toq songa teng bo*lgan hagiqiy
fazoda ixtiyoriy chizigli almashtirish bir o‘lchamli invariant gism

fazoga ega ekanligi kelib chiqadi.

Endi haqiqiy Yevklid fazosida o‘z-0‘ziga qo‘shma almashtirish
tushunchasini kiritamiz.

32.2-ta’ rif. Agar ixtiyoriy x va p vektorlar uchun

(Ax,y) = (x,4y)

shart bajarilsa, 4 haqigiy chizigli almashtirish 0‘z-0‘ziga qo‘shma
almashtirish deyiladi.

Hagiqiy Yevklid fazosida e,, e,, ..., e, ortonormal bazis berilgan
bo‘lib, bu bazisda 4 o‘z-o‘ziga qo‘shma chiziqli almashtirishning
mattitsasi (a,,) bo‘lsin.

222



Yevklid fazosidan
x=¢e+8e+..+Ee, y=ve +ve, +..+v.e,
vektorlarni olib, quyidagi skalyar ko‘paytmani qaraymiz,

(Ax,y)= (Za,_,‘f,(e1 +ot Za”_kf,‘en, Vg +..+v,e)=
pay k=l

n n n n
Zal,ké:lzvl + Za:'..i AR B Zan,k‘fk"n = Z 4,451V,
k=1 k=1 &= 1A=l

Xuddi shunga o‘xshab,

Ll
(x’Ay) = Z al,ké:lvk
rk=l
tenglikni hosil qilamiz. (4x,y) = (x, Ay) shartdan esa
Ay =Gy
ekanligi kelib chiqadi.

Demak, chiziqli almashtirish o‘z-0°ziga qo‘shma bo‘lishi uchun
uning ortonormal bazisdagi matritsasi simmetrik bo‘lishi zarur va
yetarlidir.

Bizga A(x,y) simmetrik bichiziqli forma berilgan bo‘lib, biror
bazisda quyidagi ko‘rinishga ega bo‘lsin

Ax,y) = Z a4 8Vie

ik=1

Bichizigli formaning simmetrikligidan a,=4a, ekanligi kelib
chigadi. Bundan esa, ixtiyoriy A(x,y) simmetrik bichizigli forma
uchun

A(x,y) =(4x, )

munosabatni ganoatlantiradigan o‘z-o‘ziga qo‘shma almashtirish
mavjud degan xulosaga kelishimiz mumkin.

32.3-lemma. Ixtiyoriy o‘z-o‘ziga qo‘shma almashtirish uchun
bir o‘Ichamli invariant qism fazo mavjud.

Isbot. Lemmani isbotlash uchun P(1) xarakteristik ko‘phadning
haqiqiy ildizi mavjud ekanligini ko‘rsatish kifoya. Chunki, 32.l-
teoremaga muvofiq, A4 hagigiy xos songa bir o‘Ichamli invariant gism

fazo mos keladi.
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Faraz qgilaylik, P(A) xarakteristik ko‘phad faqat kompleks
ildizlarga ega bo‘lib, A=a+if uning kompleks ildizlaridan biri

bo‘lsin.
32.1-teoremani isbot qilishda 4 uchun ikkita x va y vektorlar

hosil gilinib, bu vektorlar uchun
Ax=ax—-py,
Ay=px+ay
tengliktar o'rinli bo*lishi ko‘rsatilgan edi.
Quyidagi tengliklarni garaylik.
(4x,p) =a(x, )= By, ¥)
(x, Ay) = Bx, x) + a(x, y). .

(Ax,y) =(x,4y) ekanligini hisobga olib, bu tengliklarning

ikkinchisidan birinchisini ayirsak,
0=28(xx)+(»»)]
hosil bo‘ladi. (x,x)+(y,) %0 bolganligi uchun 5 =0 ekanligi kelib
chigadi, bu esa A ildiz haqigiy son ekanligini bildiradi.

32.4-lemma. A4 o‘z-o‘ziga qo‘shma almashtirish, e esa uning
xos vektori bo‘lsin. U holda V'={xeV|(x,e)=0}, ya'ni ¢ ga
ortogonal bo‘lgan vektorlar to‘plami (z—1) o‘lchamli invariant qism
fazo tashkil giladi.

Isbot. Berilgan e xos vektorga ortogonal bo‘lgan V' vektorlar
to‘plami (n~1) o‘Ichamli qism fazo tashkil etishi ravshan. Biz ¥’
gism fazo 4 almashtirishga nisbatan invariant ekanligini ko‘rsatamiz.

Aytaylik, xe V", ya'ni (x,) =0 bo‘lsin, u holda

(Ax’el) o (‘x’Ael) = (xa’lq) = j-(:"7se|) =0,
va’ni AxeV’,

32.5-teorema. Ixtiyoriy 0°z-0ziga qo‘shma chiziqli almashtirish
uchun shunday ortonormal bazis mavjudki, bu bazisda almash-
tirishning matritsasi diagonal shaklda bo‘ladi.

Ishot. Aytaylik, 4 o‘z-o‘ziga qo‘shma chiziqli almashtirish
bo‘Isin. 32.3-lemmaga asosan, A almashtirish kamida bitta e, eV xos

vektorga ega. e, xos vektorga ortogonal bo‘lgan vektorlardan iborat
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V' gism fazo A4 almashtirishga nisbatan invariant bo‘lganligi uchun,
bu qism fazoda yotuvchi e, € ¥ xos vektor mavjud. Bu jarayonni n
marotaba davom ettirish natijasida, jufi-jufti bilan ortogonal bo‘lgan
€, €,, ..., ¢, Xo0s vektorlarni hosil gilamiz. Ularni V fazodagi bazis
sifatida olsak, u holda

Ae, =Ae, 15i<n
bo‘lganligi uchun, bu bazisda 4 almashtirish matritsasi

(4, 0 .. 0
0 4 .. 0
0 0 .. 4)

ko‘rinishda bo*ladi.

Ortogonal bazisda kvadratik formani kvadratlar yig‘indisiga
keltirish. Bizga » o‘lchamli ¥ Yevklid fazosida A(x,y) simmetrik
bichizigli forma berilgan bo‘lsin. Yuqorida ko‘rsatilganidek, xar bir
A(x,y) simmetrik bichiziqli formaga A(x,y)=(4x,y) munosabatni
qanoatlantiruvchi o‘z-o‘ziga go‘shma A chizigli almashtirish mos
keladi.

32.5-teoremaga asosan, A4 almashtirishning xos vektorlaridan
iborat bo‘lgan e,,e,, ..., e, ortonormal bazis mavjud. Bu bazisda
simmetrik bichizigli forma quyidagi ko‘rinishga keladi:

A, y) =(Ax,y) =(A(Le, + Lo, +...+ £ vie, +vye, +..+V,e )=
=(A&e + A4 e, +..+ AL e, vie tV,e, +..+Vv,e)=
=4+ Ev, + + ALV,

Agar y=ux deb olsak,

ACex) = AST + 28]+t Fud
tenglikka ega bo‘lamiz. Demak, biz quyidagi xulosaga kelishimiz
mumkin.

32.6-teorema. Yevklid fazosida berilgan ixtiyoriy A(x,x)
kvadratik forma uchun shunday ortonormal bazis mavjudki, bu
bazisda kvadratik forma quyidagi ko‘rinishga keladi:
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A(x,x)= Z A&l

i=1

Ushbu kanonik ko‘rinishdagi 4, 4, ..., 4, koeffitsientlar 4
chizigli almashtirishning xos qiymatlari bo‘lganligi uchun, ulami
(a,,) matritsa xarakteristik tenglamasining ildizlaridan iborat bo‘ladi.
Demak, kvadratik formani kanonik ko‘rinishga keltirish uchun uning
matritsasi xarakteristik tenglamasi ildizlarini topish yetarli ekan.

Endi ikkita kvadratik formani bir vagtning o‘zida kanonik
ko‘rinishga keltiruvchi bazis haqida gaplashamiz. » o‘lchamli ¥
fazoda ikkita A(x,x) va B(x,x) kvadratik formalar berilgan bo‘Isin.

32.7-teorema. Agar A(x.x) va B(x,x) kvadratik formalaming
bittasi musbat aniqlangan bo‘lsa, bu kvadratik formalarni xar
ikkalasini bir vaqgtda kanonik ko‘rinishga keltiruvchi bazis mavjud.

Isbot. Faraz qilaylik, B(x,x) kvadratik forma musbat aniglangan
bo‘lsin. Bu kvadratik formaga mos bo‘lgan B(x,y) simmetrik
bichiziqli formani qarab,

(x,y)=B(x,y)
formula orqali ¥ fazoda skalyar ko‘paytma aniqlaymiz.
32.7-teoremagaga ko‘ra, V' da shunday e, e,, .., e, ortonormal

bazis mavjudki, bu bazisda A(x,x) kvadratik forma kanonik
ko‘rinishga keladi, ya’ni

Alx,x)= Z ALR,
=t

Ortonormal bazisda skalyar ko‘paytma

(53) = Blix) = 37
i=l

ko'rinishga ega bo‘lganligi uchun €, ¢€,,..,¢, bazisda

ikkala
kvadratik forma ham kanonik ko*rinishda yoziladi.



32.8-ta’rif. Agar n oflchamli haqiqiy Yevklid fazosidagi A
chizigli almashtirish vektorlarning skalyar ko‘paytmasini saqlasa,
ya’ni ixtiyoriy x,y € ¥ uchun

(4x, 4p)=(x.y)
bo‘lsa, A chizigli almashtirish ortogonal almashtirish deyiladi.
Agar yuqoridagi tenglikda x = y deb olsak
[ Axfxl
hosil bo‘ladi, ya’ni ortogonal almashtirish vektorlar uzunligini

saqlaydi.
Bundan tashqari, vektorlar orasidagi burchak
— (3,)

[xly

kabi aniglangani va bu ifodaning surati ham, maxraji ham ortogonal
almashtirish natijasida o‘zgarmaganligi uchun, ortogonal almashtirish
vektorlar orasidagi burchakni ham saqlaydi.

Bundan esa, 4 ortogonal almashtirish ortonormal bazisni
bazisga o‘tkazishi kelib chiqadi, ya’ni ortogonal
hamda ularning
ortonormal  bazis

ortonormal
almashtirish  vektorlar orasidagi  burchakni

uzunliklarini saglaganligi uchun e, e, ... ¢,
Ae,, Ae,, ..., Ae, ortonormal bazisga o°tadi. Demak,

I, agar i =k,
oL (32.5)

Ae, A =
(e, 4e,) {O,agarhtk.

Aytaylik, 4 chiziqli almashtirishning biror e, e,, ..., ¢, ortonor-
mal bazisdagi matritsasi A4 =(a,,) bo‘lsin. Bu matritsaning ustunlari
Ae, vektorlar koordinatalaridan iborat bo‘lganligi uchun (32.5) shart
quyidagicha yoziladi:
> a, ,k={1’aga”="’ (326)
T |0,agari £k

5=



Agar (32.6) shartni matritsa shaklida yozadigan bo‘lsak,
za, ,a,, Yig'indi matritsa bilan uni transponirlash natijasida hosil
s=1

bo‘lgan matritsa ko*paytmasining elementlarini beradi. Demak, (32.6)
shartdan ortogonal almashtirish matritsasi bilan uni transponirlashdan
hosil bo‘lgan matritsaning ko‘paytmasi birlik matritsaga teng ekanligi
kelib chigadi, ya’ni

A-A" =E. .

Matritsalar ko*paytmasining determinanti ularning
determinantlari ko‘paytmasiga teng bo‘lgani uchun, ortogonal
almashtirish matritsasi determinantining kvadrati | ga teng bo‘lishiga,
ya'ni ortogonal almashtirish matritsasining determinanti %1
ekanligiga ega bo‘lamiz.

Determinanti 1 ga teng bo‘lgan ortogonal almashtirishlar xos
ortogonal almashtirishlar, —1 ga teng bo‘lgan almashtirishlar esa
xosmas ortogonal almashtirishlar deyiladi.

Endi ortogonal almashtirishni bir va ikki o‘lchamli fazolarda
tekshiraylik.

Aytaylik, e vektor bir o‘lchamli fazoni vujudga keltiruvchi
vektor, A esa bu fazoda berilgan ortogonal almashtirish bo‘lsin. U
holda Ade=Ae va 4 almashtirishning ortogonal ekanligidan
(Ae, Ae) = (e,e) kelib chiqadi, demak,

A(e,e)=(e,e), yani 1=+1.

Bundan esa bir o‘lchamli fazoda faqat ikkitagina Ax=x va
Ax=—x ortogonal almashtirish mavjud ekanligi kelib chigadi.

Ikki o'lchamli ¥ fazodagi ortogonal almashtirishlarni
o‘rganishga o‘tamiz. Aytaylik, ikki o‘lchamli ¥ fazoda e, e, bazis va
bu bazisdagi matritsasi

( al_l aI_E

aZ,l aZ,I
bo‘lgan A almashtirish berilgan bo‘lsin.
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Dastlab, xos ortogonal almashtirishni ko‘rib chigamiz, ya’nj
a,,a,, —a,a,,=1 deb faraz qilamiz. Almashtirishning ortogonallik

shartidan,
[al.l P! ]‘J =(au 4, }
a4y Gy a, ay,)
tenglikka ega bo‘lamiz. Matritsaning determinanti 1 ga teng
bo‘lganligi uchun,
[ P "al,zJ =.{a’-‘ aZ.lJ
9 Lan,z a,,

ya'ni, a,,=a,,, a,=-a, ekanligi, bundan esa afJ +a,2.2 =1 kelib
chigadi. Demak, ikki oflchamli fazodagi xos ortogonal
almashtirishning matritsasi quyidagi ko‘rinishda bo‘lar ekan:

( a, al,z]
-a, a,)
buyerda aj, +a;, =1.

Agar g, =cosp, a,=sing deb belgilasak, ikki o‘Ichamli
fazodagi xos ortogonal almashtirishning ortonormal bazisdagi
matritsasi quyidagi ko‘rinishga keladi

cos ¢ —sin¢\
(sin¢ cos@ j‘

Endi 4 almashtirish xosmas, ya’ni a,,a,, ~a,,a,, =—1 bo‘lgan
holni qaraymiz. Bu holda (a,', a"ﬂ matritsaning xarakteristik
Gy Gya

tenglamasi

A*—(a,+a,,)A-1=0
ko'rinishda bo‘ladi. Ushbu tenglama haqiqiy ildizlarga ega bo‘lganligi
uchun, A almashtirishning e, xos vektori mavjud, ya'ni de, =Ae,.

Aytaylik, e, vektor e, vektorga ortogonal bo‘lsin. Ortogonal
almashtirish vektorlar orasidagi burchakni saqlashidan, (4e,,de)=0

ekanligini hosil gilamiz.



0=(de,,de)) =(de,, e ) =*(de,,e)

tenglikdan (Ae,,e,) =0 kelib chiqadi, de, = Ae,.
Demak, ikki o‘lchamli fazodagi
almashtirishning e,, e, bazisdagi matritsasi

A4 0
3 =-1
[0 A Ay
ko‘rinishda bo‘ladi.

Bundan esa matritsani fagat ushbu

10 -1 0
o 2 )
kanonik ko‘rinishlardagina tasvirlanishi mumkinligi kelib chigadi.
32.9-teorema. A almashtirish » o’lchamli ¥ Yevklid fazosida

ortogonal almashtirish bo‘lsin. ¥ da shunday e,, e,, ..., €, ortonormal

bazis mavjudki, bu bazisda 4 almashtirishning matritsasi quyidagi
ko‘rinishda bo‘ladi:

A xosmas ortogonal

~1
cos@ ~—sing,
sing, cosg,

cosg, -—sing,
sing, cosg,
mentlar nolga teng.

bu yerda yozilgan elementiardan boshqa barcha ele;
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Ishot 32.1-teoremaga muvofiq, ¥ fazodan bir yoki ikki
ofichamli ¥’ invariant qism fazoni tanlab olish mumkin. Agar bir
o‘lchamli 7’ invariant gism fazo mavjud bo‘lsa, u holda ¢, orqali
undagi uzunligi 1 ga teng bo‘igan vektorni belgilaymiz va A4
almashtirish uchun e, = ze, o‘rinli bo‘ladi.

Agar bir o‘Ichamli invariant qism fazo mavjud bo‘lmasa, ikki
o‘lchamli gism fazoni olamiz va e,e, vektorlar orqali undagi
ortonormal bazisni belgilaymiz. Ma’lumki, ikki o‘lchamli ¥’ gismfa-
zodagi ortogonal almashtirish xos almashtirish bo‘ladi, aks holda ¥’
da bir o‘lchamli invariant qism fazo mavjud bo‘ladi.

Demak, V' da 4 almashtirishning matritsasi

cosg —sin;v}
[sin(a cosg }'
ko‘rinishga keladi.

Ushbu V' qism fazoning barcha vektorlariga ortogonal bo‘lgan
vektorlardan tuzilgan V' to‘plami yana invariant gism fazo bo‘ladi.
Buni ko‘rsatish uchun 7’ ikki o‘lchamli bo‘lgan holni ko‘rsatish
kifoya. Bir o‘lchamli bo‘Igan hol 32.4-lemmaga asosan kelib chiqadi.

Ixtiyoriy xe ¥’ va y e V' vektorlar (x,y) = 0 ekanligidan

(4x, 4y)=(x, ) =0
kelib chigadi.

Ixtiyoriy zeV' elementni z=4y, ye¥’ ko‘rinishida yozish
mumkinligi uchun, barcha ze V"’ lar uchun (4x,z) =0 ekanligiga ega
bolamiz, ya’ni 4x e P". Demak, ¥’ invariant qism fazo.

Ma’lumki, 7' fazo o‘lchami dim(V")=1 bo‘lganida n—1 ga,
dim(P")=2 bo‘lganda esa, n—2 ga teng bo'ladi. ¥’ fazo invariant
gism fazo bo‘lganligi uchun, u ham yana bir yoki ikki o‘lchamli
invariant gism fazoga ega. Endi yuqorida ¥ fazo uchun yuritilgan
mulohazalarni 7' fazo uchun takrortaymiz.

Bu jarayonni davom ettirib, chekli qadamdan so‘ng n ta juft-
jufti bilan ortogonal, uzunliklari 1 ga teng bo‘lgan vektorlarni hosil
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e

qilamiz. Ularni V fazoning bazisi deb qabul gilsak, ushbu bazisdagi
almashtirish matritsasi quyidagi ko‘rinishga keladi:

~

1

cosg  —sing,

sing, cosg,

cos@, —sing,
L sing, oS,
Bunda diagonaldagi 1 va -1 ko‘rinishidagi Kkataklar bir
ofIchamli invariant qism fazoga,
(cosp, —sing))

sing, cosy,
ko‘rinishdagi kataklar esa ikki o‘lchamli invariant qism fazoga mos
keladi.

33 - §. Chiziqli almashtirishning Jordan normal shakli

Ushbu mavzuda kompleks fazoda berilgan ixtiyoriy almashtirish
uchun uning matritsasini birmuncha sodda ko‘rinishga keltiruvchi
bazisni ko‘rsatamiz.

Aytaylik n o‘lchamli kompleks fazoda 4 chiziqli almashtirish
berilgan bo‘lsin. Agar 4 chiziqli almashtirish » ta chizigli erkli xos
vektorlarga ega bo‘lsa, bu xos vektorlani bazis sifatida tanlab, chizigli
almashtirish matritsasi  diagonal shaklga keltiriladi. ~Chizigli
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almashtirishning chiziqli erkli xos vektorlari soni n dan kichik
bo‘lsa, uning matritsasi diagonal shaklga yaqin bo‘lgan normal
shaklga keltiriladi.

Ta’kidlash joizki, » o‘lchamli kompleks fazodagi A chiziqli
almashtirish turli hil & ta A4, 4,, ..., 4, x0s qiymatlarga ega bo‘lsa, u
holda 4 almashtirish & tadan kam bo‘lmagan chizigli erkli xos
vektorlarga ega. Umuman olganda, chizigli erkli xos vektorlar soni

turli xos qiymatlar sonidan katta bo‘lishi mumkin.

33.1-teorema. n o‘lchamli kompleks fazoda ixtiyoriy A chizigli
almashtirish berilgan bo‘lib, A, 4, ..., 4, uning xos sonlari va bu xos
sonlarga mos keluvchi m(m > k) ta e, f;, ..., i x0s vektorlar bo‘Isin.
U holda

€15 €353 €} Jis Jos s s i sl By B, (33.1)
vektorlardan iborat bazis mavjudki, 4 almashtirish
=Ae, Ae,=e +Aey, . Ao, =e, + Ae,
Af, =Afo A= St s My =St RSy g

Al = Ak, Al = B+ Ak, s Ay = b+ b,
ko‘rinishda bo‘ladi.

Bu teoremani isbotlashdan avval (33.2) ko‘rinishidagi chizigli
almashtirishlarning xossalarini o‘rganib chigamiz. Ravshanki, (33.2)
ko*rinishidagi chiziqli almashtirish ¢, ¢,, ..., €, vektorlarni yana shu
vektorlarga o‘tkazadi. Xuddi shunday boshqa bazis vektorlar
jamlanmasi ham shu vektorlarga o‘tkazadi. Demak, bazis
vektorlarning xar bir jamlanmasi 4 almashtirishga nisbatan invariant
qism fazo tashkil qiladi.

Bundan tashqari, xar bir gism fazoda bittadan xos vektor bor.

Masalan, ¢, e,, ..., €, vektorlarga tortilgan qism fazoda e, vektor xos

vektor bo‘ladi. Endi bu gism fazolarning xar birida faqat bitta xos
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vektor bor ekanligini ko‘rsataylik. Hagigatdan ham, agar e, ¢,,... ¢,
bazis vektorlardan tuzilgan qism fazoda biror ce +c,e, +...tc€,
vektor xos vektor bo‘lsa, u holda
Alce toe, +..tee,)=Ace +oe, +..tce,)
Bu tenglikning chap tomoniga (33.2) formuladagi ifodalarni
qo‘ysak,
che e, (e +Ae)+..te (e, +Ae,)=cle +cde, +... +c,le,
tenglik hosil bo‘ladi. Bundan bazis vektorlaming mos
koeffitsientlarini tenglashtirib,
A+, =,
c 4, =Ac,,

e = e,
tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz.

Dastlab, A=4, ckanligini ko‘rsatamiz. Chindan ham, agar
A= bo'lsa, ¢, =0, undan yuqoridagi tenglikdan esa c,,=0 va
hokazo, qgolgan tengliklardan c,, =..=c,=¢, =0 ekanligi kelib
chigadi. Bu esa ¢, +c,e, +...+c,e, xos vektorning noldan fargli
ekanligiga zid. Demak, 4= A,.

Endi A=4 ekanligidan foydalanib, sistemaning birinchi
tenglamasidan c, =0, ikkinchidan ¢; =0 va shu tarzda davom etib
oxirgi tenglamasidan ¢, =0 ekanligini hosil qilamiz. Bundan esa xos
vekior ce, ga teng ckanligi kelib chigadi. Demak, ¢,e,,... ¢,
vektorlardan qurilgan gism fazo ko‘paytuvchining anigligida yagona
xos vektorga ega. Xuddi shunday qolgan qism fazolar ham
ko‘paytuvchining anigligida yagona xos vektorga ega ckanligi
ko‘rsatiladi.
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Endi (33.2) ko‘rinishidagi almashtirishning matritsasini yozib
olamiz. Xar bir gism fazo invariant qism fazo ekanligidan, chizigli
almashtirish matritsasining birinchi p ta ustunida faqat birinchi p ta
satr elementlarigina noldan farqli bo‘lishi kelib chiqadi. Xuddi
shunday, keyingi g ta ustunning shu ustunlar nomerlari bilan bir hil
nomerli satrlarida turgan elementlarigina noldan farqli bo‘lishi va
oxirgi s ta ustun uchun ham shu munosabat o‘rinli bo‘ladi.

Shunday qilib, berilgan bazisda (33.2) ko‘rinishidagi
almashtirish matritsasi bosh diagonal bo‘yicha joylashgan m ta
katakdan iborat bo‘lib, bu kataklarning hech biriga tegishli bo*Imagan
elementlarning hammasi nolga teng bo‘ladi.

Bu kataklarda ganday elementlar turishini bilish uchun esa, xar
bir vektorlar jamlanmasining qanday almashtirilishini yana bir marta
yozish kifoya, masalan,

Ae = Ag,,
Ade, =e + Ae,,

de, =e, ,+Ae,
de,=e, +Ae,.
Bazisning ma’lum  almashtirilishiga javob  beradigan
matritsaning qanday tuzilishini yodga olsak, berilgan vektorlar
jamlanmasiga mos bo‘igan katagi

‘4, 1 0 0 0)
04 1 .0 0
0 0 4 .. 0 0

0 0 0 .. 4 1
0 0 0 .. 0 &)
ko'rinishida bo'lishini topamiz. Ushbu ko‘rinishidagi matritsalarga

Jordan kataklari deb ataladi.
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Butun matritsa esa, mos tartibda, p,g,.., s tartibli shunga
o‘xshash kataklardan tuzilgan, quyidagi ko‘rinishdagi matritsa bo‘ladi

4 10 .0 0 0 0 .0 .. 00 0 . 0
0 4 1 .00 0 0 . 0. 00 0 . O
0 04 .0 0 0 O0 ..0 ..0 0 0 .. 0
0 0 0 ..4 0 00 0 0 0 O 0
6 00 ..0 4 1 O 0 0 0 o0 0
00 0 .. 0 0 4 | 0 0 0 0 0
000 .00 0 2 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 A 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 A 1 0 0
0 0 0 0 0 0 4 1 0
0 0 0 0 4 0

0 00 .0 0 0 0 .. 0 .. 0 0 0 .. 4)

Chiziqli almashtirish matritsasining ushbu ko‘rinishiga uning
normal shakli yoki Jordan normal shakli deyiladi. Demak,
matritsaning Jordan normal shaklida uning dioganali bo‘ylab bir
nechta Jordan kataklari joylashib, golgan elementlari nolga teng
bo‘ladi.

Endi biz 33.1-teoremaning isbotida kerak bo‘ladigan quyidagi
Iemmani keltiramiz.

33.2-lemma. n oflchamli V' kompleks fazoda ixtiyoriy A
chizigli almashtirish uchun kamida bitta n~1 oflchamli invariant
qism fazo mavjud.

Ishot. Berilgan chizigli almashtirishning go‘shmasi bo‘lgan A”
almashtirishni qaraylik. Xar ganday almashtirishning xos vektori

bo‘lgani kabi, 4" ham e xos vektorga ega, ya'ni
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Ae=Je.

Ushbu e vektorga ortogonal vektorlardan tuzilgan n—1 o‘Ichamli
V' qism fazo A almashtirishga nisbatan invariant ekanligini
ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy x € ¥’ uchun (x,e) =0 ekanligidan

(Ax,e) = (x,A"¢) = (x,e) = A(x,e) =0
kelib chigadi. Demak, Axe V', ya’ni V' qism fazo Aalmashtirishga
nisbatan invariant. 0

Endi biz ixtiyoriy chizigli almashtirishni Jordan normal shakiga
keltirish mumkinligi hagidagi 33.1- teoremaning isbotiga o‘tamiz.

33.1-teoremaning isboti. Biz teorema isbotini chizigli fazoning
o‘lchamiga nisbatan induksiya usulini bo“yicha olib boramiz. Chizigli
fazo bir o‘lchamli bo‘lganda teorema sharti o‘rinli bo‘lishi ravshan.

Chizigli almashtirish uchun » oflchamli fazoda bunday bazis
mavjud deb faraz gilib, n+1 o‘lchamli fazoda kerakli bazisni topish
muinkin ekanligini isbot gilamiz.

A almashtirish n+1 o‘lchamli V fazoda ixtiyoriy chizigli
almashtirish  bo‘lsin. 33.2-lemmaga asosan, V fazoda A4
almashtirishga nisbatan invariant bo‘igan »# o‘lchamli ¥* qism fazo
mavjud. Induksiya faraziga ko‘ra, n o‘lchamli fazoda teorema o‘rinli
bo'lgani uchun, ¥’ fazoda chizigli almashtirishni normal shakiga
keltiradigan bazis mavjud. Bu bazisni

€13 €35 s €55 Jis Joo oy S5 vevenns N -
kabi belgilaylik, bu yerda p+g+..+s=n Ushbu bazisda chizigli

almashtirish quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi

Ae, = Ae,,
Ae,=¢ + e,
dey=ep+ Aty
A =41,
Af, = [+ 4 h
Ay =St 2ty
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A = ﬂ'khl’
Ab, = I+ A,
Ah =h_ + Ak,
Bu bazisni €,, €, ..y €,3 fis fos s £33 veeeeess By By ooy . vektorlar
bilan birgalikda ¥ fazoda bazis tashkil qiladigan biror e vektor bilan
to‘ldiraylik. Ushbu e vektorga 4 almashtirishni ta’sir qildirib, Ae
vektorni bazis vektorlar bo‘yicha yoyib yozamiz:
Ae=oue +..tae, B+t B S+t 0h +. .+ 5] +e
Umimiylikka ziyon yetkazmagan holda, 7=0 deb olish
mumkin. Hagiqatdan ham, agar biror bazisda 4 chizigli almashtirish
normal shaklda bo‘lsa, u holda 4—7E almashtirish ham bu bazisda
normal shaklda bo‘ladi. Shuning uchun, 7#0 holda 4 almashtirish
o‘rniga A—7E almashtirishni garash mumkin. Demak,

de=oe +..tae,+ [+t B f,+. A6l +. 45k, (334)

Endi e vektorni ¢' vektor bilan A¢’ vektor mumkin qadar sodda

ko‘rinishda bo‘ladigan gilib almashtiramiz. Buning uchun e’ vektorni
ushbu ko‘rinishda izlaymiz:

¢ =e— e .= 1,8, ~thfi—m 1 f,—mOh ~.—,h,. (33.5)
Bundan
Ae'=Ade—A(ye +...+ Xpep)—
A+t g )~ = Ao h + ..t o.h) =
=oe totae, + Bt B 4 Sh S —
—A(xe +..+ x,e,)—..~ Aol +..+oh)

(33.6)

tenglikni hosil gilamiz.



Endi ), Xos s Zps Mo oo coos Hys ey @ps @5 oy @, KoeTitsient-
larni tenglikning o‘ng tomoni mumkin qadar kam qo‘shiluvchilar
goladigan qilib tanlashga harakat qilamiz.

Buning uchun A, 4,, ..., 4, xos qiymatlamning hech biri nolga
teng bo‘lmagan va xos giymatlarning ba’zilari nolga teng bo‘lgan
hollarni alohida ko‘rib chiqamiz.

Aytaylik, xos qiymatlarning hech biri nolga teng bo‘lmasin,
ya'ni A #0,4#0,..,4#0. Bu holda ¢ vektorni Ae'=0
bo‘ladigan qilib tanlab olish mumkin. Haqigatan ham, 4 almashtirish
V' fazodagi xar bir vektorlar jamlanmasidan tuzilgan gism fazoni shu
qism fazoga o‘tkazganligi uchun, 4, %, %, koeffitsientlami
tanlash kifoya. Bu vektorlarni o‘z ichiga olgan hadlarni alohida yozib
olaylik.

ae t..toe,—Aye tt Xe)=
e+ tae, —yhe — rle +Ae)—..—1,(e,, +Ae,)=
- rAh—x)e+(o— A —1)e+.+
Hpy = X~ X)e + @, — 2, h)e,

o o, + +
Agar y, = fd IS le% deb  olsak,

*;LT, A = PR
tenglikning o‘ng tomoni nolga aylanadi. Bu holda (33.6) tenglikning
o‘ng tomenida ¢, €,, ..., e, bazis vektorlar ishtirok etmaydi.

Qolgan xos vektorlar ham noldan farqli bo*iganligi uchun, xuddi
shunga o‘xshab, (33.6) tenglikning o‘ng tomonidagi barcha hadlarini
qisqarib ketadigan 4, s, ..., Hys ooy @5 0y, ...y @ KoefTitsientlami
tanlash mumkin. Natijada biz

Ae'=0
shartni qanoatlantiruvchi vektorni hosil giamiz. Bu vektorni mavjud
bazis vektorlar tarkibiga go‘shib, n+1 o‘lchamli V fazoda

r
€, €€ €55 fis S oo  p— shy by B
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bazisni hosil gilamiz. Bu bazisda chizigli almashtirish kanonik

ko' rinishga kelib, ¢’ xos vektorga mos keluvchi xos giymat nolga teng
bo‘ladi. Biz yugorida 7=0 deb ofish uchun 4 almashtirish o‘rniga
A—tE almashtirishni qaragan edik. Agar to'g‘ridan to‘gri = # 0 holni
qgaralsa, xuddi shunga o‘xshab e’ xos vektorni hosil qilish mumkin,
lekin bu xos vektorga mos keluvchi xos giymat 7 ga teng bo‘ladi.

Endi ikkinchi holni ya’ni xos sonlarning ba’zilari nolga teng
bo‘igan holni qaraymiz. Bu holda (33.6) tenglikning o‘ng tomonidagi
ifodaning xos qiymati nolga teng va xos qgiymatlari noldan fargli
vektorlar jamlanmasiga ajratish orqali ikki hil gqo‘shiluvchilar
ko‘rinishida yozib olamiz.

Xos qiymatlari noldan farqli bo‘lgan vektorlarga mos keluvchi
qoshiluvchilarni birinchi holdagi kabi, koeffitsientlarni tanlash
hisobiga nolga aylantirib yuborish mumkin. U holda (33.6)
tenglikning o‘ng tomonida fagat xos giymatlari nolga teng bo‘lgan
vektorlardan iborat qo“shiluvchilar goladi.

Aytaylik, 4, =24, =..=4,=0, (<k) bo'lib, bu xos sonlarga
mos keluvchi vektorlar €., ..., eﬁ;fl, ) 2 35 sesuens 3 81s &ar s &
bo‘lsin, Bu holda (33.6) tenglik quyidagi ko‘rinishga keladi:

Ae' =ae +..tae, + Bf 4.+ Bt tng +.+r.g -
ACte ot 2,0,) = AU+t U f) =~ A(r,8, +. 4 7,8.).

Ammo 4 =4, =...= 4 =0 bo*igani uchun
Ae, =0, de, =¢,, ..., de,=e, |,

A =0, A, = froos Af, = [

(33.7)

B}

Ag, =0, Ag, =g, ...y Ag, = 8-
Demak e, e,, ..., e, vektorlarning (33.7) tenglik o‘ng tomonida
gatnashayotgan chiziqli kombinatsiyasi ushbu ko‘rinishda bo‘ladi:

e + =
16 e, ttae, —1e — ye, iy JCN
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Bu ifodada ¥, =04, 3 =, - X, =0, faraz gilib, biz a,e,
haddan boshqa hamma hadlarni yo‘gotib yuborishimiz mumkin. Shu
operatsiyani  qolgan  f|, fos s Jo3 venes 8is 25 oo &1 vektorlar
jamlanmasi uchun ham qo‘llasak,

de'=ae, + B, f,+.+7.8,
tenglikni qanoatlantiruvchi vektorni hosit qilamiz.

Agar a, = B, =...=y, =0 bo'lib qolsa, u holda
Ae'=0
tenglik hosil bo‘lib,
e.e, e, ... €, Jis Sas wees S wovene shyhy, . b,

bazisda chiziqli almashtirish normal shaklga keladi.

Agar @, f3,, ..., ¥, koeffitsientlardan kamida bittasi noldan farqli
bo‘lsa, chizigli almashtirishni normal shaklga keltirish uchun V"' gism
fazodagi bazisni o‘zgartirishga tog‘ri keladi. Umumiylikka ziyon
yetkazmagan holda, p =g >...2 r deb olaylik. Bu holda

1] L ’ v ' ‘" ’
e, ,=¢e,e,=4de, ¢, =Ae,..,e=4de

2

deb olsak,
N
eu=e=ae,+0f +.+7.8.,
ro_ o
ep = Aepﬂ =&, + Bq,f;_x +..+7,8,5
’ o f ==
Cpra™ Aep_m =CCprnt 'Bl/fq-r“ 7.8
........ ¥
’ o
e =Ade,=ae
hosil boladi.

Tanlangan e, ¢, €,, ..., e, vektorlami ¢, €, ..., €,. /,,, vektorlar

bilan almashtirib qolgan vektorlarni o‘zgarishsiz qoldirsak. berilgan
chiziqli almashtirish ushbu bazisda normat shaklga keladi.
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VI BOB. BO‘LINISH NAZARIYASI

34 - §. Bo‘linish belgilari.
Sonlarning umumiy bo‘luvchisi va karralisi

34.1-ta’rif. Agar noldan farqli @ va b butun sonlar uchun
a=bq tenglikni qanoatlantiruvchi ¢ butun son mavjud bo‘lsa, u
holda a son b songa qoldigsiz bo‘linadi (gisgacha bo‘ladi) yoki & son
a sonni boladi deyiladi, hamda b| a kabi belgilanadi.

a=bq tenglikdagi a son bo‘linuvchi, b son a sonining
bo‘luvchisi, ¢ son esa bo‘linma deb ataladi.

Ravshanki, ikkita son umumiy bo‘luvchiga ega bo‘lsa, ularning
yig‘indisi va ayirmasi ham shu bo‘luvchiga ega.

x, ¥ va z butun sonlar bo‘lsa, u holda quyidagi sodda xossalar
o‘rinli:

a) x| x (refleksivlik hossasi);

b) agar x|y va y|z bo‘lsa, u holda x| z (tranzitiviik hossasi);

c)agar x|y va y|x bo‘lsa, u holda y=+x;

d)agar x|y va y =0 bo‘lsa, u holda | x|<| y|;

e) agar x|y va x|z bo‘lsa, u holda barcha butun @, sonlar
uchun x| (ay+ fz);

f) x| y bo‘lishi uchun |x|| | ¥| bo‘lishi zarur va yetarli.

Izoh. Shuni aytish joizki, ohirgi f) hossa bo‘linish bilan bog'lig
mulohazalami butun sonlar uchun emas, balki natural sonlar uchun
yuritishga imkon yaratadi.

34.2-teorema. Agar a#0 va b#0 uchun a= bg tenglikni
qanoatlantiruvchi ¢ son mavjud bo‘lsa, u yagonadir.

Isbot.  Teskarisini faraz gilamiz, ya'ni a=bg tenglikni
ganoatlantiruvchi kamida ikkita xar hil q, va g, sonlar mavjud
bo'lsin:

a=bq, a=bq,.
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U holda bu tengliklardan
b(g,-9,)=0
kelib chiqadi. 5 # 0 ekanligi g, —g, =0, ya'ni ¢, =g, bo‘ladi.
]
34.3-teorema, (qoldiqli bo‘lish) Xar ganday aeZ va beN
a=bg+r (34.1)

tenglikni qanoatlantiruvchi ¢ va r(0<r <) butun sonlari mavjud va

ular yagona ravishda aniglanadi.
Isbot. Mavjudligi. bq son a dan katta bo‘lmagan, b ga

bo‘linuvchi eng katta natural son bo‘lsin, u holda

bg<a<b(g+1).
Bu tenglikning ikkala gismiga —bg ni qo‘shsak,
0<a—bg<b
hosil bo‘ladi. Agar
r=a-bq

deb olsak, a = bg +r ni hosil gilamiz.
Yagonaligi. Faraz qilaylik,
a=bg, +r, 01 <b,
a=bq,+r, 0<r, <b
munosabatiar o'rinli bo‘lsin. U holda bu tengliklarning ayirmasidan
0=b(g,—q,)+(i—%)
kelib chigadi.

Bundan, »-r, =b(q,—q,) hosil bo‘ladi, demak, »](s -r)
kelib chigadi. Lekin |5 -r,|<b bo‘lgani uchun bj(x—r) shart
faqatgina » ~r, = 0, ya'ni », = 5; bo‘lgandagina bajariladi. Bundan esa
g, = g, ekanligi kelib chiqadi. 0

Teoremadagi tenglikka sonlarni qoldigli bo‘lish va undagj ¢
songa bo‘linma, » songa esa goldiq deyiladi.

Misol 34.1. 197 ni 11 ga qoldigli bo‘lsak, =197 =11.(~18) +1,
buyerda g=18, r=1.



Qoldigli bo‘lish hagidagi teoremaga asosan quyidagi tengliklari
yozish mumkin.
a=bg, +r, 0<rp<b,
b=rg,+h, 0<r<m,

(34.2)
rn—Z = rn—lqn—l + rn’ 0 = rn < rn—l’
rn-\ = nqn'
Bu tengliklarning o‘ng tomonidagi tengsizliklarga ¢’tibor bersak,
quyidagi tengsizliklar bog‘lanishi ko‘zga tashlanadi:
b>n>n>n>..>r5>0,
bu yerda barcha r,(fn) lar natural sonlardir. Natural sonlar quyidan
chegaranganligi tufayli biror-bir » nomerdan boshlab #,, =0 bo‘ladi.

1+l
(34.2) tengliklar sistemasiga Yevklid algoritmi deb yuritiladi.
Misol 34.2. 2576 va 154 sonlar uchun Yevklid algoritmini
tuzamiz:

2576=154-16+112,
154=112-1+42,
112=42-2+21,
42=28.1+14,
28=14.2.

34.4-ta’rif. a,beZ butun sonlaming har birini bo‘ladigan
songa shu sonlaming umumiy bo ‘luvchisi deyiladi.

34.5-ta’rif. Kamida biri noldan farqli bo‘lgan @ va b butun
sonlarning umumiy bo‘{uvchilari ichida eng Kattasi ularning eng katta
umumiy bo‘luvchisi deyiladi va EKUB(a,b) yoki qisqacha (a,b) kabi
belgilanadi.

34.6-ta’rif. Agar (a,b)=1 bo‘lsa, g va b sonlar o‘zaro tub
sonlar deyiladi.
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34.7-tasdiq. a va b butun sonlaming EKUBi Yevklid
algoritmidagi oxirgi r, qoldiqqa tengdir, ya’ni (a,6) =7,.

Isbot. a va b butun sonlar uchun Yevklid algoritmini tuzamiz 1y
holda tengliklarning birinchisiga asosan a va 5 butun sonlaming
ixtiyoriy umumiy bo‘luvehi 7 ni bo‘ladi, va aksincha q =, +bg, ga
asosan r va b larning xar ganday umumiy bo‘luvchisi 4 sonnj
bo‘ladi. Demak, (a,5) = (b,7,).

Bu mulohazalarni Yevklid algoritmiga ikkinchi, uchinchj va
undan keyin keladigan tengliklarga go‘ysak,

(B.)=@r):
(1) = (113),

(asti) = (Ois s
(st ) =1,
tengliklarni hosil qilamiz, demak, (a,5) =r,.
Endi sonlarning EKUBI haqidagi muhim xossalarni keltiramiz,
34.8-xossa. Agar berilgan sonlarni biror songa ko*paytirsak,
holda ularning EKUBi ham shuncha marta ortadi.
Isbot. Yevklid algoritmini ak va bk sonlarga tadbiq etsak,
tengliklarni xar bir hadi £ marta ortadi. Shuning uchun,
(ak,bk) = (a,b)k.
34.9-xossa. Agar a va b sonlarning har biri biror d songy
bo‘linsa, vlarning EKUBi ham shu songa bo‘linadi, ya’ni
[d d) d
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Isbot. 34.8-x0ssaga asosan

a,b ab
=24 —d|=|=—d.
(a,b) (dd‘dd] (d’d]

Bundan

ekanligi kelib chigadi.



Xususiy holda d = (a,b) bo'lsa,
((a b \_(@b)_,
(@b @p) @b
kelib chiqadi, ya'ni agar a=da, va b=db, bo‘lib, d =(a,b) bo‘lsa,
(a,,b) =1 bo'ladi.
34.10-teorema. Agar (a,¢)=1 va c|ab bo'lsa ¢c|b bo'ladi
ya'ni a va ¢ sonlar o‘zaro tub bo‘lib, ab ko‘paytma ¢ ga bo‘linsa, u
holda b son ¢ songa bo‘linadi.
Isbot. (a,c) =1 tenglikning ikkala tomonini b ga ko‘paytiramiz:
(ab,cb)=b.
Teorema shartiga asosan, c|ab va cb son ¢ ga karrali

bo‘lganligi uchun, yuqoridagi xossalarga asosan c|(ab,cb), bundan
esa c| b ekanligi kelib chigadi. D
34.11-teorema. Va,b € Z uchun 3u,v € Z topiladiki,

au+bv=d

bo‘ladi, bu yerda d = (a,b).

Isbot. Quyidagi f:Z*—=Z, f(x,y)=ax+by funksiyani
qaraymiz. Agar ¢ va b sonlar bir vagtda noiga teng bo‘lmasa, bu
funksiya musbat qiymatlarni ham, manfiy qiymatlarni ham qabul
giladi. Bundan tashqari a va b sonlari bu funksiyaning giymatlar
sohasi E(f) ga tegishli bo‘ladi. Bu funksiya musbat qiymatlarining
eng kichigini d bilan belgilaymiz, ya'ni d =aw +5v son noldan katta
eng kichik musbat son bo‘Isin.

U holda a sonini d ga qoldigli bo‘lib, a=dy+r,0<r<d ni
hosil qilamiz. Bu yerdan

r=a-dg=a~-(au+bv)qg = a(l—uq)+b(—qv) = au, +bv,
ekanligidan r € E(f) kelib chiqadi. d soni E(f) ga tegishli bo‘lgan
eng kichik musbat son bolzanligi uchun r =0 kelib chigadi, ya’'ni a
soni d ga bo‘linadi.



Shunga o‘xshash, 5 sonining ham d ga bo‘linishi ko‘rsatiladi.
Ikkinchi tomondan @ va & sonlarning xar qanday bo‘luvchisi
d = au+bv sonni ham bo‘ladi va shunga ko‘ra d dan katta bo‘Imaydji,
demak d =(a,b). o

Shuni ta’kidlaymizki, d =au+bv chizigli ifodani amalda topish
uchun Yevklid algoritmidagi tengliklarda pastdan yuqoriga qarab
harakat gilinadi:

5 =Ty = FiGoy =Ny = s = V22 )y =
=l " haTea T 22 =

=1,,(1+4,,9, ) +7,3(~q,,) =...= au+bv.
Tabiiyki, @ va b sonlar o‘zaro tub bo‘lishi uchun au+bv=1

shartni qanoatlantiruvchi #,v € Z sonlarning mavjud bo‘lishi zarur va
yetarlidir.

Misol 34.3. 2576 va 154 sonlarining EKUBIni ularning chiziqli
kombinatsiyasi orqali ifodalang.

34.2-misolda biz (2576, 154) =14 ekanligini ko‘rsatgan edik.
Unda keltirilgan Yevklid algoriimidan foydalanib, pastdan yuqoriga
qarab yozsak:

14=42-28-1=42—-(112-42-2)-1=42-112-1+42-21=
2(1+2-1)+112(-1) = 42-3+112(-1) = (154 -112-1)-3+112(-1) =

154-3—112-3-112=154-3-112-4=154-3~(2576-154-16)- 4=
154-3+2576- (—4) +154-64=2576-(-4) +154-67
hosil bo‘ladi. Demak, u =—4, v=67.

Ikkita sonning EKUBini topish tushunchasini bir nechfa
sonlarning EKUBini topishga ham tadbiq etish mumkin. Faraz
qilaylik, n ta a,a,,...,a, sonlar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin. Bu
sonlarning EKUBini topish uchun birinchi bo‘lib (a,,a,) = d,, so‘ngra
d,.a,)=d,, (d,a)=d,, .. (d,_.,a,)=d, EKUBlamni topamiz.
Hosil bo‘lgan 4, soni berilgan sonlar ketma-ketligining EKUBI
bo‘ladi, ya’ni

@yre,) =d,.
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34.12-t2’rxif. Agar a,.q,,...,a, sonlar ketma-ketligida (a,,a,) =1,

bo‘lsa, bu sonlar ketma-ketligi jufi-jufti bilan o‘zaro tub deyiladi.

34.14-ta’rif. a va b sonlaming xar biriga bo‘linadigan son shu
sonlarning umumiy karralisi deyiladi.
Masalan, 12 va 18 sonlarning umumiy karralisi 36, 72, 108, ...
bo‘ladi.
34.15-ta’rif. o va b sonlarning umumiy karralilari ichida eng
kichigiga bu sonlarning eng kichik umumiy karralisi (EKUK) deyiladi
va [a,b] orqali belgilanadi.
Ikkita sonning EKUKi quyidagi oddiy xossalarga ega.
34.16-xo0ssa.
a) ikkita sonning EKUKi shu sonlar ko‘paytmasini ularning

EKUBiga bo‘lgan nisbatiga teng, ya’ni [a,b]= ‘—b—

(a,b)’
b) — sonlar o‘zaro tubdir, ya’ni (la, b] [ﬂ b]\
Ua )

¢) a va b sonlarning umumiy karralisi, ularning EKUKiga
karralidir;

d) agar k>0 bo‘lsa, [ka,kb]=k[a,b] bo‘ladi.

=120 i,

k k k

Isbor. Ushbu xossalardan faqat birinchisini ko‘rsatish bilan
chegaralanamiz. Aytaylik, A soni a va b sonlarning biror umumiy
karralisi bo*lsin. U holda a| M va b| M, ya'ni

M=ak, M =bs.
Bundan ak soni b ga bo‘linishi kelib chiqadi.

[ab] o 1201 .
= =1

) agar kja va k|b bo‘lsa, u holda

Agar (a,b)=d bolsa, u holda a=ad, b=bd va (a,b)=1
deb olib, b|ak ekanligidan 5 |ak munosabatmi, (a,5)=1

bo‘lganligi uchun & | & bo‘lishini hosil gilamiz. Demak, k soni b, ga
bo‘linadi, ya’ni
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b
k=bt=—t
" d
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
b S
Buni M ga olib borib qo‘ysak, M = {;—I hosil gilamiz. Demak,
a va b sonlarning ixtiyorly umumiy karralisi yuqoridagi formula
orqali ifodalanadi. Agar #=1 bo‘lsa, a va b sonlarning EKUKini
topish formulasi hosil bo‘ladi, ya’ni [a,b]= ‘-;é a

1251 o ebotTadi

Misol 34.4. (12,18) = 6 bo‘lib, [12,18] =

Ikkitadan ortiq sonlarning EKUKini topish masalasi ikkita
sonning EKUKini topish kabi hal gilinadi.
Agar bizga ag,a,,...,a, sonlar berilgan bo‘lib, [a,,a,]=m,

[»,a)=nmy, .., [m,_,a,]=m, bo'lsa, u holda topilgan m, soni
berilgan sonlarning EKUKi bo‘ladi, ya’ni
[a.ay,.na,1=[my,a,,....a,1=[my,a,,...a,}=...=[m_,al=m,.

Agar berilgan sonlar ketma-ketligi jufijufti bilan o‘zaro tub
bo*lsa, u holda

[a,a,,...a,]=a,-a,-....a,
bo‘ladi.

35 - §. Uzluksiz va munosib kasrlar

Bizga 4 va b butun sonlar berilgan bo‘lsin. Bu sonlar uchun
Yevklid algoritmini qo‘llasak, quyidagi tengliklarni hosil gilamiz:
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r. r,
L=g+t=g+—,
= 7 5

2 2
i
r r
-2 = — = —
s = q"_l + (J.n—l + %
T = L

Natijada % nisbatni quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

a 1
Equ"”

g+ 1

gq,+
: q,+

1
+

1
qu—l =
qn

Berilgan % nisbatning yuqoridagi ko‘rinishiga uning wuzluksiz

kasrga yoyilmasi deyiladi. Odatda uzluksiz kasr quyidagicha
belgilanadi:

a T
g_(QEsQZ‘_s--wq")'

Uzluksiz kasrda quyidagi uch hil holat bo‘lishi mumkin:
1) a> b, bu holda g, > 0 bo‘ladi;
2) 0<a<b, buholda g, =0 bo‘ladi;

3) a<0 bo‘lsa, ? nisbatni
b
a n
=% +_!‘ n> 0
b m b’ b

shaklda yozib olamiz Bu yerda %‘ to‘g‘ri musbat kasr bo‘lib, natijada

quyidagi yoyilma hosil bo‘ladi:



a n U ——
—=—m+L = (=1,4,,G;0 G, )
B b (=11,q55G350-44,)

Misol 35.1. % kasrni uzluksiz kasrga yoying.

2576 6oL 1212

20=16 1

154 1+

1
2+—1

1+=
2

. a . . . .
Berilgan 3 ratsional sonning munosib kasrlari deb,

1 1
5! = 52 =g t+— 53=q|+—la "-’5n=ql +—'-_1—-—_
| a2 g r——
& g, Pg+
1
f—

kasrlarga aytiladi. Bu munosib kasrlarning eng oxirgisi ber

ratsional kasrga teng bo‘ladi.
Munosib kasrlami hisoblash uchun B =1, &, =0, £~

@, =1 deb quyidagilarni yozib olamiz:

1 g
,5::(}14_L=?:"h+1= 0 R+h _ &
s ‘4 q.-0+0, o

[q +i)-P+P
s\ )" a@R+B)+R _aP+h 5
] 4(0.0+0,)+0 22+4 o

1
(%'*';;}'Qx +0,
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Matematik induksiyaga asosan

B _ g P th,

‘ 0 90.,+0,

tenglikni olamiz.
Bu yerda

P=q B +F, O =40, 10
Ushbu bog‘lanish &, munosib kasrni hisoblash uchun xizmat

giladigan rekkurent formuladir. Quyidagi sxema istalgan B, va Q,

sonlarni hisoblash imkonini beradi.

9 q: qs dq qn
Blija| @ R+h | e B+tR |4 B+ |...| 9. P,tF,
2100122 +0|9%+09,-0,+0, |...| 4, Qi+t
k [0]1 2 3 4 . n

Ushbu P, va Q, sonlar orasida quyidagi bog‘liglik mavjud:

RO, ,—OF =(-I ]k»

Bu formuladan (B,,Q,) =1 ekanligi osongina kelib chigadi.

Misol 35.2. (16,1,2,1,2) ga mos ratsional son topilsin.

q, =16 q, =1 q; =2 q,=1 q;=2
1 16 17 50 67 184
b =0 1 1 3 4 il

Demak, berilgan uzluksiz kasr uchun

B
o

Qv
I

[




36 - §. Tub sonlar. Arifmetikaning asosiy qonuni

36.1-ta’rif. O‘zidan va birdan boshqa bo‘luvchilari bo‘lmagan,
birdan katta natural son tub son deyiladi. Natural bo‘luvchilari soni
ikkitadan ortiq bo‘lgan birdan farqli natural songa murakkab son
deyiladi.

36.2-teorema. Agar a(a>1) butun sonning birdan katta bo‘lgan
bo‘luvchilari ichida eng kichigi p bo‘lsa, u holda p tub sondir.

Isbot. Hagiqatdan, agar d € N soni p ning bo‘luvchisi bo‘lib,
1<d < p bo‘lsa, u holda d soni a ning ham bo‘luvchisi bo‘ladi. Bu
esa p ning eng kichik bo‘luvchi ekanligiga zid. Demak, d=1 yoki
d = p bo‘ladi, ya’ni p—tub son. B

36.3-teorema. Har qanday a son va p tub son uchun (a.p)=1
yoki pla.

Isbot. p tub sonning bo‘luvchilari 1 va p bo‘lganligi uchun a
va p sonlari umumiy bo‘luvchilari 1 yoki p bo‘ladi. Agar, p soni
ularning umumiy bo‘luvchisi bo‘lsa, p|a bo‘ladi, aks holda
(a:p)=1.

36.4-teorema. Agar a-b ko‘paytma biror p tub songa bo‘linsa,
bu ko‘paytuvchilardan kamida bittasi shu tub songa bo'linadi, ya’ni
pla-b bo‘lsa, uholda p|a yoki p|b.

Isbot. Haqiqatan, agar a soni p ga bo‘linmasa, (a, p)=1 bo‘lib,
P|a-b ekanligidan p|b kelib chigadi.

36.5-teorema. Tub sonlar soni cheksiz ko*pdir.

Isbot. Teskarisini faraz gilamiz, ya'ni tub sonlar cheklita bo‘lib,
ular p, p,,..., p, bo'lsin. Ushbu a= p, - p, -...- p, +1 sonni qaraymiz.
asoni p,, p,,..., p, tub sonlarning hech biriga bo‘linmaydi. Agar a tub
son bo‘lsa, demak, u berilgan p, p,,..., p, tub sonlardan fargli tub son
bo‘ladi. Agar a tub son bo‘lmasa, bu son p,, p,,..., p, tub sonlardan
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farqli boshqa bir tub songa bo‘linadi. Demak, xar ikkala holda ham
Pi>Pyses P, tub sonlardan fargli bo‘lgan tub son topiladi. Bu
farazimizga ziddir.
Endi arifmetikaning asosiy teoremasi deb yuritiladigan quyidagi
teoremani keltiramiz.
36.6-teorema. Xar ganday birdan katta butun son tub sonlarning
ko‘paytmasi shaklida yoziladi va ko‘paytma ko‘paytuvchilarning
yozilish tartibi anigligida yagonadir.
Isbot. Isbotni matematik induksiya metodi yordamida
ko‘rsatamiz. @ =2 tub son bo‘lganligi uchun teorema sharti o‘rinli.
Aytaylik, a>2 bo‘lsin. Agar a tub son bo‘lsa, teorema sharti
o‘rinli. Agar a tub son bo‘lmasa, shunday p, tub son mavjudki, p, |a
ya'ni a= pg, bo‘ladi. Matematik induksiya faraziga asosan, g, soni
tub sonlar ko‘paytmasi shaklida ifodalanadi, ya’ni @, = p,-...- P,»
demak
A=py Dy Py
yoyilmani hosil gilamiz.
Endi yoyilmaning yagonaligini ko‘rsatamiz. Buning uchun
teskarisini faraz qilamiz, ya’ni a son boshga
a=gq,-q; ."q,
yoyilmaga ega bo‘lsin. Bu ikki yoyilmadan
PPy Dy T GGyt
hosil bo‘ladi. Bu tenglikning chap tomonidan o‘ng tomoniga qarab
mulohaza yuritib, 36.4-teoremani qo*llasak, chap tomondagi biror-bir
2, tub son o‘ng tomondagi biror-bir g, tub songa bo‘linadi. Bundan
esa p, =g, ekanligi kelib chigadi.

. Ma’lumki, a sonining tub sonlarga yoyilmasidagi ko‘paytuv-
chilar orasida o‘zaro tenglari ham bo‘lishi mumkin. Faraz gilaylik, a

sonining yoyilmasida p, tub son «, marotaba ishtirok etsin. U holda
yoyilma
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a= Pt pE e gt
ko‘rinishga keladi. Bu yoyilmaga a sonining kanonik ko‘rinishi deb
ataladi.

Sonlarning kanonik yoyilmasi berilgan sonlaming EKUB va
EKUKlarini topishda qo‘llaniladi. Bizga a va b sonlamning kanomk
shakllari berilgan bo‘lsa,

a=pt-pe.pt,
b=pft-plr-... pi*
u holda
@d)=p Py Pt valabl=pl - p2 ... pfi
bo‘lib, bu yerda ¢, =min(e,, 8) va 6, = max(a,, ).

Misol 36.1. 24 va 50 sonlarni EKUB va EKUK larini to

Buning uchun ularning kanonik shaklga keltiramiz:
24=2%.3, 50=2.52,
@, =min(3,D) =1, ¢, =min(1,0)=0, ¢, = min(0,2) =0 bo‘]ib
(24,50)=2"'.3°.5°=2 :
bo‘ladi. Xuddi shunday
6, =max(3,1) =3, 6, =max(1,0)=1, 6, =qy,
bo‘lib,

Ding

[24,501=2°-3"-5% = 600
natijaga ega bo‘lamiz.
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VIII BOB. TAQQOSLAMALAR
37 - §. Taqqoslamalar va ularning xossalari

Bizga a va b butun sonlar va gandaydir m natural son berilgan
bo‘lsin.

37.1-tarif. Agar a va b sonlarini m ga bo‘lgandagi qoldiglari
teng bolsa, a va b sonlar m modul bo‘yicha tagqostanuvchi deyiladi
va a=b(modm) shaklda yoziladi.

Masalan, a=22 va b=27 sonlari m=5 modul bo‘yicha
taqqoslanadi, ya’ni 22 =27(mod5).

37.2-xossa. a va b sonlari m modul bo‘yicha tagqoslanuvchi
bo‘lishi uchun a—» soni m ga bo‘linishi zarur va yetarli.

Isbot. Hagiqatdan, a va b sonlami m ga qoldiqli bo‘lsak,

a=m-q +r, b=mgq,+r, 0<r<m-1
munosabatlarni hosil qilamiz. Bu yerdan a—b=m(q,—q,) ekanligi
kelib chiqadi, ya’ni a—b soni m ga bo‘linadi.

Demak, a va b sonlarining m modul bo‘yicha tagqosianuv-
chanligi a=b+m-¢ ekanligiga teng kuchlidir. Bundan esa quyidagi
xossaning o‘rinli ekanligi bevosita kelib chigadi.

37.3-xo0ssa. Agar a=b(modm) va b =c(mod) bo‘lsa, u holda
a=c(modm).

Endi taqqoslamaning asosiy xossalarini keltiramiz.

37.4-xossa. Bir hil modulli tagqostamalarni hadma-had qo*shish
mumkin, ya'ni a=b(modm) va ¢ =d(modm) bo‘lsa,

at+c=b+d(modm).

Isbor. Aytaylik, a=b(modm) va ¢ =d(modm) bo‘lsin. U holda
a-b va c—d sonlari m ga bo‘linadi.

o (a+c)—(b+d)=(a—b)+(c—d)
ekanligidan (a+c)—(b+d) sonining m ga bo‘linishi kelib chigadi,

demak, a+c=b+d(modm).
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37.5-xossa. Bir xil modulli taqqosiamalarni hadma-had
ko‘paytirish mumkin, ya’ni a=b(modm) va ¢=d(modm) bo‘lsa,

a-c=b-d(modm).

Isbot. Hagiqatdan, a—b va c—d sonlari m ga bo‘linishidan,
ac—bd=(a-b)c+b(c—~d) sonining ham m ga bo‘linishi kelib
chigadi. Demak, a-c=5b-d(modm).

37.6-xossa. Taqgoslamaning xar bir hadini va modulini bir hil
songa  ko‘paytirish mumkin, ya’ni a=b(modn) bo‘lsa,
a-k=b-k(modm-k) bo‘ladi.

Ishot. a=b(modm) ekanligidan a=b+m-¢ tenglikni hosil
gilamiz. Bu tenglikni ikkala tomonini k ga ko‘paytirsak,
a-k=b-k+m-k-t kelib chigadi, ya’ni a-k =b-k(modm-k).

37.7-xessa. Taqqoslamaning har bir hadini va modulini bir hil
songa bo‘lish mumkin.

Isbot. Aytaylik, a=b(modm) bo‘lib, a=q,-d, b=b-d va
m=m,-d bo‘lsin. U holda @ =b+m-¢ tenglikdan

a-d=b -d+m d-t,
a =b+m-1
hosit bo‘ladi, ya'ni a, = b (modm,).

37.8-x0ssa. Agar a va b soolari my, m,,..,m, modullar
bo‘yicha tagqoslanivchi bo‘lsa, u holda a va b bu sonlaming eng
kichik umumiy karralisi bo‘yicha tagqoslanuvchi bo‘ladi.

Isbot. a=b(modm,), a=>b(modm,), ..., a=b(modm,) ekanli-
gidan a—b sonining m,, m,, ..., m, larning barchasiga bo‘linishi kelib

chigadi. Demak, ularning eng kichik umumiy karralisiga ham
bo‘linadi. O

37.9-x0ssa. Agar a va b sonlari m modul bo‘yicha taqqosla-
nuvchi bo‘lsa, u holda ular m ning ixtiyoriy bo‘luvchisi bo‘yicha
taqqoslanuvchi bo‘ladi.
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Isbot. a=b+m-t ekanligidan m=m-g shartni qanoatlanti-
ruvchi fnl soni uchun a=b+m-(g-t) kelib chiqadi, demak
a=b(modm,).

37.10-x0ssa. Agar taqqoslamaning bitta hadi va moduli biror
songa bo'linsa, u holda taqqoslamaning ikkinchi hadi ham shu songa
bo‘linadi.

Ishot. Aytaylik a=b+m-t bo'lib, a=a,-d, m=m,-d bo‘lsin.

U holda b=a,-d—m, d-t ckanligidan b sonining ham d ga
bo*linishini hosil gilamiz.

37.11-xossa. Agar a=b(modm) bo‘lsa, u holda (a,m)=(b,m)
bo‘ladi.

Isbot. a=b+m-t ekanligidan a ning (b.m) ga bo‘linishi kelib
chiqadi. a va m sonlarining EKUBIni ularning chiziqli ifodasi orqali
ifodalasak,

au+nmv=(a,m)
tenglikdan, hamda a va m sonlari (b,m) ga bo‘linishidan (a,m) ning
(b,m) ga bo‘linishi kelib chiqadi, ya’ni (5,m)] (a,m). Shunga o‘xshab,
(a,m)| (b,m) munosabat ham ko‘rsatiladi, demak (a,m)= (b, m).

Berilgan m soniga karrali bo‘lgan butun sonlar to*plamini mZ

orqali belgilaymiz, ya’ni
mZ={..,-2m,—m, 0, m, 2m, ...}.

Butun sonlar to‘plamida quyidagicha R binar munosabat
aniqlaymiz. Agar a va b sonlari uchun a—b e mZ bo‘lsa, (a,b)e R
deb qabul qilamiz. Boshqacha aytganda, m modul bo‘yicha
tagqoslanuvchi sonlar jufti binar munosabatga tegishli bo‘ladi.

37.12-teorema. Z to‘plamda m modul bo‘yicha Kiritilgan binar
munosabat ekvivalentlik munosabati bo‘ladi.

.I.fbot. Teoremani isbotlash uchun ekvivalentlikning uchta
shartini o‘rinli bo*lishini ko‘rsatamiz:



1) a=a(modm), chunki a—a=0 soni m ga bo‘linadi, demak
(a,a)eR.

2) agar a=b(modni) bo‘lsa, u holda a—5& son m ga bo‘linadi.
Bundan esa, b-a=—(a—b) soni ham m ga bo‘linishi, ya’ni
b=a(modm) ekanligi kelib chiqadi. Demak, agar (a,b)e R dan
(b,a) € R kelib chigadi.

3) agar a=b(modm) va b=c(modm) bo‘lsa, u holda a-b va
b—c sonlar m ga bo‘linadi, a—c=(a~b)+(b-c) son ham m ga
bo‘lingani uchun a=c(modm) kelib chigadi. Demak, (a,b)€ R va
(b,c) € R ekanligidan (a,c) € R kelib chigadi.

Ma’lumki, xar qanday ekvivalentlik munosabati berilgan
to‘plamni kesishmaydigan sinflarga ajratadi. Yuqorida aniqlangan
ekvivalentlik munosabati bo‘yicha hosil qilingan sinflarga
chegirmalar sinflari deyiladi.

37.2-teoremaga asosan, a—b ayirma m ga bo‘linsa, a va b
sonlarni m ga bo‘lgandagi qoldiglari teng bo‘ladi, demak, m modul
bo‘yicha aniqlangan chegirmalar sinfi m ga bo‘linganda bir hil goldiq
qoladigan butun sonlardan iborat bo‘ladi. Butun sonni m ga
bo‘lgandagi goldiglar 0,1, ..., m—1 sonlaridan biriga teng bo‘lishini
hisobga olsak, m modul bo‘yicha aniqlangan chegirmalar m ta
sinfdan tashkil topadi. Demak, biz quyidagi sinflarga ega bo‘lamiz:

0="{, —2m, ~m, 0, m, 2m, ...}
I={.—m+l, 1, m+l,..},

m=1={..,-2m-1,-1, m—1,2m-1,..}.

Ta’kidlash joizki, m modul bo‘yicha chegirmalar sinflarining
ta’rifidan @ = b(modm) munosabat a =5 munosabatga teng kuchlidir.
37.3-teoremaga asosan, Z to‘plamnining m modul bo‘yicha turli
chegirmalar sinfi faktor to‘plamning elementlari bo‘ladi, ushbu faktor
to‘plam Z,, kabi belgilanadi, ya’ni
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Z,={0.1 :T;Tl}

Yuqorida keltirilgan xossalar Z,, faktor to‘plamda go‘shish va
ko‘paytirish amalarini Kiritishga imkon beradi, ya’ni abel,
elementlarning yigindisi va ko‘paytmasini quyidagicha aniglaymiz:

a+b=a+b,
a-b=ab.

Bu aniqlangan qo‘shish va ko‘paytirish amallari binar algebraik
amallar bo‘ladi. Haqiqatdan ham, 37.4 va 37.5-xossalarga asosaf,
a+b yigiindi va a-b ko‘paytmalar a va b elementlarning
tanlanishiga bog‘liq emas.

Quyidagi jadvalda Z, ={(_), 1,234, 5} to‘plamda qo‘shish va
ko‘paytirish amallari jadvallarini keltiramiz:

+

5li]al3lals|[ -10]i]z |3]3 ][5
o lolitsl3iajs|lofofjoa]o o] oo
i jiiai3ja{sjoflife|i|]3 (3{3a][5
2 (303lafs|ofil|lalola]a o]z |3
332_56Ii§6§6§6§
a_jaysfolilz|sjlafolals [o[3a |2
slolif2{3afg|]{5]0ols5{3 |3]3}]i

Ravshanki, Z,, to‘plamda aniqlangan qo‘shish va ko‘paytirish

amallari kommutativlik, assotsiativlik va distributivlik qonuniariga
bo‘ysunadi, ya’ni

a) a+b=b+a,

b)a-b=b-a

) a+(+0)=(a+b)+c;

d) a-(b-c)=(a-b)-c;

5] OB DL

'Hosil qilingan chegirmalar sinflari uchun quyidagi xossalar

o‘rinli.
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37.13-xo0ssa. a) agar sinfdagi biror son m bilan o‘zaro tub bo'zz
u holda bu sinfdagi barcha sonlar bilan ham o°zaro tub bo‘ladi;
b) juft-jufti bilan m modul bo‘yicha taggoslanmzydigaa

ixtiyorly 1 ta y,, ¥,, .., y,, sonlari uchun Z ={}7,,)72,...,:v:}:

e

c) agar {(a,nm)=1bo‘lsa, {G,ﬂ,...,ﬂ}:z

38 - §. Mutiplikativ funksiyalar. Eyler va Ferma teoremalari

[x] va {x} funksiyalar sonlar nazariyasida muhim o‘rin
egallaydigan funksiyalar hisoblanadi.

38.1-ta’rif. Haqiqiy x sonini x dan oshmaydigan eng katta
butun songa mos qo‘yuvchi funksiya x ning butun gismi deyiladi va
[x] kabi belgilanadi.

38.2-ta’rif. Haqigiy x sonini x—[x] ga mos qo‘yuvchi funksiya
x ning kasr qismi deyiladi va {x} kabi belgilanadi.

Misol 38.1. [2,6]=2; [4,75]=—S; {2,6} = 0,6; {~4,75}=0,25.

[x] funksiyaning foydali jihatlaridan birini quyidagi teorema
orqali bilib olamiz.

38.3-teorema. n! ko‘paytmada p<n tub sonning darajasi
quyidagi songa teng:

n n n
,’“‘l-’-!»-?“*_l'_!--‘*‘

P} P ] [P o da

Isbot. Ravshanki, n! ko‘paytmaning ko‘paytuvchilari orast
3 n ] -
IP‘J tasi p ga, [Lz“ tasi p’ ga va hakazo [—ﬂl—] tasi p g3
P » Lp _
bo‘linadi. Ushbu sonlar yig‘indisi n! ko‘paytmaga bo‘linishi mumkin

bo‘lgan p ning eng yugori darajasiga teng bo*ladi. 2

Misol 38.2. 40! soni ko‘pi bilan 3 ning nechanchi darajasiga
bo‘linishini aniqlasak,
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=13+4+1=18.

[2)e e
3 9 ] [27.
Demak, 40! soni 3** ga qoldigsiz bo‘linadi.
Multiplikativ funksiyalar ham sonlar nazariyasida muhim o'rin
egallaydi.

38.4-ta’rif. Quyidagi shartlarni qanoatlantirsa &(a) funksiya
multiplikativ funksiya deyiladi:

1) H(g) funksiya barcha musbat butun a lar uchun aniqlanib,
ko*pi bilan bitta qiymati 0 ga teng va barcha qolgan giymatlari 0 dan
fargli;

2) ixtiyoriy o‘zaro tub g, va a, musbat butun sonlar uchun

8(a,a,) = 6(a)6(a;).

Misol 383 8(a)=da’, seR funksiya mutiplikativ funksiya
bo‘ladi.

Multiplikativ funksiyalarning ayrim xossalarini keltirib o‘tamiz.

38.5-xossa. Multiplikativ funksiyalar uchun quyidagi xossalar
o‘rinli:

a) ixtiyoriy multiplikativ funksiya uchun (1) =1;

b) 6(a) va 6,(a) multiplikativ funksiyalar bo‘lsin, u holda

6,(a) = 6,(a)8,(a) ham multiplikativ funksiya bo‘ladi.

Isbot. a) aytaylik, 6(a))#0 bo‘lsin, u holda mutiplikativ
funksiyaning ikkinchi shartiga asosan
ya'ni, 6(1)=1. Pa)=00 @) =60)- ),

b) ravshanki, 6,(1)=6,(1)8,(1) =1. Bundan tashqari, (a,,a,) =1
sonlar uchun:

boln) =6.(@,)6,(a,) = 6,(2)6,(2,)6 (a6 (a,) =
= 6(a)8,(2,)6,(,)6,(a,) = §,(a,)6,(a).
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Bizga 6(a) muitiplikativ funksiya va a sonining kanonik
ko'rinishi a= p'pJ2..p7* berilgan bo‘lsin. Zﬂ(d) orqali a soni-
i

ning barcha bo*luvchilari bo‘yicha olingan yig‘indini belgilaymiz.
38.6-x0ssa.

D0(d)=(1+0(p)+...+ BN e (14 O(p,) +-..+ B(pE)). (38.1)
dia

Isbot. Xossani isbotlash uchun (38.1) tenglikning o‘ng tomonini

ochib chigamiz. U holda yig‘indi hadlari quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
Op)-6(p2) ... Opf) = (Pl pff .. L),
bu yerda 0<f<a,0<5 <, ..,0< 5, <q.

Ushbu pfi - p2 ... p% sonlar a sonining barcha bo*luvchilarini
beradi, hamda yig‘indida hech bir had ikki marta takrorlanmaydi,
demak tenglikning o‘ng tomoni aynan chap tomoniga teng. G

Ushbu xossadan quyidagi natijalar kelib chigadi.

38.7-natija. a=p-pf?.... p* sonining bo‘luvchilari soni
quyidagiga teng:

(I+a) (1+a) ... (1+e,).

Isbot. 38.6-xossani 6(a)=1 multiplikativ funksiya uchun
qo‘llasak, (38.1) tenglikning chap tomoni a sonining bo‘luvchilari
sonini, 0‘ng tomoni esa (1+a,): (1+a,)-...-(1+,) ifodani beradi.

38.8-natija. a=p -p2...p* sonining boluvchilari
yig'indisi quyidagiga teng:

A Wi W
p=l p-1 7 p-1’

Isbot. 38.6-xossani O(a)=a multiplikativ funksiya uchun

qo‘llasak, (38.1) tenglikning chap tomoni a sonining bo*livchilari




! @+l ay+l
-l P:: -1

¢ Sl
P, P e dani
p-t p-l Pl

yig‘indisini, o‘ng tomoni esa

beradi. 0
a sonining bo‘luvchilari sonini 7(a), bo*luvchilari yig‘indisi esa
S(a) kabi belgilanadi.
Misol 38.4. 720 sonining bo‘luvchilari soni va bo*luvchilari
yig‘indisini toping.
(720)=7(2"-3*-5)=(4+1)-2+1)-(1+1) =30;
S0 =@t 35y =t 2 S
=5(2*-3*-5)= - . " =2418.
) 2-1 3-1 5-1
38.9-ta’rif. Musbat sonlar ustida aniglangan, hamda a soniga
1,2,..,a-1
SQrdar ichida @ bilan 0‘zaro tub bo‘lgan sonlar sonini mos go‘yuvchi
funksiya Eyler funksiyasi deyiladi. Eyler funksiyasi @(a) kabi
belgilanadi.
Misol 38.5.
p=1, pD)=1, 9(3)=2, p#)=2, p(5) =4, p(6)=2.
Eyler funksiyasining giymatini berilgan @  sonining

= 8 a . . .
a=p' p,?-.... p;* kanonik yoyilmasidan foydalanib, hisoblaydigan
formula keltiramiz,

38.10-tasdig. (o(a)za(l—_l..}(]_.l_}m.(l__].]
P Pa Py

. Isbot. Avval a tub son bo‘lgan holni garaymiz, ya’'ni a=p
biror tub songa teng bo‘lsin. U holda p tub son ekanligidan
1,2,3, ..., p~1 sonlarni xar biri bilan o‘zaro tub bo‘ladi. Demak,
pp)=p-1.

Endi @ biror tub sonning darajasi ko‘rinishida bo‘lsin ya’ni
a= p“. U holda
- L2307 =10\ (P, 2p,3p, ., (p"" -1)- p}
sonlarning barchasi p* bilan o*zaro tub, ya’ni p(p”) = p-p
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Aytaylik, a= p, - p, ko‘rinishda bo‘lsin, bu yerda p,,p, tub
sonlar. Umumiylikka ziyon yetkazmagan holda p, < p, deb olib,
{1,200 2.0, =13\ D1 2903 P15 (P =D Dy P2y 20203 P (2, —1) )
sonlarni qaraymiz. Bu sonlarning barchasi p p, bilan o‘zaro tub
bo‘ladi, ya’ni

P(2i2y)= pp,— P — P, +1= (0, ~D(p, 1) = p(p)- 9(P,)-

Demak, o‘zaro tub bo‘'lgan ikkita natural son uchun
¢(2,.2,)=9(p,)- p(p,) ekanligi kelib chiqdi.

Shuningdek, juft-jufti bilan o‘zaro tub bo‘lgan £ ta natural son
uchun

Py Py P = P(2) 9(B) - 9(21)
ekanligini hosil gilish mumkin ([3] ga qarang).
Yugqorida berilganlardan foydalanib,
B Pyt - D) = () 0(2%) o 0(BF) =
@ =) (=) e (B -2

tenglikni hosit gilamiz, bundan

o {263

formulaga ega bo‘lamiz,
38.11-teorema (Eyler teoremasi). O‘zaro tub bo‘lgan a va

m(m>1) sonlari uchun quyidagi munosabat o‘rinli:

a"™ =1(modm). (38.2)

Isbot. Aytaylik, ¢(m)=c bo'lsin. m dan kichik va m bilan
o‘zaro tub bo‘lgan turli #,r,..,7, sonlari uchun ar,ar,..,ar

sonlarni qaraymiz. U holda
ar, = s, (mod ).

ar, = s,(modm), ar, =s,(modm), .., & l
‘Imagan sonlar.
Bu yerda s,,s,,..,s, lar o‘zaro teng bo'lmagd

Hagiqatan, s, =s, bo‘lsa, u holda
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ar, =s,(modm), ar;=s, (mod m)
ekanligidan
ar,—ar; =(s; —s;)(modm) = O(mod m)
kelib chiqadi. (a,m)=1 bo‘lganligi uchun r,—7, = 0(modn), ya'ni
r.=r;. Buesan sonlarining turli ekanligiga zid.

Shuningdek, s, 8, ..., 5, sonlarning barchasi m bilan ozaro tub
ekanligini ko‘rish qiyin emas. Bundan esa 7 -r .. 7, =585, "5
tenglik kelib chiqadi.

ar, = s,(modm) tagqoslamalarni hadma-had ko‘paytirsak,
a’r reer,=8,-8, ... s (modm)
munosabatga ega bo‘lamiz. Demak, a° =1(mod m).
Agar Eyler teoremasida m soni o‘rniga biror p tub olinsa, u
holda (38.2) tenglik quyidagi ko'rinishga keladi:
a™ =1(mod p).
Ushbu tegnlikning ikkala tomonini a ga ko‘paytirsak,
a” = a(mod p)
tenglikka ega bo‘lamiz. Bu tenglik Fermaning kichik teoremasi deyiladi.

39 - §. Birinchi darajali tagqoslamalar.
Qoldiglar hagidagi Xitoy teoremasi

Biz 37-mavzuda ZM={6,L..., m—l} to‘plamni aniglab, bu

to‘plamda qo“shish va ko*paytirish amallarini kiritgan edik.
Ushbu mavzuda Z,, to‘plamda berilgan
. 5 g . ; ) ; - B
bir noma’lumli birinchi darajali tenglamani yechish masalasi bilan
shug‘ullanamiz.
Ma’lumki, Z,, da keltirilgan bir noma’lumli tenglama
' ‘ L ax = b(mod m)
bir noma’lumli birinchi darajali taqgqoslamaga teng kuchlidir, bu yerda
a,beZ, x—noma’lum butun son.
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Demak, Z, dagi bir noma’lumli birinchi darajali tenglamani
yechish masalasi bir noma’lumli birinchi darajali tagqoslamani
yechish masalasiga ekvivalent.

Bir noma’lumli birinchi darajali taqqoslamalarni quyidagi uchta
holatga ajratish mumkin:

a) (a,m)=1,

b) (a,m)=d >0 bo‘lib, » soni d ga bo‘linmaydi;

¢} (a,m)=d> 0 bo‘lib, b soni d ga bo‘linadi.

39.1-tasdiq, ax=>»b(modm) bir noma’lumli birinchi darajali
tagqoslama tenglama uchun quyidagilar o*rinli:

a) (am)=1 bo‘lsa, tagqoslamaning yechimi mavjud va
yagonadir;

b) (a,m)=d >0 bo‘lib, b soni d ga bo‘linmasa, yechim mavjud
emas;

¢} (a,m)=d >0 bo‘lib, b soni d ga bo‘linsa, tagqoslama d ta
yechimga ega.

Isbot. Dastlab, (a,n) =1 bo‘igan holni garaymiz. 37.13-xossaga
asosan a-x ko‘rinishidagi elementlardan tashkil topgan to‘plam Z,
bilan ustma-ust tushib, x ping turli giymatlarida a-x ham turli
qiymatlarni qabul qiladi. Demak, ixtiyoriy I;EZ,,, uchun yagona x
topiladi, ya’ni taqgoslama yagona yechimga ega.

Aytaylik, (a,m)=d bo‘lsin, ya'ni a=ad, m=md. 37.10-
XOssaga asosan oax=»b(modm) yechimga ega bo‘lishi uchun b
sonining ham d ga bo‘linishi zarur va yetarli, ya’ni 5=44.

Taqqoslamaning xar bir hadi va modulini d ga bo‘lib,

a,x = b,(modm,)
tenglamani hosil gilamiz. (a,.m)=1 bo‘lganligi uchun bu tenglama
yagona yechimga ega.
Aytaylik, x, soni tenglama yechimining eng kichik nomanfiy
elementi bo‘lsin. U holda



x=x4my, X +20, ., x,+(d—1)m,
sonlari ham berilgan tenglamaning yechimi bo‘ladi. Ya’ni, ushbu
holda tenglama d ta yechimga ega. )

Bir noma’lumli tenglamalarni yechishning bir qancha usullari
mavjud.

Tanlash usuli. Z, to‘plam chekli bo°lganligi uchun a-x=b
tenglamaga Z_ dagi elementlarini birma-bir olib kelish go‘yish
mumkin. Agar ularning birortasida tenglama ayniyatga aylansa,
demak bu element tenglamaning yechmu bo‘ladi.

Masalan, Z, to‘plamda 5.x=4 tenglamani  qaraymiz.
Noma’lumning o‘rniga Z, ning elementlarini olib borib qo‘ysak,
quyldagllaml hosil gilamiz:

51=5, 5.2=%, 53=3, 5.3=2, 53=1.

Demak, 5-x=4 tenglamaning yechimi ;0_—2 bo‘ladi.

Sonlarning EKUBi orqali yechish usuli. Aytaylik, a-x=b
tenglamada (a,m) =1 bo‘Isin. U holda 3u,v e Z sonlari topilib,

au+my =1
bo¢ Iad1 Bu tenglikdan a- =1 ekanligini hosﬂ qilamiz.
a-x=h tenglamaning ikkala tomonini » ga ko‘paytirsak,

uax= ub

(u-ayx=u-b,

Q-

l-x=u-b,
e

Demak, x = _bl) nlgan tenglamaning yechimi bo‘ladi.

Misol 39.1. 7-x=9 tenglamani Z,, da yeching. Bu yerda
a=7, b=9 va m=10 bo'lib, (7,10)=1. Yevklid algoritmidan
foydalanib 7-3+10-(-2)
v=-2,

Demak,

=1 ekanligini hosil qilamiz, ya’ni »=3,

=3.9=3.9=27=7
tenglamaning yechimi bo ladi.
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Eyler teoremasidan foydalanib yechish usuli. Ma’lumki,
(am)=1 bo‘lsa, a®™™ =l(modm) bo‘ladi. Endi a-x=»b tengla-
maning ikkala tomonini a®™ ga ko‘paytirsak,

Wlm)—l ca-x= (F(m)—] E

2P . % = Pt B,

i ; W(Ill)—‘ Z’

x=a""".p.

hosil botladi. Topilgan x element tenglamaning yechimi bo‘ladi.
Misel 39.2. 3.-x=7 tenglamani Z, da yeching. Ushbu

tenglamada (3,11) =1 bo‘lganligi uchun yuqorida keltirilgan usuldan

foydalanamiz. ¢(11) =10 ekanligi uchun

x=3.7=27.7=5.7=125-7=4-7=28=6

bo‘ladi.

Uzluksiz kasrlardan foydalanish usuli. Ushbu usul bevosita
ax = b(mod n)
taqqoslama uchun keltiriluvchi usuldir.

Taqqoslamali tenglamada (a,m)=1 va @>0 bo‘lsin. U helda

pe kasmi uzluksiz kasrga yoyib, F,, O, munosib kasrlarni topamiz.
Bu munosib kasrlar uchun
PO~ B0 =1
tenglik o‘rinli bo‘ladi. P, =m, Q, = a bo‘lishini inobatga olsak,

an—l n—-la (_1)"
tenglikni hosil gilamiz.
Oxirgi tenglikdan af, , = D)™ +m0,, yoki
aP_ = (-1)™" (mod m) N
hosil bo‘ladi. Agar ax = b(modm) taqqoslamaning ikkala tomonini
(=1)""'P,_, ga ko‘paytirsak,
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> a-x=(-1)"'P,,-b(modm),
(=)™ - (=) - x=(-1)"" B, - b(modm),
x=(-1)""P_, - b(mod m)

yechimni hosil gilamiz.

Misol 39.3. 105x = 51(mod159) tagqoslamani yeching.

(105,159)=3 va 51=3-17 bo‘lgantigi uchun taqqoslamaning

modulini va ikkala tomonini 3 ga bo‘lamiz, ya’ni

35x =17(mod 53)

(__1)n—l P

taqqoslama hosil bo‘ladi.
Endi % kasrni munosib kasrga yoyamiz. Buning uchun Yevklid

algoritmidan foydalanamiz:
53=35-1+18,
35=18-1+17,
18=17-1+1},
17=1-17.
4, =1, ¢,=1, ¢,=1, q, =17 ekanligidan foydalanib, quyidagi

jadvaldan P, B, B, P, larni topamiz:

% 0 1 1 1 17
P, 1 1 2 3 53
Demak, P, =3 bundan
x=(=1)*-3-17(mod 53) = —51(mod 53) = 2(mod 53)
yechim hosil bo‘ladi.
Berilgan 105x=51(mod159) taqqoslamaning yechimlari esa,
quyidagilardan iborat bo*ladi;
x=2(mod159),
x=55(mod159),
x =108(mod159).
Koeffitsientlarni o‘zgartirish usuli. Amalda taqqoslamali
tenglamalarda tagqoslamaning Xossalaridan foydalanib, noma’lum
oldidagi koeffitsientni yoki & ni o‘zgartirish mumkin. O¢zgartirishni
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shunday almashtirish kerakki, natijada o‘ng tomonda hosil bo‘lgan
son a ga bo‘linsin. Bu usul gohida yuqoridagi usullarni qo‘llamasdan
turib, taqqoslamali tenglamalarning yechimini topishga imkon beradi.
Misol 39.4. 9x = 7(inod11) taqqoslamani yeching.
9x =7(mod11),
9x = (7 +11)(inod11),
9x =18(mod11).
(9,11) =1 bo‘lganligi uchun, tenglikni ikki tomonini 9 ga bo‘lib
yuborilsa, x =2(mod11) yechim hosil bo‘ladi.
Misol 39.5. 55x =35(mod 36) taqqoslamani yeching.
Taqqgoslamaning ikki tomonini 5 ga bo‘lib, so‘ngra koeffitsien-
tini o‘zgartirsak,
11x=7(mod36),
11x = (7-216)(mod 36),
11x = -209(mod 36),
x=-19(mod 36),
x=17(mod36)
kelib chiqadi. :
Qoldiglar  hagidagi Xitoy teoremasi. Endi quyidag
taqqosfamalar sistemasini qaraymiz:

x =5, (modm,),

x = b,(modm,),

| x = b, (modim,),
bu yerda, m,, m,, ..., m, sonlari jufti-jufti bilan o‘zaro tub sonlar.

Bu sistema bir noma’lumli chizigli taqqoslamalar sistemasi
deyiladi.

39.2-teorema (Qoldiglar haqidagi Xitoy teoremasi). Bir
noma’lumli chiziqli taqqoslamalar sistemasi berilgan bo'lib, M, va
M; sonlari quyidagicha aniqlangan bo‘lsin:
my-my-.om, =M, -m, M, M, =1(modm,).
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x, sonini quyidagicha aniglaymiz:
X, =M, -M|-b+M,- M, -b,+..+ M - M, -b,.
U holda
x=x,(modnmy-m,-....m,)
taqqoslamani qanoatlantiruvchi barcha x lar to‘plami berilgan
sistemaning yechimlari to‘plamiga teng bo‘ladi.
Isbot. M, larning aniqlanishiga ko‘ra, M, dan farqli barcha M .
lar m, ga bo‘linadi. Natijada,
x, =M M b (modm,)=b (modm,)
hosil ho‘ladi. Shu sababli x = x, yechim sistemani qanoatlantiradi.
Bundan esa, berilgan sistema quyidagi sistemaga ekvivalent

ekanligi kelib chiqadi: )
x =x(modm,),

x =x,(modm,),

x =x,(modm,).
37.8 va 37.9-xossalarga asosan, bu sistema
x=x,(modm,-m,-...-m,)
taqqoslamaga teng kuchlidir.
Misol 39.6. Quyidagi sistemani yeching.
J'x =} (mod 4),
x = h,(mod5),
| x =b,(mod7).

Buyerda M, =35, M, =28, M, =20 bo‘lganligi uchun,
35-3=1(mod4), 28-2=1(mod5), 20-6=1(mod7)
ekanligidan M| =3, M, =2, M, =6 bo‘lishini hosil gilamiz. Demak,
%, =35-3b, +28-6b, +20- 6b, =105b, + 56b, +120b,.

Yuqoridagi teoremaga ko‘ra berilgan sistema quyidagi
tenglamaga teng kuchli:
x = (1055, + 56b, + 1205, )(mod 140).

Aytaylik, b =1, b, =3 va b, =2 bo'Isin, u holda
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x, =105-1456-3+120-2
bo‘lib, sistemaning quyidagi yechimi hosil bo‘ladi
x=(105-1+56-3+120-2)(mod 140) = 93(mod 140)

40 - §. Ixtiyoriy modul bo‘yicha n-darajali tagqoslamalar

Ushbu mavzuda n-darajali ixtiyoriy f(x)=a,x" +ax™" +...+a,

ko‘phad uchun
J(x)=0(mod m), (40.1)
taqqoslamali tenglamani o‘rganamiz.

Dastlab m tub son bo‘lgan holni qaraymiz, ya’ni m=p.

40.1-tasdiq. f(x)=0(mod p) ko‘rinishidagi tagqoslama darajasi
p—1 dan oshmaydigan taqqoslamaga teng kuchli.

Isbot. f(x) ko‘phadni x” —x ko‘phadga qoldiqli bo‘lamiz:

F(@) =" =x)q(x)+r(x), degr(x)< p—1.

p tub son bo‘lganligi uchun Fermaning kichik teoremasiga ko‘ra
x? —x =0(mod p). Demak, f(x)=r(x)(mod p). O

40.2-tasdiq. Agar f(x)=0(mod p) taqqoslama » tadan ko‘p
yechimga ega bo‘lsa, f(x) ko‘phadning barcha koeffitsientlari p ga
bo‘linadi, bu yerda n=deg f(x).

Ishot. Aytaylik, Sf(xX)=ax"+ alx"‘l +..+a, bo‘lsin.
Taqqoslama » tadan ko‘p yechimga ega bo‘isa, x,x,,...X,,%,,
sonlarni uning yechimi deb olib, f(x) ko‘phadni quyidagi ko‘rinishda
ifodalaymiz:

f)= b(x—x)(x=x) - (x-x,,)-(x~%,_ ) (x—x,)+
+h(x—x) (x=%) (X=X, ,) (x—x, )+
+h,(x—x) (x— %) (x—x,,) +

Frreeriirunierireresseeanerarannarenseriesusnrenen + (40.2)
+b, ,(x=x)-(x—x,)+

+b,,(x—x)+

+b

n
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Buning uchun b, =a, deb olib, § koeffitsientni (40.2) ifodada
x™ hadning oldidagi koeffitsienti a, ga teng bo‘lishidan topamiz,
ya'ni b ning ko‘rinishi 4, va b, laming chiziqli ifodasidan iborat
bo‘ladi. So‘ngra, ™ hadning oldidagi koeffitsientni tenglash orqali
b, ning ko‘rinishini a,, b va b, laming chizigli ifodasi orqali
topamiz. Bu jarayonni davom eftirish natijasida ozod hadlarni tenglab,
b, ni a,, b,,, ..., by orqali chizigli ifodalaymiz. Demak, f(x)
ko‘phadni (40.2) ko‘rinishga keltirish mumkin.

X5 Xyses X, X, Sonlari tagqoslamaning ildizlari ekanligidan
b,b, .0, b, sonlari p ga bo‘linishi kelib chiqadi. a,.a,,.....q,,4,
sonlari p ga bo‘linadigan sonlar orqali chizigli ifodalangani uchun
ular ham p ga bo‘linadi.

40.3-tasdiq (Vilson teoremasi). Ixtiyoriy p tub son uchun
1-2-..-(p—1)+1=0(mod p).
Isbot, p =2 uchun tasdiq to‘g‘ri ekanligi ravshan.
Agar p>2 bo‘lsa, quyidagi taqqoslamani qaraymiz
(x=D(x=2)-..-(x~(p-1))~ (x*" =1) = O¢mod p).

Ma’lumki, bu taqqoslamaning darajasi p—1 dan kichik bo‘lib,
p-1tal 2, .., p-1yechimlarga ega. Demak, 40.2-tasdiqqa ko‘ra bu
taqqoslamadagi ko‘phadning barcha koeffitsientlari p ga bo‘linadi.
Xususan, uning ozod hadi 1-2-...-(p—I)+1 ga teng bo‘lib, u ham p
ga bo‘linadi. O

Endi m= p” bo‘lgan holni, ya’ni

J(x)=0(mod p*) (40.3)

ko‘rinishidagi taqqoslamalarni qaraymiz. Umuman olganda ushbu
taqgqoslamani yechish masalasi

J(x)=0(mod p) 40.4)
taqqoslamani yechishga keltiriladi.
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(40.3) taqqoslamaning ixtiyoriy yechimi (40.4) tagqosiamaning
ham yechimi bo‘lishi ravshan.

Endi (40.4) tagqoslama yechimi orqali (40.3) taqqoslama
yechimini qurishni ko‘rsatamiz. Aytaylik, (40.4) tagqoslamaning biror
umumiy yechimi x=x(modp) bo‘lsin, ya'ni x=x+p-
ko‘rinishidagi sonlar yechim bo‘lsin.

f(x) ko‘phadni x, nugta atrofida

LG nye.s 176 ¢y,
Fil

J@) =7+ () x—x)+

ko‘rinishida Teylor qatoriga yoyib, ushbu f(x, + p-t,)=0(mod )
taqqoslamani qarasak, bu taqqoslamaning ko‘rinishi quyidagi shaklga
keladi
JE)+pt- S (x)= 0(mod p*),
ya’ni
—Ji(}-;‘f'—)+ll - (%)= 0(mod p).

Bu esa, f, noma’lumga nisbatan birinchi darajali tagqoslama
bo‘lib, f'(x,) soni p ga bo‘linmasa bu taqqoslama yagona yechimga
ega bo‘ladi. Aytaylik, ¢ =¢/(mod p) uning yechimi bo‘lsin, ya’ni
t, =t +p-t,. Uholda

Xx=x +pt,=x+p-L+pt=x +pi,

Ushbu sonlarni  f(x) =0(mod p*) taqqoslamaga qo‘yib, f(x)
ko‘phadni x, nuqta atrofida Teylor gatoriga yoyilmasidan
foydalansak,

Fx)+p* by f'(x,) =0(mod p°),

ya’ni

/ L"’ +t,- £'(x,) = 0(mod p)

tagqoslamaga ega bo‘lamiz.



x, =x,+ p-t; ekanligidan f'(x,)=f"(x)(mod p) kelib chiqadi,
ya'ni f'(x) soni p ga bo‘linmaganligi uchun f'(x,) ham p ga
bo‘linmaydi. Bundan esa f, noma’lumga nisbatan hosil bo‘lgan
yuqoridagi birinchi darajali taggosiama ham yagona yechimga egaligi
kelib chigadi. Agar f, =¢;(mod p) uning yechimi, ya'ni t, =8 + p 4,

bo‘lsa, u holda
X=X 4P L =X+ P, =X+ P+ Pl =x, + Dty
Bu jarayonni p® gacha davom ettirib, (40.4) taqqosiamaning
f(x) soni p ga bo‘linmaydigan x yechimi orgali (40.3)
tagqoslamaning x = x_ + p“¢, yechimini hosil gilamiz.
Misol 40.1. x* +7x+4 =0(mod27) tagqoslamani yeching.
p=3 bo‘lganligi uchun, dastlab x* +7x+4 =0(mod3) taqqoslamani
qaraymiz. Ma’lumki, bu tenglama yagona yechimga ega bo‘lib, uning
yechimi x=1(mod3). Bundan tashqari, f'(1)=11 bo“lib u son 3 ga
bo‘linmaydi. Demak, berilgan taqqoslama ham yagona yechimga ega.
Bu yechimni topish uchun dastlab, x =1+ 3¢, ekanligidan foydalanib,
quyidagi tagqoslamani qaraymiz:
F)+31,£'(1)=0(mod9),
1243 -11=0(mod9),
3+ 6, =0(mod9),
1+21, = 0(mod 3).

Bu taqqoslamadan f, =1(mod3), ya'ni f, =1+3t, kelib chigadi.
Bundan esa, x=1+3f=4+9¢, ekanligini hosil qilamiz. Endi
quyidagi tagqoslamani qaraymiz:

JS@®+91, 1 (4) = 0(mod 27),
288+9¢,-263 = 0(mod 27),
18491, -20 = O(mod 27),
2+20t, =0(mod3),
2+2t, =0(mod3),
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t, =2(mod3).

Demak, #,=2+3f ya’'ni x=143,=4+9,=22427,
Shunday qilib, berilgan taqqoslamaning yechimi x=22+271,
ekanligini hosil gildik.

Endi f(x)=0(modm), tagqoslamani yechishning umumiy
holini qaraymiz. Ya'ni m ixtiyoriy natural son bo‘lsin.

40.4-tasdiq. Agar m=my-m,-...-m, bo'lib, (m,m;)=1 bo’lsa,
f(x) =0(modm) taqqoslama quyidagi sistemaga teng kuchli bo‘ladi:

[ £(x) =0(modm,),
S(x)=0(modm,),

| f(x) =0(modm,).

Bundan tashgari, agar 7, 7,,..., T, sonlari sistemaning har bir
taqqoslamasi yechimlari soni bo‘lsa, u holda f(x)=0(modm)
tagqoslama yechimlari soni 7;-7, -...-T, ga teng bo‘ladi.

Isbot. Tasdiq birinchi gismining isboti 37.8 va 37.9-xossalardan
to*g‘ridan-to‘gri kelib chiqadi.

Ikkinchi gismining isbotini esa quyidagi mulohaza orqali hosil
qilamiz. Aytaylik, xar bir

/(x)=0(modm,)
tagqoslama 7, ta yechimga ega bo‘lib, ularning yechimlari
x=b, (modm,), x=b ,(modm,), ..., x=b,; (modm,)

ko‘rinishida bo‘Isin. Bundan ko‘rinadiki,
x=b(modm,),
x=b,(modm,),

x=b,(modm,)
ko‘rinishidagi kombinatsiyalar soni aynan T} - T, -...-T, ta bo‘lib, ular

m modul bo‘yicha turli sinflarni beradi.
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Bu tasdigdan ko‘rinadiki, f(x)=0(modm),
m=p®.p>....pH ko‘rinishidagi tagqoslamani yechish masalasi
S()=0(mod p*) tagqoslamalarni yechish masalasiga keltirildi.

Misol 40.2. x* +2x° +8x+9 =0(mod35) taqqoslamani yeching.
Yugqoridagi tasdiqqa ko‘ra ushbu taqqoslama quyidagi sistemaga
teng kuchli
[x* +2x° +8x+9 = O(mod5),
1x” +2x* +8x+9=0(mod 7).

Bu sistemaning birinchi tagqoslamasi ikkita x=1; 4(mod5),
ikkinchi taqqoslamasi esa uchta x=3;5; 6(mod7) yechimlarga ega.
Demak, berilgan taqgoslama oltita yechimga ega bo‘ladi. Bu
yechimlarni topish uchun esa, quyidagi 6 ta sistemani yechish kerak
bo‘ladi:

{x = b,(mod>5), (40.5)
x=b,(mod7),
buyerda b e{l; 4}, b, € {3; 5; 6}.

39.1-teoremadan foydalanib, bu sistemani yechsak, m, =3,
m, =7 ekanligidan M, =7 va M, =5 kelib chiqadi. 7-3=1(mod5)
va 5-3=1(mod7) bo‘lganligi uchun M, =3 va M} =3 hosil bo‘ladi.
Demak, (40.5) sistemalarning yechimlari

x=21b, +15b,(mod 35)
ko‘rinishida bo‘ladi.

befl;4, b,e{3;56} ekanligidan esa, berilgan
tagqoslamaning quyidagi yechimlarini hosil qilamiz:

x=6;19; 24; 26; 31; 34(mod 35).

41 - §. Lejandr va Yakobi simvoliari
Ushbu mavzuda yuqori darajali tagqoslamalarni qaraymiz, ya’ni

bizga
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x" = a(mod m) (4L1)

taqqoslama berilgan bo‘lib, (a,m)=1 bo‘lsin.
4L1-ta’rif. Agar x"=a(modm) taqgqoslama yechimga ega
bo‘lsa, u holda a soniga n-darajali chegirma deyiladi, aks holda 4

soni n-darajali chegirma emas deyiladi.
Shuningdek, n=2, n=3 va n=4 bo‘lganda chegirmalar mog

ravishda kvadratik, kubik va bikvadratik deyiladi.
Dastlab, kvadratik bo‘lgan holga batafsil to‘xtalamiz. Aytaylik,

bizga
x* = a(mod p) 412
kvadratik taqqoslama berilgan bo‘Isin, bu yerda p(p >2)—tub son.
41.2-tasdiq. Agar a soni p modul bo‘yicha kvadratik chegirma
bo‘lsa, u holda x* = a(mod p) chegirma ikkita yechimga ega.

Isbot. Haqigatdan, agar a soni p modul bo‘yicha kvadratik
chegirma bo‘lsa, u holda (41.2) chegirma kamida bitta yechimga ega.
Aytaylik, x=x(modp) yechim bo‘lsin, u holda (=x)* =x?
ekanligidan ushbu x = —x,(mod p) ham yechim ekanligi kelib chiqadi.

Bu ikki yechim o‘zaro teng emas, chunki x, =—x(mod p)
bo‘lsa, bundan 2x,=0(modp) kelib chiqadi, ammo bu
(2, p) =(x,, p) =1 ekanligiga zid.

Kvadratik chegirmaning ikkitadan ko‘p yechimi mavjud

bo‘lmaganligi uchun bu yechimlar uning barcha yechimlarini beradi.
O

41.3-tasdig. p modul bo‘yicha keltirilgan sistemalardan ﬂ;—‘

tasi kvadratik chegirma bo‘lib, ular quyidagi sonlardan biriga teng:
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Isbot. Hagigqatdan ham, p modul bo‘yicha keltirilgan
sistemaning chegirmalari orasida kvadratik chegirma bo‘ladiganlari
fagat quyidagi sonlamning kvadratlari bo‘ladi:

Pl o 12,22
2 2

Bu sonlar p ta bo‘lib, ular juft-jufti bilan p modul bo‘yicha
taqqoslanmaydigan sonlardir. Bu sonlarning kvadratlari esa aynan

g2, (2= ‘
] E R ] 2

sonlarni beradi. Bundan tashqari, ushbu kvadratlar ham jufi-jufti bilan
p modul bo‘yicha tagqoslanmaydigan sonlardir. Chunki,

& =1*(mod p), 0<k<lsp—;!

bolsa, u holda x*=/*(modp) tenglama to‘rtta x=—/,—k.k,/
yechimga ega. Bu esa kvadratik tenglamaning yechimi aynan ikkita
bo‘lishiga zid.

41.4-tasdiq. Agar a soni p modul bo‘yicha kvadratik chegirma
bo‘lsa, u holda

=)
a? =1(mod p), (41.3)

aks holda, ya’ni a soni p modul bo‘yicha kvadratik chegirma
bo‘Imasa,

2t

a? =-l(mod p). (41.4)

Isbot. Ferma teoremasiga ko‘ra, a™ =1(mod p). Bundan esa,

el 2
a? —1)~[a 2 +1J50(modp)
kelib chigadi.

Bu ko‘paytmalardan faqat bittasi p ga bo‘linadi. Chunki,
ikkalasi ham p ga bo‘linsa, u holda 2 ham p ga bo‘linishiga to‘g'ri

280



keladi. Shu sababli (41.3) va (41.4) taqqoslamalarning aynan bittasi
o‘rinii bo‘ladi.
Agar a kvadratik chegirma bo‘Isa, u holda qandaydir x uchun
a=x*(mod p)

.. p-1 .
o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglikning ikkala tomonini fz—- darajaga
ko‘tarib,

£L
a? =x""(mod p) =1(mod p)
tenglikni hosil gilamiz. Ya’ni, ¢ kvadratik chegirma uchun (41.3)
munosabat o‘rinli.

Bundan tashqari, kvadratik chegirmalar soni p—;—l ta bo‘lganligi

-1

va xp? =1(mod p) tenglama _p_z—l_ tadan ko‘p yechimga ega
bo‘lmaganligi uchun kvadratik chegirma bo‘lmagan sonlar uchun
(41.4) shart o‘rinli ekanligi kelib chigadi.

Lejandr simvoli. p ga bo‘linmaydigan a soni berilgan bo‘lsin.

41.5-ta’rif. p ga bo‘linmaydigan barcha a lar uchun quyidagi-
cha aniglangan songa Lejandr simvoli deyiladi:

a) j 1,  agar a kvadratik chegirma bo’lsa,
(; } B l—-l, aks holda.

Yuqgoridagi ifodani 41.4-tasdiqdan foydalanib quyidagicha

yozish mumkin:

[EJEH"T"(mod »). (4L5)
P

41.6-xossa. Lejandr simvoli uchun quyidagilar o‘rinli

s
a) agar g =g,(mod p) bo‘lsa, u holda ' E) =(i];
\p/ \p

b) [ﬂﬂ; .
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9 E}{—nr’?ﬂ;
o))

Isbot. Xossaning a) qgismi o‘rinli ekanligi ekvivalent sinfdan
olingan sonlar bir vaqtda yoki kvadratik chegirma yoki chegirma
bo‘lmasligidan kelib chiqadi.

1 kvadratik cheginna bo*lganligi uchun b) o‘rinli.

XKossaning ¢} gismi (41.5) munosabatdan a =-1 bo‘lganda kelib
chiqadi.

Oxirgi d) xossaning o‘rinli ekanligi quyidagi tengliklardan

kelib chigadi:

Sl i -
[i&;a‘]s(al -a,-...a;) * (modp)=
p

O
=(aq? -a,* -...-q° Xmudp):[ﬂ)(ﬂi)(ﬂ)
PI\P P
41.7-natija. [£]=(E)_
P p

Lejandr simvolining keyingi xossalarini keltrirish uchun
quyidagi belgilashlarni kiritib olamiz.

__p - 1 s . . )
p= 2 deb belgilab, quyidagi tagqoslamalarni qaraymiz.

a-1= g -r,(mod p),

|a-2=5,r,(mod p), "

bu yerda & -7 soni a-k sonining p modul bo‘yicha absolyut
giymati eng kichik bo‘lgan chegirmasi, ya'ni ¢, =+1 va 1<, < p,.
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Y

41.8-xossa. LEJ =g & €y,
p

Isbot. Ma’lumki, a-1,—a-1, a-2,~a-2, .., a- p,—a- p, sonlari
p modul bo‘yicha chegirmalarning to‘la sistemasini beradi. Ularning
absolyut giymati eng kichik bo‘Igan chegirmalari esa,

£\l =8 T £y 1y — &y By s £, 2Ty € 7T
bo‘iadi. 7, #,...,r, lar turli hil giymatlarni qabul qilib, I<r < p,
bo‘lganligi uchun
Nty =120 py
Yugqoridagi (41.6) taqqoslamalarni hadma-had ko‘paytirsak,

Pt
a? =g-&:.¢,(modp)

hosil bo‘ladi, ya’ni [EJ =86y
p

2% 3 :—"51
41.9-xo0ssa. £, =(-1) * , ya'ni ( } (=p= F
p)

2-a-k
P

sonining butun

Isbot. Bu xossani isbotlash uchun
qismini qaraymiz:

. P 1L L P P p | P

Bu tenglikdan ko‘rinadiki, ushbu ifodaning juft yoki toq son
bo‘lishi @& sonining p modul bo‘yicha eng kichik musbat chegir-

1 .
masi > p dan kichik yoki katta ekanligi bilan aniqlanadi. Ma’lumki,

agar eng kichik musbat chegirma % p dan kichik bo‘lsa g, =1, aks
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211!.

holda g,=-1 bo'ladi. Demak, & -(—1) ., Bundan esa,

Zak

T
( ) (—1)?: P kelib chigadi.

r?_
41.10-natija. ( ] (-1 *
P

Isbot.
+p

[z}[z_z_z] M
P P P P

\ ™ /
?:[M; ii]‘it rz:: pipe) i
B

2{_1)1-1 P =(-l]'"’P e :(__1‘};-« =(_1) 2 =(_l)

+
™
s

Agar 41.10-natija isbotidagi mulohazalami ixtiyoriy 2a (bu
yerda a toq son) juft son uchun qo‘llasak, u holda

[ ] - l)z[":] (41.7)

tenglikka ega bo‘lamiz.
41.11-xossa. p va g juft bo‘lmagan tub sorlar uchun quyidagi

tenglik o‘rinli
Pl
(£} (Ee
P)\4q

-1 PR
Isbot. ¢, =< kabi belgilab, quyidagi (g, p-) juftliklami

qaraymiz, bu yerda k=1, 2,.., p,vat=12,..,4,.

Ma’lumki, & va ¢ laming hech ganday qiymatida q-k va p-?
sonlar teng bo‘lmaydi. Aytaylik, g-k < p-¢ shartni qanoatlantiruvchi
juftliklar soni S,, g-k> p-t shartni qanoatlantiruvchi jufiliklar soni
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esa S, bo‘lsin. S, va S, sonlarining qiymatini topish qiyin emas,

chunki 8, son & < P bo‘lgan (k,?) juftliklar soniga teng, ya’ni
q

q, -1
Slzz[ﬁ_-]_
= 4
A .’(
Xuddi shunga o‘xshab, SZ:Z[q_p_]' Bundan esa, (417)
=1

tenglikka ko‘ra,

(ﬁ] =%, (1)= D
q P
=t
Demak, [i](ﬁ) = (=15 = (-)FP =(-1) * 2.
P q

Yakobi simvoli. Endi Yakobi simvoli tushunchasini aniglaymiz.
Yakobi simvoli Lejandr simvolining umumlashmasi hisoblanib,
quyidagicha aniglanadi.

41.12-ta’rif. Birdan katta P toq soni uchun P=p;-p; - Pr
bo‘lsin, bu yerda pj, p,, .., p, tub sonlar bo‘lib, ular orasida o'zaro
tenglari bo‘lishi ham mumkin.

Berilgan P soni bilan o*zaro tub a soni uchun quyidagi tenglik
yordamida aniqlangan son Yakobi simvoli deyiladi:

rPJ \m)\p 2 o
Lejandr simvolining yugoridagi xossalaridan foydalanib, Yakobi

simvolining xossalarini keltiramiz.
41.13-xo0ssa.

a a ).
a) agar a = a,(mod P) bo‘lsa, uholda [-}—)J = [-lJ

P
b) [';_3] =1;



(=) (3)(3)-(3)

() E-GHRE-EE)
AR

FEE e

Ammo,
P~L_p-pr-pi—1_
2 2
[|+2-"“""l 142. 822 )...-[Hz-—pf‘])—l
_ 2 2 2 _
2
=p'_l+p‘—1+...+p'“l+2N
2 2 2

P._

i
ekanligidan L PJ (-1) 2 kelib chiqadi.

d) ushbu xossa quyidagi tengliklardan kelib chiqadi:

GIE-EEE-5)
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~GIE-GHEAE-G)
omms ()-(CJ(3)- (o™

Quyidagi tenglikdan
-1_ pl-pr-.pi-1 -

8 8
2 _ 2 _ z..]
O Tty N U 2t R GO Y2 ]—1
_ 8 8 8 _

8
2 -
Y i SR i )7
8 8 8 _
Xossaning isboti bevosita kelib chigadi. B

41.14-x0ssa. O‘zaro tub P va Q toq sonlari uchun quyidagi

tenglik o‘rinli:
PY(0Q e
| E|l==n7 2.
()8

Isbot. Aytaylik, P=p,-p,-...p, va Q=¢,g,...-q, bo'lsin.
39} (e
(P B y2 l..pf l'—;[l’—'[ P J
i'vp/—lq,—l Zp-l E. .
= (=) HH(R) (- 1)(" ][' [-Q—)

=l =1
41.13-xossaning c) qismi lsbotl kabi

—1=z’:p,—l o, 2-_1 i‘_‘»,:we
2 2

ekanligidan xossaning isboti kelib chlqadl-

Misol 41.1. (%;J ni toping.
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Ushbu misoldan ko‘rinadiki x* =219(mod383) tenglama ikkita

yechimga ega.
42-§. p® va p™* modul bo‘yicha boshlang‘ich ildizlar

Boshlang‘ich ildizlar. Ma’lumki, Eyler teoremasiga ko‘ra
(a,m)=1 shartni ganoatlantiruvchi @ va m sonlari uchun
a”™ =1(modm). Demak, @’ =l{modm) taqgoslama ofrinli bo‘la-
digan y musbat son xar doim topiladi. Bunday sonlar ichida eng
kichigiga a ning m modul bo ‘yicha darajasi deyiladi.

42.1-xossa. Quyidagi munosabatlar o‘rinli:

a) agar § soni a ning m modul bo‘yicha darajasi bo‘lsa, u holda
1=d’,d',a%,..,a>" sonlari m modul bo‘yicha taqqoslanuvchi
bo‘lmaydi.

b) agar 6 soni a ning m modul bo‘yicha darajasi bo‘lsa,
@ =a""(modn) bo'lishi uchun y=y(modS) bo‘lishi zarur va
yetarli. Shuningdek agar y, =0 bo‘lsa, u holda a” = 1{modm) bo‘lishi
uchun ¥ soni & ga bo‘linishi zarur va yetarli.

Isbot. a) haqiqatan, agar 0<k</<§ sonlari uchun
a' =d*(modm) bo‘lsa, u holda @™ =1(modm) bo‘ladi. 0 </-k <&
bo‘lganligi uchun, bu & soni a ning darajasi ekanligiga zid.

b) aytaylik, r va 1 sonlar y=r(modm), y, =r(modm)
shartlarni qanoatlantiruvchi manfiy bo‘lmagan eng kichik sonlar
bo‘Isin. U holda shunday g va ¢, sonlar mavjudki, bunda
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y=38q+r, y, =8¢ +r.
Bu tengliklardan va a® = 1(modm) ckanligidan foydulansak,
a =(a’)'a" =d (modm),
al = (a‘s )ql arl = ar‘ (mod m)
munosabatlarni hosil gilamiz. Demak, a” =« (modm) bo‘lizhi uchun
a =a"(modm) tenglik o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli. a) xviizZzn
esa r =r, kelib chiqadi.

Yuqoridagi xossani y = @(m) va y, =0 uchun go‘llaszie. ==
ning & soniga bo‘linishi kelib chiqadi. Demak, ixtivoriy scz==z =
modul bo‘yicha darajasi ¢(m) ning bo‘luvchisi bo*ladi.

Darajasi ¢(m) ga teng bo‘lgan sonlar esa m =2Ii-——2
boshlang ich ildizlari deyiladi. Ta’kidlash joizki, =1 =ci_——:
barcha qiymatida ham boshlang‘ich ildizlar mavjud bo‘laver=z =

P® va 2p® modul bo‘yicha boshlang‘ich ildid=r. A= 75
P>2 tub son va g1 bo‘lsin, Biz p® va 2p% modul honis:
boshlang‘ich ildizlar mavjudligini isbotlaymiz.

42.2-xossa. Agar x ning m modul bo'yicha dargizsi =8 g2y
bo'lsa, u holda x" ning darajasi b ga teng bo*ladi.

Isbot. Aytaylik, x° ning darajasi & boilsim =
x® =1(mod).U holda 42.1-xossaga ko‘ra, ad soni o g3 b =x
kelib chiqadi, ya’ni & soni b ga bo‘linadi. lIkkinchi temonvsn &2
*® =1(modm), ya’'ni (x°)’ =1(modm). Bundan » soxt 5 g
bo‘linishi kelib chiqadi. Demak & =5.

42.3-xossa. Aytaylik, x va y ning m modul boty e Sae

mos ravishda a va b bo‘lsin. Agar (@M =1 bols ol 3 2%
darajasi ab ga teng bo‘ladi. .
Isbor. xy ning darajasi & ba'lsin, ya'ui QY = W TS
WA

holda x™3" =1(modm). Bu taqoskauadar v
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bo‘yicha darajasi b ekanligini hisobga olib, x* =1(modm) ni hosil
gilamiz. Demak, bS soni a ga bo‘linadi, (a,b) =1 bo‘lganligi uchun
& soni a ga bo‘linishi kelib chigadi.

Xuddi shunga o‘xshab, & sonining b ga bo‘linishini hosil
qgilamiz. Bundan esa § ni ab ga bo‘linishi kelib chiqadi.

Ikkinchi tomondan, () =I(modm) ekanidan, ab ni & ga
bo*linishi kelib chigadi. Demak, & = ab.

42.4-xossa. p modul bo‘yicha boshlang‘ich ildiz mavjud.

Ishot. Aytaylik, 1,2,.., p—1 sonlarining p modul bo‘yicha
barcha turli darajalari &, 6,, ..., 5, bo‘lsin. 7 orqali bu darajalarning
eng kichik umumiy karralisini belgilab, uning 7 =g -q5* -...-q;*
kanonik yoyilmasini qaraymiz.

U holda xar bir q':f uchun, bu songa bo‘linuvchi J, topiladi,
ya'ni, 6,! =ajq:’. Darajasi 5‘, bo‘lgan x, soni uchun x:" ni garasak,
42.2-xossaga ko‘ra x” sonining darajasi qf" bo‘ladi.

42.3-xossaga ko‘'ra g=x" -x*-..-x}* sonining darajasi esa

4" gy gy =7 ga teng. Berilgan &, 6,,..,6, sonlar 7 ning
bo‘luvchilari ekanidan ixtiyoriy xe{l,2,.., p—1} soni uchun
x" =1(mod p) taqqoslama o‘rinli bo‘ladi.

Tenglama ildizlari soni uning darajasidan katta bo‘lmaganligi
uchun p—1<7 kelib chigadi.

Ikkinchi tomondan ixtiyoriy sonning darajasi p—1 ning
boluvchisi bo‘lganligi uchun < p~1. Demak, 7=p~1 ya'ni, g
boshlang‘ich ildiz.

42.5-tasdiq. Ixtiyoriy «>1 uchun p*

modul bo‘yicha
boshlang‘ich ildiz mavjud.
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Isbot. Aytaylik, g soni p modul bo‘yicha boshlanp'ich ildiz
bo‘lsin. 42.4-xossaga ko‘ra bunday g mavjud. U holda ,':"’ b4 pl,
tenglik o'rinli. Bundan esa, ixtiyoriy ¢ soni uchun

(g+p- 0" =14+ p(T,—g"* t+p-T)=1+p-u (42.1)
ekanligi kelib chiqadi. Bu yerdagi 7 va u sonlari p medul bo'y.22e
barcha chegirmalarni qabul qilganligi uchun, ¢ ni » soui p &
bo‘linmaydigan qilib tanlash mumkin. Bunday r lzr oo
quyidagilarga ega bo‘lamiz.

(g+p- )"V =+ p-u) =1+ p'u,,
(g+p- 0y " =1+ p* u)" =1+ p'u,,

bu yerda u,, u,, ..., u,, ... sonlari p ga bo‘linmaydi.

Aytaylik, g+ pt sonining p® bo‘yicha dargjasi § Doism L

holda
(g+p-1)° =1(mod p°).

Bu yerdan (g + p-#)° =1(mod p) ekanligi, ya'ai & wiza
bo‘linishi kelib chiqadi. ¢(p*)=p™{p—1) be'lgantigi vz <
@(p™) sonining bo*luvchisi ekanligidan &= p ™ (p—10 At omsn
(42.1) va (42.2) tengliklarga asosan,

(g+p- 1) =(g+p- N7 =14 plus
bu yerda #, =u deb olamiz. Demak, 14+ =l =7h v

' "y

P =0(mod p®). Bundan esa r=a kelib chigadi. B ess &
ekanligini bildiradi, ya’ni g4 soni @7 NN NN
boshlang‘ich ildiz.
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42.6-tasdiq. Ixtiyoriy a@>1 uchun 2p” modul bo‘yicha
boshlang‘ich ildiz mavjud.

Isbot. Aytaylik, g, soni p” modul bo‘yicha boshlang‘ich ildiz
bo‘lsin. U holda g, va g, +p“ sonlaridan toq bo‘lgani 2p® modul
bo‘yicha boshlang‘ich ildiz bo‘ladi.

Haqiqatan ham, agar g, toq bo‘lsa, u holda g =1(mod p*)
ekanligidan g’ =l(mod2p®) kelib chigadi. @(p*)=@(2p%)
bo‘lganligi uchun g, soni 2p” modul bo‘yicha boshlang‘ich ildiz
bo‘ladi. Agar g, juft son bo‘lsa, u holda g, +p“ toq son bo‘ladi,
hamda yuqoridagi kabi g +p” soni 2p® modul bo‘yicha
boshlang‘ich ildiz ekanligi kelib chiqadi.
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