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IBOB. DISKRET MATEMATIKA ASOSLARI
1.1. To‘plamlar va ularning elementiari

To‘plam tushunchasi. To'plam tushunchasi matematikaning
asosiy tushunchalaridan biri bo‘lib, u ta’riflanmaydi va u hagida
misollar vordamida tasavvur hosil gilinadi. To'plam deganda
predmetiar yoki obycktlarni biror xossasiga ko'ra birgalikda
qarash tushuniladi.

Masalan, barcha natural sonlar to‘plami, bir talabalar uyida
yashovehi talabalar to*plami, to*g ri chizigdagi nugtalar to*plami,
maktzbdagi o*quvchilar to plami va h k.

Hayotda to'plamlar alohida nomlanadi: auditoriyadagi talaba-
lar to*plami — guruh, harflar to‘plami — allavit, qushlar to*plami —
gala. qo'ylar to*plami - poda va h. k.

1-ta’rif: To'plamni tashkil etuvchi obyektlar -- bu to*plamning
elementlari deb ataladi.

Masalan, yuqoridagi misollardagi natural sonlar, o‘quvchilar.
talabalar, nugtalar mos to*plamlarning clementlari hisoblanadi.

To‘plamlar odatda. lotin alfavitining bosh har{lari bilan. ular-
ning elementlari esa alfavitning kichik harflari bilan belgilanadi.
A to'plam a, b, ¢, d, e, f elementlaridan tuzilganligs A={a, b, ¢, d.
e, [} ko'rinishda yoziladi.

To‘plam bir gancha elementlardan iborat bo‘lishi mumkin,
quyidagi yozuv: acA. a clementning A to'plamga tegishiiligini
bildiradi.

Agar acA bo'lsa, u hoida «a clement A to'plamga tegishlix»,
«a element A to'plamping clementi», «a element A to'plamda
mavjud» yoki «a clement A to‘plamga kiradi» deb o‘qiladi. agA
yoki ag A yozuv esa a elementni A to'plamga tegishli emasligini
biidiradi.

Masalan, A — jufi natural sonlar to*plami bo*lsin, u holda 2€ A,
3¢A. 628cA va729¢ A bo'ladi

2-ta’rif. To’plamning elementlari soniga to’plam quvvati
deyiladi va n{A) kabt belgilanadi.
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Masalan, A={ab,c,def,g! to'plamning quvvati n{A)=7ga,
B={a}jto‘'plamning quvvati n(B) = 1 ga, C={b,d.f} to‘plamning
quvvati n(C)=3 ga, D={a.g} to’plamning quvvati n(I>)=2 ga teng.

3-ta’rif. Quvvatlari teng bo'lgan w’plamlar teng quvvatli yoki
ekvivaleni to‘plamlar deyiiadi. Masalan, A={ab,c} va C={b.d,f}
to‘plamlar teng quvvatli. n(A) = n{C)=3.

To*plamlarning berilish usullari. Agar har bir elementning
ma’lum bir to‘plamga tegishli voki tegishli emasligi bir qivmatli
aniglangan bo‘lsa, to*plam berildi deyiladi.

Sonli to*plamlar uchun xarakterisiik xossani formula bilan
berish qulay. Bu holda, odatda, kaua gavslar ichiga io‘plam
clementi  belgisi, vertikal chiziq va undan keyin to‘plam
clementiga tegishli xossa yoziladi. Masalan: «M — 6 somdan
kichik bo‘lgan natural sonlar» to‘plami bo‘lsin. Bu to‘plam
xarakteristik xossasi orqali M={n IneN va n < 6} ko'rinishda
ifodalanadi. Shunga o‘xshash: C={¢[c=9, ceN}. «C 9 sonidan
katta bo*lmagan natural sonlar» 1o°plamini bildiradi.

X={x|x*-4=0, xeR} bo‘lsa, X-x"-4=0 tcnglamaning hagiqgiy
ildizlari to*plami bo‘fadi.

={y|-25y<6, yeZ} bo'lsa, Y- -2 dan 6 gacha bo’lgan butun
sonlar to'plami hisoblanadi. Ba'zi bir sonli to'plamlar uchun
maxsus belgilar kiritilgan: N-natural sonlar to‘plami, Z-butun
sonlar to'plami, Ny—butun nomanfiy sonlar to‘plami, Q-ratsional
sonlar to*plami, () R-hagigiy sonlar to‘plami.

To‘plam turlari. To'plamlar nlarni tashkil etuvechi elementlari
soniga ko'ra 3 turda be‘ladi:

4-ta’rif: Biroria ham elementi bo*lmagan to'plam bo‘sh
to plam deyiladi va ©) ko'rinishda belgilanadi. Bo'sh to*plamning
quvvatl 0 ga teng, n(Q)=0.

Masalan, x*+4=0 tenglamaning haqigiy ildizlari to‘plami,
oydagi daraxtlar to'plami, dengiz tubidagi quruq toshiar o°plami
bo*sh to*plamlardir.

5-ta’rif: To‘plam chekli sondagi clementlardan tashkil topsa,
chekli to‘plam deyiladi. Masalan, lotin ailifbosi hartlari to'plami.
kamalak ranglari to‘plami, raqamlar to‘plami chekli to‘plamlardir.
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A={a}, B={ab}, C={ab.c}to‘plamlar chekli bo‘lib, ular mos
ravishda bitta, ikkita va uchta elememlardan tuzilgan.

6-ta’rif: To'plam elementlari soni cheksiz bo‘lsa, bunday
to‘plam cheksiz to'plam deyiladi.

Masalan, A={1.2.3,...n,...}. B={246,...2n,..}. barcha
ratsional sonlar to‘plami tekislikdagi nuqtalar to‘plami kabi
to‘plamnlar cheksiz to"plamdir.

Teng to‘plamlar. To‘plam osti. Universal to‘plam.

7-ta’rif: Bir xil clementlardan tashkil topgan to‘plamlar teng
to'plamlar deyiladi. Masalan, x°-4=0 tenglamaning yechimlari
to'plami va Ix[=2 tenglamaning yechimlari to‘plami teng
to'plamlardir. Teng to‘plamlar aypan bir xil elementlardan
tuziladi va fagat elementlar tartibi bilangina farglanishi mumkin.

8-ta’rif: B to'plamning har bir ¢lementi A te’plamga tegishli
bo‘lsa, B to'plamni A to‘plamning to‘plam osti, {qismi, gism
to'plami) deyiladi, buni quyidagicha belgilanadi: BC A yoki A>B.
Masalan, A={ab,c.d,e.f,g} to'plam uchun B—{a}, C={b.dt},
D={a,g} to'plamlarning har qaysisi to*plam ostidir. Shuning bilan
birga bo‘sh to‘plam istalgan to‘plamning va har bir to‘plam
o‘zining to'plam ostt (qism to‘plami) bo'ladi.

Quyidagi xossadan ko‘pincha to'plamlar tengligini 1sbotlashda
foydalaniladi. Agar ACB va BCA bir vagtda o'rinli bo‘lsa, A=R
bo‘ladi. Ya‘ni A to‘plamning istalgan clementi B to'plamga
tegishli ekani va B to'plamning istalgan elementt A to'plamga
tegishli ekani isbotlangan bo'isa. bu to'plamlar tengligi haqida
xulosa chigariladi.

9-ta’rif. B to‘plamning barcha elementlari A to‘plamda
mavjud bo'lib, shu bilan birga A da B ga tegishli bo‘lmagan
elementlar ham maviud ho‘lsa, B to'plam A to'plamning xos
gism to'plami deyiladi va ACBkabi belgilanadi.

10-ta’rif. A to‘plamning o'zi va U to‘plam shu A te*plamning
xosmas qism toplami deyiladi.

11-ta’rif. Agar A, As..... A, to‘plamlar A to'plamning ¢ism
to'plami bo‘lsa, A to'plam A,, As,.., A; to‘plamlar vchun
universal to‘plam deyiladi. Universal to‘plam, odatda, I yoki U
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hacflart bilan belgilanadi. Universal to‘plamning barcha qism
to‘plamlari orasida ikkila xosmas gism to'plam mavjud bo'lib,
ulardan birt U ning o‘zi, ikkinchisi esa bo*sh to‘plam, golganlari
esa x0$ qism to‘plamlar bo*ladi.

Geometriyadan misol keltirsak, R? — uch o‘lchovli fazo
bo‘lsa, I-R’ fazodagi tekisliklar, L—11 tekislikdagi chiziglar
to‘plami bo*lsa, quyidagi munosabat o‘rinti bo'ladi: LcilcR’®
yoki LETIER’. Bu yerda R ning boshqa gism 10*plamlari ham
mavjudligini hiscbga olish kerak.

N-barcha natural scnlar to‘plami; Z-barcha butun sonlar
to'plami; Q-barcha ratsional sonlar to‘plami; R—barcha hagigiy
sonlar to*plami bo*lib, N€ZcQcR shardar bajariladi va R qolgan
sonli to‘plamlar uchun universal to‘plam vazifasini bajaradi,
NEZC QSR kabi yozish ham mumkin.

R to'plamning to'plam ostilarini  koordinatalar o*gida
tasvirlash qulay. Agar abeR va a<b bo'lsa, quyidagi
belgilashlarni kiritish mumkin.

Sonli orali Belgl!ams Tasvirlanishi 1‘ Nomlanishi
4 hi
x/xeR, a<x<h (a, b) } ey Interval
) | .
x/xeR, a<x<h [z, b] r,rﬂu_z:x.b . Kesma
B s , T T Yarim interval
x/xeR, azx<b L2, b) a b yoki yarim kesma
. , o Yarim interval
XxeR, a<xsh (a, b] i b yoki yarim kesma
xxeR, x>a {a:+o0) j{‘f’iﬁ: Ochig nur
o - Nur yoki yarim )
. R a4 T T - ..
xixeR, x>a [a:ton) T to"g°ri chizig
x/xeR, x <4 (-20: &) - j\f&; Ochiq nur (
XXeR, x <a (- aj ui\ll_i“_\,; Nur f
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Eyler-Venn disgrammalari. To'plamlar orasidagi munosa-
batlarni yaqgolroq gilish uchun, Eyler-Venn diagrammalaridan
foydalaniladi. Bunda to‘piamlar doira, ovai yoki biror vopiqg soba
ko‘rinishida, universal to‘plam esa to'g'ri to‘rtburchak shaklida
tasvirianadi. Masalan: B to’plam A to’plamning Xos to‘plam osti
ekanligi quyidagi ko‘rinishda tasvirlanadi.

s e,

- Y
s [J— Y
{ ¢ Y
5 & %, B i ¥
b et e 5
%ﬂ""-»\ ,,x’ll
I.1-rasm

Umumiy qismga cga bo‘lgan to‘plamlar kesishadi deyiladi va
ANB#@, ya'ni A va B w'plamlar kesishmasi bo*sh emas, deb
yoziladi. Masalan, 2 ga karrali naiural sonlar va § ga karrali
natural sonlar to*plamlari umumiy elementga ega, ya’ni kesishadi
yoki kesishmasi bo‘sh emas. Bu to*plamlar kesishmasi barcha 10
ga karrali natural sonlardan ihorat ho*ladi.

liki to‘plamning o'zaro munosabatida to'rt hal ho‘lichi

mumkin (1.2-rasm):

L Ang = N .
o e . /“"‘n-.
& ( I \ { At n
St NIV
1 a) AC8 b} 8CA V. A= B
- - T
N . o
)] k\‘a N
M ,/ \.M_‘:_’_';/
1.2-rasm

1) to‘plamlar kesishmaydi (1.2-rasm, I);
2) to‘plamlar kesishadi (1.2-rasm, II);
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3) te'plamlarning biri ikkinchisining qism to‘plami bo‘ladi
(1.2-vasm, III).

4) to‘plamlar ustma-ust tushadi, ya’'ni teng (1.2-rasm, V).

Nazorat wvchun savollar
To plam deganda nimani tushunasiz?
Bo*sh, chekli, cheksiz to'plamlarga misollar keltiring.
To‘plamlar necha xil usulda beriladi?
Teng to'plamlarga ta’rif bering.
To'plam ostt tushunchasiga ta’rif bering va misollar kel-

WViods L b —

tiring.
6. Qanday to'plamlar ckvivalent to'plamlar deyiladi va gan-
day qilib ikki to*plam orasida ckvivalentiikni aniglash mumkin?
7. Universal to‘plam deganda qanday to‘plamni tushunasiz?
Misollar keltiring.

Mashqlar:
Misol. 0=x<7 tengsizlikni ganoatlantiruvchi butun sonlar
to‘plamini a) bevosita elementlarini ko‘rsatish; bh)xarakteristik
xossa orqali vozing.

Yechilishi: a) A={0,1,2,3.4,5,6,}
MA={x|xeZ,0=x<T}

1. Quyidagi to‘plamlarning xarakteristik xossasini belgilar
yordamida vozing:

a) barcha musbat butun sonlar to*plami;

b) barcha manfiy butun sonlar to‘plami.

-y

2. 20; \/IWS ) 3; \/E; 0; -20; 43; -;—; -2 sonlari berilgan. Ulardan
gaysilari:

a) butun sonlar; b) nomanily butun sonlar: d) ratsional sonlar;

e) haqiqiy sonlar to‘plamiga tegishli bo*ladi?

3.0 Agar A={a;0;esusi; 0, B={11,22,33, 44, 55, 66, 77, 88,
993, C={1: 3: 5; 7. 9} to'plamlar berilgan bo‘lsa, ular
clementlarining xarakteristik xossasini aniglang.
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4. Koordinata to°g‘ri chizig'ida quyidagi to‘plamlarni ko'r-
sating:

a) 3 dan kichik sonlar; b) 3 dan katta bo*lmagan sonlar;

d}y 3 dan katta bo‘lgan sonlar; ) 3 dan kichik bo‘lmagan
sonlar.

5. Quyidagi to*plamiarni koordinata o*qida tasvirlang:

a) X={x([x€R, -3 <x < 6}; d) X={xxeR, x<-3};

b) y=[v|yeR, yv<9}; e) Y={ylyeR, -8=x=4}.

6. Quyidagi sonli to‘plamlarni elementlarining xarakteristik
xossasi vordamida bering:

2) [2; 6, b [0 4]; dj f-w; -1 e) [7.2; 5]

Didcsel @ f3l+e}  WESE D2S]

7. Quyidagilarni o*qing va ulardan rostlarini ko‘rsating:

a) 2€[2: 21]; b) -0,7€}-0.1; 2]: d) 0€[-s0; 0]: ¢) TE[8: +on]:

) 21€Q: g) 5,3€Z; h) -3EN; i) -0.26Z: j) z€R.

8. Agar A={27; 32; 36; 54; 232: 108; 324} bo'lsa, A
to'plamning quyidagi sonlardan tuzilgan gism to‘plamlarini
toping:

a) 4 ga bo‘linadi; b) 9 ga bo*linadi; d) 5 ga bo'linmaydi; e) 10
ga bo linadi.

9. B={a; b; c; d} to'plamning barcha gqism to‘plamlarini
yozing va ular sonini aniglang.

10, Agar A={x|xeN, X< 24} bolsa, shu to‘plamning

a) 6 ga karrali;

by 2 ga karrali;

d) § ga karrali bo*imagan;

e) 2 ga va 3 ga karrali sonlarda tuzilgan gism to‘plamlarini
aniqlang.

1.2, To‘plamlarning kesishmasi, birlashmasi, ikki to’plamning

ayirmasi, universal to‘plamgacha to‘ldiruvchi toplam

To‘plamlarning kesishmasi.
1-Ta’rif. abed,... clementiar A va B to'plamlarning har
biriga tegishli bo'lsa, ular bu to'plamlarning umumiy elementlari
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deviladi. Masalan: A={a;b;c;d;f}. B={a:b:d} to‘plamlar uchun
a.b,d — umumiy elementlar.

2-Ta’rif. A va B to‘plamlarning barcha umumiy cle-
mentlaridangina tuzilgan C to‘plam A va B to‘plamlarning
kesishmasi (ko‘paytmasi) deyiladi va quyidagicha belgilanadi
C=ANRB, bu yerda N belgi to‘plamliarning kesishmasini bildiradi.

To'plamlar kesishmasi  belgilar yordamida ANB={x|x€A
va xEB} ko‘rinishda voziladi. Masalan: 1) A={ald4<a<|4, aeN}
va B={bli0<b<19, beEN} bo‘lsa, ANB={x|1I=x=14, xEN}
bo*ladi.

2) X={a;b;c:d:e? va Y={d:e;f:k} bo‘lsa, XnY={d;e} bo*ladi.

3) A={1.2,3.4.5,6}. B={5,6,7.8} va B={5.6.9.10,11} to'plam-
farning kesishmasi: ANBNC-{5,6} ga teng.

Birorta ham umumiy clementga cga bo‘Imagan to'plamlarning
kesishmasi @ - bo‘sh to‘plamga teng. Masalan, A={2.3.4} va
B={7.8.9} to’plamlarning kesishmasi bo sh to‘plam: ANB =0

To'plamlarning  kesishmasi geometrik nuqtai nazardan
figuralarning kesishmasiga mos keladi. Quyida har bir hol uchun
to'plamlar kesishmasi shtrixlab ko‘rsatilgan (1.3-rasm):

1. ,m._fs’ BNy . .»m.,if_-_r: @_\
OO (@)
\»a_,/ e "~

HL a)y ANB=8 by ANg =4 IV, ACE = AmE

.E'-;T.m '—“v.w ’fj"%
i R, A=iT
1.3-rasm
; S
A B
L 3 i [
A B ¢ o
1 .4-rasm

1.4-rasmda [CB] kesma [AB] va [CD] kesmalar kesishmasini
tfodalaydi. 1.4-rasm 2-qismida [AB] va [CD] kesmalar kesish-
mayvdi, demak kesishma bo‘sh to‘plam.

To*plamlar kesishmasi uchun quyidagi xossalar o°rinli:
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1°. BCA bo'lsa, ANB=B bo'ladi. Bu xossa to‘plamlar
kesishmasi (a’rifidan kelib chiqadi.

2°. ANB= BN A{kommurtativlik xossasi),

3% ANBHCOHANBYC=ANBNC (assotsiativlik xmsasﬂ
Assotsiativlik xossast AN(BNC) kesishmani gavslarsiz yozishga
imkon beradi wva istalgan sondagi to‘plamlar kesishmasini
topishda  qulaylik tug'diradi. Bu  =xossani ~Eyler-Venn
diagrammalarida quyidagicha tasvirlaymiz (1 5-rasm):

1.5-a) rasmda tenglikning chap qismi; 1.5-b) rasmda
tenghkning o'ng qismi lasvirlangan, ikki marta shtrixlangan
sohalar ikkala rasmda ham bir xil bo*lgani uchun (ANBYNC va
ANBNC) to'plamlar teng degan xulosaga kelamiz.

T “B

1.5-rasm

4°, ANQ=@,

5°. ANA=A.

Yuqoridagi xossalar to‘plamiar soni ikkitadan ortig bo‘igan hol
uchun ham to'g‘ri.

To‘plamiar birlashmasi (yig‘indisi)

3-Ta’rif. Berilgan A va B to'plamlarning birlashmasi
(yig‘indisi) deb shu A va B to'plamlarning hech bo‘lmaganda
biriga tegishli bo'igan elementlardan tzilgan C to'plamga
aylamiz. Birlashma C=AUB ko‘rinishda beigilanadi.

To'plamlar birlashmasi belgilar yordamida AUB={x[x&A yoki
x€B} ko'rinishda yoziladi. To‘plamiar birlashimasida to*plam-
fardan har ik_kald::.ining umumiy elcmcntlari bir marta olinadi.

Masalare A={a; b; ¢; d;}, B={a; b; s; d; ¢ {} to’plamlarning
hirlashmasi: AUB fa,bs,defiga, A= fj,1,5,6} va B={6.7.8,9,10}
to‘plamlar uchun AUB={3.4,5,6,7,8.9.10} gateng. :
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‘To‘plamlarning birlashmasi geometrik nuqtai nazardan figura-
larning barcha nuqtalaridan tashkil topgan to‘plamni bildiradi.
Eyler-Venn diagrammalarida A va B to'plamlarning birlashmasi
quyidagicha tasvirianadi.

i Aug H. ;T_IUJ‘? ‘

i
_ s

171, Au sl IV, d=2

1.6-rasm

To*plamlar birlashmasining xossalari:

1°. BCA=SAUB = A.

2°. AUB=BUA (kommuiativlik xossasi).

3°. AUWBUA=AUBWC=AUBUC(assotsiativlik xossasi).

4°. AUg=A.

5°. AUA=AL

6%, AM(BUC)=(ANBYU(ANC) (kesishmaning birlashmaga
nisbatan distributivlik xossasi).

Isbat: xEANY(BUC) bo‘lsin, bundan x€A va xEBUC ekani
kelib chigadi. Bundan Xx€A va x€B vyoki x€EA va x€C. bu esa
xG(ANB)U (ANC) ekanligini bildiradi va shunday ckanligini
ishat  giladi:  ANBUOSANBIUANC).  Aksincha, agar
xE(ANBYU(ANC), u holda xeAMNB yoki xe ANC. Bu holda xgA,
lekin xuddi shunday xeBUC, x€AN(BUC) ekanligini bildiradi.
ANBLOS (ANB)U(ANC) isbotlaydl. Bundan kelib chigadiki
ANBUC)=HANBIWANC).

Kesishmaning birlashmaga nisbatan distributiviik xossasining
to‘g riligini Eyler-Venn diagrammasida ham: ko*rsatish mumkin
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il

1.7-a) rasm 1.7-b) rasm

|.7-a rasmda tenglikning chap qismi BUC birlashma vertikal
va AN(BUC) gorizontal shtrixlangan.

1.7-b rasmda ANB va ANC kesishma gorizontal shtrixlangan,
(AN(ANBYU(ANC)) esa vertikal shirixlangan. Rasmiardagi ikki
marta shtrixlangan sohalar bir xil bo‘lganligidan AN(BUC)=
(ANBYU(ANC) tenglikning to*g*riligi ko*rinadi.

7°. AUBNCHAUBYAUCY (birlashmaning  kesishmaga
nishbatan distributiviik xossasi).

Bu xossa ham yugoridagi kabi isbot!anadi.

To'plamlar ayirmasi.

3-Ta'rif. A va B to'plamlarning ayirmasi deb shunday
to‘plamga aytiladiki, u A to‘plamning B ga tegishli bo‘lmagan
barcha elementlaridan tuziladi va quyidagicha belgilanadi: C=A\B

Demak, A va B to‘plamlarning ayirmasi A to‘plamning B to*p-
lamga kirmagan barcha elementlardan tashkil topgan to‘plam
ckan, uni bunday yozamiz: A\B={x|x€A va xEB}

Misollar:

1. A=11,2.3.4} va B={3.4.5,6,7.8} uchun R#¥A\B={1.2}

2. A=11.23,45} vaB={6.7,8} uchun R#A\B={1,2,3.4,5}

3. A=11,2.31 vaB={1.2,3,4.5} uchun R£A\B= 0

To‘plamlarning  avirmasi  Eyler-Venn  diagrammalarida
quyidagi 1-8 chizmada ko‘rsatilgan shtrixlangan sohani bildiradi.
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1.8-rasm

Universal to‘plamgacha to‘ldiruvchi to‘plam va uning
xossalari.

4-Ta’rif. A to’plam va uning B gism to‘plami berilgan bo*l-
sin. A dagi B ga tegishli bo*lmagan barcha elementlardan tuzilgan
to‘plam B to'plamni A to‘plamgacha toldiruvchisi deb ataladi va
B yoki B', ko°rinishda belgilanadi. Bunda, B va B’y ning
biriashmasi A to'plamga teng bo*ladi (1.9-rasm).

1.9-rasm

Masalan, A={1,2,3,4,5,6,7.8,9} va B={2,5,69] bo'lsa,
Ba™= {1,3.4.7.8} boladi.

Agar A toplam biror boshga to‘plamning gqismi deb
qaralmasa, v holda A to'plamning to‘idiruvchisi @ bo*sh to*plam
bo‘lib, O ning to’ldiruvchisi esa A bo‘ladi, va'ni: A'=(J va (¥=A_

To*plamlar ayirmasining xossalari:

1°. ANB= 0-=>A\B=A

2°. BCA=A\B=Ba"

3°. A=B=A\B=0

4°, ABUC)=(A\BYN(A\C)=A\B\C

5°. AYBNC)=(A\BYU(A\C)
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6°. (AUB)Y=A'NB".

7°. (ANB)Y=A'UB".

6- va 7-xossalar De-Morgan gonunlari deyiladi.

4- va 5-xossalarning o'rinli ekanligiga Eyler-Venn diagramma-
larida tasvirlash orqali ishonch hosil gilish mumkin.

7-xassani quvidagicha isbotlaymiz. x£(ANBY bo‘lsin. Bundan
x@AMB ekani kelib chigadi. Kesishma ta’rifiga ko‘ra x¢A yoki
x&B degan xuiosaga kelamiz, bundan esa xEA™ yoki xEB’ ekani
kelib chigadi. x€EA' yoki xEB’ bo‘lsa, birlashma ta’rifiga ko'ra
¥€A'UB ho'ladi. Ikkinchi tomondan x€A'UB’ bo‘lsin. 1 holda
birlashma ta’rifiga ko'ra x€A'yoki x€B' ckani kelib chigadi, x€A'
ekanidan xgA va x€B’ ekanidan x¢B degan xulosaga kelamiz,
XEA va x€B bo'lsa. x€ANDB bo'ladi, bu esa xE(ANB)" ekanligini
ko‘rsatadi. Demak, (ANB)Y vaA'UB' to‘plamlar bir xil
elementlardan tashkil topgan va shuning uchun ham teng ekan.,

6-xossa ham xuddi shunday isbotlanadi.

Isbot. x€(AUB) bo‘lsin. U holda x AUB ga kirmaydi, ya'ni x
A da ham, B da ham emas, demak: x€ A'NB". Bu (AUBYCA'NB'
ckanligini isbotlaydi. Boshqa tomondan olganda, agar x€ ATB’
bo‘lsa, bunda x A ga tegishli emas va x B ga ham tegishli emas,
shunday ¢kan x AUB ga kirmaydi. Lekin bu x€(AUB)' ligini
ko‘rsatadi, bu ATB' € {AUB)' ckanligini isbotlaydi. Bundan
ko*rinib turibdiki, (AUB)' =A'MB" ekan.

S-Tweif. A va B toplamlaming sitimeteik ayiemasi deb
shunday to‘plamga aytiladiki, u A\B yoki B\A ayirmalarga
tegishli bo‘lgan  hamma  elementlaridangina  tuziladi  va
auyidagicha belgilanadi: C=AAB.

To plamlarning simmetrik ayirmasi 1.|0-rasmda ko'rsatilgan
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1.3. To‘plamiarning dekart ko‘paytmasi.

6-Ta’rif. A va B (o‘plamlarning dckart ko‘paytmasi deb,
I-elementi A to’plamdan, 2-elementi B to'plamdan olingan (a:b)
ko‘rinishdagi barcha tartiblangan jufiliklar to'plamiga aytiladi.
Dekart ko‘paytma AxB ko‘rinishda belgilanadi: AxB={(a:b)jacA
va beB}. Masalan: A={2; 3; 4; 5}, B={a; b; ¢} bo'lsa, AxB={(2;
a), (2; b),(2: ¢).(3; a).(3; b),(3: c)(4; a),(4; b),(4; c),(53: a). (5; b),
(5; ¢)} boladi.

Agar biz Dekart ko'paytma elementi (x.y) dagi x n1 biror
nugtaning absissasi, y ni esa ordinatasi desak, u holda bu dekart
ko*‘paytma tekishkdagi nuqtalar to*plamini ifodalaydi.

Sonli to‘plamlar dekart ko‘paytmasini koordinata tekisligida
tasvirlash qulay. Masalan, A={2;3;4}, B={4;5} bo‘lsin, u holda

Fi

% ﬁ - &

23 & » » »

5}

14

! [ S S
1.11-rasm -

AxB={(2: 4), (2; 5), (3; 4). (3:5); (4; 4), (4: 5)} bo'lad: (1.11-
rasm).

Koordinata tekisligida shunday koordinatali nugtalarni
tasvirlaymizki, bunda A to‘plam Ox o‘gida va B to‘plam Oy
o‘gida olinadi.

A=[2;3); B=R A=[-2:4]; B=R,

16



1.12-rasm

Dekart ko*paytmaning xossalari:

19 AxB#£B=A.

29 A (BUC)=(AxBYWI(AXC).

37 AX(BNCOY=(AXBYN(AXC).

ikkitadan ortiq to‘plamlarning dekart ko‘paytmasini ham
garash mumkin. Umumiy holda A, A; ..., A, to*plamlar berilgan
bo'lsin. Ularning dekart ko'paytmasi A,¥Azx. xA={(a; az ...,
ay)| a1€AL,E:€A, ..., a,€A,} dan iborat bo'ladi. (ay; ap; ..., ay)
tartiblangan n liik deyiladi. (Masalan, uchlik, to‘rtlik va h.k.).
Bunday tartiblangan 1t lik n o'rinli kortej deb ham atzladi. Yana n
o'rinlt  kortejlar fagat bitta io'plam clementlaridan tuzilgan
bo*lishi ham mumkin, bu holda u to‘plamni o'z-0°ziga n marta
dekart ko paytmasi elementidan iborat bo‘ladi.

Yugorida aylilganlardan xulosa gilsak, Dekart koordinata
tekisligint haqiqiy sonlar to'plami R ni o‘ziga-o*zining dekart
ko‘paytmasi R*=RxR, koordinata fazosini R’ “RxRxR deb qdr'l'sh
mumkiniigi kelib chigadi. Masalan:

1L {3 < fact={(1. a), (l.c}, 3.a), (3,¢)}.

2. N x N={{m, n) |[m,neN}

Mashglar

1. n mushat tub son va S={1.2...,n} bo'lsin. TESxS gism
to'plamini T={(a.b) €Sx8&| [a-bl=1} orgali aniglang.|T{ ni n ning
funksiyasi sifatida hisoblang.

2. n musbat tub son va S yuqoridagi masala kabi bo’lsin.
ism to'plamint Z={(a,b,c) € Sx§x§]| a,b,c hammasi
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farqli} orcali aniglang. |Z| ni n ning funksiyasi sifatida
hisoblang.

3. X vaY to‘plamlar va C, DS Y bo’lsin.

X (CUD (X *CYU(X %)) bo*lishini isbottang.

4. X vaY to‘plamlar, A, BCX va C,DEY bo'lsin.

(AUB)X(CUD)=(AXCYU(BxDY bo'lishi har doim ham to*g'ri

bo*ladimi?

5. TvaT' 4.1.2-bo‘limidagi 7-mashqda aniglangan to’plamlar
bo‘lsin. Quyidagi izohlarning gaysl biri to*g*ri:

Te SxS, TESxS, Te2’, T&2

T'e $x8, T's$x8, T'e2’, g2’

Nazorat uchun savollar

I. To'plamlarning kesishmasi, birlashmasiga ta’rif bering.

2. To'plamlarning  kesishwmasi,  hirlashmasiga.  misolar
keltiring.
Misollarni Eyler-Venn diagrammasida tasvirlang.
To‘plamlar ayirmasining ta’rifini bering.
To*idiruvchi to*plam ta’rifini bering.
To'ldiruvchi to*plam xossalarini ayting va asoslang.
To'plamlarning dekart ko*payimasiga ta’rif bering,
To‘plamlarning dekart ko*paytmasiga misollar keltiring.
Barcha amallarning xossalarini ayting va asoslang,

I

Mashglar:

1. M={36;29;15,68;27}, P={4:15,27:47:36:90}, Q={90;:4;47}
to*plamliar berilgan. MNP, MNQ, PNQ, MNPANQ larni toping.

2. A-18 ning barcha natural bo’luvchilari to‘plami, B-24
ning barcha natural bo‘luvchitari to‘plami.  ANB  to*plam
elementlarini ko‘rsating,

3. P~ikki xonali natural sonlar to'plami, S-barcha toq natural
sonlar to'plami bo'lsa, K=PNS to'plamga gaysi sonlar kiradi? a)
21eK;b) 32eK; d) 7¢K; e) 17¢K deyish tog'rimi?

4. “Matematika” va “grammatika” so'zlaridagi harflar
to*plamini tzing. Bu to*plamlar kesishmasini toping,

5.{1: 5} va {3; 7] kesmalarning kesishmasini toping.
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6. A=12:5,7,9},B={2:4; 7} bo‘lsin, u holda AUB =?
7. P={a, b, ¢, d, e, [} va E={a, g, 2, ¢, k} to'plamliar
birlashmasini toping.

A={n/meN, n<5} va B={n/neN, n>7} to‘plamlar birlash-
masini toping.

a)4cAUB

b) -3€EAUB ;

d) 6£AUB deyish to g rimi?

8. Agar a) A={x/x=8k, ke/}, B={x/x=8[-4, I€Z };

b) A={x/x=6k-1, k€Z}, B={x/x=6/+4, [€Z}bo'lsa, AUBni
toping.

9. A={2:4:6:8;..:40;, b={1,3;5.7;...,37}. C={{aib}.{c:d}.
{e;f}, g,h} to'plamlarning har biridagi elementlar sonini anigiang,
AUB da nechta element mavjud?

10. A={2:3:4;5;7,10}, B={3:5; 7: 9}, C={4; 9; 11} bo'lsin.
Ushbu to*plamlarda nechtadan element mavjud? A\B, A\C, B\C
larni aniglang.

1.4. To‘plamlarni n*zaro kesishmaydigan to‘plam ostilariga
(sinflarga) ajratish tushunchasi

To‘plamlarni sinflarga ajratish.

1-Ta'rif: A to plam quyidapi 2 shart bajarilsa, Ay, Al ., Ag,
... sinflarga ajratilgan deyiladi.

1) A;, Az, - An ... qism to'plamiar jufti-jufti bilan o‘zaro
kesishmasa, ya'ni A;1A=0 bu yerda i, j= 1,2,...,n,... va i # j;

2} Ay, As, ... Ap gism to’plamlarning birlashmasi A to‘plam
bilan mos tushsa.

To‘plamlarni sinflarga  ajratish masalas:  klassifikatsiya
deviladi. Klassifikatsiya — bu to‘plam ichida obyektiarning
0‘xshashligi va ularning boshqa sinflardagi obyckilardan farg
qilishi asosida sinflar bo"yicha obvektlarni ajratish amalidir.

Agar yuqoridagi shartlardan hech bo‘lmaganda bittasi bajaril-
masa, kiassifikatsiya noto‘g‘ri hisoblanadi.
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Masalan, uchburchaklarning A to‘plamini uchta sinfga ajratish
mumkin: o‘tkir burchakli, to‘g‘ri burchakii, o‘tmas burchakli
uchburchaklar. Hagigatan ham, ajratilgan to‘plam ostilari jutti-
jufd bilan kesishmaydi. Boshqacha aytganda, birinchidan, o'ikir
burchakli uchburchaklar ichida o‘tmas va to'g'ri burchakli
uchburchaklar yo'q, to*gri burchakli uchburchaklar ichida o'tkir
va o'tmas burchakli vchburchaklar yo'q. shuningdek o'imas
burchakli uchburchaklar ichida o‘tkir va to*g‘ri burchakli
uchburchaklar yo'q.

Ikkinchidan, o'tkir, to‘g‘ri va o‘tmas burchakli uchburchaklar
birlashmasi uchburchaklar to‘plami A to'plam hilan mos tushadi.

To'plamlari sinflarga ajratishda sinflar soni chekli voki
cheksiz bo*lishi mumkin.

Natural sonlar to*plamini bir necha usul bilan sinflarga ajratish
mumKin.

1. Toq va juft sonlar sinfi;

2. Tub va murakkab sonlar sinfi;

3. Bir xonali, ikki xonali, uch xonali,..., xonali sonlar sinfi:

Bunda 1- va 2- holda sinflar soni chekli; 3- holda sinflar soni
cheksiz.

Shuning bilan birga bertigan to‘plamning har qanday qism
to‘plamlari sistemasi ham to*plamni sinflarga ajratishni ifoda-
lamasligini gayd qilish kerak.

Agar A uchburchaklar to‘plamida teng yonli. wng toraonli,
turli tomonki uchburchaklar to‘plam ostifarini olsak, u holda u A
w'plamni sinflarga ajrata olmaydi, churki birinchi shart bajaril-
maydi, teng yonli va teng tomonli uchburchaklar to*plam ostilari
kesishadi, ya'ni hamwma teng tomonli uchburchaklar teng yonii
uchburchaklardir.

To‘plamlarni bitta, dkkita va uchta xossaga ko‘ra sinflarga
ajratish. To'plamlarni gism to‘plamlarga ajratish uchun, gism
to‘plam elementlarining  xarakteristik xossalarini  ko‘rsatish
kerak. To‘plamlarni bitta, ikkita, uchta xossasiga ko'ra sinflarga
ajratishni qaraymiz. Aytaylik, A to‘plam va biror a xossa beriigan
bo‘lsin. A to'plam ¢lementlari o xossaga ega bo’lishi ham,
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bo'lmasligi hamm mumkin. Bu holda A to‘plam o‘zaro kesish-
maydigan ikkita B va C to‘plam ostilarga ajraladi.

B to'plam A to‘plamning o xossasiga ega bo'lgan elementlari
to‘plami, C to‘plam A to'plamning « xossasiga ega bo imagan
elementlari to*plami BUC=A va BNC#0.

Agar A to‘plamning hamma elementlari o xossaga ega bo’lsa,
u holda C=@ bo‘ladi, agar A to'plamning hamma elementlari
xossaga ega bo‘lmasa B~@ bo‘ladi.

Agar B va C to'plamlar bo‘sh bo‘lmasa, u holda A to*plamni
Evler-Venn diagrammasi yordamida quyidagicha tasvirlash

mumbkin.
ﬂ___A
(CNS)
‘\\_//'

{I.13-rasm)

Masalan: A — auditoriyadagi talabalar (o‘plami, o« — sinoviarni
topshirganlik xossasi bo'lsa, B — sinovlarni topshirgan, C esa
sinovlarni topshirmagan talabalar to'plami bo*ladi.

ndi to'plamni ikkia xossaga ko'ra sinflarga ajratishni
qaraymiz.

A to*plam va w, P xossalar berilgan bo'isin. A to‘plam cle-
mentlari a.f xossalarga ega bo‘lishi va bo‘lmasligi ham mumkin.

a) o xossaga ega bo'lgan va P xossaga ega bo‘lmagan
elementlar to°plami— 1 sinf:

b} a xossaga ega bco'lmagan va B xossaga ega bo‘lgan
elementlar 1o*plami - 2 sinf;

v) a va f§ xossalarga ega bo' lgan efementlar to*plami — 3 sinf;

) o va [ xossalarga ega bo‘lmagan elementlar to*plami — 4
sinf.

Bu sinflardan ayrimliari bo'sh to‘plam ham bo‘lishi mumkin.
Bu 4 ta sinf Eyler-Venn dizgrammasi yordamida quyidagicha
tagvirlanadi.
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(t.14-rasm)

Masalan, D - sinf o*quvchilari to*plamii, o — «a’lo o*gish», § —

«intizomli be‘lish» xossalari bo‘lsin. U holda A — sinfdagi
a'lochi;
B - sinfdagi intizomli o‘quvchiiar to*plami bo‘ladi. Bunda A\B —
sinfdagi a’lochi, lekin intizomsiz o*quychilar; B\A — intizomli,
lekin @’lochi bo'lmagan o'quvchilar; ANB — ham a’lochi, ham
intizomli  o‘guvchilar; DVAUB) - a&’lochi bo‘lmagan va
intizomsiz o'quvchilar to’plami bo‘ladi.

To plamni 3 ta xossaga ko‘ra sinflarga ajratishni qaraymiz.

A to'plam va o, [, y xossalar berilgan bo'lsin. A to'plam
elementlari o, f§, v xossalarga ega bo‘lishi ham bo‘lmasligi ham
mumkin. Bu uchta xossa A to‘plamni sakkizta sinfga ajratishi
mumkin.

a) o xossaga ega bo*lgan va B,y xossalarga ega bo‘lmagan cle-
mentlar to*plami -- | sinf;

b) o va B xossalarga ega bolgan va v xossaga ega bo‘lmagan
elementlar toplamti - 2 sind;

v) P} xossaga ega bo‘lgan va o,y xossalarga ega bo'imagan ele-
mentlar to*planmii - 3 sinf;

g) Py xossalarga ega bo'lgan va o xossaga ega bo‘lmagan
to‘plami — 4 sinf;

d) v xossaga ega bo’lgan va «.f xossalarga ega boImagan ele-
mentlar to*plami — 5 sinf;

¢) a.y xossalarga ega bo‘lgan va [ xossaga ega bo‘lmagan to‘p-
lam -~ 6 sinf;

j) ©.B va v xossalarga cga bo*lgan to'plam — 7 sinf:

z) P va y xossalarga ega bo'lmagan to’piam — 8 sinf.
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Sinflardan ayrimlari bo‘sh to‘plam ham bo*lishi mumkin. Bu 8
ta sinf 1.15-rasmda tasvirlangan

[15-rasm

Nazorat achun savellar

1. To*plamlarni sinflarga ajratishni ta’riflang.

2. To*plamlarni sinflarga ajratishga misollar keltiring.

3. To‘plamiarni bitta, ikkia, uchta xossaga ko‘ra sinflarga
ajrating.

Mashgqglar:

1. P={1:2;3:4;5:6;7:8;9} to‘plamni qanday sinflarga ajratil-
ganini tushintiring:

a) A={1.3.5}. B={2.4.6.8,}. C={7.9}

b) A={5}, B—{3,4,8,9}. C={1,6);

v) A=(1,3,5}. B={2.4.6 8}, C=(5,7.9);

g) A=(1,3}, B={4,6,8}, C={5,6,9}.

2. A={3,4,5,6,7.8.9}. B - to'plam uning gism to‘plami bo‘lib,
3 ga karrali sonlar to*plami;

C — to‘plam uning gism to‘plami bo‘lib, 3 ga bo‘lganda 1
goldiq qoladigan sonlar to*plami; ID — to’plamuning qism to‘plami
bo'lib, 3ga bo'lganda 2 quidig qoladigan sonlar to plami; A top-
Jamni o*zaro kesishmaydigan B, C va D sniflarga ajratildi deyish
mumkinmi?

3. Sinflarga ajratishning barcha xossalari bajarilganmi?

a) Burchaklar to‘plamini to'g‘ri burchak, otkir burchak,
o'tmas burchak deb sniflarga ajratish mumkinmi?

b) O zbek tilidagi tovushlar to plami — unli va undosh;
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¢) maktab o*quvchilarini - intizomli, a’lochi o*guvchilarga,

d) koordinata to‘g‘ri chizig‘ida sonlarni ikki to‘plamga
ajratsak: [-oc; 2] va [2+»];

4. Haqigiy sonlar to‘plamini ikki sinfga ajratdik, dcyish
o' g rimi?

Hagqiqiy sonlar to‘plamini 3 ta sinfga ajratish mumkinmi?
4 sinfga ajratish mumkinmi?

Javobingizni chizmalarda ko*rsating.

5. Qaysi hollarda sinflarga ajratish to‘g'vi bajarilgan:

a) uchburchaklar to‘g‘ri burchakli, o‘tmas burchakli, teng
yonli bo"ladi;

b) burchakiar to*g‘ri, o'tkir va yoyig burchak etib sinflarga
ajratiladi;

¢) butun sonlar to‘plami natural sonlar, (0 soni va manfiy
sonlar sinfiga;

g} o'zbek tilida zamonlar o*tgan zamon, kelasi zamon, hozirgi
zamonga bo’linadi;

6. T —uchburchaklar to*ptamidan ikki qism to'plarani ajratib:

X — to*g'ri burchakli uchburchaklar to*plami va Y — teng vonli
uchburchaklar toplami. Berilgan to‘plamlar uchun Eyler-Venn
diagrammalarint tuzing; T to*plam nechla o‘zaro kesishmaydigan
sohalarga bo'lindi? Nechta xossaga ko‘ra uchburchaklar sinflarga
ajratilgan?

7. To*rtburchaklar to*plamini sinflarga ajrating:

a) qandavdir bir xossaga ko‘ra;

b) ikki xossasiga ko‘ra. Bu xossalarini ko‘rsating. har bir
xolatga ko'ra Eyler doirachalarini tasvirlang, o‘zaro kesishmay-
digan sin(lar sonini toping.

8. O‘zbek alifbosidagi harflar to*plamini sinflarga ajrating.

1.5. Moslik va munosabatlar. IkKi to‘plam
elementlari orasidagi moslik. Moslik turlari
Mostik so‘zi kundalik havotda ko'p ishlatiladi. «Ob-havoga
mos kiyim», «Bolaning yoshiga mos o'yinchog», «Dasturga mos
darslik», «Mahsulotning naviga mos baho» va hokazo. Keltirilgan
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misollardan ko‘rinadiki, moslik ko‘pincha ikki turli obyektlar
tw*plamlari orasida o‘rnatiladi. Masalan, «Bolaning voshiga mos
o'vinchog» deganda, bola rivojlanishining turli davrlari bitan
barcha bolalar uchun chiqarilgan o‘yinchoqglar to*plami orasidagi
moslik ko'zda tutiladi. Yoki talabalar bilan ularning imtihonda
olishi mumkin bo'lgan ballari to'plami orasida moslik berilgan
bo‘lsa, imtihondan so‘ng har bir talaba o'z bilim darajasiga mos
bailga ega bo*ladi.

Matematikada ikki to‘plam orasidagi moslik «binar moslik»
deb ataladi. «Binary so‘zi lotincha bis — «ikki martay so‘zidan
olingan. Binar mosiik clementlari berilgan to'plamlarning bir-
biriga mos kclgan elementlari jufiligidan iborat bo’ladi. Juftlik o'
navbatida ikki to‘plam orasidagi dekart ko'payima elementi
ckanini ham hisobga olsak, moshikka quyidagicha ta’rif’ berish
mumbkin.

I-ta’rif. XY dekart ko'paytmaning istalgan Gy qism to”plami
X va Y to‘plamlar orasidagi binar moslik deyiladi.

Moslik lotin alitbosining f.d.t,s kabi harflari bilan belgilanadi

va quyvidagicha yvoziladi: f: A—B yoki A £> B.

Bizga ma’lum bo’lgan funksiyalarning hammasi moslik
tushunchasiga misol ho'la oladi.

X to'plam  moslikning  birinchi  to'plami  deyiladi. X
to'plamning moslikda ishtirek etuvchi  clementlari  to'plami
moslikning aniglanish sohasi deyiladi.

Y to'plam  moslikning ikkinchi to'plami deyiladi. Y
to'plamning moslikda gatnashgan elementlari to‘plami moslik-
ning qiymatiar to'plami deyiladi.

G XY to'plam moslikning grafigi deyiladi.Gy grafik biror R
moslikdagi barcha (x,y) juftliklar to*plami, bu yerda xeX, veY
va xfy.

Ikki to'plam orasidagi moslikni nuqtalar va yo‘nalishli
kesmalar (strelkalar) yordamida tasvirlovchi rasmlar mositkning
grafi deviladi.

Chekli  to'plamlar orasidagi  moslik  graflar  yordamida
ko*rgazmali tasvirlanadi.
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Misollar: i. X={3,5,7,9)va Y~={4,6}to‘plamlar orasidagi «kat-
ta» mosligining grafigini yasaymiz. Buning uchun berilgan to‘p-
lamlar elementlarini nugtalar bilan belgilaymiz va X to‘plam ¢le-
mentlarini tasvirlovehi nuqtalardan Y fo'plam  elementlarini
tasvirlovehi nuqgtalarga strelkalar o' tkazamiz.

;. *MHV:\
Gef T

1. 16-rasm

Natijada biz X va Y to‘plamlar clementlari orasidagi «katta»
mosligiga ega bo‘lamiz .

2. X—{ab,cdel, Y={npq}t

Gi={(a;n). (bip), (esn). (e:q), (dip}} grafini chizayhk:
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{.17-rasm

Bunda aniglanish sohasi {a,b.c.d}, giymatlar to’plami {n.p.q}.

Sonli X va Y io'plamlar elementiari orasidagi moslik
koordinata tekisligidagi grafik yordamida tasvirlanads.

Buning uchun F moslikda bo‘lgan barcha sonlar jufti
koordinata tekisligida nugqtalar bilan tasvirlanadi. Buning
natijasida hosil bo‘lgan figura F moslikning grafigi bo’ladi.
Y ugoridagi misolning grafigini chizamiz.
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Moslikni bunday tasvirlash ularni bertlgan moslikda cheksiz
ko‘p sonlar jufti bo’lganda ko‘rgazmali tasvirlash imkonini
beradi.

Masalan: X=R va Y={4,6} to'plamlar orasidagi «katta»
mosligint qaraylik va grafigini yasaylik: Mostikni [AB) va [CD)
nurlar tfodalaydi.

.
} i 1A P
f i s
| I
i 1. L S,
0] 4 6 X
1.19-rasm

Moslik turlari.

2-ta’rif. Apgar ikkita X va Y to‘plamlar orasidagi mosliklarning
Gy gratigi XxY dekart ko‘paytmasi bilan ustma-ust tushsa, bu
mosliik 1o°la moslik deyiladi.

3-ta’rif. Agar moslik grafigi Gy bo‘sh bo'lsa (G=0) moslik
bo*sh moslik deyiladi.

Ixtivoriy ikkita X va Y to'plamlar orasida bo‘sh va to'la
mosliklar mavjud bolishi mumkin.

X va Y dekart ko‘paytma to‘plam ostilari ustida turli xil
amallarni bajarish mumkin.



Masalan, X va Y to‘plamlar orasida berilgan xry va xky
mosliklar birlashmasi deb, ularning grafiklari birlashmasidan
iborat xsy moslikka aytifadiki, xsy moslik fagat va fagat xry yoki
xky mavijud, bo"lsa bo*ladi.

Nihoyat, f: A—A moshik o‘rin almashtirish deyiladi. agar u
biyveksiva bo‘lsa. Bundan korinib turibdiki, agar [Al=n bo‘lsa, A
da n! biyeksiyalar mavjud.

4-ta’rif: Agar { moshikning aniglanish sohasi birinchi to‘plam
bilan ustma-ust tushsa,  moslik hamma verda aniglangan
deyiladi.

S-ta'rif: Agar f-moslikning qiymatlar to‘plami  ikkinchi
to*plam bilan ustma-ust tushsa, f moslik syur’ektiv deyiladi.

{.21-rasm

6-ta’rif: Agar f moslikda birinchi to‘plamning har bir
elementiga  ikkinchi to'plamning bittadan ortig bo‘lmagan
elementi mos kelsa, ¥ moslik funksional deyitadi.




7-ta’rift Agar f moslikda ikkinchi to‘plamning har bir
¢lementiga birinchi to’plamaing 1 tadan ortiq bo‘lmagan clementi
mos go'yilgan bo‘lsa, f moslik inektiv deyiladi.

1.23-rasm

8-ta’rif: Syur’ektiv va in'ektiv moslik bir so‘z bilan biektiv
deyiladi.
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1.24-rasim

9-ta’rif: Hamma verda aniglangan funksional

moslik
akslantirish deyiladi.

o T

- ~.
L . .
/.’ a e i - o g "
/ R 4
P ) ; LY
; -y ! x» i
H - i
ioe T i 2 |
N @ ; H I
o 7 4 o 4 H
\ ¢
Mo e kY e L 7
.A". .--f
~ ~.. - -

1.23-rasm

10-ta’rif: X va Y to‘plamlar orasidagi { moslik biektiv

akslantirish bo'lsa, X va Y to‘plamlar orasida o‘zaro bir qiymatli
moslik o‘rnatilgan deyiladi.
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}.26-rasm

Moslik turlariga misollar keltiramiz.

Misol: Aytaylik. X - kiyim iladigan garderobdagi paltolar
to‘plami. Y esa shu garderobdagi ilgaklar to‘plami bolsin.

Agar har bir palto ilgakga ilinib turgan bo‘lsa (polda
votmasdan) u holda X to‘plam Y to’plamga akslantirish holadi.

Agar bu akslantirishda har bir ilgakka bittadan ortiq palto
ilinmagan bo‘lsa {(bo'sh ilgaklar bam bo‘lishi mumkin). bu
akslantirish in"ektiv bo’ladi.

Agar hamma ilgaklar band bo‘lsa (bunda ayrim ilgaklarda
bittadan ortiq paltolar ilingan ham bo*lishi mumkin), bu
aksiantirish syur’ektiv bo‘ladi.

Agar har bir ilgakda bittadan paltc ilingan bo‘lsa, bu
akslantirish biekiiv bo‘ladi.

1i-ta’rif: X va Y to'plamlar orasida o‘zaro bir qiymatli
moslik o‘rnatiigan bo‘lsa, bu to*plamlar teng quvvatli deviladi va
qisgacha X ~Y ko‘rinishda yoxziladi.

Masalan: Agar X{ab.c.d.e}, Y{x.y,z,t.p} bo'lsa. u holda X ~
Y bo‘ladi, chunki, X va Y to‘plamlar orasida o'zaro bir giymatli
moslik o‘rnatish mumkin.

/ ,,f\ | N
‘\“ A

1.27-rasm
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Masalan: X= {a: b c; d¥; Y= {x; v; 75 t}; G {(a:x), (b ¥),
(¢;2), (d;t)} bo'lsa, mnsllk X va Y to‘plamiar orasidagi o‘zaro
bir giymatli moslik bo*ladi (1.27-rasm). :

Chekli va cheksiz to‘plamlar elementlari sont to‘plam quvvati
deb atalgan edi va n(A), a(B), n(N) kabi belgilangan. O*zaro bir
giymatlt moslik o‘rnatish yordamida chekli va cheksiz to'plamlar
quvvatini taggoslash mumkin.

12-¢a’rif: Barcha natural sonlar to‘plami N ga teng quvvatli
o plamlar sanogli to‘plam deyiladi.

Agar istalgan cheksiz to‘plamning bar bir clementiga biror
qoida yordamida bittadan natural sonni mos keltira olsak, bu
to'plam elementlari natural sonlar yordamida nomerlab chigilgan

2 4 & . 3. bo'ladi va bunday to’plam sanoqgli to*plam
U hisoblanadi. Natural sonlar to‘plamining
12 3 .. n .. istalgan cheksiz gism to‘plami sanoglidir.

Maba]an barcha juft sonlarni quyidagicha nomerlab chiqamiz:

1.6. To'plamdagi munosabat. uning xossalari

To‘plam elementlari orasidagi munosabat. Biz to'plamlarni
o‘rganganda ularnj taqqoslab, ular kesishadi yoki teng, yoki biri
ikkinchisining gismi deb to‘plamlar orasidagi munosabatlarni
qaragan edik. WNafural sonlar to‘plamini qgaraganda sonlar
orasidagi turli-tuman bog‘lanishlarni ko‘ramiz. Masalan, 7 soni 6
sonidan katta, 12 soni 9 sonidap 3ta ko‘p, 3 soni 2 sonidan keyin
keladi va hokazo.

Xuddi shunga o*xshash, geometriyada figuralarning tengligi va
o'xshashiigi, o'g‘ri chiziglarning paralielligi va perpcndlku-
tvarligi kabi munosabatlar garaiadi.

Bulardan ko'rinadiki, matematikada asosan, ikki obyekt
orasidagi munosabat garaladi. bunga binar munosabatlar deyiladi.
Yuqorida ko'rib o'tilgan munosabatlar orasida umumiylik bormi,
yo'gmi degan masalani garasak, u voki bu munosabatlarni
qarashda biz berilgan to‘plamlar sonlaridan tashkil topgan
tartiblangan jufiliklar bilan amallar bajarishni ko*ramiz.
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Masalan: X={4;5:6} to‘plamda 1 ta ko'p munosabatini
qarasak, «5 soni 4 sonidan 1 ta ko‘p», «6 soni 5 sonidan 1 ta
ko‘p». Shu to‘plamda katta munosabatni qarasak «5>4», «6>4»,
«6>5%». Shunga o’xshash kichik munosabatini qarasak «4 soni 5
sonidan | ta kamy». «3 soni 6 sonidan 1 ta kamy.

Keltirlgan misoldagt «1 ia ko‘p» munosabat uchun {(5:4),
(0;5)} to'plam, «kattay munosabati uchun {(5:4), {6:4). (6:5)}
to‘plam. «kichik» munosabati uchun {{4;5), (5:6)} to'plamlarga
ega bo'lamiz. Bu to*plamlar esa elementlart X={4:5;6} to'plam
elementlaridan hosil qilingan sonlar juftliklari to‘plami bilan
aniglanadi. Boshgacha aytganda, bu to‘plamiar X={4;5;6}
to‘plam Dekart ko'paytmasining elementlaridan tashkil topgan
qism to‘plamlardir. ya'ni

XxX ={(4:4), (4:5), (4:6), (5:4), (5:5), (3:6), (6:4), (635), (6:6)"

Bundan ko‘rinadiki, ko‘rib o*tilgan munosabtlar XxX Dekart
ko*paytmaning qism toplami bilan aniglanar ekan.

15-ta’rif. ¥ X (o' plamning istalgan G gism to*plamiga binar
munosabal deyiladi. Binar munosabatlar lotin alfavitining bosh
harflari P, K. R, S... bilan belgilanadi.

Boshgacha aytganda, X to‘plam elementlari orasidagi muno-
sabat deb R = (XxX,Gy) jufilikka aytiladi, bu yerda GreXxX,

Agar X to'plamda berilgan R munosabatda a€X elementga
heX element mos kelsa, «aelement b element bilan R muno-
sabatda» deyiladi va aRb deb yoziladi, bu yerda (a; b)eGg.

Xususiy holda teng (o plamlar orasidagi moslik X to‘plam ele-
mentlari orasidagi binar munosabat deyiladi. X odamlar to‘plami
bo'lsa, unda «do’st bo' lmog», «bitta shaharda yashamoa», «garin-
dosh bo‘lmoq» kabi munosabatiar bo*ladi. Sonlar orasida «tengy,
akattan, «kichik». «karrali», «katta cmas», «bo‘luvchisi» va h. k.
munosabatlar, geometrik shakliar to*plamida «tengdoshlik». «pa-
raltellik», «perpendikularliky» va boshqa munosabatlar haqida
gapirish mumkin.

Matematikada binar munosabatlar a=b, a<b, a>b, a#b, alib,
alb kabi belgilar orqali berilgan.

32



Z butun sonlar to*plamida aRb&mf(a-b) munosabatni garavlik.
Ma’lumki, a va b butun sonlarini m natural soniga bo*lishda bir
xil r (0<r=m) qoldiq hosil bo‘lsa, a va b sonlari m modul bo'vicha
taqqoslanadigan (teng qoldigli) sonlar deyiladi va a=b (mod m}
ko'rmishda beigilanadi. a somi b soniga m modul bo‘yicha
taqqoslanishini ifodalovchi a=b (mod m) bog'ianish taqqoslama
deb o-giladi.

Masalan: 27=5-5+2, 12=5-2+2 bo'lgani uchun 27=12 (mod 3).

Yoki, agar m=7 bo‘lsa, 1=15 (mod 7) bo'ladi

Shu narsa ma’lumki, a=b (mod m) taqqostama a - b ayirma m
ga qeldigsiz bo'lingandagina v rinli bo* fadi.

E'tibor beringki, m=7 bho'lsa, 7 modul bo'yicha tagqos-
lanadigan butun scenlarninig umumiy ko‘rinishi [+7k-r shaklda
bo‘ladi, bu yerda k=0, £1, 42, 0<r<6

To‘plaindagi munosabatning grafi va grafigi. Muno-
sabatlarni gratlar yordamida ko'rgazmali tasvirlash mumkin.
Masalan: X={3:6;9;18}o'plam elementlari uchun «karrali» mu-
nosabatini ko‘ramiz va uning grafini chizamiz { 1.28-rasm).
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1.28-rasm

18 soni 3 ga karrali, 18 soni 6 ga karrali, 18 soni 9 ga karrali va
hokazo. X to‘plamdagi ixtiyoriy son o‘z-0'ziga karrall bo‘lgani
ichun boshi va oxiri ustma-ust fushadigan strelkalar mavjud.
Bunday strelkalar halgalar deyiiadi.

Munosabat  grafi  chekli  to'plamlar  uchun  quyidagicha
chiziladi: to‘plam elementlari nugtalar bilan belgilanadi, mos
elementlar strefkalar bilan tutashtiriladi. Masalan, X={3:4;5;
6 7 8 91 to phm clementlari orasida Pr«x>y» munosabat bertlgan
ar to‘plami orgali iloda qilinadi:

AT g
+




G={(4; 3), (5; 3}, (5: 4), (6; 3), (6, 4), (6, 5),(7: 3), (7: 4), (7;
5), (75 6), (8; 3), (8, 4), (8, 5), (8: 6), (8; 7), (%; 3), (9; 4), (9; 3),
(9: 6), (9; )}

Uning grati 1.28-rasmdagi ko rinishda bo‘ladi.

Munosabat xossalari.

16-ta’vif. Agar X to‘plamning har bir elementi o‘7-0*zi bilan R
munosabaida bo‘lsa (ya'ni, xRx bajarilsa), u holda R munosabat
X to‘plamda refleksiv deyiladi.

Masalan, «x = y», «a|jb», «xiy» munosabatiar refleksivdir.

Refleksiv munosabat grafida har bir element atrofida halga
ho‘ladi (1.6-banddagi 1-misol).

17-ta’rif. Agar X to ‘plamning hirorta ham elementi uchun
xRx bajarilmasa, u holda R munosabat X to ‘plamda antirefleksiv
deyiladi.

Masalan, «a<<b», «a>b», «alb» munosabatlar antirefleksivdir.

Antirefleksiv munosabat grafida birorta ham halga bo‘Imaydi
(1.6-banddagi 2-misol).

18-ta’rif. Agar X to*plamda R munosabat berilgan bo'lib, xRy
va yRx bir vaqtda bajarilsa, R simmetrik munosabat deyiladi.

Masalan, «allb», «alb», «a=b» munosabatlari simmetrikdir.
Simmetrik muncsabat grafida har bir strelkaga parallel qaytuvchi
strefka bo*ladi.

19-ta’rif. Agar X to‘plamda berilgan R munosabatda xRy va
yRx shartlardan fagat bittasi o'rinli bo'lsa, R munosabat
asimmetrik munosabatdeyiladi.

Masalan, «a>b», «a<b» munosabatlari asimmetrikdir,

Asimmetrik munosabat grafida birorta ham halga va qaytuvchi
strelkalar bo*lmaydi.

20-ta’rif. Agar X to'plamda R munosabat uchun xRy va yRx
shartlar fagat x=y bo‘lgan holda bajarilsa, u holda R antisimmet-
rik munosabat deviladi.

Masalan, «a>bx», «a<b», «aib», «a soni b sonining bo*luvchisi»
kabi munosabatlar antisimmetrik munosabat bo‘ladi.
Antisimmetrik munosabat grafida halgalar bo*ladi, lekin
qaytuvchi strelkalar bo‘lmaydi.
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21-ta’rif. Agar X to plamda berilgan R munosabat uchun xRy
va yRz ekanligidan xRz ekanligi kelib chigsa. u holda R
muonosabat tranzitiv deyiladi {1.29-rasm).
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1.29-rasm

Masalan, «a>b», «a=b». «allb», «aib» kabi munosabatlar tran-
zitivdir, Tranzitiv munosabat grafida x dan y ga. v dan 2 ga
boruvchi strelkalar bo‘lsa, albatta x dan z ga boruvchi strelka ham
bolishi kerak.

Murnosabatlarning  xossalarini  ajratib  ko‘rsatish  uchun
matematikada yuqorida aytib o‘tilgan munosabatlarni kesmalar
to'plamida gratlar yordanmida tasvirlaymiz. a, b, 2, s, d kesmalar
beriigan belsin (1.30- a, b, v, g rasmlar).
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1.30-rasm

1.7. Ekvivalentlik munosabati. Ekkivalentlik munosabatining
to‘plamlarni sinflarga ajratish bilan aloqasi. Tartib
munosabati

Ekvivalentlik munosabati.
22-ta’rif. Har ganday R munosabat refleksiv, simmetrik va
tranzitiv bo’lsa, u holda R ekvivalentlik munoesabati deyiladi.
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Masalan, «al|b», «a=b» kabi munosabatlar ckvivalentiik muno-
sabati bo*ladi.

I-misol.  Sint ofquvchilari orasida «bir oyda tug‘ilgan»
munosabati berilgan bo‘isin. Bu munosabat reflcksiv, chunki har
bir A o'quvchi o‘zi o‘zi bilan bir oyda tugilgan. Munosabat
simmetrik, chunki A o*quvchi B bilan bir oyda tugilgan bo'lsa, B
ham A bilan bir ovda tugilgan bo‘ladi. Munosabat tranzitiv,
chunki A o‘quvchi B bilan, B o‘quvchi C bilan bir oyda tugilgan
bo*lsa, A bilan C ning ham tug’ilgan oyi bir xil bo‘ladi. Demak,
bu munosabat ckvivalenilik munosabati bo‘lar ckan. U sinf
o‘quvchilarini «bir oyda tugilgan o'quvchilar» sinflariga ajratadi.
Bunday sinflar soni ko‘pi bilan 12 ta bo*lishi mumkir.

2-misol. Tekislikdagi tog'ri chiziglar w'plamida parallellik
munosabati ekvivalentlik  munosabati  bo‘lishini  ko‘rsatamiz.
Tekistikdagi to g‘ri chiziglar kesishmasa yoki ustma-ust tushsa,
parallel hisoblanishini eslatib o‘tamiz.

Paralleliik munosabati:

a) refleksiv, chunki ixtiyoriy a to'g‘ri chiziq uchun alja
bo* ladi;

b) simmetrik, chunkt ajb bo‘lsa, b|la bo*ladi;

c) tranzitiv, chunki allb va bllc bo‘lsa, allc bo‘ladi (parallel
to*g'ri chiziglar xossasiga ko‘ra).

. 111223 . . :

3-misol. {56?1‘66?5} kasrlar to‘plamida tenglik munosa-

bati berilgan. (1.31- rasm)
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1.31-rasm

Bu munosabat:
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1) Relleksiv. chunki ixtiyoriy kasr o‘z-0"ziga teng;

2) Simmetrik, chunki x kasrning y kasrga tengligidan vy
kasrning x kasrga tengligi ham kelib chiqadi;

3) Tranzitiv, chunki x kasrning y kasrga va y kasrning z kasrga
tengligidan x kasrning z kasrga tenghgi kelib chigadi.

Agar X to'plamda ekvivalentlik munosabati berilgan be*lsa, u
holda bu munosabat X to‘plamni juft-jufti bilan kesishmaydigan
gism to’plamlariga ajratadi. Yuqoridagi misoltmizda gism to‘p-

lamlar
{1_2_.11,{1.,2_} {I}
371071507 (6" 12]7 |7

Bu qgism to‘plamlar jufi-jufti bilan kesishmaydi va gism
to‘plamlarining birlashmasi birlamchi misolda berilgan to’plam
bilan ustma-ust tushadi.

4-misol. Z butun sonlar to‘plamida aRb & m | (a - b) muno-
sabatni garaylik. Bu muncsabat m=7 ho‘lganda 7 to'plamni
ekvivalent 7 ta sinfga ajratadi:

[0}=1{...,-14,-7,0,7, 14, ...}

[11=1{...,-13,-6, 1, 8,15, ...}

[2]={...,-12.-5,2,9. 16, ...}

131=1...-11.-4,3,10, 14, ...}

[4]=1{....-10,-3,4, 11, 14, ...}

=, 9,2,5.7,12,..)

jo1=1{....,-8,-1.6,7,13, ...}

(I). R — haqiqiy sonlar to‘plamidagi "<" munosabati bolsin.
Bundan kelib chigadiki, R={(x,y)&RxR[x<y}.

{11). m natural sonini olamiz va eslatib o‘tamizki, agar a€Z, va
mfla bo‘lsa, demak a soni m ga Kkarrall, Z butun sonlar
to'plamidagi R munosabat quyidagicha aniglangan bo'lsin:

aRb < m|{a- b).

E'tibor beringki, biz bu munosabat bilan 1.4.3.- bo‘limda
tanishgan edik.

(D). Ts - {1, 2, 3, 4, 5} to‘plamning barcha 2-elementli
ioplam  ostilaridan  iborat bo‘lsin. R munosabatni  Tsda
ARAy=ANA=D ko'rinishda belgilaymiz. Bo misolda [R]ni
hisoblah mumkinmi (quyidagi 3-mashqqa qarang)?
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(V). Hagigiy sonlar o*qi R da R munosabatni xRy&x-yEZ
kabi aniqlaymiz. = soniga mes elementni toping.

R-haqiqiy S to‘plamdagi munosabat bo'lsin. Quyidagi 3 ta
xvssa bajarilsa, R ni ekvivalentlik munosabati deyiladi:

R refleksiv: sRs ixtiyoriy s € S uchun;

R simmeirik: siRs; & s:Rs1, 81, 6. € §;

R wranzitiv: s,Rs: v s:Rs: = 51Rs;, 59, 82,83 €S,

Yuqorida keltirilgan 4 ta misoldan (I va (IVY) dagi
munosabatlar ekvivalenttik mupogsabati bo'ladi. (I} misolda
bcrilgan munosabat refleksiv ham_, simmecirik ham emas: (x<x har
qanday hagigiv son uchun volgon, 1<2, fekin 2<1). Shunga
garamay, bu munosabat tranzitivligini oson ishotlash mumkin.
Qolgan hollarni misotlarda garaymiz,

S biror to’plam va R S dagi ekvivalentlik munosabati bo*isin.
Ivtivordy € S wehun Is) 1050lamas Js) = (s'E S | sRs € 8
ko‘rinishda aniqlaymiz va bu to'plamni S dagi s € S ni o'z ichiga
oluvchi ekvivalentlik sinflari deb ataymi.

Eslatma: agar s;Rs: bo'isa, so'ng [s]=[s:], chunki s; va s
ekvivalent, S ning aynan bir xil elementiaridir.

Tartib munosabati. Endi tartib munosabatini qaraymiz.

«Tartib» so*zi kundalik hayotimizda doime uchraydi. Masalan,
jismoniy tarbiya darslarida talabalarning bo*y-bo‘yiga qarab jov-
lashishi tartibi, o*zbck alfavitida harflarning ketma-ket kelish
tartibi va hokazo.

23-ta’rif. Agar X to‘plamdagi R munacsabat tranzitiv bo‘lsa va
simmetrik bo‘lmasa, u holda bu munosabat tartib munosabati
deyiladi. X to‘plam esa tartib munosabati bilan tartiblangan deb
ataladi.

Masalan, X={3,6,9,18} to'plamni «kichik» munosabati yorda-
mida tartiblash mumkin. Boshlang*ich ta’limning birinchi sinfida
o quvchilar «katta» va «kichik» munocsabatlari bilan, keyinchalik
esa kesmalar uchun «uzun» va «gisqa» munosabatlari bilan
tanishadilar. Bu munosabatlar yordamida sonlar va kesmalar
to*plamida tartib o*matiladi.

Tartib munosabati gat’ty va nogat’iy tartib munosabatiga bo*li-
nadi va bu bo'linish munosabaiming asimmetrik yoki antisim-

38 -



metrik bo‘lishi bilan bog‘liq. «Kattan va «kichik» munosabatlari
gat’iy tarilb munosabati bo'Isa, «katta cmase va «karrali» muno-
sabatlari nogat’iy tartib munosabati hisoblanadi.

Teorema. R-S to‘plamdagi ekvivalentlik munosabati, {s] va
{s'} ekvivalentlik sinflari bo‘lsin. U holda yoki {s}=|s']. bu yerda
sRs’, yoki [s]N{sT =@, gachonkis¢s".

Isbot. Faraz qilayhik, [s]N[s]#@ bo'lsin, aytish mumkinki,
shunday t element topiladiki, t€]s](i{s'] bo‘ladi. Shuning uchun
sRt va s'Rt orinli ekanligidan, simmetrikiik asosida sRt va tRs’
orinli ekaniigi kelib chigadi. Iranzitiviikkdan foydalanib ko‘ra-
mizki, sRs" 5 va §' ning ckvivalentligini yoki § dagi aynan bitta
elemoent ekanini bildiradi. Bundan [s]=[s'] ekanligi kelib chigadi.
Yagona boshqa imkonivat [s]([s’]=@ dan iborat bo‘lib, bu holda
sRs" ekanligl 0'z-0'zidan ma’lum bo’ladi.

Yuqorida amalga oshirilgan isbot natijasida shuni ko‘ramizki,
S w'plaradagi R munosabating ekvivalentligi to'plamni kesish-
maydigan ckvivalentlik sinflariga ajratar ckan.

Nazorat uchun savollar:

Maoaslik ta’rift va turlarini ayting.
To*plamni to’plamgz o*zaro bir qlymatli akslantirish nima?
Teng quyvvatli to*plamlar.
Teng guvvatli to plamiar ganday aniglanadi?

5. Munosabat moslikning Xususiy holi ckanini, ya'ni GcXxX
ekanini izohlang.

6. Munosabat xossalarini graflarda tasvirlang.

7. Refleksiv, simmetrik, antisimmetriklik, tranzittv muno-
sabatlarmi graflar yordamida tushuntiring.

8. Ekvivalentlik va tartib munosabatlarini ta’riflang.

9. Ekvivalentlik va tartib munosabatlarini misollar yordamida
tushuntiring

o

Mashgqlar:
1. A={5;12} va B={4;17} to‘plamlar berilgan. Bu to‘plamlar
orasidagi Dckart ko'paytmani tuzing va barcha qism to*plamlarni
aniglang.
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20 M={-3;-2;-1;0;1;2;3:4%  va N-natural sonlar to‘plami
beriigan. Bu to‘plamlar orasida R moslik: «m sonning kvadrati n
soniga tengy, bunda meEM, neN berilgan. R moslik juftliklart
to‘plamini aniglang.

3. X={fx&n, x<7}, Y={vlyeN, 15<y<i9} to'ptam elementlari
orasida C: «x soni v secnining bo‘luvchisi, bunda xgX, veY,
moslik berilgan bo*lsa, uning grafigini yasang.

4. A={1;2;3:4;6}, B={5.7} tw'plamlar clementlari orasida
«kichik» mosligi o' rnatilgan. Bu moslik grafigini yasang.

5. Kundalik hayotdan mosliklarga misolar keltiring.

6. X={x|x€EN, x<9}, Y={ylveN. y=4} to‘plamlar elementlari
orasida R: «x sont y soniga karrali» mosligi berilgan (bunda x€X,
y€Y). R va R mosliklar grafigini yasang,

7. Ofzaro bir qiymatli moslikka misollar keltiring.

8. A va B to‘plamlarning teng quvvatli ekanini korsating:

4) A — uchburchak tomoniari to'plami, B — uchburchak
burchaklari to*plami;

0) A —wmaktab» so‘zidagi harflar to‘plami, B-384 574
sonidagi raqamlar (o plami;

B) A-hafta kunlari to‘plami, B-a, b, c. d, e, f, k hartlari
toplami.

S, A={11:12:13:14:15%, B={20:21} to'plamlar elementlari
orasida «kichik» mosligi o‘rnatilgan. Bu moslik grafigini vasang.

10, X={433:0:524;264:135;122} va U={3:4:5:9;} to'piamlar
orasida R “x son y songa karrali™ munosabati berilgan. Bunda x €
X va y€U. Munosabat grafigini yasang. Bu grafda 135 dan 9 ga
boruvchi strelka bormi?

L.8. Kombinatorika clementlari. Kombinatorika masalalari.
Yig‘indi va ko‘paytma qoidasi

Kombinatorika masalasi. Flementlarning turli kombinat-
siyalari va ularning sonini topish bilan bog'lig masalalar kombi-
natorika masalalari deyiladi. Bunday masalalar matematika
fanining tarmog‘l — kombinatorikada o‘rganiladi. Kombinatorika
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asosan., XVII-XIX asrlavda mustaqil fan sifatida yuzaga kelgan
bo‘lib, uning rivojiga B.Paskal, P.Ferma, G Leybnits, Y.Bernulli,
L.Eyler kabi olimlar katta hissa qo'shganlar,

Kombinatorikada, asosan, chekli 1o‘plamlar, ularning qism
to'plamlari, chekli to'plam elementlaridan tuzilgan kortcjlar va
ularning sonint topish masalalari o‘rganilgani uchun uni
to’plamlar nazariyasining bir gismi sifarida garash mumkin.

Yig‘indi qoidasi. Kombinatorikada to‘plamlar birlashmasi
clementlari sonini hisoblash masalast yig'indi qoidasi-deb ataladi,

1)y Agar ANB =@ bo'lsa,

n(AUB) =n{A) + n{B) (1) bo‘ladi.

Ya'ni kesishmaydigan A va B to'plamlar birlashmasi element-
lari soni shu to*plamiar elementlari sonlarining vig‘ indisiga teng.

2y Agar ANB+£® bo‘lsa,

fAUB) = n{A) + n(B) - n{ANB) (2) bo'ladi. Ya'ni umumiy
elementga ega ikiki to'plam birlashmasi efementlari soni to'p-
lamlarning har biri elementlari sonlart vyig'indisidan ularniog
umumiy eclementlari sonining ayrilganiga teng. {(2) formula
(1)} formulaning umumiy holi bo'lib. (1) formulada n{ANRB)=0,
va'ni to'plamlarning umumiy elementi yo'q.

3)  Yigindi qoidasi umumiy elementga e¢ga bo‘lgan uchta A,
B, C to'plam uchun quyidagicha yoziladi: agar ANBNC=@
bo'lmasa, n{AUBUC=n{Ayrn{B)yta(C)-n(A"B)}-n{ANC)}n(BNC )+
n(ANBNC) (3) bo'ladi.

(1) formula bilan yechiladigan kombinatorika masalasi
umumiy holda quyidagicha ifodalanadi: agar x elementni k usul, y
elementni m usul bilan tanlash mumkin bo‘lsa, «x yoki y»
elementni k + m usuol bilan tanlash mumkin.

Masalan, savatda 8 ta olma va 10 ta nok bor bo'lsa, 1 ta
mevani § + 10 = 18 usul bitan tanlash mumkin.

{2} formula bilan yechiiadigan masaia: 40 talabadan 35 tasi
matematika imtihonini, 37 tasi rus tili imtihonini topshira oldi.
2-talaba ikkala fandan «2» oldi. Nechta garzdor talaba bor?

Yechish. A - matematika fanidan «2» olgan. B - rus tili
fanidan «2» olgan talabalar to*plami bo*lsin.
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n(A)=40-35=5; n(ANB)=2.
n(B)=40-37=3 {AUB) = 5+3-2=6.
Javob: 6 ta garzdor talaba bor. (3) formula — yvig'indi goidasi
bilan yechiladigan masalani ko‘raylik.
1-masala. Sinfda 40 o'quvchi bor.

/:: ﬂ:"\fb Uning 26 tasi basketbol, 25 tasi — suzish,
/ s‘i\\ 27 tasi — gimnastika bilan shug‘ullanadi,
(va-ﬂ: <} {ff ’f{ s ) b DI vagtda suzish va basketbol bilar — 15

ta, baskctbol va gimnastika bilan — 16 ta,

/ suzish va gimnastika bilan shug‘ulla-

KZF 5 d) / nuvchilar - 18 ta. 1 o'quvchi darsdan

g ,/" ozod. Hamma sport turi bilan nechta

o‘quvchi shug‘ullanadi? Nechta [.32-rasm
o‘quvchi taqat | ta sport turi bilan shug‘ullanadi?

Yechish. Maslada 3 ta to‘plam garalyapti: A — basketbol bilan
shug ullznuvchilar. B — suzish bilan shug ultanuvchilar, C —
giinnastika bilan shug®ollanuvehilas, Bo uch w'plam kesishadi.

Bu 3 to'plam kesishmasidagi elementlar sonini x bilan
belgilasak, quyidagi tenglamaga ega bo*lamiz:

26+25-(33-x1H{ 1 X +27+34-x)+1=40.

Bu yerda x=10. Demak, hamma sport turi bilan 10 ta o'quvchi,
fagat 1 ta sport turi bilan 10 ta: basketbol bilan — 5 ta. suzigh bilan
-2 ta, gimnastika bilan -- 3 ta o*quvcehi shug®ullanadi.

2-masala. 50 talabadan 20 tasi nemis tilini, 15 tasi inghliz tilini
o‘rganadi. !kkala tilni biluvchi va hech bo‘lmaganda 1 14 tilni
biluvchi talabalar soni nechta bo'lishi mumkin®

Yechish. Maslada 2 ta to*plam qaralyapti: A — barcha talaba-
lar to‘plami. B — nemis tilini o‘rganadigan, C - inghliz tilini o°r-
ganadigan talabalar to*plami. Masala sharti bo*yicha n{(A) = 50.
n(B) =20, n(C) = 15.

A, B va C to'plamlar orasidagi munosabatlarni Eyler-Venn
diagrammalarida quyidagicha tasvirlash mumkin. lkki tilni
biluvehi talabalar soni B va C to‘plamlar kesishmasi elementlari
sonini topish bilan bog'liq. Tech bo‘lmaganda ! ta tilni biluvchi
talabalar soni ikki to‘plam birlashmasi elementlart sonini topisi
bilan bog’lig.

i
/ NAF :\ P
'\H{ il _’E/\"-\’i’;_x o

Ny
i,
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I, e p_ u_/,--’
1-33-rasm
n{(BNC)=90 n{BNC)y=15
n(BuUC)=35 n{BuC)y=20
1.33-rasm

x—Ikki tilni biluvchi talabalar soni bo'lsa, 0<x < 15 (x€N).

y — hech boimaganda — 1 ta tilni biluvchi talabalar soni bo'lsa,,
20<y<35(vENy).

Ko‘paytma goidasi. Chekli to'plamlarning dekart ko*payt-
masi elementlari  sonint  topishga imkon beradigan qoida
ko' paytma qoidasi deyiladi.

A= {a. axn ..., a,} va B = {bbs, .... by} to'plamlar
¢lementiaridan  nechta  tartiblangan  (a, b)) iuftlik  tuzish
mumkinligini  ko'raylik. Barcha jufiliklarni  tartib  bilan
quyidagicha joylashtiramiz:

(ar:by1),(a;;b2).....(1:bm), (a2:by).(a23b2),. . . {az:by,),

(an;bl)«(an:bz)a'--a (an; bm)

Bu jadvalda n ta gator va m ta ustun bo‘lib, undagi barcha
Juftliklar soni n'm ga teng. Bu yerda n = n(A) va m=n(B).

Ko'paytma goidasi n{AxB)=n(A) n(B) ko‘rinishda voziladi.

Ko‘paylma goidasiga oid kombinatorika masalasining umumiy
ko'rinishi: «Agar x elementni m usul. y elementni n usul bilan
tanlash mumkin bo‘lsa, (x:v) tartiblangan juftlikni mn usul bilan
tanlash mumkiny.

Ikkitadan ortig to'plamlar uchun bu formula quyidagicha
yoziladi:

N{ALA A% A=A (AL ... (Ag).(n>2).

Masalan. A shahardan B shaharga 3 yo'! bilan, B shahardan C
shaharga 2 vo'l bilan borish mumkin bo'lsa, A shahardan C
shaharga necha xil usul bilan borish mumkin?
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Yo'lning l-gismini 3 xil. 2-gismini 2 xil yo‘l bilan o‘tish
mumkin bo‘lsa, umumiy yo‘Ini 3-2 = 6 usul bilan o‘tish mumkin.

Umumlashgan ko‘paytma qoidasi: «Agar x elementni m usul
bilan, y elementni, x ni tanlab bo‘lgandan so‘ng, n usul bifan
tanlash mumkin bo‘lsa, (x;y) juftiikni mn wsul bilan tanlash
mumkiny.

Masala. Nechta turli raqamlar bilan yozilgan ikki xonali sonlar
bor?

Yechish. [-ragamni 9 usul bilan (1. 2. ..., 9), 2-ragamni ham 9
usul bilan (noldan boshlab o'nliklar raqamidan boshqga ragam!ar)
tanlash mumkin. Hammasi bo‘lib 99 = 81 ta shunday son bor
ckan.

L.9. Takruvrianadigan va takrorkanmaydigan o‘rinlashtivishlar
va o‘rin almashtirishlar

Takrorlanadigan o‘rinlashtirishlar.

Masala. m elementli X to‘plam elementlaridan tuzilgan k
uzunlikdagi kortejlar sonini toping.

Yechish. k o‘rinli korte] X X X X ... X X dekart ko'paytmaning

T —

elementi bo*lib, tartiblangan k-likni (ka-lik deb o‘qiladi} bildiradi.
Masalani yechish unehun XxXx,.xX dekart ko‘paytma elementlari
sonini topish kerak. Bu son n(X) = m bo*lgani uchun

1 (XxX XX X=X ) n(X)- .. n(X)=m'm-... m=m" ga teng,

Demak, m elementli X to'plam elementlaridan tuzilgan k
o‘rinli kortejlar soni m* ga teng ekan. Kombinatorikada bunday
kortejlarni m elementdan k tadan takrorlanadigan o‘rinfash-
tirishlar deyiladi. Ularning soni A%, bilan belgilanadi, (A —
fransuzcha arrangement so‘zining bosh hartidan olingan bo‘lib,
«o‘rnashtirish, joylashtirish ma’nosini bildiradi.) A%, = m".

Masala. 6 ragamlii barcha telefon nomerlari sonini toping.

Yechish. Telefon nomerlari 0 dan 9 gacha bo'lgan 10 ta
ragamdan tuzilgani uchun 10 elementdan tuzilgan barcha
tartiblangan 6 orinlt kortejlar sonini topamiz:
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Javob: Zf;= 10° = 1000000. 6 ragamli telefon nomerlari soni
10" ga teng.

Takrorlanmayvdigan ofrin almashtivishlar. Agar chekli X
to‘p-lam elementlari biror usul bilan no-merlab chigilgan bo'isa,
X to'plam tartiblangan deyiladi.

X=1{x%), X2. .... &m} to'plam berilgan bo'lsin. Bu to*plamni turli
usullar bilan tartiblash mumkin.

Masalan, sint o*quvchilarini yoshiga, bo'viga, ogirligiga qarab
voki o'quvchilar famiiiyalari bosh harflarini alifbo bo’yicha
(artiblash mumkin.

m elementli X to'plamni necha xil usul bilan tartiblash
mumkin degan savalga javob beraylik.

Tartiblash — bu elementlarni nomerlash demakdir. 1-nomerni
m ta elementning istalgan biriga berish mumkin, Shuning uchun
l-elementni m usul bilan, 2-elementni 1-element tanlanmib bo‘lgan-
dan so'ng m -1 usul bilan tanlash mumkin va hokazo, oxirgi
elementni tanlash uchun fagat bitta usu! goladi, xolos. Tartiblash-
farning wmumiy soni

m(m -1){m -2)-... -2-1=m! ga teng.

m! — dastlabki m ta natural son ko‘paytmasi (m faktorial deb
o*qiladi). Masalan, 5'=1-2:2-4.5 = 120, m! = P, bilan belgilanadi
va takrorlanmaydigan o‘rin almashtirishlar soni deb ataladi.

O-rin almashtirishlarni o‘rinlashtirishlarming xususiy xoli deb
qarash mumkin m=k bo‘lgan holi.

P belgisi fransuz tilidagi “permutation”, va'ni “o‘rin
almashtirish™ so*zining 1- harfidan olingan

Masala. ¥ ta ladyani shaxmat 4 ) ol
doskasida bir—birin'i urmaj./digan ('.Ii.lib “ .L ﬁ T._?’fi
necha usul  hilan  joylashtirish = P

. l 1 i e L}
mumkin? = = = A0

Yechish. 1.adyalar soni § ta. . h :'j :

Py = 81 = 40320 A1 8 |9 | M2ssY

O'rin almashtirishiaening ba’zi qiy- L 35 1O | Btidssi
matlari: s | L2

0= 1 ta’'rf bo vicha!
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Takrorlanmaydigan o‘rinlashtfirishlar. Umumiyroq masa-
lani ko'rib chigaylik: m elementii X to*plamdan nechta
tartiblangan k elementli to'plamlar tuzish mumkin?

Bu masalaning coldingi masaladan farqi shundaki, tanlash k -
elementda tugatiladi. Ularning umumiy soni

m{m-1)m-2)-.. {m-k+1)

ko‘payimaga teng. U AL, bilan belgilanadi va m elementdan
k tadan takrorlanmaydigan o‘rinlashtirishlar soni deb ataladi:

AL =mim—1)- .-(m—-k+1)= o

(m-K)1
Buyerda m'=m-{m-1)-...-2-1.
Masalan, sinfdagi 20 o’quvchidan tozalik va davomat uchun

Javob beruvehi 2 o*quvchini necha xil usul bilan tanlash mumkin?
20!

Asy = o 20-19 = 380 (usul bilan).

1.10. Takrorianmaydigan guruhlashlar. Chekli
to‘plamlarning to‘plam estilari soni

Takrorlanmaydigan guruhlashlar. «m  elemenili X
to‘plamning neclita k elementlt gism to'plamlari bor?s — degan
masalani hal gilaylik.

Masalan, 4 elementli A = {a; b; ¢; d) to*plamning nechta 3
elementli gism to'plami borligini ko'raylik. Ular {a:b; ¢}, {a: b;
d}, {a; c: d}. {b; ¢; d}. Demak. 4 ta shunday gism to‘plam bor
ekan. Bunday qism to‘plamlar takrorlanmaydigan guruhlashiar
deb ataladi. Bu gism to*plamlarni tartiblaganda 6 barobar ko‘proq
3 ofrinli kortejlarga ega bo‘lamiz.

Masalan, {a; b; ¢} ni tartiblasak: (a; b; ¢), (a; ¢; b), (b; a; ¢), (b;
¢. a). (¢; a; b), (¢; by a) tartiblangan vchliklarga cga bo'lamie,
tartiblanishlar soni 3! = 6 marta ko'p. Bu bog‘lanishdan
foydalanib, guruhlashlar sonini topish formulasini  keltirib
chigarish momkin.

m elementli to‘plamning k elementli gism to‘plamiari soni C¥
bilan belgilanadi va m elementdan k tadan takrorlanmaydigan
guruhlashlar soni deyiladi. (C — fransuzcha combinaison — «birik-
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ma» so‘zidan olingan.) Takrorlanmaydigan guruhlashlar soni

uchun
k ik e A
AL, =CF P, = () = e o formulaga ega bo*lamiz.
Masala, Sinfdagi 20 o*ouvchidan ko®rikda ishtirok etish uchun
uch o quvchini necha xit usul bhilan tantash mumkin?
Yechish. Ko'rik ishtirokchilarining tartibi ahamiyatga ega
bo*fmagani uchun 20 elementli to‘plamning 3 clementli gism

to*plamlari soni nechtaligini topamiz:

G = =22 =3.19.20 = 1140, Javob: 3
317! 1-2-3

o‘quvchini 1140 usul bilan tanlash mumkin ekan,

N ta elemcentdan r tadan olingan obyektlar kombinatsiyasi soni
shu vaqtda N ta eclementan r tadan clementni o'rnini
almashtirmasdan hosil qilingan wo‘plam ostilari soniga teng. Biz
buni ushbu ko'rinishda yozamiz (f) Biz bu holatda tanlashlar
tartibini qaramaymiz. Misol uchun {1.2.3,4} sonlar to'plamini
qaraymiz. 1kki elementli  almashtirishlarsiz  tanlashlar  soni
41/21=12 ga teng. Bu aniq {12.13,14, 21.23.24 31.32,34
41,42,43%. 41a elementdan 2 tadan kombinatsiyasi {12,13,14,..,
23.24,...,34} va uning soni oltiga teng. E’tibor bering 6 = (;) =
4172121 Nta elementli 4 to'plam r o'lchamli  nl/rl(n-r)! ta
to‘plam ostiga ega.

Shunday ilib biz ( ) = “(n r)l

CX¥ ko‘riniskdagi sonlarning xossalari,
1.l =cp K
20,6k — k7 4 ch L
320 =Ch =

—ga ega bo’lamiz.

1-xossani  isbot qilish uchun CX = -—"—— formuladan
T ki(m—k)
foydalanamiz:
C.m kK — mi _ m! _ m! _ Kk

(m—iN(m—(m—k))  (m=k)m—m+k)  (m—k}k! Con-
Xossaga ko'ra.C3y = C}5; €& = Clvah k,
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2-xo0ssaning isboti
(m — 1)! {(m —1)

cktvck_ = =
m-1 m-l (k-1)!(m-—1—(k~—1))!+k!(m—1—k)!

_ (m - D! (m-1)t (m—11k
_(k—1)!(m—k)!+k1(m—k—1)!”(k—1)!k(m—1—k)1+
(m-—11{m—-k) _(m—l)!k (m— 11 {m—k) B
Em—k—-—Dtm—k) kKim-k ktim—1k)
_k(m——l)!+(mmk)(m—— 1 (m — k) _(m~—1)!(k+m~—k) B
B k! (m — k)! B ki (m — k)! B
_(nz—l)!m_ m! —Ck

Tk (n = k) T k! (m — k)
2°-va 3°-xossalardan foydalanib, CX ko‘rinishdagi sonlarning
giymatini ketma-ket hisoblash mumkin.

Paskal uchburchagi va Nyuton binomi.

3°-xossaga ko'ra £ =C =} =€) = €2 =1. Bundan 2°
ga kora C¥ ko'rinishdagi sonlarni Paskal uchburchagi
ko‘rinishida joylashtirish mumkin. Har bir son o‘zining tepasidagi
ikkita son yig*indisidan thorat.
i

o
oo o
i 121
€107 ¢3 1331
cyeiei 14641
caclclo 1561051

Cr=C0+Cl=1+1=2.

Har bir qatordagi sonlar (a + b)™ ko‘phadning yoyilmasidagi
binomial koeffitsiventlarga teng. Ularning yig'indisi m element!i
X to'plamning barcha qism to‘plamiari sonini beradi.
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Chekli to‘plam qism to‘plamiari somi. 2 elementli
to‘plamning bhammasi bo'lib nechta qism to‘plami bor, degan
savolga javob beraylik. Ular | ta bo'sh, 2 ta | clementliva 1 ta 2
clementli, va’ni X to‘plamning o'zidan iborat bo‘lgan qism
to'plamlardir. Jami: 142+1=4. Demak, 2 elementli to‘plamning
hammasi bo‘lib 4 1a gism to‘plami bor ckan

Quvvati n ga teng bo'lgan A to*plamning to plam ostilari soni
0 clementli, 1 clementli. 2 clementli. 3 elementli, ..., a ¢lementli
toplam ostilari sonining yig‘ indisidan iborat bo‘ladi.

Masalan A={1,2.3,4.5,6.7,8} to‘plam quvvati |A|=8. To‘plam
ostifari soni 0 elementli, | elementli, 2 elementli. 3 elementli. 4
elementli, 5 elementli, 6 elementli. 7 elementli, 8 elementli top-
lam ostilari sonining yig‘indisidan iborat

A to*plamning barcha gism to'plamlarini 0 va 1 lardan iborat
ketima-ketlik  bilan ifodalash mumkin. Agar element qism
to'plamga tegishli bo'lsa. 1 bilan, tegishli bo‘imasa. 0 bilan
almashtiramiz. Masalan 13,6,7.8} gism to*plamini
(0,0,1,0,0,1,1,1) kabi shifrlash mumkin. Barcha shunday kortejlar
soni 2:2:2:2-2:2-2-2=2% ga teng.

Demak, 8 elementli A o' oplamning barcha qism to*plamlari
soni 2° ga teng ckan.

Umumiy holda chekly m element)i X to'plamning barcha qism
to‘plamlari sonini topish masalasini qo‘yaylik. Uni hal gilish
uchun istalgan tarrda X to‘plammi tartiblaymiz. So'ng har bir
gism to'plamni m o‘rinli kortej sifatida shifrlaymiz: gqism
to'plamga kirgan element o'rniga !, kirmagan clement o'rniga 0
yozamiz. Shunda qism to‘plamlar soni 2 ta {0; 1} clementdan
tuzilgan barcha m o‘rinli kortejlar soniga teng bo‘ladi: AT =2",
Bundan, 4 elementli to‘plam to-plam ostilaci soni 2* = 16 ga, 3
clementli to‘plamning to*plamostilari soni 2° =8 ga tengligi kelib
chigadi. Shu bilan birga bu son Paskal uchburchagining 4-
qatoridagi sonlar yig'indisiga ham teng, va'ni € + C3 + C% +
€i=14+3+3+1=8.

Umumiy holda: C2 + €L, + -+ ¢ + ¢ = 2™,
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Nazorat uchun savollar

1. Kombinatorika masalasi ta’rifini bering.

2. Kombinatorika [ani rivojiga xissa qo‘shgan olimlarni
ayting. '
Yig indi goidasining turli xollarini ko‘rsating.

Ko paytma goidasini ayling va misollar keltiring.
Takrortanadigan o*rinlashtirishtarga misol keltiring.
Takrotlanmaydigan o‘rinlashtitishlarga misol keltiring,
Takrorlanmaydigan o‘rin almashtirishlarga misot keltiring.
m elementli X to*plamning barcha qisin to*plamlari nechta?
Paskal uchburchagining xususiyatini ayting.

e ANl

Mashqlar:

1. 32 o‘quvchining 12 tasi voleybol seksivasiga, 15 tasi
basketbol seksiyasiga, 8 kishi esa ikkala seksiyaga ham qat-
nashadi. Sinfdagi necha ofquvchi hech bir seksiyaga gatnash-
maydi?

2. Sinfdagi bir necha o‘quvchi marka yig'dilar. 15 o'quvchi
O‘zbekiston markalarini, 11 kishi chet el markalarini, 6 kishi ham
O‘zbekiston markalacini, ham chet ¢l markalarini yig'di. Sinfda
necha o' quychi marka to'plagan?

3. 30 o‘quvchidan 18 nafari matematikaga, 17 nafari esa
fizikaga qiziqadi. lkkafa fanga ham gizigadigan o’quvchilar soni
nechta bo‘lishi mumkin? (Ko‘rsatma. lkkala fanga ham
gizigmaydigan o‘quvchilar soni ke{0,1,2,3, . 12}).

4. 100 odamdan iborat sayyohlar guruhida 10 kishi nemis tilini
ham, fransuz tilini ham bilmaydi, 75 nafari nemis tilini, 83 nafar:
esa fransuz tilini biladi. Ikkala tilni ham biladigan sayyohlar
sonini toping.

5. 26 o'quvchining 14 nafari shaxmatga. 16 nafari shashkaga
giziqadi. Ham shashkaga, ham shaxmatga gizigadigan o‘quvchtlar
gancha?

6. 70 o‘quvchidan 34 nafari matematikaga, 45 nafari esa
fizikaga qiziqadi. Ikkala fanga ham gizigadigan o‘quvchilar soni
qancha bo’lishi mumkin?
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7. 40 o'quvchining 24 nafari shaxmatga, 26 nafari shashkaga
qizigadi. Ham shashkaga, ham shaxmatga qizigadigan ¢‘quvchilar
gancha?

8. Smfda 35 o'quvchi o'qiydi. Ulardan 17 nafari matematika
to*garagiga, 21 tasi pedagogika to‘garagiga boradi. 10 o*quvchi
ikkala to‘garakga ham boradi. Qancha o‘quvchi hech bir
togarakga bormaydi?

9. Sinfda 40 o‘guvchi o*qiydi. Ulardan 32 nafari matematika
to‘garagiga., 14 pedagogika to*garagiga boradi. 6 o*quvchi ikkala
to"garakga ham boradi. Qancha o’quvchi hech bir to*garakga bor-
maydi?

10. 150 nafar talabadan ingliz tilini 32, nemis tilini 23, fransuz
tilini 25, ingliz va nemis tilini 13 nafar, ingliz, fransuz tilini 9
natar, nemis, fransuz tilini 7 nalar talaba o*rganadi. Uch tilni ham
o'rganadigan talabalar som 6 nafar. Qancha talaba fagatgina bir
tiln1 o*rganadi va qancha talaba bitta ham tilni o‘rganmadi?

1. A={1,2.34,56,7,8,9.0} to‘plam eclementlaridan
foydalanib,

a) 7 raqamli barcha pasport nomerlari seniai toping.

b) 4 ragamli barcha transport chiptalarining nomerlari
sonini toping.

¢) 5 raqamli barcha lalabalar talabalik guvoxnomasi
nomerlari sonini toping.

d) 3 raqamhi yengil avlomashina nomcrldri sohi toping

12. Tfoda qiymatini toping: a) — b) TF e %’ al’ ie)
it 160 .. TI+6M5 171 T 16115151
64l B 12t 6!’ ) gl-7! - k) 14 ’
e (k=) (p+1)!
{3. Soddalashtiring: a) - b) o) -

14. 1.2.3.4,5 ragamlardan foydalanib nechta besh xonali son
yozish mumkin?

13. 4 bemor shifokor oldiga necha usul bilan kirishi mumkin?

16. 6 o'rinli aylana shaklidagi stolga necha usul bilan
odamlarni joylashtirish mumkin?

-
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ILBOB. MATEMATIK MANTIQ ELEMENTLARI
2.1. Matematik tushuncha

Real va abstrakt tushuncha. Atrolimizdagi olam turli ob-~
yektlardan iborat. Ular o‘ziga xos xossalar va o‘zaro muno-
sabatlarga ega. Bu obyekilarni o‘rganganimizda ularni o*xshash-
ligi va umumiy xossalariga qarab sinflarga ajratamiz. Bu
obyektlar va sinflar ma’tum bir nom bilan nomlanadi. Masalan.
«daraxt», «chumchugy, «mushuk», «uy», «avtobusy yoki «o'sim-
lik», «qush», «hayvony, «binow, «mashina» va hokazo. Obyekilar
yvoki obyektlar sinfining nomlanishi inson ongida ular haqida
tushuncha paydo bo‘lganini bildiradi. Chunki har bir nom atalishi
bilan ongimizda u bilan bog*liq tasavvuriar paydo bo'ladi. Biz bu
obyekt yoki obyekilar sinfining eng muhim xossalariol eslaymiz:
rangi, shakli, o‘lchami, hidi, tuzilishi va h. k.

Demak, tushuncha -~ bu narsalar va hodisalarni ba’zi bir
muhim alomatlariga ko'ra farglash yoki umumiylashtirish natijasi
ekan. Afomatlar esa narsa yoki hodisalaming bir-biriga o‘xshash-
ligi yoki farglanishini bildiruvchi xossalardir.

Muhim gossa deb, faqat shu obyektga tegishli va bu xossasiz
obyekt mavjud bo‘la olmaydigan xossalarga aytiladi. Obyektning
mavjudligiga ta’sir gilmaydigan xossalar muhim bo‘lmagan
xossalar deb sanaladi.

Agar biror obyektning barcha muhim xossalart to’plangan
bo‘lsa, bu obyckt hagida tushuncha bor deyiladi.

Fan rivojlanishi natijasida abstrakt tushunchalar yuzaga kela
boradi, Bunday wshunchalar insoniyal to*plagan katta lajribani
umumlashtirish natijasida yuzaga keladi va moddiy dunyoning
tub mohiyatini aks etiiradi, lckin real obyektlarning ko‘pgina
xossalaridan ko'z yumgan holda, ularni idealfashtirish natijasida
hosil bo*ladi.

Masalan, bir jismni geometrik shakl sifatida qarasak, bizni
uning shakli, o‘lchamlari qiziqtiradi, lekin uning nimadan
yasalgani, rangi, og'irligi gandayligi biz uchun ahamivat kasb
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etmaydi. Ko‘pincha abstrakt, ideal obyekt ega bo‘lgan xossalar
real obvekiga tegishli bo‘la olmaydi. Masalan, geometriyada
kesmani cheksiz bo‘lish mumkin deb hisoblanadi, real hayotda
biror jismni cheksiz ko‘p bo'lakka bo*lish mumkin emas, chunki
u chekli sondagi atomlardan iborat bo*ladi.

Tushuncharing hajmi va mazmuni. Har qanday tushuncha
nom, mazmun va hajmga ega bo’ladi.

Obyeckining barcha muhim xossalari to'plami tushunchaning
mazmunini tashkil qiladi. Masalan, «son» tushunchasi mazmuniga
sonlarni tagqoslash, yozuvda ifodalash, son ofqida tasvirlash,
sonlar ustida turli arifmetik amatar bajarish kabi xossalar kiradi.

Bir xi! muhim xossalarga ega obyekstlar wo'plami tushuncha
hajmini tashkil eiadi. Masalan. «sony» tushunchasi hajmini natural,
nomantiy, butun, kasr, ratsional, irratsional, haqigiy, mavhum va
komleks sonlar tashkil etadi.

Demak, tushuncha hajmi bitta tushuncha bilan nomlanishi
mumkin bo‘lgan obyektlar to‘plami ham ekan. Tushuncha
mazmuni uning hajmini aniglavdi va aksincha.

Lekin tushuncha hajmi va mazmuni orasida teskari bogianich
maviud. Tushunchaning hajmi gancha «kattay ho’lsa, mazmuni
shuncha «kichik» va aksincha bo‘ladi. Masalan, «tog'ri to‘rtbur-
chaks tushunchasi mazmuniga «tomonlar teng bo‘lgany xossasy
go‘shilsa, uning hajmi kamayadi va fagat kvadratlardan iborat
bo‘ladi, lekin «burchaklart to*g'ri bo‘lisht» xossasi olib tashlansa,
hajm kengayib, barcha parallelogrammlardan iborat bo*lib qoladi.

Agar biror tushuncha hajmi ikkinchi tushuncha hajmiga kirsa,
ikkinchi tushuncha birinchi tushunchaga nisbatan umumiy,
birinchi tushuncha ikkinchisiga nisbatan xususiy deyiladi.

Masalan, «uchburchak» tushunchasi «to*g°ri burchakli uchbur-
chak»  tushunchasi  uchun  umumiy, «to‘g'ri burchakli
uchburchak» tushunchasi esa «uchburchak» tushunchasining
xususiy holidir.

Tushunchani ta’riflash usullari. Tushunchalarni o‘rganishda
ularni umumiyroq bo‘lgan tushuncha orgali tushuntirish yoki,
boshqacha aytganda, ta’riflashga harakat gilinadi. Shu umumiyrog
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tushuncha ham ilgariroq tushuntirilgan yoki ta’riflangan bolishi
kerak. Lekin har bir uchraydigan tushunchani ilgari ma’tum
bo'lgan tushunchani topib ta'rif beraverish murakkab va mumkin
bo'lmagan jarayondir. Shuning uchun ba’zi tushunchalar ta’rif-
lanmaydi va boshlang®ich tushuncha deb gabul gilinadi.

Masalan, siz tanishgan «to‘plam» tushunchasi butun mate-
matika kursining asosiy tushunchalaridan biridir.

R
P -H'L“"""‘"x

..,
/J'ﬁah ;{'*mslkioums:*a “\

%\\\ [)\ jlll‘ I’f)i]kb )

e

\“,
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2.1-rasm

Tushunchaga ta'rif berishning bir necha usuli bor, Shulardan
biri oshkor ta’rif bo‘lib, unda, ta’riflanayotgan tushunchaga
nishbatan umumiyred tushunchani ko‘rsatib, shu umumiyv tushun-
cha bilan nomlangan obyektlardan ta’riflanayotgan tushuncha
ganday xossalari bilan ajralib turishi ko‘rsatiladi.

Masalan, «barcha tomonlari teng parallelogramm - romb
deyiladin, ta’rifida parallelogramm umumiy tushuncha bo'lib,
romb qolgan parallelogrammlardan tomonlarining tengligi bilan
ajralib turadi. Bunday ta'rif odatda jins va tur orgali ta'riflash
deyiladi. Ta’riflanayotgan tushuncha hajmi unga nisbatan umu-
miyroq bo‘lgan (ushuncha hajmining qism to‘plami bo‘ladi va
Eyler-Venn diagrammalarida tasvirlanadi (2.1-rasm}.

Oshkormas ta'rifga aksiomatik ta'riflash kiradi va bunday
ta’rifda ta’rif berilayotgan tushuncha obyekti anig ko' rsatiimaydi.
Tushuncha ta’rifi quyidagi talablarni ganoatlantivishi kerak:

1) ta’riflanayotgan tushunchani bir qiymatli aniglashga imkon
berishi;

2} avval ma’lum bo*lgan tyshunchalarga asoslanishi;

3) tushunchaning o‘zi yoki shu tushuncha bilan ta’riflangan
tushuncha bilan ta’riflashga — «yolg‘on doiraga» yo'l qo‘ymas-
ligi;
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4} ortigcha xossalarni (qolganlaridan keltirib chigarish mum-
kin bo*lgan) ko'rsatmasligi kerak.

Demak, ta’rifda gisga va ixcham shaklda ta’riflanayotgan
tushuncha hagida aniq ma’ lumot berilishi kerak ekan.

Aksiomatik ta'riflar bilan siz «Nomanfiy butun sonlar to‘pla-
mining aksiomatik qurilishi» bobtida tanishasiz.

Matematikada garama-qarshilik orqalt ta’rif berish usuli ham
bor: «X to‘plamda R munosabat refleksiv bo'lmasa. u antiref-
leksiv munosabat deyiladin, «A va B to‘plamlar umumiy element-
ga ega bo‘lmasa, ular kesishmavdi, deyiladi» va h. k.

Ko'pincha matnda biror obyckint nomlash, biror atama yoki
belgini tushuntirish uchun nominal ta'riflardan fovdalaniladi.
Masalan, «C¥— bu n elementdan k tadan takrorlashsiz guruh-
lashlar soni»; «M — sinfdagi barcha o‘quvchilar to°plami», «§ —~
besh somi yozuviy va h.k.

Tushunchalar orasidagi munosabat. Tushunchalar va ob-
yektlar xossalari orasidagl munosabatlarni garaylik. Agar biror a
tushuncha hajmiga kiruvchi barcha obyektlar biror o xossaga ega
bo'lsa, o xossa shu tushunchanmg zarurty belgisi yoki muhim
x0s8sgsi ho‘ladi. Masalan; kvadrat diagonallarining teng bo‘lish
xossasi uning zarurly belgist voki muhim xossasi hisoblanads.
Berilgan tushunchaning muhim xossalari ichida uning ajralib
turuvchi arakieristik xossasi ham mavjud.

Bu xossa obyektlarning ma'lum sinfiga xos bo‘lib, boshga
obyektlarga xos ¢mas, Masalan, diagonalilar uzunliklarini tenglhk
xossasi parallellogramlar sinfidagi to‘g‘ri to'rtburchaklar uchun
xarakteristik xossa sanaladi.

To'rtburchaklar sinfida bu xossa xarakterisiik xossa emas,
chunki diagonallari teng bo‘lgan to‘stburchaklar to'g'ri to‘rtbur-
chaklar cmas.

Masalan, diagonallari teng bo‘lgan to‘rtburchak teng yonli
trapetsiya ham bolishi mumkin.

Agar berilgan sinf obyektlarining ba’zilari a xossaga ecga
bo'lib, bu sinfga kirmaydigan obyektlarning hech bittasi bu
xossaga ega bo'lmasa, u holda o — xossa tushuncha uchun yetarli
helgi hisoblanadi.



Masalan, 10‘riburchak parallellogramm bo‘lishi uchun uning
disgonallarining kesishish nugtasida teng 2 ga bo‘linishi yetarli
belgi hisoblanadi.

Tushuncha va xossalar orasida turli xil boglanishlar mavjud.
Shuningdek xossalarning o‘zlarining o'rtasida ham turhi xil
bog'lanishiar bor. Aytaylik, ikkita « va f§ xossalar berilgan
bo*lsin.

Quyidagi hollar bo*lishi mumkin.

1) ob’cktlar ikkita @ va P xossalarga ega bo’lishi, obyektlar
fagat o xossaga ega bo'lishi, obyekilar fagat [} xossaga ega
bo'lishi, obyektlar ikkala o va P xossalarga ega bo’lmasligi
mumkin. Bu xossalarga bog'lanmagan xossalar deyiladi.

Masalan, ratural sonlarni 3 ga bo'linishi xossasi 5 ga bo*linishi
xossasiga bog*lanmagan, 3 ga ham 5 ga ham bo‘linadigan natural
sonlar bor, 3 ga bo'linadigan, ammo 5 ga bo'linmaydigan, 5 ga
bo‘linib, 3 ga bo‘linmaydigan, 3 ga ham 3 ga ham bo’linmaydigan
natural sonlar mavjud.

2) Ixtiyoriy obyekt a xossaga ega bo’lsa, B xossaga ham ega
bo‘ladi. Bu holda f} xossa o xossaning natijasi deyiladi. Masalan,
natural sonlarni 3 ga bo*linishi 9 ga bo’linish xossasining natijasi
desa bo‘ladi. Shuningdek o xossa [} xossaning natijasi sifatida
ham bo*lishi mumkin,

3) Ixtiyoriy o xossaga ega bo lgan obyekt § xossaga ham ega,
p xossaga ega bo'lgan obyekr a xossaga ham ega, bu helda « va 3
xossalar teng kuchli deyiladi. Masalan, kvadraining tomonlari
teng xossasi, uning diagonnallari o’zaro perpendikulyar va teng
degan xossasiga teng kuchli.

4) o xossaga e¢ga bo‘ligan bitta obyekit ham f xossaga ega
cmas, bu holda  va P xossalari birgalikda emas deyiladi.

5) Ixtiyoriy obyekt a va p xossalardan fagat bittasiga cga. Bu
holda o va B xossalar qarama-qgarshi deyiladi. Masalan, natural
sonlarning juftlik va toqlik xossalari qarama-qarshi xossalardir.
Hagigatan ham. istalgan natural son yoki toq yoki jutt boladi.

Nazorat uchun savollar
1. Real va abstrakt tushunchalar haqida ma’lumot bering.
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2. Tusunchaning hajmi va mazmunini tushuntiring, Ular ora-
sida qanday bog lanish bor?

3. Tushunchani ta’riflash usullarini ayting. ‘Tushunchani
ta'riflashga qanday talablar go®yiladi?

4. Tushunchalar orasidagi munosabat turlarini ayting.

5. Tushunchaning ganday xossalari muhim va gandaylari
muhim bo‘imagan hisoblanadi?

Mashqlar:

. Kimyo, fizika, peografiva, tarix fanlariga oid tushunchalarni
ayting, bu fanlar uchun umamiy bo‘lgan tushunchalarni toping.

2. Biror tushunchani tanlab, uning muhim va muhim
bo‘lmagan xossalarini ayting,

3. «Parallelogramm» tushunchasining muhim va muhim bo‘l-
magan xossalari ganday?

4. «Aylana» tushunchasining hajmi va mazmunini avting.

5. Biror tushuncha misolida hajm va mazmun orasidagi teskari
bog‘lanishni ko'rsating.

6. Biri ikkinchisi uchun umumiy bo‘ladigan tushunchalar
ketma-ketligini tuzing. Kvadral, to*g‘ri toprtburchak, romb, paral-
lelogramm, to‘rtburchak tushunchalari shunday ketma-ketlikka
misol bola oladimi?

7. Orta maktab darsliklaridan tur va jins orgali ta’rifga misol
bo-ladigan to‘rtta ta’rifti topib yozing, undagi umumiy tushun-
chani va ta'riflanayotgan tushunchani farqlovchi xossani ko‘r-
sating.

8. Boshqga ta’riflash usuliariga oid misollar keltiring.

9. Ta'riflashdagl «yolg’on doiraga» misol keltiring.

10. Biror tushuncha bir ta'rifda ta’riflanuvchi, boshqga ta’rifda
ta’riflovchi bo'lishi mumkinmi? Misol keltiring.

2.2. Mulohazalar va uiar ustida amallar
Mulohazalar haqida umumiy tushuncha.
Ma’iumki, o'zbek tilidagi gaplar to*plami 3 ta sinfga ajratiladi.
D — aDarak gaplar» 1o plami.
C — «So'roq gaplary to‘plami.
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X - «His-hayajon gaplar» to*plami.

Hagiqatan ham, DUCUX — gaplar to'plami va DNCNX=@
bo‘ladi. O‘z navbatida «darak gaplar» to‘plamini ham 3 ta
to‘plamga ajratish mumkin.

Rost yoki yolg‘onligini bir qiymatli aniglash mumkin bo‘lgan
darak gaplar. Masalan:

Toshkent shahri O zbekiston Respublikasining poytaxti —rost;

London shahri Germaniyaning poytaxti — volg‘on:

2—1tub son — rost;

5 >6— yolg'on;

«3 soni 15 sonining bo‘luvchisi» — rost.

Tarkibida o*zgaruvchi ishtirok etgan darak gaplar.

Masalan:

X shahar O*zbekiston Respublikasida joylashgan;

y -6 dan kichik tub son;

X — 5 dan kichik natural son;

7 — o'zbek tilidagi unii tovush.

Rost yoki yolg-onligini aniglash mumkin bo’‘lmagan darak
gaplar.

Masalan:

Men bugun mehmonga bormogchiman.

Bugun yomgir yog'sa kerak.

Matematika qiyin fan.

1-ta’rif. Rost yoki yolg‘onligi bir giymatli aniglanadigan darak
gaplar mulohaza deyiladi.

So‘roq yoki his-hayajon gaplar mulohaza bo‘la olmaydi. Rosi
yoki yolg‘onligi bir giymatli aniglanmaydigan noma’lum gainash-
gan gaplar ham mulohazapga kirmaydi.

Mulohazalar bu matematik mantiq fanining boshlang'ich
tushunchasi hisoblanib, u quyidagicha quriladi:

1) ob’ektlar to*plami beriladi:

2) obycktlarning ba’zi bir xossalari va ular orasidagi muno-
sabatlar bayon gilinadi.

Mulohazalar  nazariyasining boshlang‘ich obyektlari sodda
mulohazalardan tashkil topadi va ular lotin alifbosining Katta
harflari A,B.C,...lar bilan belgilanadi.
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Sodda va murakkab mulohazalar hagida tushuncha. Mulo-
hazalar sodda va murakkab bo*ladi.

Murakkab mulohazalarni sodda mulohazalarga ajratish mum-
kin. Magalan,

a) «5 tub son va u 10 sonining bo‘luvchisi»,

b) «2 eng kichik tub son va u juft sony.

d) «Agar 375 sonning ragarnlari yig'indisi 3 ga bo‘linsa, u
holda shu sonning o°zi ham 3 ga bolinadi».

e) «3°= 9 yoki 9 soni 3 ga ho*linadiy.

{) «Agar 12340 sonning yozuvi ) voki 5 ragami bilan tugasa, u
fagal va fagat shundagina 5 ga bo‘linadi» — murakkab mule-
hazalaedir.

Bir vaqtda rost yoki bir vaqtda yolg on bo*lgan mulohazalar
ekvivalent mulohazalar deyiladi. Ekvivalent mulohazalar A = B
ko'rinishda voziladi.

Matematik mantiqg fanini muiohazani bayon qilish shakii emas,
fagat rost yoki yolg onligi gqizigtiradi. Bundan buyon rost
mulohazani «R» yoki «1», yolg‘on mulohazani «Y» yoki «O»
bilan belgilaymiz.

Masalan,

A —"4> 3" - rost mulohaza

I3 —"7+5=12" — rost mulchaza

C — "5-juft son" — yolg'on mulohaza

1D = "7-togq son" — rost mulohaza.

Bu mulohazalarda n / A, B, D lar rost, C — yolg'on. Bizga
ma’lumki, sedda mulohazalardan bog‘lovehi so*zlar yordamida
murakkab mulohazalar hosi! gilinadi. Bular «emas»,  «va»,
«wyoki», «... kelib chigadi», «agar bo‘lsa, ... u holda», «zarur va
yetarlin kabi bog'lovchi so‘zlar bo‘lib, bularni har bittasi bitta
mantigiy amalga mos keladi.

Mulohaza inkori.

2-ta’rif. A mulohaza inkori deb, A rost bo‘lganda volg on,
yolg on bo*lganda rost bo‘luvehi mulchazaga aytiladi.
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A mulohaza inkori A ko‘rinishda belgilanadi va «A emas»,
«A ekanligi yolg*on» deb o‘qiladi. Masalan. A: «3°=6» bo'lsa, A:
«327&6»;

A: «Hozir yoz fasli» bo‘lsa, uning inkori A: «Hozir yoz fasli
emas» yoki «Hozir yoz fasli ekanligi yolg* on» kabi ifodalanadi.

Mulohaza inkorining rostlik jadvall quyidagi ko‘rinishda
bo‘ladi:

A A
1 0
0 1

Mulohaza inkorining xossasi: 4 =4 bo*ladi:

Masalan, A: «17 —tub son;

A: «17 — tub son ecmas»;

A: «17 — tub son emasligi yolg*on» yoki «17 —tub son».

Mulohazalar konyunksiyasi.
3-ta’rif. ikkita sodda A, B mulohazalardan tuzilgan «A va B»
mulohazaga mulohazalar konyunksiyvasi deyiladi.
Mulohazalar  konyunksivasi  uning  tarkibiga  kirgan
mulohazalar rost ho*lganda, rost ha'ladi va «t AAB» yoki «A&B»
ko‘rinishda yoziladi hamda «A va B» kabs o' giladi.

A B AAB
l !

! 0 0

0 i 0

0 0 0

Konyunksiyvaning rostlik jadvali yugoridagi ko*rinishda bo*ladi:

Masalan, a} A: «5 - tub son» — (R); B: «5 >6» —(Y) bo'lsin, u
holda AAB: «5 -- tub son va u 6 dan katta» - yolg‘on mulohaza
bo‘ladi.

) A3 <B»—(R), B:«8 < 11»—=(R), AAB:«3<8 A 8<1I»
yoki «3<8<ll», ya'nt tengsizhkiar konyunksiyasini go‘sh
tengsizhk ko‘rinishida yozish mumkin va aksincha; ta’vifga ko‘ra
«3 <8 < Iy —rost mulohaza.
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Muliohazaiar konyunksiyasining xossalari:

1°. AAB = BAA (kommutativiik};

27 (AABIAC = AABAC) = AABAC (assotsiativlik);

3%, AA A = Y (AAA - aynan yvolg‘on mulohaza).

Mulohazalar konyvunksivasi xossalarining to‘g‘riligini rostlik
jadvallari tuzish va mos ustunlardagi murakkab mulohazalar
giymatlarini tagqosiab tekshirish mumkin.

Mulohazalar dizyunksiyasi

4-ta'rif. Ikkita sodda A, B mulohazalardan tzilgan «A yoki
B» mulchazaga mulohazalar dizyunksiyasi deyiladi.

Mulohazalar dizyunksivasi «AVB» ko‘rinishda yoziladi, «A
yoki B» deb o'giladi va uning tarkibiga kirgan mulohazalarning
hech bo‘lmaganda bittasi rost bo*lganda, rost bo*ladi,

Dizyunksiyaning rostlik jadvali quyidagicha:

A B AV B
1 1 {
! 0 1
] ] 1
0 0 0

Masalan:
a) A: «Varshava shahri Germaniyaning Poytaxti» — Y.
B: «Varshava shabri Polshaning poytaxti» — R,
AVB: «Varshava shahni  Gennanivaning yoki Polshaning
poytaxtin — R,
b) A: «10— jufi son» — R.
B: «rr - irratsional son» - R.
AV B: «10 — juft son yoki m — irratsional son» — R.
d) A: «15 —juft son» ~ Y.
B: «Kvadrat to g'et o rtburchak emas» — Y.
AVB: «15 — juft son yoki kvadrat to“g‘ri toprtburchak emas» — Y.
Muliohazalar dizyunksivasining xossalari:
1°. AvB =B v C (kommunativiik).
2°. (AVB)V C=Av(BvCy=AVBVC (assotsiativlik).
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3°. AVA=R (AVA —aynan rost mulohaza).

4°, AVIBAC)=(AABW(AAC) - dizyunksiyaning konyunksi-
vaga nisbatan distributivligi.

5°AA(BVQ)Y=(AAB)V(AAQ) - konyunksiyaning dizyunksiyaga
nisbatan distributivligi.

. AAB=AVE

AVB=AVE
shotland matematigi (1806-1871)).

Tengliklarning to’ g riligi rostlik jadvalini tuzib isbot qilinishi
mumkin.

De-Morgan gonunlarini olaylik. a) AA B= AV B, ya’ni mulo-
hazalar  konyunksivasi  inkori mulohazalar  inkorlarining
dizyvunksiyasi bilan ekvivalent.

Rostlik jadvalini tuzamiz.

} De-Morgan  gonunlari  (De-Morgan

A B A B AANB | AAB | AVBE
i ] 0 0 I 0 0
I 0 0 1 0 1 1
9 1 | 0 0 ! !
0 | 0 1 1 0 i 1

Jadvalning oxirgi ikki ustuni A va B mulohazalar
givmatlarining turli kombinatsivalarida bir xil. Demak, AANB=
A v B ekanligi to*g ri. '

Misol keltiraylik.

A - «Men shaxmat o"ynayman».

B — «Men tennis o' ynaymany.

A A B— «Mening shaxmat va tennis o‘ynashim yelg'on».

AV B — «Men shaxmat yoki tennis o*ynamaymany.

Mulohazalar implikatsiyasi.

5-ta’rif. Sodda A va B mulohazalardan tuzilgan «Agar A
bo‘lsa, B bo‘ladi» ko‘rinishidagt muiohaza A va B mulohaza-
larning implikaisivasi deyiladi va « A=B» ko*rinishda beigilanadi.

A=B implikatsiva faqat A rost B yolg‘on bo‘lgandagina
yolg‘on bo‘ladi. A — implikatsivaning sharti, B — xulosasi deyiladi.
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A ni B uchun yetarli, B ni A uchun zaruriy shart deb ham ataladi.
Implikatsiyaning rostlik jadvali quyidagicha bo‘ladi:

A B | A=>B

] ! 1

i 0 0
Y 1 !
0 0 1

Masalan, a) A:«15 soni 3 ga bo‘linadi» — R; B: «15 sonining
raqamlari yig‘indisi 3 ga bo‘linadi» - R. A=B: «Agar 15 soni 3
ga bho‘linsa, u holda 15 sonining ragamlari yigtindisi 3 ga
bo'linadi» — R.

b)Y A w8 - 5 =255, Bied + 5= 15» bo'lsin. A=B: «Agar 5-5 =
25 bo‘lsa, u holda 5+5=15 bo'ladi» - Y.

dj A:«25 sonining yozuvi 0 ragami bilan tugamaydi» — R. B:
«25 soni 10 ga bo*linadi» — Y. A=B: «Agar 23 sonining yozavi ¢
raqami bilan tugamasa, u holda 25 soni 10 ga bo‘linadi» — Y.

Agar A=B implikatsiya berilgan bo-isa, B=>A unga teskari.
A= B ~ qarama-garshi, B = A ¢sa qarama-qarshiga teskari
implikatsiyalar deytladi.

Mulohazalar implikatsivasining xossalari:

1°. A=B=AVB.

2°, A=B=F= A (kontrapozitsiya qonuni).

Mulohkazalar ekvivalensivasi.

6-ta’rif. Sodda A va B mulohazalardan tuzilgan «A faqat va
fagat B bo'lsa, bo‘ladiy ko'rinishidagi mulohaza A va B
mulohazalarning ckvivalensiyasi deyiladi va «A<B» ko'rinishda
belgilanadi. A<B  c¢kvivalensiya A va B mulohazalarning
giymatlari bir xil bo‘lganda rost bo‘ladi. Uning rostlik jadvali:

A B | AeB
1 i 1
1 0 0
0 [ 0
0 0 1
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Masalan, «129 soni 3 pa fagat va fagat uning ragamiari
yig'indisi 3 ga bo*linsagina bo*Jinadi».

129:3=(1+2+9):3. — Rost

1. A = B&(CVA) mulohazaning rostlik jadvali quyidagicha
bo“laldi:

AB|ClA=B | AB | Cvd | A B {(Cv A)
111 1 0 1 0
1{1]o 1 0 1 0
1]o0]1 0 1 1 1
1[0]0 0 i L 1
0111 1 0 [ 0
0j1]0 1 0 0 L
0101 1 0 1 0
6 0]0 1 0 0 1

7-ta’rif. Tarkibiga kirgan ixtiyoriy elementar mulohazalarning
rost yoki yolgonligidan qat’ty mazar rost bo’ladigan murakkab
mulohaza tavtologiya deyiladi. Ularning rostligi rostlik jadvali
yordamida isbot qilinadi.
Quyidagi tavtelogiyalarning rostligini rostlik jadvali orgali
isbotlang.
v «Modus Ponens»: (p A (p = q)) = g
v «Modus Tollens»: {(p = g) A~ q) = — p;
p=ry=n)=(p=0);
Y{pvar-p)=a;
Yipvavne pv @y
YprpAan e (pA(gAar)
Yip=2)A@=s5)A(p VD)= (qVs)
YpAg=p
Yp=pVvq
Y((p=a) A =1)=(p=(qAr))

Nazorat nchun savollar;
1. Mulohaza ta’rifini ayting.
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2. Darak gaplar, so‘roq gaplar va his-hayajon gaplarning
barchasi mulohaza bo'la oladimi?

3. Murakkab mulohaza sodda muiohazadan nimasi bilan farq
qiladi?

4. Mulohazalar ustida bajariladigan qanday mantigiy amallarni
bilasiz?

5. Inkor amalining ta’rifini ayting.

6. Konyunksiya amalining ta'rifini va xossalarini ayting,.

7. Mulohazaiar dizyunksiyasining ta’rift va xossalarini ayting.

8. Mulohazalar dizyunkstyasining rosilik jadvalini ko'rsating.

9. Mulohazalar implikatsiyasining ta’rifi va xossasini ayting.

10. Mulohazalar  implikatsiyasining  rostlik  jadvalini
ko'rsating.

11. Mulobazalar ckvivalensiyasining ta’rifni va xossasini
avting.

12.  Mulohazalar ekvivalensiyasining rosthik  jadvalini
ko'rsating

Mashqlar:

1. Quyidagi gaplar ichidan mulohazalarni ajrating va ularning
rost yoki yolg*on ekanligini aniglang:

a) Sirdaryo Orol dengiziga quyiladi.

b} Siz gaysi alivgehda o°qiysiz ?

¢} O'zbekiston Mustagilligining 29 villigi muborak bo‘lsin!

d) Har qanday son musbat.

¢) 0 har qanday haqiqiy songa bolinadi.

f) 2,3, 5 sonlari tub sonlar.

g) Barcha insonlar yoshi 20 da.

h) Galaktikamizda shunday sayyora bor-ki, unda hayot mavjud.

1) 3 soni 25 va 70 sonlarining eng katta umumiy bo’ luvchisi.

i) 3x’ =5y +9.

2. Mulohazalarga misollar keltiring. Ulaming rost yoki
yolg*onligini aniglang.

3. Quyidagi jumlalar orasidan mulohazalarni ajrating va
vlarning rostlik giymatini toping:
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a) 9 - butun son; b) 48 ni 5 ga boliganda 4 goldig goladi; d)
so‘roq gap mulohaza bo'ladi; ¢) x<7; 1) 17-2-21=13; g) x™+4=13;
h) 24 — tub son.

4. Quyidagi mulohazalar inkorini tuzing va ularning rostlik
giymatini toping:

a) 225 soni 9 ga bo‘linadi; b} 21 soni 7 ga bo‘linadi;

¢) 7, 6 — natural son; 2) Praga—Bolgarivaning poytaxti;

dy7<3;  ey27:3+23-18 ifodaning giymati 0 ga teng.

5. Quyidagi juftliklarining gaysisida mulohazalar bir--birining
inkori?

ay 2<0, 2>0. 849, 9=8. 7<It, 11=0.

b} 6>9, 629 2 <0, 2> 5>7.520.

¢) «ABC — to'g‘ri burchakli uchburchak», «ABC — o’tmas
burchakli uchburchak».

d) «f funksiya — tog» , «f funksiya — juft».

e} «Barcha tub sonlar tog», «Shunday tub son mavijudki. u
Jjufi».

f) «lrratsional sontar mavjud», «Barcha sonlar ratsional».

6. Quyidagi mulohazaning rostlik ¢iymatini aniglang:

Agar 12 soni 6 ga bo’linsa, u holda 12 soni 3 ga bo*linadi.

6. A: «+ < 7», B: «Toshkent ‘zbekistonning poytaxti»
mulohazalari berilgan bo‘lsa, ularning konyunksiyasini tuzing va
rostlik giymatini toping. Shuningdek, AAB, AVB, A=B muloha-
zalarni so‘z orqali ifodalang.

7. A «26 02 + 11 = 28», B: «3 ~ tub son» muiohazalari
berilgan bo‘lsa, AvB, BVA, AvB, AVB, AVB larni so'z orqali
ifodalang va ularning rostlik givmatini toping.

C: «3 ~— toq son», B: «7 soni 28 ning bo‘luvchisi» mulohazalari
berilgan bo’lsa, ularning implikatsiyasini ifodalang va rostlik
giymatini toping.

A: «111201 sonining ragamlari yig‘indisi 3 ga bo’linadi»
B:«111201 soni 3 ga bo'linadi» mulohazalari beriigan. Ularning
ekvivalensiyasini so‘z yordamida ifodalang va rostlik giymatini
toping.
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8. A: «9 — tub son», B: «17 — toq son», C: «I8 sont 3 ga
bo‘linadi», D: «24 tub son» sodda mulphazalar berilgan bo‘lsa,
auyvidagi murakkab mulohazalami so‘z yordamida ifodaiang va
ulaming rostlik qiymatini toping.

AVB; b) AAB; d) AVA; ¢) A=B ;) CoD;

) AAC=D: h) AAD=C; i) AvD: |) (AABACHVD.

9. A: «7 soni 56 ning bo‘luvchisi», B: «4 soni tog sonx», C: «13
soni tub som» mulohazalari berilgan bolsa, a) AVBVC; b)
AABAC; d) (AVB)ACY); e) (AABWVC; ) (AVBA(AVE) lar uchun
rostlik jadvalini tuzing.

10. A: «7< 12». B = «Romb — toprtburchak», C — «2 — wb
som» mulohazalari berilgan bo‘lsa, AVB =AAB, AVB =AA
B, AvC=A4AC, AAC = A AR lai isbotlang.

1. Quyidagi formulalarning aynan rost ckanligini isbotlang:

(A=) = (—~Ae—B)

(A=B)} = (B=>A)= (A=B)}

(A=C) = {(AV B) = (CVB))

(A=B) = (A= (B=20)s (A=)

12. Quyidagi formulalarning aynan yolg‘on ckankigini
isbotiang:

AAN(BA(=AV-B)):

(T (AVB)= (A ADB));

~“{A=(B=A));

(A= O ={(B=0)=(AvB=(0));

“(A=B)={(AAO)=>(AVBAA)).

2.3. Predikatlar va ular ustida amallar. Kvantorlar

Predikatlar hagida umumiy twshuncha. Mulohazalar
aigebrasining asosiy masalalaridan biri sodda mulohazalarning
rostlik qiymatlariga tayangan holda, ulardan tuzilgan murakkab
mulohazalarning rostlik giymatlarini topishdan iborat ekaniigini
biz ko‘rib chigdik. lLekin mulohazalar algebrasi fan va
amaliyotning murakkab mantigiy xulosalarini chigarish uchun
yetarli emas. Bunday murakkab mantiqiy xulosalarni chigarishda
mulohazalar algebrasini ham o‘z ichiga coluvchi predikatlar
algebrasi muhim o'rin tutadi.
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Ma'lumki, matematikada ishlatiladigan shunday muhim darak
gaplar borki, ularni mulohaza deb bo‘lmavdi. Masalan, agar biror
butun son 2 ga bo'linmasa, v holda undan keyin kelgan butun son
2 ga bo‘linadi, deb ayta olmaysiz. Chunki, bu darak gapning
rostligi bir giymatii aviglanmagan. Faraz gilaylik, p — agarp 1 va
7 orasidagi 2 ga bo'linmaydigan butun son bo‘lsa, u holda undan
keyin kelgan butun son 2 ga bo‘linadi, degan darak gap bo‘lsin.
Bu gapni quyidagicha ifodalsh mumkin. Faraz gilaylik. P(n) —
agar n 2 ga bo‘linmaydigan butun son bo‘lsa, u holda n+1 soni 2
ga bo‘linadi, degan darak gap bo'lsin. U1 holda. quyidagi vozuvga
ega bo'lamiz: p & P(DHAPIAPO)APAPGIA P(T)

Yuqoridagi gapni bayon qilish uchun o‘zgaruvchi kiritishga,
ya’'ni “predikat” tushunchasiga ehtiyoj tug‘ildi.

I-ta’rif. O‘zgaruvchi qatnashgan va o'zgaruvchi o'rniga
giymatlar qo'yilgandagina rost yoki yulg'on muiochazaga
aylanadigan darak gap predikat deyiladi.

Predikatlar tarkibiga kirgan o‘zgaruvchilar soniga garab bir
orinli, ikki o‘rinli va hokazo bo‘ladi, ularni A(x), B(y), Q(x.,¥),
R{x.y.2), ... ko‘rinishda belgilaymiz. Biz ko‘proq bir o‘rink
predikatlar hagida gapiramiz.

Predikat tarkibiga kirgan o‘zgaruvchi gabul gilishi mumkin
bo*lgan barcha giymatlar to‘plami predikatning aniglanish schasi
deyiladi. Aniglanish sohasi X, Y. Z, ... kabi belgilanadi.

O zgaruvchi o'miga qo‘yilganda predikatni rost mulohazaga
aylantiruvchi gtymatlar predikatning rostlik to‘plami deyiladi,
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A(x) predikatning aniglanish sohasi X to‘plam bo‘lsa, rostlik
to‘plami T, bilan belgilanadi va x&X, Ta €X bo‘ladi (2.2-rasm).

Ta'rifga ko‘ra istalgan tenglama yoki tengsizlik predikat
bo*ladi.

Masalan:

A(x): «x shahar — O‘zbekiston Rcspublikasining poytaxti».
Bunda X= {Toshkent, Buxoro, Xiva, Moskva} bo‘lsa, T, =
{ Toshkent} bo‘ladi.

Bi(x):5<x<ll Ax € Nbo'lsa, Tg={6:7:8;9; 10} bo'ladi.

C(y): «y - 10 sonning bo‘luvchisi» va yEN bo‘lsa, Te = {1; 2:
5: 10} boladi.

D(z): «z> + 22-1=0». 7ER = Tp ={1-v2, 1+V2}.

Predikatlar ustida ham mulohazaiar ustida bajarilgan inkor,
konyunksiva, dizyunksiya, implikatsiya, ekvivalensiya amallarni
bajarishimiz mumkin.

Predikatlar inkori. X # O to'plamda A(X) predikat beriigan
ho‘lsin. A(x) rost bo‘lganda yolg on, yvig'on bo‘lganda. rost
bo‘ladigan A(x) predikat A{x) ning inkori deyiladi. A(x) ning
rostlik fo‘plami T4 bo‘lsa, A(x) ning rostlik to‘plami T’ bo‘ladi
(2 3-rasmj}.

Masalan: a) A(x): «x son 5 raqarni bilan tugaydi» bo‘lsa, A():
«x son 5 ragami bilan tugamaydi» bo*ladi.

X = {x€N, x<20} to‘plamda A{x): «x tub son» predikati
berilgan bo*tsin. U holda P = £2; 3;5:7; 11; 13; 17; 19} ho'ladL
A(x): «x tub son emas» va Ty = {1; 4; 6; 8:9; 10: i2; 14: 15; 18}
bo‘ladi.

- e -
. ]
e .
: ) .
N . W“v/
2 . 3 =I4sm
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X = {xeN, x=15} to'plamda A(x): «x soni 15 ning
bo‘luvchisi» predikat berilgan bo*lsin. U holda TA = {I1; 3; 5; 15}
bo'ladi. A(x): «x son 15 ning bo*luvchisi emas» va Ty = {2; 4; 6;
7:8:9:10: 11; 12; 13; 14} bo'ladi.

X — hafta kunlari to‘plami bo'lsin. Bu to‘plamda A(x}: «x —
haflaning jult kuni» predikati berilzan bo'lsa, A(x) : «x —
haftaning toq kuni», 1's = {seshanba, payshanba, shanba} va 7=
{yakshanba, dushanba, chorshanba, juma} bo*ladi.

Predikatlar konyunksiyasi. Aytaylik, X to'plamda A(X) va
B(x) predikatlar berilgan bo*lsia.

2-ta'rif. A(x) va B(x) predikatlaming har ikkalasi rost
bo‘lganda rost, golgan hollarda volg®on bo'ladigan predikatga
ularning  konyunksivasi deyiladi va A(x)AB(x) ko'rinishda
belgilanadi. Agar A(x) ning rostlik to'plamini Ts, B(X) ning
rostlik to'plamini Ty, ACOAB(X) ning rosthik 1o plamini T desak,
T=ToANTg bo‘ladi. Uni Eyler-Venn diagrammalari yordamida
tasvirlasak, rasmdagi shtrixlangan soha TAN Ty dan iborat bo'ladi.

g k 8“"’"" “v\‘ ;
H e e
i o M?? Yo
A SRR
H L %4 £
LRE: } A
3 *, it F
2.4-rasm

Masalan, a) X = {x€N, x=< 20} da A(x): «x soni tub son», B(x):
«x som tog son»  predikatlari bertigan  bo'lib,  ularning
kenyunksiyasining rostlik to'plamini topish talab giiingan bo‘lsin.

Yechish. Ta= {2: 3, 5: 7: 11513, 17; 19}, Te= {1:3:5;7:9; 11;
13; 15; 17; 19}, u holda T = Ta.p= {3: 5; 72 11: 13: 17 19}
bo* ladi.

X = {VXEN, x< |7} da A(x): {x<8} va B(x): «x:3» predikatlar
bo‘lsa, ular konyunksiyasining rostiik to*plamini toping.

Yechish.T,={1,2,3,4,5,6,7}, Tr={3.6,9,12,15} va T=TaNTp=
{3: 6} bo’ladi.
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Predikatlar dizyucksiyasi. Aytaylik, X to‘plamda A(x) va
B(x) predikatlar berilgan bo*lsin.

3-ta’rif. A(x) va B(x) predikatlarning har ikkalasi yolg‘on
bo'lganda wvolg‘on, golgan barcha hollarda rost bo‘ladigan
predikatga A(x} va B(x) predikatlar dizyunksiyasi deviladi.

Predikatlar dizyunksivasi «A(x) ¥V B(x)» ko‘rinishda beigilanib,
«A(x) yoki B(x}» deb o*qgiladi.

2.5-rasm

A(x) predikaming rostlik to‘plami T, B(X)ning rostlik
to'plami T, A(x)vB(X)ning rostlik to‘plamini T desak, T =
TaUTe boladi.

Uni Eyler — Venn diagrammalari yordamida tasvirlasak, u
rasmdagi shtrixiangan sohadan iborat bo*ladi (2.5-rasm).

Masalan: a) X = {VxeN, x<20} da A {8<x= 15}, B(x): «x
soni 18 ning bo'luvchisi» predikatlari berilgan bo'lsa, A(x)VB(x)
ning rostlik to'plamini toping.

Yechish.To= §8; 9; 10; 11; 12; 13; 14; 15}, Te={1; 2; 3; 6; 9;
18} bo'lganmuchun T = Tavp= {1, 2; 3;6: 8, 9; 10; 11, 12; 15, 14;
15; 18} bo‘ladi.

Predikatlar implikatsivasi. X to‘plamda aniglangan A(x) va
B(x) predikatlar berilgan boIsin.

d-ta’rif. A(x) predikat rost bo‘lib, R(x) predikat yolg‘on
bo‘iganda yolg*on, golgan hollarda rost bo‘ladigan predikat A(x)
va B(x) predikatlarning implikatsiyasi deyiladi.

«AXI=ZB(x)» ko‘rinishda belgilanadi va u A(x) predikatdan
B(x) predikat kelib chiqgadi deb o*qiladi. Bu holda B(x) predikat
A(x) predikat uchun «zaruriy shart», A(x) predikat B(x) predikat
uchun «yetarli shart» deyiiadi.



2.6-rasm

A(x) predikatning rostlik to‘plami Ta, B(x) niki Ty va
A(3=B(x)ning rostlik to*plami 1 bo'lsa, T = T,U T bo‘ladi. Uni
Eyler Venn diagrammalari yordamida tasvirlasak, u rasmdagi
shtrixfangan sohadan thorat bo*ladi (2.6-rasim).

Masalan, a) X = {¥xeN. 12=x=21} w plamda A(x): «x — tub
sony, B{x): «x — toq son» predikatlart bertlgan bo*lsa, A(X)=B(x)
ning rostlik to‘plamini topaylik.

Yechish. Ta= {13; 17: 19}, Tu={13:15;17;19: 21}, T, = {12;
14; 15: 16 18; 20; 21} w holda T=T,U'lz={12: 13; 14; 15; 16 17;
18: 19;20:213.

a) X = {VxeN., x<13} da A(X): «12:xn, Bx):«x — juft son»
predikatlari berilgan bo’lsa, A(x)=B(x) ning rostlik to‘plamini
topaylik.

Yechish. Ta=11; 2: 3, 4, 6, 12}, Tx=145; 7. 8, 9; 10; 11; 13},
TB={2; 4; 6; §; ‘0 } bo‘lsa, T=T,uTy= {2; 4,5:6. 7. 8. 9; 10;
11:12; 13} bo‘ladi.

Predikatlar ekvivalensiyasi. Aytaylik, X to‘plamda A(‘{) va
B(x) predikatlar berilzan bo ‘Isin,

S5-ta’rif. A(x) va B(x) predikatlarning har ikkalasi voigton
bo'lganda hamda har ikkalasi rost bo‘lganda rost bo'ladigan,
qolgan hollarda yo‘lg*on bo'ladigan predikat A(x) va B(x)
predikatlar ekvivaiensiyasi deyiladi.

Predikatiar ekvivalensiyasi A(x)e>B(x) ko‘rinishda belgila-
nadi va «A(x) bilan B(x) teng kuchlti» deb o'qiladi. Agar ikkita
predikat teng kuchli, ya'ni ckvivalent bo‘lsa, ularning har biri
ikkinchisi uchun zaruriy va yetarli shart hisoblanadi.

A(x)=B{x) ning rostlik w'plamini T desak. u A(x) va B(x)
predikatlarning har ikkalasi bir vaqtda rost va har ikkalasi bir
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vagida vyolg‘on bo‘ladigan mulohazalarning rostlik qiymatlari
to‘plamidan iborat bo*ladi.

T y
i
P

4

2.7-rasm

Demak, A(X) va B(x) predikatfarning har ikkalasi rost bo‘lgan
hoidagi rostlik to*plami ToN Ty dan, har ikkalasi yolg'on bo‘lgan
holdagi rostlik to‘plami TfNTy dan iborat bo'ladi. Demak, T =
{(TANTHWTNTE). Buni Eyler — Venn diagrammalari yordamida
tasvirlasak, u rasmdagi shtrixlangan sohadan thorat bo‘ladi (2.7-
rasm).

Masalan, a) X— {Vx&N, x<16} to‘plamda A(x}: «x son 3 ga
karrali», B(x): «x soni 12 ning bo'fuvchisi» predikatlari berilgan
bo*lsa. A(x)<=B(x) ning restlik to‘plamini topayvlik.

Yechish. Ta={3:6;9; 12: 15}, To={1:2:3:4:6; 12}.

T=(TAN T )U( Ty N TE)=(1:2;3:4:6:9;12:1301{3:6: 12DHU({ 1:2:4;
SR 1011314 3N{5:7:8;910: 11 ={3:6;121U{5:7:810;1 1 }={
3:5:6:7:8:10:1 1 }.

Mulohaza, predikat va ular ustidagi amalilar tushunchalari ko'p
tasdiglarning mantiqiy tuzilishiné aniglashga yordam beradi.

2.4, Kvanterlar va ularning turlari

Predikatkirni mulohazalarga aylantirish. Yuqorida ko'r-
dikki, istaigan tenglama va tengsiziik predikat botlar ekan, chunki
ularni mulohazaga aylantirish mumkin. Buning uchun o’zga-
ruvchi o'rniga giymat qo°yvish yetarli.

Predikatni mulobazaga aylantirishning yana bir usuli kvan-
torfardan foydalanishdir.

Quyvidayi misolni qarayhk.

10,11,i2.13.14,15,16,17.18,19,20 sonlari haqida quyidagilarni
aytish mumkin:

a) berilgan barcha sonlar ikki xonali sonlardir.

7

tad



b) berilgan sonlardan ba’zilari toq sonlardir.

Bu jumlalarga nishatan ularning rost yoki yolg‘onligi
to‘g‘risida fikr vuritish mumkinligidan ular mulohaza bo‘ladi.

Agar biz ulardan «barcha», «ba’cilarin so‘zlarini  olib
tashlasak, jumlalarni rostmi yoki yolgonmi savoliga javab berib
bo‘lmaydi. Demak «barcha», «ba’zin so‘zlarni go‘shish bilan
mulohaza hosil gilinadi.

6-ta’rif. «Barcha» va «ba’z1» so‘zlari kvantorlar deb aytiladi.

«Kvantor» so°zi lotincha bo‘lib, «gancha» ma’nosini anglatadi,
va'nl kvantor u yoki bu mulohazada gancha (barcha yoki ba’zi)
obvekt haqida gap borayoiganini bildiradi.

Kvantorlarning turlari Umumiylik va mavjudlik kvantorlar
hir-biridan farq gilinadi.

Umumiylik kvantori «¥» belgisi bilan belgilanadi va «har bir»,
«hammay. «barchay, «stalgany  so’zlar bilan :fodalanadi V
inghzcha «All» so*zining hosh hartidan olingan va «hammay
ma’nosini bildiradi.

Mavjudlik kvantort «3» belgisi bilan belgilanadi, inglizcha
«Bxisty — «mavjudn so‘zining bosh harfidan olingan va «bory,
«mavjudy». «topiladin so’zlarini bildiradi.

Masalan, A(x): «x son tub son» predikatini olaylik. uni
kvantorlar yordamida mulohazaga aylantiramiz, bu yerda xe&N.
«Barcha x sonlar tub son» — yolg'on mulohaza, «Bazi», x soni
tub son bo'ladigan qiymatlar topiladi» — rost mulohaza.

P(x): ax son 5 ga karralin, X&N bo‘lsin. «Barcha x sonlar 5 pa
karrali» ~ yolg‘on mulohaza, «5 ga karrali x natural son mavijud»
— rost mulohaza.

Kvantorlar qatpashgan mulohaza (xe XP (x} voki (Ix€X)P(x)
ko‘rinishda yoziladi va «X to*plamning hamma elementlari uchun
P{x) bajariladi» yoki «X to‘plamda P(x) bajariladigan elementlar
topiladi», deb ofyiladi.

Masalan, P(x): «x soni 3 ga karrali». xEN bo'lsin «Ixtivoriy x
soni 3 ga karrali» - yolg'on mulohaza «3 ga karrali x sonlar
mavjudy - rost mulohaza
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Biz to*plamni uning clementlari ganoatlantiradigan xossalari
orgali ko'rsata olamiz. Keling biz P (x) ni x ganoatlantira
oladigan yoki olmayvdigan xususiyat uchun shartli belgi deb
olaylik. Biz P ni predikat deb ataymiz. Qachonki P (x) rost bolsa,
biz *x o'zgaruvchi P xususivatiga cga deymiz, Masalan, P (x) “x
o‘zgaruvchi 2 ga bo‘linadigan natural son™ ma’ nosini beradi deb

faraz qilaytik. Agar biz N = {0, [, 2, ...} natral sonlar
to*plamiini olsak, 2 ga bo'linadigan natural sonlar to'plami A: A
= {xeN|p(x)}. (3.4)

Aytgancha, biz natural sonlarni nima ekanligini bilamiz, deb
faraz gilgan holda izoh, pamuna sifatida ishistamiz. Biz vlarga
to‘plam nugtai nazaridan keyinroq to*xtalib o*tamiz.

Biz mantig belgilari asosida quyidagicha vozamiz (VxeEN)
OiEASDPIX), (3.5)

Demak "N dagi hamma x uchun, agar va fagat agar X soni 2 ga
bo'linsa, x A to*plamga tegishli bo*ladi”. Biz “emas™ ma nosini
beruvehi inkor { =) tushunchasini ishlatgan holda umumivlik
kvantori o'rniga mavjudiik kvantorini ishiata olamiz. demak bizda
(VP = —{3xH ~P(x)). (3.6)

Ya’ni “hamma x uchun P ({x) vost”™ ekanligi “P{x)
bajarilmaydigan x mavjud emas™ deb tushuntiriladi. Bizda shunga
a‘xshash (3x)P() = —(¥x)( —P(x)).

Umuman olganda, umumiylik kvantori gatnashgan muloha-
zaning rostligini ishotlash uchun o'zgaruvchining barcha giymat-
larida predikat rost mulohazaga aylanishini isbotlash kerak
boladi. Aksincha, uning yolg'onligini Ko‘rsatish uchun esa, 1 ta
inulohaza yolg®on bo‘ladigan holni ko'rsatish kifoya.

Mavijudlik  kvantori gatnashgan mulohazaning  rostligini
ishotlash uchun t ta misot keltirish, uning yolgonligini ko*rsatish
uchun o'zgaruvchining barcha giymatlarida predikat yolg on
mulohazaga aylanishini isbotlash kerak bo*ladi.

Kvantorlar qatnashgan mulohaza inkorini yasash.

( vx € X )P(x) yoki (3xe€X)P(x) ko'rinishdagi mulohaza
inkorini yasashda quyidagicha yo*l tutiladi:

Mulohazaga “emas™ voki “ekani yolg‘on” so'zlari qo*shiladi.
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Ikkinchi usuli:

1. “Mavjudlik” kvantori “Umumiylik” kvantoriga yoki
aksincha almashtiriladi.

2. Predikat uning inkori bilan almashtiriladi.

- (Vx € X)P(x)= (IxeX)~P(x)

= {Jx € XHiPX)=(VEX)P(X)

Masalan:

I. (¥x € X)P(x) — Barcha tub sonlar toq sonlardir.

— (vx € X)P(x) —Barcha tub soniar toq sonlar ckanligi yolg‘on.

(IxeX)"P(x) — Tub sonlar ichida toq bo‘lmaganlari ham
topiladi.

1. (Ix€X)P(x) — 3 ga karrali sonlarning ba’zilari 9 ga karrali.

- (AxeX)P(x) — 3 ga karrali sonlarning ba’zilari 9 ga karrali
ekanligi yolg on.

(VEX)P(x) -3 ga karrali sonlarning barchasi 9 ga karrali.

I holda berilgan mulohaza volg®on va uning inkori rosi bo‘lsa,
II holda aksincha.

Nazorat uchun savollar

1. Predikatlar bilan mulohaza orasida ganday farg bor?

2. Predikatiar inkorining ta'rifini aylting va uning rostlik
to*plamini ko‘rsating.

3. Predikatlar konyunksiyast ta’rifini ayting, uning xessalari
va rostlik to*plamini ko' rsating,.

4. Predikatlar dizyunksiyasi ta'rifini ayting, uning xossalari va
rostlik to'plamini korsating.

5. Predikatlar im’likatsiyasi ta’rifini ayting, uning xossalari va
rostlik to’plamini ko*rsating.

6. Predikatlar ekvivalensiyasi ta’rifini ayting, uning xossalari
va rostlik to‘plamini ko'rsating.

7. Kvantorning ta’rifini ayting.

8. Kvantorning qanday turlarini bilasiz.

9. Predikatlarni qanday usullarda mulohazalarga aylantirish
mumkin?

10. Kvantor gatnashgan mulohazalar inkori qanday yasaladi?
Misollar keltiring. '
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Mashglar:

1-misol. N natural sonlar to‘plamida P (x) predikat berilgan
bo'lsin: «x — b son». Kvantoriardan foydalantb ushbu predi-
katdan quyidagi mulohazalarni hosil qilish mumkin: VxeN —
«Hamma natural sonlar b sonlar bo‘ladi»; dx€N — «Shunday
natural son mavjudki, u tub son bo‘ladi». Ravshanki, birinchi
mulohaza yolg on va ikkinchi mulohaza chindir.

2-misol. To'g'ri chiziglar to‘plamida aniglangan P(x,y):
«xLly» predikatni ko'raylik. Agar P(x.y) predikatga nisbatan
kvantorli amallarni tadbiq etsak, u holda quyidagi sakkizta
mulohazaga ega bo'lamiz:

1. (VxVy)}P(x.y) — «Har qanday x to*g'ri chiziq har qanday y
to’g‘ri chiziqqa perpendikulyary.

2. (vx3Ay)P(x,y) — «Har qanday x to*g ri chiziq uchun shunday
y to'g'ri chizig mavjudki, x to‘g'ri chiziq y to‘g‘rl chizigqa
perpendikulyary,

3. (Ixvy)P(x.y) — «Shunday x to‘g‘ri chiztq mavjudki, u har
qanday y to‘g'ri chizigqa perpendikulyarsy.

4. (IxJYIP(x,y) — «Shunday x to‘g'ri chiziq va shunday y
to'g'ri chiziq mavjudki, x to‘g'ri chiziq y to‘g‘ri chiziqga
perpendikulyary.

5. (VyV¥x)P(x.y) — «Har ganday y to‘g‘ri chizig har qanday x
to'g'ri chizigqa perpendikulyars.

6. (Vy3x)P(x,y) - «Har ganday y 10*g‘ri chiziq uchun shunday
x lo'g'ri chizig mavjudki, x to'g'ri chizig'i y to'g'ri chizigga
perpendikulyary.

7. @yvx)P(x.y) — «Shunday v 10°g'ri chiziq mavjudki, v har
qanday x to‘g'ri chiziqqa perpendikulyars,

8. (Fya3x)P(x,v) — «Shunday y to‘g‘ri chizig va shunday x
w'g'ri chizig mavjudki, x to'g'ri chizig y to‘grt chizigga
perpendikulyars,

Mashglar:

1. A4={4:5;6;8;:9;10} to‘plamda C(x): «2x-1<13» predikat
berilgan bolsa:
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a) C@), C(5), C(6), C(8), C(9). C(1) fikrlaming rostlik
qiyrnatin teping:

b) clingan javoblarga asoslanib, (¥x€A) C(x} predikat rost
bo®ladi deb tasdiglash mumkinmi? Javobingizni asoslang.

2. X={x|x€N, x<6} to'plamda B(x): «x’-3<18» predikat
berilgan bo'lsa:

a) S(1Y, B2), 5(3). Bc4), B(5), Bro) fikrlarning rostlik giymatini
toping;

b) olingan javoblarga asostanib, B(x) predikat (VxE€Axla rost
bo‘ladi deb tasdiglash mumkinmi? Javobingizni asosiang.

3. A={xxeN, x<7} to‘plamda «x*-13 < 0» predikat berilgan.
Uning rostlik to‘plamini toping.

4. X={xjxeN, x=<21} 1wo'plamda B(x): «x — tub son» predilkat
berilgan. Uning inkorining rostlik to*plamini toping.

5.7 ={yvlyeN, x <18} to'plamda A{x): «X-tub son», B(x):
«x—tog son» predikatlar berilgan bo‘lsa, A(x), B(x). AG)VB(x)
A(XIAB(X)arning roslhk 10 ‘plamini toping.

6, X= { 2, —1; 0 P E 5 2}‘[0 plamda C(x): «x — natural son»,
D{x): «x — kasr son» prc,dlkatlar berilgan bo*lsa

7. a) C(DHAD(1); b) C(-2)vD(-2); d) C(O)/\D(g); g) CAD(0)
larni so‘z orgali Hfodalang va rostlik giymatini toping.

8. X= {——2; -1; 0;%; 1;;; 2} to‘plamda C(x}: «x - butun sony,
D{x): «x — kasr son» degan predikatlar berilgan bo*lsa.

a)é— E€Tcp: b)Y 2€ETeyp: A 2€Teorp: e)-;— € Teap larning
rostligini aniglang.

9. Butun sonlar 10*plamida D(x):«x:3»vaC(x): «x sonini 3 ga
bo‘lganda | qoldiq goladi» predikatlari berilgan. x=4, x=6. x=7,
x=9. x=10 bo‘lgandagi predikatlar givmatini toping va ularni
taqqoslang. C(x) va D(x}) predikatlar bict ikkinchisining inkori
bo*ladimi? Javobingizni asoslang,

Kvantorlar

I. Quyida keltirilgan gaysi mulohazada umumilik kvantori
yvoki mavijudlik kvantori gatnashgan?
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5 ga karrali sonlar topiladi;

Har bir natural son butun son bo'ladi;

Shunday x natural son topiladiki, x<3;

Ba’zi bir natural sonlar - bir xonali.

2. Shunday 5 ta sonni topingki, ular:

a) barchasi 7 ga karrali; b) ba’zi birlari 5 ga karrali; v) ba’zi
birlari 5 ga karrali emas; g} wlarning birortasi ham 3 ga karrali
emas.

3. R (%), Q (x) va R (x) quyidagi bt o'tinli predikatlarni
hildiradi: «x uchburchak teng tomonlin, «x uchburchak teng
yonli» va «x uchbhurchak to®g‘ri burchakli».

Mulohazaga aylantiring va rostlik qivmatini toping:

a)(vx) Re: BYFOR(); €)(3x) ROOAR(K); d)(E@x) REOAQ(X).

4, Quyidagi tasdiqring to‘g‘ri yoki noto‘g'ri ekaniigini
isbotlang:

a) ixtiyoriy ikkita natural sonning ayirmasi yana natural son
bo‘ladi;

b) ixtivoriy uchta ketmna-ket sonlarning yig'indisi 3 ga karrali;

¢) bir xil ragamiardan tashkil topgan har ganday ikki xonali
son [ 1ga karrali;

d) ixtiyoriy bir xonali son 2x-25x+12>0 tengsizlikning
yechimi bo*ladi;

e} ba’zi bir parallelogramlarning diagonallari teng emas;

£) bu sonlar orasidan 12, 15, 16, 27, 212 hech bo‘lmaganda
bittasi, 7 ga karrali;

D 7x=5; 7x; 12:4%; 7x+5 itodalarning har biri x=3 qiymatga
ega;
k) Ixtiyorty haqigiy son 2 (x - 3) — 2x - 6 (englamaning
vechimlari hisoblanadi .

5. Quiydagi mulohazalarning rostlik giymatini toping:

a) (IxER) x*+1=3;

b) (¥XER) x*+1=5;

v) (AxER) xX°+5=1;

g) (VXER) x*+5=1.
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2.5. Teoremaning tuzilishi va turlari. Matematik
isbotlash usullari

Teoremaning tuzilishi haqida wmumiy tashuncha. O‘ria
maktab kursidan ma’lumki, matematikani o‘rganishda teoremalar
deb  ataluvchi mulohaza bilan  ishlashga to‘g‘ri  keladi.
Tushunchalarning asosiy bo‘imagan va ta'riflarga kiritilmagan
xossalari, odatda isbotlanadi. Tushunchalarning isbot qilinadigan
xossalari eoremalar deviladi.

Ular ganday ko‘rinishda ifodalanishidan qat’iy nazar.
isbotlashni talab ¢iladigan fikrlardir. Shunday qilib, teorema - bu
A xossadan B xossaning kelib chigishi haqidagi fikr. Bu fikrning
rostligi isbotlash yo'li bilan aniglanadi.

[shotni amalga oshirish vchun predikat va kvantorlarga
asoslangan teoremalarning tuzilishini bilish lozim. Quyidagi
teoremani qaraylik: “Agar nuqta kesmaning o‘rta perpendi-
kulyarida yotsa, u holda nuqta kesmaning uchlaridan teng
uzoqlikda yotadi.”

Bunda “nuqta kesmaning o'rta perpenikulyarida yotadi” gapi
teoremaning sharti. “nuqta kesmaning uchlaridan teng uzoglkda
votadi” gapi teoremaning xulosasi hisoblanadi.

Teoremaning sharti va xulosasi tekislikdagi barcha nugta-
larning R to‘plamida aniglangan predikatdan iborat. Bu predikat-
larni mos ravishda Afx) va B(x} deb belgilaymiz. U holda
teorema A(x)=>B(x) implikatsiya ko‘rinishda belgtlamb. umu-
miylik kvantorini qo‘llab quyidagi ko‘rinishda yoziladi:
(VxeP)(A(x)=B(x)).

Bundan ko‘rinadiki, teorema tuzilishi uch ¢ismdan iborat
boladi.

Teorema sharti: A(x) predikat tekislikdagi barcha nuqtalarning
R to‘plamida berilgan;

Teoremaning xulosasi: B(x) predikat tekislikdagi barcha
nugtalarning R to’plamida berilgan;

Tushuntirish gismida teoremada so'z yuritilayotgan obyektlar
to‘plami tasvirlanadi. Bu gism simvolik tarzda ¥xeP ko'rinishda
yozHadi,
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Tushuntirish gismini teorema mazmunidan ham bilib olish
mumkin. Ixtivorly teoremani so‘zlar yordamida ifodalaganda
“Agar ...bo‘lsa, u holda ...bo‘ladi” so‘zlari ishlatiladi, formula
quyidagi

(vxeX)HAX)=B(x)) (1)

ko'rinishda ifodalandi. Bu yerda X A(x} va B(x) predikatlar
berilgan to‘plam. Agar teorema (1) ko‘rinishda berilgan bo‘lsa,
uping sharti va xulosasi implikatsiva tashkil etadi. Shu sababli
teorema xulosasi B(x) predikat teoremanmg A(x) sharti uchun
zarurly sharti, A(x) shart esa teoremaning B(x) xulosasi uchun
yetarli shart deyiladi. Quyidagi teoremani qaravhik:

“Agar to‘rtburchak romb bo‘lsa, u holda uning diagonallari
perpendikular bo' ladi™,

Bu teoremaga (1) formulani tadbiq etamiz. X - tekislikdagi
barcha  to'riburchaklar  to'plami, x  ickislikdagh  ixtiyoriy
o riburchak, A(x): “x tortburchak — romb", B{x}: “x to‘rtburchak
diagonallari o*zaro petrpendikular”.

Zarurly shart: “To‘rtburchak  romb bo‘lishi uchun uning
diagonallari perpendikular bo*lishi zarur.”

Yetarli shart: “To‘rtburchak diagonallari  perpendikulyar
bo‘lishi uchun uning romb bolishi yetarhi.”

(1) teoremaga ko‘ra bir nechta yangi teoremalarni hosil qilish
mumkin. (1) tecorcmaning sharti va xulosasi o'rni almashsa,
berilgan teoremaga teskari teorema hosil bo*ladi.

(VxeXHBx)=AMK)  (2)

Masalan,

Teorema: ““Agar natural son ragamlari vig'indisi 3 ga bo‘linsa,
shu sonning o°z1 ham 3 ga bo'linadi.”

Teskari teorema: “Agar natural son 3 ga bo‘linsa, uning
raqamlarini vig‘indisi ham 3 pa bo’linadi.”

T'eskart teorema ham to*g'ri bo*lgani uchun ikkita teoremani
bittaga birlashtirish mumkin. “Natural son 3 ga bo‘linishi uchun
uning ragamlarini yig'indisi 3 ga bo‘linishi zarur va yetarli. "Bu
holda teoremani ( V xeX}{A(x)<>B(x)) ko'rinishda ifodalash
mumkin.
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Teskari teorema hamma vaqt ham to‘g'ri bo‘Imaydi.

Agar (VxeX)(A(x)=B(x)) teoremaning sharti va xulosasi
ulaming inkorlari bilan almashtirilsa, berilgan teoremaga garama-
garshi leorema hosil bo‘ladi.

(vx € X)(Ax = B(x) (3)

(1)-teoremaga garama-qarshi teorema: “Agar nugta kesmaning
o‘rta perpendikularida  yotmasa, u holda nugta kesmaning
uchiaridan teng uzoglikda yotmaydi” va bu teorema rostdir.

(Vx € X)(B(x) = Ax) (4)

ko'rinishidagi teorema teskari teoremaga garama-qarshi
teorema deyiladi.

(2} teskari teoremaga qarama-qarshi teorema: “Agar natural
son 3 ga bo‘linmasa, uning raqamiari vig‘indisi ham 3 ga
bo‘linmaydi” . Bu teorema rostdir.

A(x) = B(x) & B(x) =2 A(x)

Endi teoremalarni isbotlash usuilarini ko‘rsatamiz.

Matematik ishotlar. Deduktiv mulohazalar,

(VX A(x)=B(x)) teoremani isbotlash — bu har doim A xossa
bajarilganda, B xossa ham bajarilishini mantiqiv yo'! bilan
ko‘rsatishdir.

Matematikada isbotiash ko‘rgazmali va tajribalarga biror-bir
yo‘naltirishsiz mantiq qoidalari boyicha o‘tkaziladi.

Isbotlash asosida mulohaza-logik (mantigiy) operatsiva yotadi.
Bu operatsiya natijasida ma’nosiga ko‘ra o‘zaro bog‘langan yoki
bir necha jumlalardan vangi (berilgan bilimlarga nisbatan)
bilimlarni o'z ichiga olgan jumla hosil be'ladi. Masalan,
boshlang*ich sinf o'quvchisining 6 va 7 sonlart orasidagi «kichik»
munosabatini aniglashdagi mulchazasini  ko‘raylik. O*quvchi
bunday deydi: «6 < 7 chunki, 6 sanogda 7 dan oldin keladi».

Hosil gilingan bu mulohazada xulosa qanday faktlarga
asoslanganini aniqlaylik. Asoslar ikkita: agar a soni sanogda b
sonidan oldin ayiilsa, u holda a<b bo‘ladi (ixtiyoriy a va b naturai
sonlar uchun).

6 sanogda 7 dan oldin keladi.



Birinchi jumla umumiy xarakterga ega, chunki unda jumla
ixtiyoriy a va b natural sonlar uchun ¢*rinii bo*lishini tasdiglovchi
umumiylik kvantori maviud, shuning uchun umumiy asos deyiladi,

Ikkinchi jumla konkret 6 va 7 sonlariga tegishli, xususiy
hollarnt ifodalaydi, shunga ko‘ra u xususiy asos deyiladi.

Ikki asosdan esa yangi mulohaza (6 < 7) kellirib chigariladi,
u xulosa deyiladi.

Umuman har ganday mulohazada ham asos, ham xulosa bor.
Asos va xulosa orasida ma’lum bog*lanish mavjud, bu bog‘lanish
vordamida ular muichazani tashkil etadi.

Asos bilan xulosa orasidagi kelib chigishlik munosabati o*rinli
bo‘ladigan mulohaza deduktiv mulohaza deyiladi.

Boshgacha ayiganda, agar mulohaza yordamida rost asosdan
volg*on xulosa chigarish mumkin bo‘limasa, u holda bu mulohaza
deduktiv bo-ladi. Aks holda deduktivmas hisoblanadi.

Mulohaza deduktiv bo'ladigan shartlarni aniglaymiz. Buning
uchun misollarga murojaat gilamiz.

1-misol. Jshibu mulohaza berilgan, unda: umurniy asos: «agar
natural son 6 ga karrali bo'lsa u 3 ga karrali bo‘ladi»: xulosa: «18
soni 3 ga karralin,

Bu mulohazada asos ham, xulosa ham rost. Uni deduktiv deb
taxmin gilish mumkin.

2-misol. Ushbu mulohaza berilgan, unda:

- umumiy asos: «Agar natural son 6 ga karrali bo"lsa, u holda
u 3 ga karrali bo*ladi»;

— xususiy asos: «3Y soni 3 ga karralin;

— xulosa: «39 soni 6 ga karrali»;

- berilgan mulohazada asoslar rost, xulosa esa yolg‘on-39 soni
6 ga bo'linmaydi. Demak. bu mulohaza deduktiv emas, bundan
kelib chigadiki, asoslarning rosttigi mulohazaning deduktivligini
ia'minlovchi vagona shart emas ekan.

Endi keltrilgan mulohazalarni solishtiramiz. Buning uchun
ularni simvolik shaklda tasvirlaymiz. Agar A orqali «x natural son
6 ga karrali» jumlani, B orqali esa «natural son 3 ga karrali»
jumlani belgilasak, u holda ikkala mulohaza uchun umumiy asos
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A=B ko‘rinishga ega bo‘ladi. 1-misolda ikkinchi asos xususiy
asos, u A jumlada x o‘rniga 18 ni qo‘yish bilan hosil gilinadi. Uni
A(18) bilan belgilaymiz. U holda birinchi muiohazada xulosani
B(18) bilan belgilash mumkin. Ikkinchi misol uchun: ikkinchi
asos B(39) ko‘rinishga, xulosa esa A(39) ko‘rinishga cga bo‘ladi.

Kiritilgan belgilashlarga ko'ra berilgan mulobhazalarni bunday
ko*rinishda tasvirlash mumkin:

1-misol. 2- misol.
l-as0s: A=B A=>B
2-as0s: A(18) RB(39)
xulosa: B(18) A(39)

Birinchi misolda mulohaza (A=B) va (A=B) va
(A(18)=B(18)) sxema bo‘yicha, ikkinchi misolda csa, (A=B)
va (B(39—->A(39) sxema bo'yicha o'tkaziladi. Ko‘rib turibmizki,
mulohazalar sxemalari turlicha. Birinchi holda foydalanilgan
sxema rost xufosaga, ikkinchi mulohaza sxemasi esa yolg on
xulosaga olib keladi. Mulohazalarni solisitirish ham asoslarning
rostligi har doim ham xulosaning rost bo‘lishiga kafolat bera
olmasligini tasdiglaydi.

Endi deduktiv mulohazalarning eng sodda sxemalarini ko‘rib
chiqamiz,

Har bir deduktiv mulohazaning asosida xulosa chigarishning
ma’lum goidasi yotadi. Biz shunday qoidaiardan fagat uchtasini
qaraywiiz, ufarni ishotsiz qabut gifaniiz.

Xulosa qoidasi. ((A=B va A(w)=B(a), bu yerda A=RB -
umumiy asos, A(a) - xususiy asos, B(a) - xulosa.

Inkor qoidasi: (A=>B va B(a))} = A(a).

Sillogizm goidasi: (A=B va B=C) = A=C(.

Bu qoidalarni go*llanishi mulohazaning deduktiv bolishiga
kafolat beradi, ya’ni rost asoslardan rost xulosalar chigarishga
imkon beradi.

Mulohazalarning  to‘g*rifigini  tekshirish uchun berilgan
qoidalardan ganday foydalanishni korsatamiz.

Quyidagi mulohazalar deduktiv bo‘ladimi  yoki yo'gqmi
yuqoridagi sxemalarga asosan tekshiramiz.
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1-misol. Agar natural son raqamlari yig‘indisi 9 ga bo‘linsa,
shu sonning o‘zi ham 9 ga bo‘linadi; son 9 ga bo*linmaydi, demak,
son ragamlarining yig*indisi ham 9 ga bo‘linmaydi:

2-misol. Agar natural son 8 ga karrali bo‘lsa, u holda u 4 ga
karrali bo"ladi, agar natural son 4 ga karrali bo‘isa, u holdau 2 ga
karrali bo*ladi, demak son § ga karrali bo*lsa, v holda u 2 ga
karrali bo‘ladi.

3-misel. Agar sonning yozuvi nol bilan tugasa, u holda u 5 ga
bo’linadi; son not bilan tugamasa, demak v 5 ga bo‘linmaydi.

Yechish: 1) Keltirilgan mulohazaning sxemasini aniglaymiz.

Dastiab umumiy asosni «Agar natural son raqamlari yig'indisi
9 ga bo‘linsa, shu sonning o‘zi ham 9 ga bo‘linadi» shartli jumla
ko‘rinishida tlodalaymiz. A harfi bilan «Son raqamlari vig*indisi
9 ga bo‘linadi» jumlani, B barfi bilan «Sonning o‘zi ham 9 ga
ho'linadiy jumlani belgilaymiz. U holda umumiy asos A=>B
ko'rinishida xususiv asos B, xulosa 4 ko'rinishga ega bo‘ladi,
yva'ni (A=>B va B)->A ko‘rinishdagi sxemaga cga bo‘lamiz. Bu
goida xulosaning rostligiga kafolat bheruvehn inkor qoidasidir.
Demak. mazkur mulohaza deduktivdir.

2) Agaer «Natural son 8 ga karrali» jumlani A orgali. «Natural
son 4 ga karral» jumlam B orqal: va «Natural son 2 ga karrali»
jumlani C orgali belgilasak, u holda mazkur mulohazaning
sxemasi ushbu ko'rinishga ega boladi:

(A=>B va B=0)=A=C.

Bunday sxema sillogizn qoidasidir, u asos rost bo‘lganda
xulosaning ham rost bo'lishiga katolat beradi.

3) A haril bilan «Sonning yozuvi nol bilan tugaydi» jumlani,
B harfi bilan «Son 5 ga ho'linadi» jumlani belgilaymiz. U holda
berilgan mulohazaning sxcmasi (A=>Bva A)=B ko‘rinishga ega
bo'ladi. U yolg‘on xulosaga olib keladi: masalan, 15 som nol
bilan tugamaydi, ammo u 5 ga bo‘linadi. Mulohazaning bu
sxemasi xulosaning rost boiishiga kafolat bera olmaydi, u rost
xulosaga ham, yclg'on xulosaga ham olib kelishi mumkin.

Ba’zi hollarda rost xulosaga, ba’zi hollarda volgon xulosaga
olib keluvchi sxema bo'yicha muiohaza deduktivimas mulohaza
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hisoblanadi. Demak, berilgan mulohaza deduktivmas mulohaza
ekan.

Deduktivmas mulchazalarning ushbu ikkita sxemasini yodda
saglash masadga muvofiq:

1) (A=>B va B)=>A. 2) (A=B va A)=> B.

Bu sxemalar, asoslar rost bo‘lganda xulosalarning ham rost
bo*lishiga kafolat bera olmaydi.

Teoremalarni isbotlashda to'liqsiz induksiya usulidan ham
foydalaniladi.

To‘ligsiz induksiya. Biz 10 soni 5 ga bo‘linadi, 20 soni 5 ga
ho‘linadi, 100 soni 5 ga bolinadi, 1000 soni 5 ga bo‘linadi degan
mulohaza yordamida yozuvi 0 ragami bilan tugaydigan ixtiyoriy
son 5 ga bo‘linadi deb. shuningdek 15 soni 5 ga bo'linadi, 25
soni 5 ga bolinadi, 35 soni 5 ga bo’linadi degan mulohaza
yordamida yozuvi 5 raqami bilan tugaydigan ixtivoriy son 5 ga
bo*linadi deb xulosa chigaramiz. Bu muichazalarnt umumiashtirib
yozuvi 0 va 5 ragamlari bilan tugaydigan ixtiyoriy son 5 ga
bo*linadi deb xulosa chigaramiz.

Xuddi shuningdek, n? + n + 41 ifodada n o‘rniga 1,2,34 va
hokazo sonlar qo‘yilsa, tub son hosil bo‘ladi. Masalan n=1 da
ifodaning giymati tub son 43 ga teng, n=2da ifodaning qiymati
tub son 47 ga teng, n=3 da ifodaning qiymati tub son 53 ga teng
ekanligini ko'rish mumkin. n ning n=3,4, ... qiymatlarida ham
natija tub son bo®ladi.

Bu natijalarga suyangan holda n ning ixtiyorty natural
giymatlarida n* + n + 41 ifodaning giymati tub son boladi deb
xulosa chigarish mumkinmi?

To'ligsiz  induksiva bu  shunday mulohazalarki, bunda
obycktlar to'plamining ba’zi obyektlari ma’lum xossalarga ega
bo*lganligidan bu to‘plamning barcha obyektlari ham shu
xossalarga ega deb xulosa chigarishga asoslanadi.

To'ligsiz induksiva natijasida olingan xulosalar rost ham,
yolg‘on ham bolishi mumkin. Masalan, yozuvi 5 ragami bilan
tugaydigan sonning 5 ga bo‘linishi haqidagi xulosa rost. n ning
ixtiyoriy natural gqiymatida n* 4+ n + 41 ifedaning giymati tub
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son boladi, degan xulosa esa yolg“on. Haqigatan ham, agar n=41
bo'lsa, biz  41'+41+41=417+2-41=41(41+2)=41.43 ga ega
bo‘lamiz, bu esan® +n + 41 ifodaning giymati murakkab son
ekanligini ko‘rsatadi.

Induktiv mulohazalar har doim to'g'ri xulosalarga olib
kelavermasa ham, matematika va boshga fanlarni o‘rganishda
ularning o°rni juda katta. Induktiv mulohazalar yuritish davomida
konkret  xususiv  hollarda  umumiylikni  ko‘ra  bilish, oz
taxminfarini ayta olish malakalari shakilanadi,

Boshlang*ich sinflarda to*ligsiz induktiv xulosadan tashgari
analogiva bo‘yicha (lagqoslab) xsulosa chigarishdan  keng
foydalaniladi. bunda bilimlarni o‘rganilgan obycktlarga nisbatan
kam ofrganilgan obyektlarga ko‘chirish amalga oshiriladi.
Ko‘chirish uchur bu obyektlarning o'xshashlik va farg qilish
alomatlari hagidagi bilimlar asos bo‘ lib xizmat giladi.

Analogiva bizm taxmin va farazlarga olib kefadi, matematik
induksivani rivojlantrish imkonini beradi.

Shuning bilan birga analogiya natijasida hosil qilingan
xulosalar rost bo'lishi ham, yolg'on bo’lishi ham murkin.
Analogiva natijasida hosil gilingan xulosalar deduokttv metod
bilan isbat gilinishi lozin.

Fikriarning rostligini ishotlash usuijlari.

Ikki va undan ortig gadamdan tashkil topgan mulohazaning
ishotiga doir misollar ko'rib chigamiz.

Misol. Har bir diagonal parailelogramni ikkita teng
uchburchakka ajratishini isbotlang.

Isbuti: 1) ixtiyoriy
paralielogramning qgarama-qarshi
tomonlari  teng; ABCD -
paraliclogram (2.8-rasm), demak
AB=CD BC=AD. Muichaza

A
xulosa qoidasi asosida olib borildi, V

demak. olingan xulosa rost. B

D
/7
C
2 .8-rasm
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Agar bir uchburchakning uchta tomoni mos ravishda ikkinchi
uchburchakning uchta tomoniga teng bo‘lsa, w holda bunday
uchburchaklar teng bo‘ladi: AB=CD, BC=AD, AC tomon
umumiy. Demak, ABC va ACD uchburchaklar teng.

Bu holda ham mulohaza xulosa qonuni asosida olib borildi,
demak xulosa rost. Teorema isbotlandi.

Teoremaning isboti hamma asoslarni ko‘rsatish bilan to*la
mantiqiy shaklda olib borilgan mulohazalarming ikki qadamdin
tashkil topganini eslatib o‘tamiz. Biroq bunday isbotlash uzundan-
uzog, shuning uchun odatda ularni muichazalar sxemasidagi
alohida agoslarni tushirib qoldirish bilan ixchamlangan shaklda
olib boriladi.

Masalan, biz o' tkazgan isbotning ixchamiangan shakli bunday
bo*lishi murnkin: ABC va ACD uchburchaklarda AB va CD. AD
va BC tomonlar teng, chunki ular ABCD parallelogramning
garama-qarshi tomonlari, AC tomon ular uchun umumiy, demak,
ABC va ACD» uchburchaklar teng.

Nazorat uchun savollar
1. Teoremaning wzilishi hagida umumiy tushuncha deganda
nima tushunasiz?
2. Teoremaning qanday turlari bor?
3. Matematik isbotlarlarga miscl keltiring.
4. To'ligsiz induksiyaga misol keluring.
5. Tola matemaiik induksiya deganda nima tushunasiz?

Mashglar:
1. Quyidagi tasdiglarni (xeP Y A(x)=B(x)) ko‘rinishda ifoda-
lang.
a) Har gqanday musbat ratsional son biror kesmaning uzun-
ligini ifodalaydi.
b) Istalgan uchburchakning balandligi garama-garshi tomoniga
yoki uning davomiga perpendikutyar bo™ladi.
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c¢) Parallelogramm  diagonallari  uzunliklari  kvadratlari
vig'indisi uning to‘rtta tomon uzunlikiari kvadraiiari yig‘indisiga
teng.

2. Quyidagi nuqialar o‘rniga zarur, vetarli, zarur va yetarli
so‘zlaridan tegishlisini qo'ying:

A) biror son 6 ga bo‘linishi uchur uning 3 ga bo‘linishi ...

B)  ketma-ketlikning limitga ega bo‘lishi uchun uning
chegaralangan bo'lishi...

(3) biror son 5 ga bo’linishi uchun uning 0 bilan mgashi ...

13) berilgan uchburchakning lo*g'ri burchakli uchburchak
bo* lishi uchun a’=b* +¢* bo*lishi ...

3. (VxeX)(AX)=B(x)) shaklda ifodalang:

a) Paralleiogramm diagonailari  kesishadi va kesishish

nugtasida teng ikkiga bo'linadi.

b) Romb diagonallari o'zaro perpendikulyar.

¢) Vertikal burchaklar o*zaro teng bo‘ladi.

d) Uchburchak ichki burchaklarining vig*indisi 180" ga teng.

e) To'g'ri to'rtburchakning diagonallari o‘zaro teng.

1} Paraliclogramning garama-garshi burchaklari teng.

9. Quyidagi teoremalarda shartlarni va hulosatarni ajrating:

a} Agar uchburchaklar o‘xshash bo‘lsa, w holda ularning
baiandliklari teng bo‘ladi;

b) Agar ko'pburchak muntazam bo‘lsa, u hoida unga ichki
aylna chizish mumkin;

¢} Agar tkki to*g*ri chiziq bitta to’g*ri chiziqga perpendikulyar
bo‘lsa. bu to*g'ri chiziglar o' zaro parallel botladi;

d) Agar uchburchak teng tomonli bo'lsa. u holda bu
uchburchakning balandliklari bissekirisalari  bitan ustma-ust
tushadi.

10.  Quyidagi  jumlalarmi  “yetarli®, “zarur” so‘zlaridan
foydalanib qaytadan tuzing:

a} Agar har bir qo'shiluvehi berilgan songa bolinsa, u holda
yig*indi ham bertigan songa bo'linadi;

by Kasrning surati mahrajidan kichik bo'lsa, bu kasr {o"g‘ri
kasr bo' ladi.
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111 BOB. ALGEBRAIK SISTEMALAR
3.1. Binar algebraik operatsiyalar

Algebraik operatsiva tushuochasi. Maktab matematika
kursida sonlar ustida go‘shish, ayirish, ko'paytirish, bo‘lish kabi
amallar o‘reaniladi. Bu amallar bir gator xossalarga ega. Masalan,
musbat butun sonlar to‘plamida sonlarni qo‘shish va ko paytirish
amali bajariladi. chunki bu amallarni bajarishdan chiggan natija
son musbhat butun son bofladi. Shuningdck. qo‘shish va
ko paytirishda sonlarni o‘rni almashishi bilan natija o*zgarmaydi.

8+3=11, 3+8=11. B+3=3+8

OxT=42, Tx6=42, O6x7=7x6

Musbat butun sonlar to‘plamida ayirish va bo'lish amallari
hamma vaqt bajarilmaydi, chunki sonlarni ayirish natijasida
ba'zida manfiy, bo‘lish natijasida kast son hosit bo'ladi.
Shuningdek, ushbu to‘plamda sonlarni ayirish va bo‘lishda
sonlarai o'rnini almashtirish mumkin emas.

9-6=3 6-9=-3 33

8§:2=4 2:8=025 4+025

Demak, mushat butun sonlar 1o‘plarnida sonlarni qo‘shish va
ko‘paytirish o'rin almashtirish xossasiga bo‘ysinadi, ayirish va
ho‘lish esa ushbu xossaga bo‘ysinmaydi.

Amallar va ularning xossalarini fagat sonlar 10" plami uchun-
gina emas. balki bushga matematik obyektlar uchun ham garash
mumkin. Masalan, to'plamlar, mulohazalar. almashtirishlar.
To'plamlar ustida to*plamlarning birlashmasi. kesishmasi amallari
bajariladi va bu amallar o‘rin almashtirish xossasiga bo’ysinadi.

AUB=BUA: ANB=BNA

Sonlar, to‘plamiar, mulohazalar va shu kabi matematik
obyektlar ustida amallar bajarish jarayonida birorta to‘plamning
ixtiyorly ikkita elementiga shu to‘plamning uchinchi bir clementi
mos qo‘yiladi. Sonlar va matematik obyektlar ustida bajariladigan
amallar algebraik operatsiva deb vuritiladi.
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1-ta’rif. Berilgan X to‘plamning ixtiyoriy elementlaridan
tuzilgan tartiblangan (x.y) jufilikka. shu to*plamning uchinchi bir
z elementini mos go‘yuvehi akslantirish (x,¥)—z mavijud bo‘lsa,
X to'plamda algebraik operatsiva berilgan deyiladi.

X to‘plamida X xX dekart ko‘paytma berilgan bo'lsa, (x,y)
juftlik X xX dekart ko‘paytmadan, z esa X to‘plamidan olingan
bo'lib, dekart ko‘payima X xX—X akslanad..

Demak, X to‘plamda beriigan X xX—X akslantirish algebraik
operatsiya bo’lib, xeX clement operatsiyaning birinchi, yeX
element operatsiyaning ikkinchi komponenti, z esa uning natijasi
deyiladi.

Biz yngorida X=X ko'rinishdagi dekart ko‘paytmani X
to‘plamga akslantirishni ko'rdik, va’ni XxXdan olingan (x,y)
clementlar juftligiga bitla z elementni mos qo'ydik. Bunday
akslantirishga binar («bis» lotincha — «ikki» ma’nosini bildiradi)
algebraik operatsiva deyiladi. Matematikada ko*p hollarda
XxXxX =X, XxXx..xX—>)  korinishdagi dekart

- . —
1

ko'paytmani X to‘plamiga akslantirish bilan berilgan algebraik
operatsiyalar ham mavjud.

X—X unar (lotincha «unus»-bir)

X xX~—X binar

X xX xX—X ternar

I x.Yx. xX -» x h-aroperatsiya deb yuritiladi.

v

Algebraik operatsiyalarga misollar:

1-misol. Natural sonlar to‘plamida qo‘shish amali algebraik
operatsiyadir, chunki ixtiyoriy ikkita natural sonning yig'indisi
hamma vagt natural son bo‘ladi, va'ni xeN, yeN uchun xty=z,
zeN hamma vaqt topiladi.

2-misol. Natural sonlar to'plamida ayirish amali algebraik
operatsiya bo'la olmaydi, chunki ixtiyoriy ikkita natural sonning
ayirmasi hamma vaql natural sonlar toplamida topilmaydi.
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J-misol. Jufl sonlar to‘plamida qo‘shish amali algebraik
operatsivadir, chunkit ikki juft sonning yig‘indisi yana juft son
bo‘lad:.

Toq sonlar to’plamida qo‘shish amali algebraik operatsiya
bo*la olmaydi. chunki natija jull son bo‘ladi.

13+12=26; 15+17=32 (2n+1)+En+1)=4n+2=2{2n +1} - juft son.

4-misol. Butun sonlar to'plami 7 da gqo’shish, ayirish,
ko'paytirish amali algebraik operatsivadir. Bo'lish amali esa
algebraik operatsty bo‘la olmaydi, chunki ba’zt bir hollarda
bo‘lish natijasida kasr son chiqadi.

Binar algebraik operatsiya ta’rifi:

Bosh bo'lmagan S to‘plamdagi binar algebraik operatsiva *
deh: § x § -— 8 akslantirishga avtiladi va s * 8" voki * (s, 5"
ko‘rinishda belgilanadi. Ko'p sonli miseollar keltirish mumkin:

¢ 7Z,Q, R, Cto'plamlarda *+” va *“x"operatsiyalari;

o[ — wratsional sonlar to‘plamida “4+" va "> operatsiyzlari
binar algcbraik operatsiva bo‘la olmaydi;

o R da avirish va bo*lish amallari binar algebraik operatsiva
boladi;

* A to'plam va uning barcha gism to*plamlari berilgan bo'lsin.
Qism to‘plamlarning kesishmasi N, birlashmasi “U”, ayirmasi
7 va simmetrik ayivmasi A" amallari  binar algebraik
operatstya bo*lad:

o8 to'plamdagi barcha o'rin almashtirishlar ham binar
algebraik operatsiya bo*ladi;

'To‘plamning algebraik operatsiyaga nisbatan yopigligi haqgida.
Bo‘sh bo’lmagan S to*plamda binar algebraik operatsiva *
aniqlangan va @2 1CS bo'lsin. T * algebraik operatsiyaga
nisbatan vopiq deyiladi. agar vt,t' €T uchun t * ' €T bo'lsa.

Bu yerda qgism  to'plamning  vopiqligi  bhaqida  so‘z
yuritilayotganiga e’tibor garagiing.

Misollar: :

+ R haqgiqty sonlar to‘plami, uning gismlari Z va Q qo‘shish.va
ko*paytirish amallariga nisbatan yopiq bo‘ladi.
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» Manfiy haqiqiy sonlar to‘plami ko*paytirish amaliga nisbatan
yopig cmas.

eZ[\51= {a+bSlab € Z} to'plam berilgan bo'lsin.
Uning qo‘shish va ko‘paytirish amallariga pisbatan yopiq
bo'lishini oson ko‘rsatish mumkin. Masalan ko®paytirish uchun:
ab.c.d€7, bo'lsa, (a + bV5) - (¢ + dV5) = (ac + 5bd) + (ad +
b5 bo' ladi.

Natural sonlar to‘plamida ayirish amali a,beN, a>b hollarda
bajariiadi  a-b>0; a-b avirma musbat butun son bo*ladi.
Yuqoridagi  shartlarga mos qo‘yilgan sonlar to plami natural
sonlar to‘plamining gism to'plami bo‘ladi, ya'ni a>b shariga
bo‘ysinuvcht a va b sonlar jufti akslantirilgan sonlardan iborat
to‘plam natural sonlar to*plamiga tegishli bo*ladi. Natural sonlar
to‘plamida bo'lish amaliga nisbatan ham ushbu mulohazalarnt
yuritish mumkin.

Shunga ko‘ra natural sonlar to*plamida syirish va bo‘lish amali
algebraik operatsiva bo'la olmaydi. Bunga o’xshagan hollar
uchun algebraik o¢peratsiva tushunchasiga kengroq nuqtai
nazardan yondashish mumkin,

«Qisman algebraik operatsiva» tashunchasini kiritamiz.

2-ta’rif.  Agar X xX dekart ko'paytmaning A gism
to‘plamining X to‘plamga akslantirishi berilgan bo‘lsa, bu
akslantirishga X to‘plamda gisman algebraik operatsiya deyiladi.

AcX xX, A—X, ya’ni (x,y) —z7, (X,y)eA. 7ze X,

zeX elementga mos keluvchi (x,y) juftlar to‘plami 4 gisman
algebraik operatsiyaning anigtanish sohasi deviladi.

Demak, natural soniar to’plamida ayirish va bo‘lish, buiun
soular to*plamida darajaga ko‘tarish isman algcbraik operatsiya
hisoblanadi. Qisman algebraik operatsiva bo'sh ham bo‘lishi
mumkin, ya'ni (x,y) juftlikka bitta ham 7z element mos kelmasligi
mumkin.

3.2. Algebraik operatsiyalarning xossalari
Algebraik  operatsiyalar  kommutativlik,  assotsiativlik,
distributivlik, gisqaruvchanlik, teskarilanuvchanlik, neytral va
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vutuvchi elementlarning mavjudhigi va smmetrik elementning
mavjudlik xossalariga ega.

Algebraik amallar xossalari ayny shakl almashtirishlar bilan
bevosita bog‘ligdir. Ayniy almashtirishlarni  bitta algebraik
operatsivaga nisbatan qarab chigaylik va bu  algebraik
operatsiyami (*) ko‘rinishida belgilaylik.

a)Assotsiativlik xossasi.

A to'plamda * algebraik operatsiya berilgan bo'lsin.

3-ta’rif. A to‘plamidan olingan ixtivoriy ab,c elementiar
uchun a*(b*c)=(a*b)*c tenglik bajarilsa, * algebraik operatsiva A
to plamda assotsiativlik xossasiga ega deyiladi.

Misollar ketiramiz.

1) Natural sonlar to*plamida go®shish va ko‘paytirish amallari
assotsiativlik xossasiga ega.

4+{8+T7)=(4+8)+7

6-(5-3)=(6-5)-3

2} Qo'shish va ko'payritish amallari ixtivoriy sonlar
to‘plamida assotsiativlik xossasiga ega.

3) To'plamlarning kesishmasi va birlashmasi assotsiativlik
xossasiga bo'ysinadi.

ANBUO =UBUC

ANUBNO=(ANBNC

4) Dutun sonlar to‘plamida ayirish amali assotsiativiik
xossasiga ega bo Imaydi.

7T—(8—5}=(7-8)-5

5) Musbat butun sonlar to‘plamida bo‘lish amali assotsiativ
emas.

12:(6:3y=({12:6):2

ezl a:(b:oy=(a:b).c

Agar beriigan A to'plamda * algebraik operatsiya uchun
assotsiativlik X055a8] o‘rinli bo‘lsa, X1.X0.X3... XpEA
elementiardan va * algebraik operatsiya vositasida gavslar go‘yish
orgali tuzilgan turli ifodalar bir xil son giymatiga ega bo‘ladi.
Shuning uchun bir qancha sonlarni gqo‘shish va ko‘paytirish
amallarini bajarish jarayonida qavslar ishlatilmaydi:

94



(3+NHA+HT=3+9+4+7=12+4+T7=16+7=23

bh) Kommutativlik xossasi.

Biz yuqorida assotsiativlik xossasi o‘rinli bo‘lgan * algebraik
operatsiya’ vositasida hesil gilingan ifodalarda qavs ishlatmaslik
mumkin ekanligini ko'rdik.

Ammo  bunday ifodalarda  komponentlarning  o‘rnini
almashtirish umuman olganda mumkin emas, shuning uchun a*b
ifoda bilan b*a ifodalarni ayni bir xil ifodalar deb bo*lmaydi.

fodalarni ayniy shakl almashtirish oson bo‘lishi uchun *
algebraik operatsiya assotsiativlik va kommutativlik xossalariga
cga bo'lishi lozim.

4-ta’rif. Berilgan A to‘plamning ixtiyoriy ikkita a va b
clementlari  uchun  a*b=b*a tcnglik bajarilsa, * algebraik
operatsiya kommutativ deyiladi.

Kommutativiik xossasiga ega bo‘lgan * algebraik operatsiya
vositasida hosil bo‘lgan a*b iloda bilan b*a ifoda bir xil natijaga
ega bo'ladi, bu verda a,be A. Natural sonlar to*plamida qo‘shish
amali uchun kommutativlik xossast o'rinli,

{(V a,beN) a+b=b+a

Endi yuqoridagi misolmi qulayroq usulda yechish mumkin:
(3+DHEHT7)y=3+T7+9+4=10+9+4=1944=23

Natural sonlar to'plamida  kopaytirish amali  uchun
kommutativlik xossasi o'rinli.

(¥ a,beN) ab=b-a

Haqiqiy sonlar to'plami R da ham qoshish va ko‘paytirish
amallari kemmutativdir.

Buwn sonlar to'plami Z da ayirish amali kommutativlik
Xossasiga bo'ysunmaydi,

(V aber) ath; a-b#b-a

Musbat ratsional sonlar to'piaini Q. da bo‘lish amali uchun
kommutativlik xossasi o‘rinli emas.

(VabeQy) ath; a:b£b:a

3 o‘lchovli fazodagi vektorlarning vektor ko*paytmasi natijasi
assotsiativ.  ham, kommutativ ham emas. (Ko'paytma natijasi
“antikommutativ”, ya’ni u va v vektorlari uchun uxv = -vxu.

95



¢) Distributivlik xossasi.

Yugorida bitta algebraik operatsiyaga nisbatan assotstativlik va
kommutativlik xossalari ko‘rildi, ushbu xossalar o‘rinli bo‘lgan
algebraik operatsiyani  o‘zida  saqlovchi  ifodalarda  shakl
almashtirishlar amalga oshirildi. Endi esa, ikkita algebraik
operatsiya bilan bog*langan ifodalarni ko‘ramiz.

Faraz qilaylik. bizga X to'plam va unda *, ° -aigebraik
operatsiyalar berilgan bo‘lsin.

S5-ta’rif. X to'plamidan olingan ixtiyoriy ab.c clementlar
uchun

a’(b*c)=(a’b)*(a’c)

tenglik o'rinli bo'lsa, ° algebraik operatsiya
nisbatan chap tomondan distributiv deyiladi.

6-ta’rif. X to'plamdan olingan ixtivoriy a,b,c elementlar uchun
(b*c¢)a=(b°)*(c®a) munosabal o‘rinli bolsa, ° algebraik
operatsiva * operatsiyaga nisbatan o‘ng tomondan distributiv
deyiladi.

7-ta’rif. X to'plamdan olingan ixtiyoriy a,b,c elementlar uchun

ae(b*c)y=(achy*{gec)

(bxc)ea=(boa)*(cea)

o %

operatsivaga

}tcngliklar o'rinti bo'lsa, ° algebraik

operatsiya * operatsiyaga nisbatan distributiviik xossasiga
bo‘ysinadi deytadi.

Misollar.

1) Natural sonlar to'plamida ko‘paytirish amali qo‘shish
amaliga nisbatan distributiv, chunki
['a(b +cy=ab+ac
{6 +eya=ba+ea

2) Butun sonlar to‘plamida ko‘paytirish amali ayirish amaliga
nisbatan distributivdir, chunki
j'a(b —cYy=ah—ac
l(h —ya=hba-ca

3) Qo‘shish amali ko‘paytirish amaliga nisbatan distributivlik
X0ssasiga ega emas.

Va., b.ce N

Ya.hcelZ
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gtbe=(a+rb)-(a+e)

3+44-720G+4)-3+7)

4y To‘plamlar kesishmasi to‘plamlar birlashmasiga nisbatan
disiributivlik xossasiga cga bo‘ladi.

‘]'A-‘lﬁ(BU("J =(AN B AN

[BUONa=BRHUCNA)

5) To*plamlar birlashmasi to'plamlar kesishmasiga nisbatan
distributivlik xossasiga ega bo'ladi.

{.4U(Bﬂ():{AUB)ﬂ(AU(.‘)

(BNOYW 4= (U DNCUD

6) Ratsional sonlar to*plaraida bo‘lish amali go‘shish amaliga
nishatan faqat o’ng tomondan distributiv, chunki

¥ a,b,eeQ (atb):c=actbic.

Natija. Ko'paytirish amali qo‘shuish  amaliga nisbatan
distributiv bo'iganidan (atb)(ctdy=a(c+d)+b{c+d) o'nnli bo'ladi.
Yana bir marta ko‘paytirtshning go‘shishga nisbatan distributivlik
xossasidan fovdalanish bilan (a+b) (¢+d) = ac + ad + be + bd
kelib chigadi.

Agar berilgan *, © ikkita algebraik opcratsiyalardan birinchisi *
assotsiativlik xossasiga va © operatsiyasi * operatsiyaga nisbatan
distributivhk xossasiga ega bo‘lsa, bu algebraik operatsiyalarga
nigbatan quyidagi tenglik o'rinli bo‘ladi:

(a*b)°(c*dy=(a’c)*(a°d)*(b°c)y*(b°d)

d} Qisgaruvchanlik xossasi.

Ma'lumki,

a} Natural sonlar to‘plami N da berilgan ixtiyorty axX,y
elementlar uchun

atx=a+ty=x=y

ax = ay = x =y bajariladi.

b) Butun sonlar to'plami 7 da a=0 bo'lgan holda 0+x=0+y
munosabatdan x=y kelib chiqadi. Ko'paytirishga nisbatan esa
0x=0y munosabat x va y ning qat’iy son qiymatlarini aniglash
imkoniyatini bermaydi.

R-ta’rif. Bo‘sh bo‘lmagan A to‘plamining ixtiyoriy X,y va a
elementlari uchun, shu to'plamda aniglangan * algebraik

97



a*xx=a*y
x+a=y*d
ckanligidan x=y kelib chigsa, A to‘plamida * algebraik operatsiya
qisqaruvchanlik xossasiga ega deyiladi.

Agar a*x=a*y dan x=y tenglik o‘rinii bo'lsa, A (o‘plam
¢lementlari uchun * amalga nishatan chapdan gisqaruvchanlik
xossasi o‘rinli boladi.

Agar x*a=y*a dan x=y tenglik o‘rinli bo’lsa, A tlo'plam
elementlari uchun * amalga nisbatan  o'ngdan qisqgaruvchanlik
xossasi o‘rinli bo*ladi.

Bir vagtning o'zida chapdan va o'ngdan gisqaruvchanlik
xossasi o'rinli bo'lsagina A to'plamda qisgaruvchanlik xossasi
o'rinki deyiladi.

Natural sonlarni go‘shish va ko'paytirish amallari yuqorida
ko‘rdikki, gisqaruvchanlik xossasiga ega.

To*plamlarning kesishmasi esa, bunday xossaga ega emas:

ANB = ANC ekanligidan har doim ham B=C ekanligi kelib
chigmaydi.

e) Teskarilanuvchanlik xossasi. Ma’lumki, ko“paytirish
amaliga bo‘fish, qo‘shish amaliga ayirish amallari teskari
amallardir.

at+x=b > x<=b-ua

a-x=bh =>x=b:a kelib chiqadi.

Qo'shish va ko‘paylirish amallari natural sonlar to‘plamida
algebraik operatsiya bo‘lsa, avirish va bo'lish amallari gisman
algebraik operatsiyadir, chunki ayirish fagat a>b bo*lgan hellarda,
bo‘lish esa a soni b soniga quidigsiz bo‘lingan hollardaginag
bajariladi.

FEndi esa gisgaruvchan va kommutativ bo'lgan har ganday *
algebraik operatsiyaga teskari bo‘lgan T gisman algebraik opera-
tsiyani aniglaymiz hamda ularning umumiy xossalarini keltirib
chigaramiz. Ana shu umumiy xossalardan esa amallarning,
xususiy holda ayirish va bo‘lish amalining xossalari kelib chigadi.

Faraz qilaylik, A to‘plami va unda qichqaruvchan va
kommutativ bo‘lgan * algcbraik operatsiya berilgan bo'isin. A

operatsiyaga  nisbatan { munosabatlar  o‘rinli
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to‘plamga (egishli va b*x=a shartni qanocatlantiruvchi ixtivoriy
(a,b) jutiliklar to’plamini Y bilan belgilaylik. Har bir (ab)
juftlikda x bir qivmatli aniglangandir.

Faraz qilaylik, x bir giymatli aniglanmagan, ya'ni b*x=q;
b*y=a bolsin. u holda * algebraik operatsiyaning qisqaruvchaniik
xossasidan x=y ekanligi kelib chiqadi.

Demak, Y dan olingan har bir {a,b) juftga A to’plamdan bitta x
nl mos go‘vish orgali * algebraik operatsivaga teskari bo‘lgan T
gisman algebraik operatsiyasi A to’plamda aniglandi.

9-ta’rif. Agar xeA, (a:b)eY, YCA uchun x=aTb operatsiya
fagat va fagat b*x=a o‘rinli bo'lganda bajarilsa, T opcratsiyaga *
operatsiyasiga teskari bo‘lgan algebraik operatsiya deyiladi,

3.3. Neytral, yutuvchi va simmetrik elementlar

Rinar opcratsivalarining ba’zi elementlari

Neytral eclement. Buiurn soniar to’plami Z da berilgan
ixtiyoriy songa (0 sonini qo’shish, ixtiyorty sonni ! soniga
ko'paytirish bilan natija o‘zgarmasligi bizga ma'lum.

10-ta’rif. A to‘plamda berilgan * algebraik operatsiyaga
nisbatan a,ce A elementlar uchun a*c=c*a—a tenghk o‘rinli bo‘lsa,
shu to*plamning e elementi neytral element deyiladi.

Teorema. Berilgan A to'plamda fagat bitta neyiral element
mavjud bo*ladi.

Ishot. Aytaylik. A toplamda e dan tashqari ¢; ham neytral
element bo'lsin, v holda as A uchun e *a=a*e;=a bajarilishi kerak.
er*e=c*e;=¢. shu bilan birga c¥e;=e *e=e,. Bu tengliklar
bajarilishidan c=¢; ekani kelib chigadi.

Har ganday to‘plam ham neytral clementga ega bo® lavermaydi.
Natural sonlar to’plamida qo'shishga nisbatan neytral element
mavjud cmas, chunki ate=a tenglikni o'rinli giladigan e soni N da
mavjud emas.

Nomanfiy butun sonlar to'plamida a+0=a; a-1=a tengliklar
o‘rinli bo'lgani uchun, qo'shish amaliga nisbatan 0 soni,
ko‘paytirish amaliga nisbatan 1 soni neytral element hisoblanadi.
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Agar A to'plamda * amaliga nisbatan ncytral ¢ element
mavjud bo‘lsa, * algebraik operatsiva bilan berilgan har qanday
ifodada neytral e elementni * algebraik operatsiva bilan birgalikda
tashlab yuborish mumkin bo‘ladi: 21 +0+16+0+3=21+16+3

Yutuvchi eleraent.

11-ta’rif. Agar A to'plamda weA topiisaki, ¥xecA uchun
a*m=w*a tenglik bajarilsa, berilgan * algebraik operatsiyaga
nisbatan o element yutuvchi element deyiladi.

Butun sonlar to*plami Z da har ganday sonni 0 ga ko'paytirish
natijasida 0 soni hosil bo*ladi: a-0=0.

Demak, ko‘paylirish amaliga nisbatan 0 element yutuvchi
element hisoblanar ekan. Shuningdek ©» element * algebraik
amalga nisbatan vutuvchi element bo'lsa, @ element bilan shu
amal birgalikda berilgan har ganday ifodani o element bilan
almashtirish mumkin bo*ladi.

Simmetrik element.
Ratsional sonlar to‘plamida quyidagi tenglikiar o‘rinli:

a-b=a+(-b)
1

a:h=a- = b0

Birinchi tenglikda ayirish amali go‘shish amali bilan, b soni
esa, unga qarama-darshi (-b) soniga, ikkinchi tenglikda bo‘lish
amali ko'payticish amali bilan, b soni esa unga teskari bo*lgan =
soni bilan almashtiriladi.

Qarama-garshi, teskari sonlar simmetriic elementning xususiy
hollaridir.

Aytayiik, A to'plam va * algebraik operatsiva berilgan bo‘lsin,
e element A to'plamining neytral elementi bo‘lsin.

12-ta’rif. Agar Vae A uchuna *» @ = @ * a = e tenglik o’rinli
bo'lsa, a element o element uchun sirometrik ¢lement deyiladi.

Teorema. A da berilgan * algebraik operatsiya assotstativ
bo'lsa, * operatsiyasiga nisbatan A ning har bir elementiga fagat
bitta simmetrik element mos keladi.
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Isbot. Aytaylik, A to‘plamda a elementga ikkita a, va
a, clementlar simmetrik bo‘lsin.
U holda ta'rifga asosan z : gi ; g: : 2 ; z =H>axd, =a*d,

* operatsivasi assotsiativ bo'lganidan

(@yxa)~a, =@, *(arTy)=e* O, =8y e q, = .

Bundan ko‘rinadiki, * operatsiyasiga nisbatan A to‘plamning
har hir elementi fagat bitta simmetrik elementga ega bo*ladi.

Shunday to‘plamlar mavjudki, ularring har bir elementiga bitta
ham simmetrik element mos kelmaydi.

Masalan. nomanfiy butun sonlar to‘plamida qo’shish amaliga
nisbatan g« Ay ga simmetrik clement (—a) mavjud emas, —~ag Ay,

Ko‘paytirish amaliga nisbatan simmetrik element teskari
clement, ¢o‘shish amaliga nisbatan esa simmeirik element
garama-garshi element deyiladi.

Ma’ lumki ratsional sonlar to*plamida o ga teskari = ( az0); = °a

teskart T = a ; u ga qarama-qarshi (—a); (—a)ga qarama-qarshl
e
—~(—a)y=a, ya'ni @ = a o'rinli bo‘ladigan elementlar mavjud.
Teorema. Agar to'plamda berilgan * algebraik operaisiya
assotsiativ hamda to‘plamning ixtiyoriy b va ¢ elementlari b va ¢
simmetrik clementga ega bo'lsa, (b+c)y=b+ & tenglik o‘rinli
bo‘ladi.
‘Teoremaning isboti talabalarga havola gilinadi.

Nazorat uchun savollar

Algebraik operatsiyvaga ta’rif bering.
Qisman algebraik operatsiyani tushuntiring.
Algebraik operatsiyaning assotsiativiik xossasini avting.
Algebraik operatsiyaning kommutativlik xcssasini ayting.
Algebraik operatsiyaning distributiviik xossasini ayting.

6. Natural sonlar to‘plamida qayst amailar kemmutativlik va
assotsiativlik xossalariga ega?

7. Amallarning gaysi biri uchun butun sonlar to‘plami Z da
assotsiativlik xossasi o‘rindi bo*ladi?
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8. Butun sonlar to‘plami Z da ayirish amali qisqaruvehanlik
x0ssasiga egami?

9. Berilgan amalga nisbatan teskari amal deb qanday amalga
aytiladi?

10. Ratsional sonlar to'plami @ da ko'paytirish amaliga
{eskari amal mavjudmi?

11. Qachon amal teskarilanuvchanlik xossasiga ega bo'ladi
deyiladi?

12. Natural sonlar to*plami N da neytral element mavjudmi?

Mashglar:

. Ko'rsatilgan qaysi amallar {qo*shish, ayirish, ko*paytirish va
bo‘lish) ga nisbatan quyidagi to*plamlar yopiq:

a) natural sonlar; b) toq sonlar, c)butun sonlar; d) musbat
ratsional sonlar: €) {0}; ©) {0:1}; ) {3atljneZ }7

2. {*X} juftliklarning gaysilari uchun “* operatsiyasi X
to‘plamda algebraik operatsiya bo*ladi” mulohaza rost:

a) * —qo'shish, X =7 : b) * —bo'lish, X = R.:

c) *—bo'lish, X=R ; d) * — ko*paytirish, X = {3k|keZ};

e) *~ EKUB, X= {2n jn=N}; ) * — EKUK, X= {2k+1lkeN}?

3. Butun sonlar to‘plami 7 da assotsiativ yoki kommutativ
bo‘lgan operatsivalarni ko‘rsating:

a) qo'shish; d) ke*paytirish; ¢) ayirish; d) a*h—3a-25.

4. Natural sonlar to‘plami N da assotsiativ yoki kommutativ
bo‘lgan operatsiyalarni ko rsating:

a) qo'shish; d) ko‘pavtirish; ¢) ayirish; d) bo'lish; @)
EKUB(a,5); ) EKUK (a,b); k) a*h=3a4 2h: ) a*b=d’.

5. To'plamlar ayirmasi uchun kommutativlik xossasi o'rin-
limi? Stmmetrik ayirma uchunchi?

6. Muichazalar ustida bajariladigan gayst amallar kom-
mutativltk xossasiga ega: a) konyunksiya; a) dizyunksiya; a)
implikatsiya; a) ekvivalensiya?

7.4 %% } juftliklarning qaysilari uchun ™ © algebraik operatsiya
* operatsiyaga nisbatan distributiv™” mulohaza rost:

a) ™— bo‘lish, * - qo‘shish musbat sonlar to*plamida;
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b) %~ goshish, * — ko*paytirish, haqigiy sonlar to‘plami Rda;

¢) —to*plamlar birlashmasi, * — to*plamlar kesishmasi;

d) *~to‘plamlar kesishmasi, * — to*plamlar birlashmasi;

e) °— goshish. * — ayirish butun sonlar to*plamida;

) °— ko*paytirish, * — ayirish butun sonlar to‘plamida;

g) - darajaga ko‘tarish, * — qo‘shish.

8. To‘plamlar biriashmasiga teskari operatsiya maxqudml”
1o plamiar kesishmasigachi?

9. EKUB(a.5) ga teskari operatsiya mavjudmi?

10. Q va Q. to'plamda ko’paytirish amaliga teskari operatsiya
mavjudmi?

1. Natural sonlarni go’shishning neytral elementi bormi?

12. a*h=a+b—ab operatsiyasining ratsional sonlar to‘plamida
nevtral elementi bormi?

13. Qanday to'plam to‘plamlar kesishmasining yutuvchi
element? bo'ladi?

14. 60 sonming boiuvchilari  orasida EKUK (a.b)
operatsiyasining vutuvchi elementi borini?

15, a*h=u+b+ab operatsiyasining ratsicnal soniar to plamida
vutuvchi elementi bormi?

16. Butun sonlar (o'plami 7 da qo'shish operatsiyasiga
nishatan 8 ga simmetrik son bormi?

17. a*h=a+b+ab operatsiyasiga nisbatan g ga simmetrik son
bormi?

18. Ratsional sonlar to*plamida ko*paytirish amaliga nisbatan
10 ga simmetrik son bormi? -3 gachi? 0 sonigachi?

3.4. Algebraik sistemalar. Yarim gruppa, gruppa, halqa va
maydon tashunchalari va ularga misoltar

Algebra  tushunchasi. Bo'sh  bo'lmagan A to'plamda
algebraik operatsiya berilgan boisa, u algebra deyilad:.

Agar natural sonlar to'plami N da qo‘shish amali berilgan
bo‘lsa, bu to‘plamda berilgan algebra <N,+ ko‘rinishda
belgilanadi. Demak. algebra berilishi uchun bo'sh bo’lmagan
to‘plam va unda algebraik operatsiya berilishi lozim ekan.
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Agar X 1o'plam berilib, unda *,° algebraik operatsiyalar
berilgan bo'isa, wular vositasida berilgan algebra X*"
ko‘rinishda beo‘ladi. X,T.> algebra <X, T,*» algebradan © va *
algebraik operatsiyalari bilan farg giladi. _

Gruppa, haiga, maydon ana shunday algebralar gatoriga kiradi.
Quytda gruppa, halga va maydon kabi algebralarning xossa va
xususiyatlarini ko‘rib chigamiz.

Yarim gruppa va gruppa haqida tushuncha, Aytaylik bizga,
AFD to'plam va binar * algebraik operatsiya berilgan bo‘lsin.

1-ta’rif. Bo’sh bo'lmagan A to'plamda * algebraik operatsiya
assotsiatly bo‘lsa, <A, *» algebra yarim gruppa deyiladi.

2-ta’rif. Bo'sh bo‘lmagan A to‘plamda quyidagi xossalar
o‘rinli bo'lsa, <A, *» algebra gruppa deyiladi:

a) A to'plamning ixtiyoriy a,b,c elementlari uchun a*(b*c) =
=(a*b)*c munosabat o‘rinli bo‘lsa, ya'ni binar * algebraik
operatsiva assotsiativ bo‘lsa;

by A to‘plamning ixtiyoriy a elementi uchun shunday ecA
element mavjud bo'lib, u a*e=e*a=a shartni qanoatlantirsa, ya'ni
A to*plamda neytral element mavjud bo'lsa;

¢} A to‘plamning ixtivoriy ¢ elementi uchun shunday @
element mavjud bo'lib, u quyidagi o® @ = @ *a = ¢ shartni
ganoatlantirsa, ya’ni A to‘plamning har bir elementiga simmetrik
element mavjud bo*lsa. :

Ta’rifdan ko‘rinadiki, <A,*e,d> algebra gruppa bo‘lishi uchun
* algebraik operasiva bo‘lib, u assotsiativ bo‘lishi hamda A
to‘plamda e neytral, @ simmetrik elementlar mavjud bo*lishi
kerak ekan.

Kommutativ Abel gruppasi.

3-ta’rif. Agar A to‘plamda berilgan * algebraik operatsiya
kommutativ bo'lsa, ya'ni ixtivorly a,b€A uchun a*h—-b*a o'rinli
bo‘lsa, <A,*.e,d> gruppa * binar algebraik operatsiyaga nisbatan
kommutaliv gruppa deyiladi. Kommutativ gruppa ba’zi hollarda
Abel gruppasi deb ham ataladi.

1-misol. Binar «*» algebraik operatsiyani «+» qo‘shish amali
bilan almashtiraylik. A to‘plamda + amali gruppa hosil giladi:
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a) V abc.eA uchun (atb)rc=a+{btc) bajariladi. ya’ni
go‘shish amali assotsiativ;

b) ¥ acA uchun shunday e=0 neytral clement mavjud.
a+0=0+u=a;

d) A to'plamning ixtivoriy a elementi uchun a+(-a)=0 shartni
ganoatlantiruvehi simmetrik () element mavjud.

Ma’lumki, go shish amali kommutativdir, shuning uchun
<A, +,0,-w> algebra kommutativ, ya'ni Abel gruppasidir.

2-misol. [lagigiy sonlar to‘plami R ko'paytirish amaliga
nisbatan kommutativ gruppa tashkil giladi

Hagigatan hain, Va,b,ceR uchun

a} {a-b) -c=a(b-¢) assotsiativlik xossasi o'rinli;

b) vaeR uchun 0eR mavjudki, a- [=a;

d) VaeR uchun -aeR topiladiki, a- %= L.

Qo'shish amali haqgiqiy sonfar to'plamida  kommutativ,
assotsiattv bo‘lganidan va R da neytral va simmetrik element
mavjudligidan <R, +,0,-a» kommutativ gruppa bo‘lishi kelib
chigadi.

Agar «*» algebraik operatsiva sifatida «+» ko‘paytirish amali
olinib, <A.+> algebra qo’shish amaliga nisbalun gruppa bo‘lsa,
buriday gruppalar additiv gruppalar deyiladi.

Agar «*» algebraik operatsiva sifatida «» qo'shish amali
olinib, <A, » aigebra ko' paytirish amaliga nisbatan giruppa bo'lsa,
bunday gruppalar multiplikativ gruppalar deyiladi.

Halga va uning ta’rifi,

Bosh bo'lmagan A to'plamda ikkita binar algebraik operatsiya
berilgan bolsin, Aniglik uchun binar algebraik operatsiyalar
uchun «qoshish» va «ko‘paytirish» amaliarini qabul gilaylik.

4-ta’rif. Bo'sh bo’lmagan A to'plamda qo'shish va
ko'paytirish birar algebraik operatsiyalari berilgan bo'lib, ular
quyidagi xossalarga bo‘ysunsalar, A to‘plam va +,- amallari
bilan berilgan <A, +.-» algebra yarim halqa deyiladi:

a) Va.b.ceAlar uchun (atb)te=at(b+c), ya'ni assotsiativlik
XO0SSasi; '
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b) ¥Ya,b,ce A uchun a+b=b+a, ya’ni kommutativlik xossasi;

¢) V abceA wuchun (a-byc=a(bc) ko'paytirish amali
assotsiativlik xossasiga bo‘ysinsa;

d) ¥Yab,ceA uchun (atb)c=ac+b-c voki ¢-{atb)=c-ateb
ko*paytirish amali qoshish amaliga nisbatan distributivlik
xossasiga ega bo[sa.

Agar «A+,> yarim halga bo'lib, ko‘paytirish amali
kommutativ bo‘lsa, bunday yarim halga yarim kommutativ halqa
deyiladi.

5-ta’rif. Agar <A.+.-» algebra go‘shish amaliga nisbatan Abel
gruppa, ko'paytirish amaliga nisbatan yarimgruppa va
ko'paytirish amali qo‘shish amaliga nisbatan distributivlik
xossasiga bo ysunsa, <A, +.» algebraga halqa deyiladi.

Demak. <A *% halga bo'lishi uchun, A to‘plamda * algebraik
operatsiya assotsiariv. va kommutativ  bo’Jishi, * algebraik
operatsiyaga nisbatan neytral va simmetrik elementlari mavjud
bo‘lishi, = algebraik operatsiya assotsiativ bo*lishi hamda - algeb-
raik operatsiya * algebraik operatsiyaga nisbatan distributiv bo‘li-
shi kerak.

Agar Yac A uchun at0=a va 0+a=a munosabat o‘rinli bo'lsa,
0eA clement A to'plamming nol elementi, agar Ya=A uchun ceA
mavjud bo‘lib, a-e=e-a=a munosabat bajarilsa, e elementga A
to'plamning birlik elementi deviladi.

Misol. N={1,2.3,....n....} natural sonlar to‘plamida qo‘shish
va ko‘paytirish amallari vositasida tashkil qilingan <N.+.-) algebra
yarim halgadir. Hagigatan ham,

1)4,6,7eN  4+(6+7)=(4+6)+7

2y 4+7=T7+4

3) 56 7)=(5-6)7

4) 6-{7+4)=6-7+6-4

6-7+6-4=42+24=66, 6-(7+4)=6'11=66.

Demak, <N.+.-> algebra yarim halgadir.

Agar A to’plamda berilgan ko‘paytirish amali uchun
kommutativlik xossasi o'rinli bo'lsa, <A+, kommutativ halga,
agar ko'paytirish amali uchun assotsiativlik xossasi o'rinli bo‘lsa,
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<A+ assotsiativ halqa, agar kopaytirish amaliga nisbatan
arc=c-a=a shartni bajaruvchi neytral element mavjud bo‘lsa,
A+, birlik elementli halga (chunkt a-1=1-a=a.e=l) deb
vuritiadi.

Agar <A %% halgani tashkil gilayotgan A toplam clementlari
sonlardan iborat bo'lsa, <A,*)° halga sonli halga deb yuritiladi.

Endi ko‘rib chiqilgan halga va uning xossalaridan foydalanib
maydon tushunchasini kiritamiz.

Maydon. Faraz qilaylik, kommutativ va birlik clementli
assotsiativ halga berilgan bo'lsin.

6-ta’rif. Agar <A+, algebra kommutativ, assotsiativ va birlik
clementli halga bo'lib, acA, a#0 uchun a elementga a-a'=e
shartni ganoatlantiruvchi a’ teskari element mavjud bo'lsa,
«A+.> algebraga maydon deyiladi.

Maydon ta’rifidan ko‘rinadiki:

a) har ganday maydonda uning nolga teng bo‘lmagan istalgan
clementiga teskari clement mavjud va yagonadir;

b) VacA. a0 uchuna-a 't =a- é =1;

d} har ganday mavdonda birlik element mavjud va yagonadir;

¢) YabeA uchun a'x=b (englikni ganoatlantiruvchi xeA
yagonadir, bu aa'=¢c shartni gqanoatlantiruvchi a' ning
yagonaligidan kelib chigadi:

a-x=b=sx=b-a' b(a-b")=b-b")a=a;

) maydon nolning boluvchilariga ega emas.

Agar <A+, maydonda A 1o‘plam elementlari sonlardan iborat
bo*lsa <A,+,-» maydon sonli maydon deyiladi.

Ratsional sonlar to'plami Q da qo‘shish va ko*paytirish amal-
lari vositasida hosil gilingan «Q,+, » algebra maydon tashkil etadi.

Butun sonlar to‘plamida qo'shish va ko'paytirish amallari
vosttasida hosil gilingan <Z.+,» algebra maydon hosil gilmaydi.

Gomomorfizinlar va izomorfizmlar. Qo'shimcha guruh
(Ze.+) va multiplikativ guruh (Z;,-) orasida ganday farq bor?
Avvalo, ularning ikkalasi ham siklik: (Ze,+F)da generator (aslida,
[1]). va (Z7.-)da 3generator ([3]) bor. Yagona farq kosmetik
bo‘lgani holda. bu ikkala guruhni aigebraik bir xil deb atash
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o‘rinli bo‘lmaydimi? Hagqigatdan ham, istalgan 6-tartibli siklik
guruh {e,x.x’,x° x* x* x°} ko‘rinishga ega bo lmaydimi?

Bu yerda bir muncha aniqroq namuna keltiramiz. (R,*) va
(R',-) cheklanmagan guruhlami ko'rib chigaylik. Bir garaganda
bular har xil tuyuladi. Agar fix)=e" (0°ziga xos funksiya) orqali
berilgan f:R—R" akslantirishni ko‘rib chigsak, unda f {aqatgina
biyeksiya emas (In garama-qarshi elementli), balki bu akslantirish
ikkita binar operatsiyasini bir biriga moslashtiradi:

fixtyy=e" =ee'=f(x) f(y).

E’tibor beringki, p(x)=Inx garama-qarshi akslantirish ham
xuddi shunday vazifani bajaradi, fagat qarama-qarshi tartibda:

g(x-y)=In(x y)=In x+in y=g(x)+a(y).

Yuqoridagi shuni bildiradiki, biz f akslaptirish va uning
garama-garshisi g orgali (R*,)) guruh strukturasi (R*,'} guruh
strukturasi orqgali ifodalanadi, ya'ni bu ikki gurub “izomort dir.
Biz bu tushunchani quyida shakllantiramiz.

Gomomerfizm ta’rifi: (G,+) va (H,+) gurubhlar hamda f:
G-—-H akslantirish bo‘lsin. Agar hamma gg’ € G uchun
fgxgy=t(g) f(g") bo'lsa, unda biz f ni gomomorfizm deb ataymiz.
Boshqacha qilib aytganda, g g’ &€ G elementlarining natijasint
topishda avval G dagi g*g’ natijasini hisoblab, so‘ng { ga
murojaal gilish yoki birinchi g va g’ ga f ni go'yib, so'ng H dagi
() {{g"y natijasini hisoblashning farqi yo‘q.

Albatta, biz endi bilamizki, (R,+) dan (R".-)ga bo‘lgan o‘ziga
xos akslantirish gomomorfizmdir. :

Isomorfizm ta’rifi: Agar £G — H (G, =} va (H.)
guruhlarining gomomorfizmi bo*lib, agar { bivekiiv bo‘lsa biz uni
izomorfizm deb aytamiz.

Etibor beringki, bu holatda f™:H—G teskari akslantirish ham
gomomorfizm bo‘ladi. Isbot quyidagicha: agar h, h" € H bo'lsa,
unda quyidagini ko'rib chiging:

() (=R {h))«f £ ' (h"))=(f gomomorfizm bo‘lganligi
ochun)=h-h'=(f va 1’ o'zaro teskari funksiyalar bo‘lgani uchun)=
f(f* (h-h))

Shunga garamay, { birga bir ekan, biz yuqoridagidan xulosa
gitamizki, £'(B)«f (h)=f'(h- kD' gomomortizmdir.
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Nazorat uchun savollar

1. Berilgan to‘plama yarim gruppa hosil qilishi uchun undagi
algebraik operatsiya ganday xossalarga bo’ysunadi?

2. Berilgan to‘plam gruppa hosil gilishi uchun ganday talablar
qo‘yitadi?
Kommutativ gruppaga qanday talablar qo*yiladi?
Abel gruppa deb qanday gruppaga aytamiz?
Halga tashkil gilish uchun ganday shartlar bajarilishi kerak?
Yarun kommutativ halqaga ta’rif bering.
Assotsiativ halgaga misollar keltiring.
Maydonga ta’rif bering. Misollar keltiring.

% N O B w

Mashqlas:

I. Z to'plamda shunday *, 0° algebraik operatsiyalarni
topingki, unda * amali kommutativ, assotsiativ bo‘lgani holda 0°
ga nisbatan distributiv bo*lmasin.

2. R to'plamga shunday algebrayik operatsiva aniglangki,
o‘ngdan harn, chapdan ham gisgartirish qonuni o'rinli bo‘lsin.

3. Quyidagi to*plamlarning qaysi biri halga bo‘ladi:

a)} 5 ga karrali butun sonlar to‘plami;

b) tog butun sonlar to’plami;

¢) haqigiy sonlar to‘plami;

Ha+bV2 ko rinishdagi sonlar to*plami;

Bu to'plamlarning qaysi biri maydon bo*ladi?

4. U universal to‘plamning to‘plam ostilari birlashma va
kesishmaga nisbatan halga tashkil eradimi?

5. X =4{0.1,2,3.4.5} to'plamda a va b sonlarning yigindisi a+h
ni 6 ga bolishdagi qoldigqa teng, ko‘paytmasi ab ni 6 ga
ho'lishdagi goldigqa teng deb aniglangan. X to‘plam halqga tashkil
etadimi?

6. X —={0.1.2.3 4} to'plamda a va b sonlarning yigindisi a+b ni
5 ga bolishdagi qoldigga teng, ko' paytmasi ab ni 5 ga bo-lishdagi
qeldigga teng deb aniglangan. X to*plam maydon tashkil ctadimi?
2 soniga teskari va simmtrik elementlarni ko‘rsating.
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IV BOB. ELEMENTAR GRAFLAR NAZARIYAS]
4.1. Graflar nazariyasi elementlari: graflar turlari, echlar,
girralar, yoylar, daraxtiar

1736- yilda L.Eyler tomonidan o‘2 davrning qizigarh amaly
masalalardan biri hisoblangan Kyonigsberg' ko*priklari haqidagi
masalaning go*yilishi va yechilishi graflar nazariyasining paydo
bo‘lishiga asos bo‘ldi.

Kyonigsberg shahridagi Pregel daryosi ustida qurilgan vettita
ko'prikning joylashuvi |- shakldagi qadimiy xaritada tasvirlangan
va qurilisht tartibida I, 2, 3, 4, 5, 6 va 7 raqamlar bilan
belgilangan. Prepel daryosi Kyomgsberg shahrini o'sha daveda
iortta A. B. € va D gismiarga bo“lgan. Shaharning ixtiyoriy
gismida joylashgan vydan chigib yeuita ko‘prikdan fagat bir
martadan o°tib. yana o‘sha uyga gaytib kelish mumkinmi?

4. 1-rasm

Kyonigsherg ko‘priklari hagidagi bu masalani hal qilish
jarayonida graflarda maxsus marshrut ¢hozirgi vaqtda graflar
nazarivasida bu marshrut Eyler sikli nomi bilan yuritiladi)
mavjudligt shartlart ham topildi. L.Eyleming bu natijalar e’lon

! Kyonigsberg (Konigsberg) — bu shahar 1255-yilda asoslangan bo‘lib, Sharqiy
Prussivadagi Pregel daryosi qirg'oglarida joylashgan. 1946-vildan hoshiab
Kaliningrad deb nomkangan va hozir Rossiya Federatsiyasi tarkibiga kiradi.
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qilingan tarixiy ilmiy ishi yuz yildan ko*p vaqt mobaynida graflar
nazariyasi bo'yicha yagona ilmiy ish bo‘lib keldi. IX asming
o‘rialarida graflar nazariyasi bilan bog'liq tadgiqotlar G.Kirxgof
va A Kelli ishlarida paydo bo*ldi.

“Graf” iborasi D .Kyoning  tomonidan 1936-yilda gratlar
nazariyasiga bag-ishlangan dastlabki darslikda uchraydi. Grafiar
nazariyasi bo‘yicha tadqgigotlar natijalari inson faoliyatining turli
sohalarida  go‘llaniladi.  Ulardan  ba'zilari  quyidagilardir:
boshqatirmalarni hal qgilish; qiziqarli o'yinlar; yo'liar, elektr
zanjirlari, integral sxemalari va boshqarish  sistemalarini
loyihalashtirish; aviomatlar, blok sxemalar va komp yuter uchun
programmalarni tadqiq qilish va hokazo.

Graf — bu abstrakt tushuncha bo’lib, abyektlar va ular orasidagi
bog'ligliklarni  tasvirlashda yoki ifodalashda ishlatiladigan
chizmadir. '

Obyektlarni ko'p holtarda nugtaiar bilan belgilab olinadi va
ufarga nomer beriladi. Bu grafning uchlari deb ham ataladi.
Girafning  uchlarini  soniar to‘plami  sifatida qaraymiz va
uni V harfi bilan belgilaymiz. Grafning uchlarini 1 dan n gacha
nomerlash mumkin (yoki 0 dan n - 1 gacha)

Graf uchlari orasidagi bog'ligliklarni sonlar jufti bifan
belgilaymiz (u;, v;) va bu gratning u; hamda v; nomerli uchlari
o‘zaro bog'ligligini bildiradi. Bunday juﬁliklami grafning
girralari deyiladi va ular E har(i bilan  belgilanadi. E to‘plam
elementlari juftlik sonlardan iborat.

Demak, ixtiyoriy graini uning uchlarini bildiruvchi to‘plam v
va (irralarini bildiruvehi to‘plam E bilan berish mumkin, Grafi
G harfi belgilasak, uni quyidagicha ifodalash mumkin: G(V, E).
Rundan tashqari graflarni oddiygina qilib rasm ko‘rinishda
tasvirlash  mumkin. Bunda uchlart ychun nuqualar qo'yib,
keraxlifarini chiziglar bilan tutashtiramiz, Qizig'i shundaki, bu
yoqda nugtalarning o‘rni ahamiyatga ega emas, faqgat bog*ligliklar
ko'rinsa bo'ldi. Graflarni bu usulda tasvirlash ularga oid
misallarni yechganda, yoki tahlil qilganda _}uda qo “ kelddl

- Graflarga misol: -~ SR
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4.2-rasm

Graflarga juda ko*plab misollar keltirish mumkin;

1) Ixtiyoriy elektr tarmog‘i - graf. Bunda tarmog elementlari va
ular orasidagi bog‘lanishlar bor.

2) Shaharlar va ularni tutashtiruvchi yo'llar;

3) Kishilar va ular orasidagi bog'ligliklar. Ota-bola-nabira...

va h.k.

Gral girralari yo nalishiga garab ikki xif be®lisht mumkin:

1)Bir tomonlama yo‘nalgan qirra;

2} Ikki tomonlama yo*nalgan girra;

Bir tomonlama yo'nalgan qirra <u;, v;> deb belgilanadi va
bunda bogliglik fagat u; - uchdan v, - uchga yo nalgan bo’ladi,
aksi noto'g‘ri. Bunday graflarga vo'npaltirtdgan graflar ham
deviladi.

Ikki tomonlama yo'naltirilgan girralar oddiy {u;, v;) kabi
belgilanadi va bunda bog'lighk ikki tomonlama bo‘ladi. Ya'ni v;
dan u; ga ham bo‘ladi. Bunday graflarga yo'naltirilmagan graflar
ham deyiladi.

Qirralarning og‘irlikiariga qarab vlar quyidagicha bo*ladi:

13 Ogirligi bor girralar;

2) Og'irligi vo*q girralar (og'itligt 1 ga teng);

Og'irligi bor qirralarda (u;. v;) dan tashqari uning og‘irligi -¢;
ham beriladi. Bu, masalan. yo‘lni graf qirrasi deb oladigan bo‘lsak,
uning o'tkazuvchanlik darajasi yoki og‘irlik limiti bo'lishi
mumkin.

Ta’rif. Graf deb, shunday G(X.E) ikki to‘plam juftligiga
aytiladiki, bunda X — bo‘sh bo‘Imagan uchlar to plami {1, xo,

.., Xy bo’lib, E ning elementlari esa X ning ikki elementli
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to'plam ostilaridir, ya’ni E={(x,.x;)}. Ushbu ikki elementli
to' plam ostilar graf qirralari deb ataladi. _

Murakkab bolmagan graflarni grafik sxemalar orqali ifodalash
maqsadga muvofiqdir, u yerda uchlari nuqtalardan, qirralari esa
ularni birtashtiruvchi chiziglardan iborat-dir.

Ushbu sxemalarda chiziglar vzunligi, eni va shakli hech
ganday ahamiyatga ega emas.

Graflarga misoliar:

4. 3-rasm

Shunday qilib, graf erkin konsiruksiyalardir. Bunda ikki
uchlari orasidagi boglanishning bo‘lishi muhimdir, ba’zan ushbu
bog' lanishning xaraktert muhimdir.

Agar x) va Xlar gandaydir girraga (x,, x;) ga tegishli bo‘isa, u
holda ushbu girra x; va x; “insindent” deyiladi, x; va x; lar esa
qgo'shni nuqtalar deyiladi. Agar qirra bir nugtaga “insindent”
bo‘lsa, u sirtmogq deyiladi.

Hech qanday girraga “insindent™ bo‘limagan uch ajratilgan uch
deyiladi. Agar grafda shunday uchlar bo‘lsaki, ular ikki va undan
ko'p uchlar bilan birtashtiriljpan bo*lsa, bunday grat multigral
deyiladi, Ushbu uchga tegishli bo‘igan qirralar soni uchning
darajasini belgilaydi. 4.4-rasmda ko'rsatilgan x» uch 6 darajaga
ega, chunki unga @y, o2, 03, o4, Us s a7, girralar “insindent”dir,
x, uchning darajasi 3, x4 ning darajasi esa 1.
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Agar gral sirtmogsiz yoki girralari karrali bo*Imasa. bunda graf
oddiy graf deyiladi. Graf kvadrat jadval shaklida bo'lishi mumkin.

4.2, Graflarning yo‘llari va sxemalari

Graflar uchun uchlar soni va girralar soni muhimdir hamda
uchlar va girralar “insindent” ckanligi ham.

Demak, 4.5-rasmda G, va G2 izomorf graflar  jufti
ko*rsatiigandir.

4 5-rasm

Ko*pincha masalalarda uchiar orasidagi munosabat muhim rol
o'ynaydi. Bunga misol tarigasida tartib munosabat bo‘lishi
mumkin. Masalan, x; x; dun kata, bu hoida x; x; dan katta bo*lishi
mumkin emas. Demak, uchlar orasidagi munosabat ma’lum
tartibga egadir. Bunday graflarnt mo‘ljalga ega graflar yoki
orientirhi graflar deymiz.
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Ta’reif. Orientirli D graf deb, D=(X.A) julllikka aytamiz. Bu
verda X uchlarning ixtiyoriy to‘plami va A — uchlarning
tartiblangan  jufthigini  to'plamidir, uchlarming  tartiblangan
juftligini “yoylar” deymiz. 4 € X X X (x; x;) juftiikda birinchi x
yoy uchi, ikkinchi uch x; yoyning oxiridir. 4.6-rasmda yoylar
strelka bilan bezatilgandir.

1 aq %2 a3 a4 x
‘:a :_"'Q W/'"
2
X as
4. 6-rasm

Ta’rif. Graf Gy(xo Ey) G(x, E) ning gisman grafi deb ataladi,
agarda u berilgan grathing barcha uchlariga ega bo'lib, ammo
barcha qirralariga ega bo'lmasa, balki gisman qirralariga ega
bo'lsa, ya'mi x,=x, E, €E

Ta'rif. G(x, F) ning graf ostisi deb shunday G,(x, E,) grafga
aytiladiki, bunda ular gism bo*ladi.

4 7-rasmada  grafga, qisman gralga va grafostiga misol

keltirilgan.
ZLJ Tx X
g x4 b x4

X
4.7-; asm

X4 x5

Graf marshruti (yo‘li). Bizga orientirlanmagan graf berilgan
bo‘lsin. m uzunlikdagi marshrut deb grafning girralarini shunday
ketma ketligiga aytiladiki, yonma-von bo'lgan girralarining
uchlari vchma-uch tushishlart kerak. Grallarning marshrutiga
misol sifatida quyidagi ketma-ketlik bo*lishi mumkin.

(@ 0 Gsqty) va  (a,a;a.a,) . Birinchi  marshrut
X XpX5X,X, X, lar orqali o'tadi. Ikkinchi marshrut x,xx, %5, lar
orqali o*tadi va yopiq marshrutni tashkil giladi.
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Grafning ikki uchi bog‘langan deyiladi, agar shu uchiarni
birlashtiruvehi yo'l bo'lsa. Agar grafning har ganday uchini
birlashtiruvehi marshrut mavjud bo'lsa, bunday graf bog‘langan
graf deyiladi. 4.4-rasmdagi graf bog‘langan bo‘lmaydi. Chunki
rasmda marshrut yo*q.

Barcha girralari turli bo‘lgan (yo'l) marshrut zanjir deb ataladi.
Agar zanjir wurli uchlardan o'tsa, u oddiy zanjir deb ataladi. Yopiq
zanjir “sikl” deb ataladi, turli uchlardan o‘tuvchi “sikl”, oddiy
“sikl”dir.

Grafining barcha girralarini o'zida mujassam qilgan sikl Eyler
sikli deyiladi, Eyler sikliga ega graf Eyler grafi deyiladi.

aﬁ/

X4
a5
ap
C dy I
xy *2 {.8-rasm

1-misol. R={(a.b),(b,c).(d,d)} munosabat quyidagi ko‘rinishda
ifoda gilinadi
) c

——

a d 4.9-rasm

2-misol. R — binar munosabat A = {1,2,3,4} to‘plamdagi «<»
munosabat bo‘lsin. U holda «<» munosabatni grat’ yordamida
quyidagi ko rinishda ifoda gitish mumkin:

4.10-rasin
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Mashqlar:

I-misol. O‘zbekiston Respublikasi hududidagi aeroportlar
to'plamini V bilan, bu shaharlar orasida belgilangan vaqt
mobaynida amalga oshirilayotgan samolyotlarning uchib qo‘nish
hodisalari kortejini U bilan belgilaymiz. U holda (V,U} juftlikni
graf deb garash mumkin. Bu yerda grafning uchlariga acroportiar,
voylariga esa samolyollarning uchib qo’nish hodisalari mos
keladi. Tabiivki, (V.U) grafda karrali yoylar bo'lishi mumkin,
agar, qandaydir sababga ko‘ra, samolyot uchgan aeroportga
gaytib qo‘nsa. u holda bu hodisaga garalayotgan gratdagi sirtmog
mos keladi.

2-misol. Qadimgi boshgotirma masalalar gatoriga kiruvchi
quvidagi masalani qaraymiz. Biror idishdagi hajmi 8 birlik
suyuqlikni fagat o'sha idish hamda 5 va 3 birlik hajmlt idishlar
vositasida teng ikki qismga boling”.

8, 5 va 3 birlik hajmli idishlardagi suyuqiik hajmini mos
ravishda a, b va ¢ bilan belgilab, muayyan br vaqt uchun
idishlardagi  suyglikning  hajmiari  asosida  qaralayotgan
sistemaning holatini ifodalovchi <ab,c> uchliklami tuzamiz.
Masalaning shartiga ko'ra a, b va ¢ o'zgaruvchilar butun
giymatlar qabul gilgan holda 0 =a <8, 0<b <5 0 <c <3 va
a + b 4+ ¢ = R chartlarni ganoatlantirishlari kerak. Bu shartlami
ganoatlantiruvchi barcha holatiar (uchliklar) quyidagilardir:

< 800> 710>, 70,1 > <620> <6,1.1><602>,

<530 <521> <512> <503> <440> <43.1>,

<422> <413> <350> <34,1> <332> <323>,
<251 > <242> <233> <1,52>, <143> <053 >

Holatlar o‘plamini V' bilan belgilaymiz. Suyuglikni (yoki
uning bir gismini} idishlaming biridan boshqa birortasiga quyish
natijasida sistema bir holatdan boshqa holatga o*tishi mumkin.
Ta’kidlash kerakki, yugoridagi holatlaming ixtiyoriysidan boshga

% Biror idishdagi hajmi 8 birlik suyuglikni fagat o‘sha idish hamda 5 va 3 birlik
hajmga ega idishiar vositasida teng ikki gismga bo’lish hagida. Bu masalani fransuz
shoiri va  yozuvchisi Bashe de Mczerizskning  (1587-1638) matematikaga
hag'ishlangan ishlarida topish mumkin.
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birortasiga bevosita yoki bilvosita o'tish imkoniyatt mavjud
bo‘tmasligi ham mumkin. Sistemaning bir holatdan boshqa
holatga bevesita o'tishiari toplamini U bilan  belgilaymiz.
Natijada hosil bo’lgan (V, U) jufilikni gral deb qarash mumkin.
Bu grafning uchlari sistema holatlariga, yvovlari (qirralari) csa,
bevosita o‘tishlarga mos keladi. Berilgan masalani hal qilish
uchun (V, U) grafaning voylaridan tashkil topgan shunday ketma-
ketlik tuzish kerakki, bu ketma-ketlikning birinchi hadi < 8,0,0 > .
oxirgi hadi esa < 4,4,0 > bo'lsin. Bunday ketma-ketlikiardan bir
quyida keltirilgan:

<80.0>,<503>,<530>,<233>,<25,1>,

<701 >, <7 L0>,<4,1.3>.<440>.

Mustaqil ishlash uchun savoliar

1. Qanday masalaning qo‘yilishi va vechilishi graflar
nazariyasining paydo bo*lishiga asos boldi?

2. *Graf” iborasi birinchi bo‘lib kim tomonidan va gachon
kiritilgan?

3. Bu masalani fransuz matematigi va fizigi S.Puasson (1781-
1840) ishlarida topish mumkin.

4. Grafning abstrakt matematik tushuncha sifatidagi ta’rifini
bilasizmi?

5. Grafning abstrakt ta’rifidagi juttlikni tashkil etuvchilar bir-
biridan nima bilan farg qiladi?

6. Grafining uchi deganda nimani tushunasiz?

7. Grafning qirrasi nima?

8. Gralning elementlari deganda nimani tushunasiz?

4, Grafdagi yoy bilan qirra bir-biridan nima bilan farq giladi?

5. Qanday holda uchlar tutashtiriigan deyiladi?

6. Qoshni uchlarning ge*shni bo‘tmagan uchlardan qanday
farqi bor?

Muammoli masala va topshiriglar

1. Grat tushunchasini gqo”llash mumkin bo‘lgan amaliy misol
keltiring va garalayotgan grafni tahlil qiling.

2. To'la graf bilan bog'liq biror misol keltiring.
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3. Korrishishlar haqidagi lemmaning qo‘llanilishiga doir
amaliy misol keltiring.

4. Kubik graf bilan bog‘liq amaliy misollar keltiring.

5. Qadimgi boshgotimia masala: biror idishdagi hajmi 12 birlik
suyuqlikni faqat o‘sha idish hamda 8 va 5 birlik hajmli idishlar
yordamida teng ikki gismga ajrating. Bu boshgotirma masalani
hal qilish magsadida graf tuzib uning elementlarini tahlil qiling.
Tuzilgan graf yordamida masalani hal qiling.

6. Qadimgi boshgotirma masala: yo‘lovchi daryodan bo‘ri,
qo'v va bir bog’ pichanni olib o'tishi kerak, lekin u qayigda o'zi
bilan faqat bitta narsani olib o*tish imkonivatiga ega. Agar sohilda
bo'ri va qo‘y birga qoisa bo‘ri qo‘yni, qo'y va pichan birga
golganda esa, go'y pichanni yeb qo‘yadi. Yo*lovchi narsalarni
daryoning bir sohilidan ikkinchi sohiliga olib o'tishni ulaming
butunligini  saqlagan holda amalga oshirishi  kerak. Bu
boshqotirma masalani hal qilish maqgsadida gral tuzib uning
elementlarim tahlil giling. Tuzilgan gral yordamida masalani hal
giling.

7. Barcha belgilangan (m.n) - gratlar sonini aniglang.

8. Shaxmat o'yinida shaxmat donalarining taxtada joylashuvi
va 0°'yin navbali birgalikda vazivalni lashkil etadi. Barcha
vaziyatlar to‘plamint graf uochlart to'plami  deb qarasak,
vazivatlaming biridan boshqasiga mumkin bo’lgan o'ushlar
(yurishlar) grafning qirralari yoki yoylariga mos keladi deb
hisoblush mumkin, Shaxmat o°yinining goidalariga rioya gilgan
holda yuqorida bayon qilingan grafning shaxmat oyinidagi
dastlabki vaziyaini ham o'z ichiga oluvchi qandaydir oltita
vazivatlariga mos uchlart va bu uchlarni bog‘lovchi qirra va
yovlarini aniglang.

9. Quyidagi graflarning gaysi bir1 bog’langan?
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'V BOB. NOMANFIY BUTUN SONLAR TQ*PLAMI

5.1. Natural son va nol tushunchasining vujudga kelishi
hagida qisqacha tarixiy ma’lumot. Nomanfiy butun sonlar
to‘plamini tuzishdagi har xil yondoshuvlar

Natural son va nol tushunchasining vujudga kelishi kaqgida
qisqacha tarixiy ma’lumet. Natural son tushunchasi matema-
tikaning asosiy tushunchalaridan biridir. U butun matematika fani
singari  kishilar amaliy faoliyatlaridagi ehtiyojlar natijasida
vujudga keigan. Turli-tuman chekli to*plamiarni bir-biri bilan
taqqoslash zarurivati natural sonlarning vujudga kelishiga sabab
bo‘lgan.

O‘zining rivojlanish davrida natural soniar tushunchasi bir
nechta bosqichni  otdi. Juda qadim zamonlarda chekli
to'plamlarni tagqoslash uchun berilgan to'piamlar orasida yoki
o'plamlardans biri bilan ikkinchi to'plamning qism to'plami
orasila o'zaro bir qiymatli moslik o¢'rnatishgan. ya’ni bu
bosqichda  kishilar  buyumlar  to'plamining  sanog'ini  ularni
sanamasdan idrok gilganlar.

Vagt o'tishi bilan odamlar fagat sonlarni atashni emas, balki
ularni belgilashni, shuningdek, ular uvstida amallar bajarishni
o‘rganib oldilar. Qadimgi Hindistonda sonlarni yozishring o*nlik
sistemasi va no! soni tushunchasi yaratildi. Asta-sekin natural
sonlarning cheksizligi hagidagi tasavvurlar hosil bo‘ia boshladi.

Natural son tushunchasi shakllangandan so'ng sonlar mustaqil
obyekttlar bo'lib qoldi va ularni matematik obyekttlar sifatida
o‘rganish imkoniyati vujudga keldi. Sonni va sonlar ustidagi
amalfarni o' rgana boshlagan fan «Arifmetika» nomini oldi.

Arifmetika sonlar va sonlar nstidagi amallar baqgidagi fandir.,

Arifmetika qadimgi Sharq mamlakatlari: Vavilon, Xitoy,
Hindistor, Misrda vujudga keldi. Bu mamlakatlarda to'plangan
matematik bilimiar qadimgi Gretsivada rivojlantirildi va davom
ettrildi. Arifmetikaning rivojlanishiga Hind, Arab dunyosi
mamiakatlari va O°rta Osiyo matematiklari, XVill asrdan boshlab
esa, yevropalik olimlar katta hissa go*shdilar.
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«Natural  son»  terminini  birincht  bo‘lib  rimlik  olim
A A Boelsiy go'lladi

Nomanfiy butun sonlar to‘plamini tuzishdagi har xil
yondoshaviar. Nomanfiy butun sonlar to‘plamini tuzishda uch xil
yondashuv bor:

1) to*plamlar nazarivasi asosida;

2} aksiomatik metod asosida.

3} miqdor tushunchasi asosida {(miqdor sonlar nazariyasi).

Nomanfily butun sonlar to'plamini to‘plamlar nazariyasi
asosida qurishda chekh to‘plam ¢lementlari soni va o‘zaro bir
giymath imoslik tushunchalaridan foydalaniadi.

Nomanfiy butun sonlar to‘plamini aksiomatik metod asosida
qurishda Peano aksiomalaridan foydalaniiadi.

Nomanfiy butun sonlar to*plamini migdor tushunchasi asosida
qurishda nomanfiy butun songa miqdor o*ichovi sifatida qaraladi.

Nomanfly butun sonlar to‘plamini to‘plamlar nazariyasi
asosida qurish. Natural son va nal tushunchasi. Nomanfiy
butun sonlar to‘plamida “teng”, “kichik™ va “katia”
munosabatlari. Nomanfiy butun sonlar to'plamini to‘plamlar
nazariyasi asosida qurishni garaymiz:

XIX asrda G.Kantor tomonidan to‘plamlar  nazariyasi
varatilgandan so*ng, bu nazariya asosida natural sonlar nazariyasi
yaratildi. Bu nazartya asosida chekli to‘plam va o'zaro bir
qiyvmatli moslik tushunchalari yotadi.

i-ta’rif. Agar A va B to‘plamlar orasida ozaru bir givinatli
moslik o‘rnatish mumkin bo‘lsa, bu to‘plamlar teng quvvatls
deyiladi.

«Teng quvvatlilik» munosabati ekvivalentlik munosabati
bo‘lib, barcha chekli to'plamlarni  ekvivalentlik sinflariga ajra-
tadi. Har bir sinfda turh elementli to*plamlar yig‘ilgan bo‘hb,
ularning umumiy xossasi teng quvvatli ekanligidir,

2-ta’rif. Natural son deb, bo‘sh bo‘lmagan chekli bir-biriga
ekvivalent to‘plamiar sinfining umumiy xossasiga aytiladi.

Har bir ekvivalentlik sinlining umumiy xossasini uning biror
bir to‘plami to’la ifodalaydi. Har bir sinf xossasini itodalovehi
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naturat son alohida belgi bilan belgilanadi. Masalan: a=n(A);
b=n(B).

3-ta’rif. Bo'sh to‘plamlar sinfining umumiy xossasini 0 soni
ifodalaydi, 0=n(0).

4-ta’rif, 0 soni va barcha natural sonlar birgalikda nomanfiy
butun sonlar toplamini tashkil giladi. Bu to‘plam Ny ko*rinishida
belgilanadi. No={0}UN. N — barcha natural sonlar to*plami.

Sonlarni tagqoslash ganday nazariya asosida yuz berishini
aniglaymiz. Ikkita nomanfiy butun 2 va b son berilgan bo*lsin.
Uar chekli A va B to*plamlar elementlari sonini ifodalaydi.

S-ta’rif. Agar a va b sonlar teng quvvatli to'plamlar bilan
aniqlansa, u holda ular teng bo’lad..

a=be>A~B. bu yerda n(A)=a; n(B)=b.

Agar A va B to'plamlar teng quvvatli bo‘lmasa, u holda ular
bilan aniglanadigan sonlas turlicka bo'ladi, Agar A to'plam B
ta‘plamning xos gism to*plamiga teng quvvatli va n{A)=a: n(B)=b
bi*lsa, a son b sondan kichik deyiladi va a<b kabi yoziladi. Xuddi
shu vaziyatda a>b kabi yoziladi.

a<be»A~B). bu yerda B;<B va Bi#B: Bi# .

Nazorat uchun savollar
I. Arifimetika fani hadida ma’ lumot bering.
2. «Natural son» terminini birinchi bo'lib kim go*llagan?
3. Nomanfly butun sonlar to'plamini tuzishda necha xil
vondashuv bor?
4. Nomanfiy butun songa ta’rif bering. 0 sonini ta’riflang.
5. Nomanfly butun sonlar qanday taggoslanadi?

5.2. Yigtindining ta’rifi, uning mavjudligi va yagonaligh.
Qo‘shish qonunlari
6-ta’rif. Butun nomanfiy a va b sonlarning yig'indisi deb
n{A)=a, n(By=b bo'lib, kesishmavdigan A va B twplamlar
birlashmasidagi elementlar soniga aytitadi.
a+b=n(AUB), bu yerda n{A)~a. n(B)=b va ANB = 0.
Berilgan ta’rifdan foydalanib, 5+2=7 bo'lishini tushuntiramiz.
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5 — bu biror A to‘plamning ¢lementlari soni, 2 — biror B
to‘plamning elementlari soni, bunda ularning kesishmasi ho‘sh
to‘plam bo*lishi kerak.

Masalan A={x,y.zt,p}. B={a,b} to’plamlarni olamiz. Ularni
birtashtiramiz. AuUB={x,y.zt,p,a,b} sanash yo‘li bilan n(AUB)=7
ekanligini aniglaymiz. Demak, 5+2=7.

Umuman, a+b yigtindi n(Aj=a, n(B)=b shartni ganoat-
lantiruvchi kesishmaydigan A va B to‘plamlarning tanlanishiga
bog‘lig emas. Bu umumiy da’vont biz isbotsiz gabul gilamiz.

Bundan tashqari butun nomanfiy sonlar yig‘indisi har doim
mavjud va yagonadir. Boshqacha aytganda, biz qanday ikkita
nomanfiy a va b sonlar olmaylik, ularning yig‘indisi bo‘lgan
butun nomanfiy ¢ sonni har doim topish mumkin. U bertlgan « va
b sonlari uchun yagona bo*ladi.

Yig'indining mavjudligi va vagonaligi ikki to'plam
hirlashmasining mavjudligi va yagonaligidan kelib chigadi.

Yig'indt  ta'rifidan  foydalanib  “kichik”  munosabatiga
boshgacha ta’rif berish mumbkin.

7-ta’rif. va.beN uchun a=b+c, bo*ladigan ¢ son topilsa, b<a
(yokl a>b) bo*ladi.

(Va,beN)(dceN)b<acra=~btc)

Qo'shish amalining xo9salari:

1°. Qo*shish amali kommutativdir:

(VabeZo)atb=bta),

ya'ni ixtiyorlty nomanfiy butun a va b sonlar uchun a+b=b+a
tenglik o‘rinlidir.

Isbot. A=n(A), b=n{A) va ANB=¢ bolsin,

a-+b=n{AUB)=n(BUA)=b+a

(to*plamlar birlashmasining kommutativligiga asosan).

2°. Qo'shish amali assotsiativdir:

(va,b,ceZy) (at(bte))=((atb)+c)

Ishot. a=n{A), b=n(B),c=n(C) va ANB=@, BNC=0. ANC=0
bo‘lsin.  a+(b+c)=n{AWBUC); to‘plamiar birlashmasining
assotsiativligiga ko‘ra AU(BUC)=(AUB)UC

Demak, at+(b+c)=(at+b)+c
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3% Nolnt yutish xossasi:

(YaeZo) a+t0=a

Isbot. a=n{A), 0=n(@), a+r0=n(AUO)=n(A)-a. (AUD=A va
ANB= O bo'lgani uchun)

4°, Qorshishning gisqaruvehanligi: (Va,b.c.eZy) a=bes ate=
bic.

Isbot. a=n(A), b=n(B), c=n{C), ANB=0, BNC=A, ANC=0
a=b=r{A)=n(B) = AUC=BUC = n{AUC) = n{BuC), bundan
a+c=btc.

50, Qo shishning monotenligi (Va,c,be”7;) a<b=pa+c<h+c

Isbot. a=n(A), b=n(B), c¢=n{C) bc'lsin. a<b=>A-B;cB bu
verda B,2B, B3 v holda AUC-B,UC-BUC=a+c<btc.

5.3. Ayirmaning ta’rifi, uning mavjudligi va yagonaligi.
Yig‘indidan sonni va sondan yig‘indini ayirish qoidalarining
to‘plamlar nazariyasi bo‘yicha ma’nosi

Endi avirmaning ta’rifi va uning mavijudligi va yagonaligini
ko'rib o*tamiz.

§-ta’rif. Butun nomanfily a va b sonlarning ayirmast deb
n(Aya, n{By=b va BcA shartlar bajarilganda, B to'plamni A
o' plamgacha to‘Idiruvchi 1o° plam elementiari soniga aytiladi.

a-b=n{B.") bu yerda a=n(A), b=n(B), BcA, Ba'~ B ni A ga
to'ldiruvchi (o’ plam.

Misol. Berilgan ta’rifdan foydalanib, 7-4=3 bo‘lishini
tushuntiramiz. 7 — biror A to‘plamning elementlari soni, 4 — A
to‘plamning gism to‘plami bo‘lgan B to‘plamning elementlari
soni.

Masalan, A={x,y.zlp.,r.s}, B={x,v,2,1} to‘plamlarni olaylik. B
to'plamning A to‘plamgacha to*ldiruvehisini topamiz:

I Ba={p.rsl. n(B:)=3

Demak, 7-4=3.

a-b  avirma n{A)=a, n(B)=b va BcA  shartlarint
qanoatlantiruvchi A va B to‘plamiarning {anlanishiga bog‘liq
emas.

125



5.1 -rasm :

a=n(A), b=n{B) va BcA bo‘ladigan butun nomanfiy a va b sonlar
berilgan bo'lsin va bu sonlarning avirmast B to'plamni A
to‘plamgacha to*ldiruvchisidagi elementlar soni bo‘lsin, ya'nj a-
b=n(B4". Eyler doiralarida A, B, Ba’' to‘plamlar 5.1-rasmda
ko‘rsatifganidek tasvirlanadi. A=BUB, ckani ma’lum, bundan
n(A>=n, (BUBJ)=A, BOBA=0  bo‘lgani uchun biz
a=n(A)=n(BUBA (BB )=b+{a-b) ga egs bo' lamiz.

Bu csa ayirmaga boshgacha ta’rif herish imkonini beradi.

9-ta’rif. Butun nomanfiy a va b sonlarning ayirmasi deb,
shunday butun nomanfiy ¢ songa aytiladiki, uning b son bilan
yig“indisi a songa teng bo'ladi. ¢--b=c < a=btc.

Shunday gilib, a-b=c yozuvda a - kamayuvehi. b - ayriluvehi,
¢ - ayirma deb ataladi.

Ayirish amali qo'shishga teskari amaldir. Ayirmaning ikkinchi
ta’riftdan kelib chiqib, quyidagi teoremalarni isbotlaymiz:

1-teorema. Butun nomantiy a va b sonlarning ayvirmasi fagat
b< a bo*lgandagina mavjud bo*ladi.

Isbot. Agar a=b bo'lsa, u holda a-b=0 bo‘ladi, demak, a-b
ayirma mavjud bo*ladi.

Agar b<a bo*lsa, u holda «ichik» munosabati ta'rifiga ko'ra
shunday naturail son mavjud bo‘ladiki, bunda a=b+c¢ bo‘ladi. U
holda ayirmaning ta’rtfiga ko'ra c=a-b, ya'ni a-b ayirma mavjud
bo‘ladi. Agar a-b ayirma mavjud bo'isa, u holda ayirmaning
ta’'rifiga ko'ra shunday butun nomanfiy ¢ son topiladiki, a=b+c,
bo‘ladi. Agar ¢=0 bo'lsa, v holda a=b bo‘ladi; agar ¢>0 bo‘lsa, u
holda «kichik» munosabatining ta’rifiga ko‘ra b<a bo'ladi.
Demak, b< a.
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2-teorema. Agar butun nomanfiy a va b sonlarining ayirmasi
mavjud bo*lsa. u holda u yagonadir.

ishot. a-b ayirmaning ikkita qiymati mavjud bo‘lsin deb faraz
qilaylik: a-b=c, va a-b=c,. U helda ayirmaning ta’rifiga ko‘ra
a=h+c;, va a=btecy; ga ega bo‘lamiz. Bundan btc,=btc, va
qo*shishning gisqaruvchanligiga asosan ¢;=c, ekani kelib chiqadi.
Demak, ayirma yagona ckan.

Yig'indidan sonni va sondan yig'indini ayirish qoidalarini
to*plarnlar nazariyasi bo*yicha ma’nosint garaymiz.

Yig'indidan sonni ayirish uchun vig'indidagi
go'shiluvehilardan biridan shu sonni ayirish va hosil bo'igan
natijaga ikkinchi qo*shiluvchini qo*shish yetarti.

Bu gotdani simvollardan foydalanib yozamiz:

Agar, a.b.c - butun nomanfiy sonlar bo‘lsa, u holda:

a) a=c bo'lganda (atb)-c=(a-c)+b bo'ladi:

b) b=c bo*lganda (at+b)-c =a+(b-¢) bo‘ladi;

¢) a=c va b2c bo‘iganda yuqoridagi formulaning  ixtiyoriy
bittasidan fovdalanish mumkin.

Yig‘indidan sonni ayirish godasining to g ritigini ko‘rsatamiz.
Faraz gilaylik, a=c bo'lsin, u holda a-c ayirma mavjud bo‘ladi.
Uni r orqali belgilaymiz: a-c=r. Bundan a=r+c chiqadi, r+c
yig'indini (atb)-c ifodadagi a ning o‘rniga qo‘yamiz va unda
shakl almashtiramiz: (a+b)-c=(r+c+b)}-c=r+b+c-c=r+b.

Birog r harft orgali a-c ayirma belgilangan edi. bundan
isbotlanishi talab ctilgan (a+b)-¢c= (a-¢)+b ifodaga cga bo'lamiz.

Endi sondan yig“indini avirish qoidasini qaraymiz:

Sondan sonlar yig‘indisini ayirish uchun bu sondan
qo'shituvchilarning birini, keyin ikkinchisint ketma-ket ayvirish
vetarti, ya'ni agar a, ¢, b — butun noman(iy sonlar bo‘isa, u holda
a>b+c bo'iganda a-(b+c)=(a-b)-¢ ga ega bo’lamiz.

Bu gqoidaning asoslanishi ham yigrindidan sonni ayirish
goidasi uchun bajarilgani kabi bajariladi.

Keltiriigan  qoidalar  boshlang®ich  maktabda muayyan

misoilarda  garaladi. asoslash uchun ke'rgazmali  tasvirlar
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namoyish etiladi. Bu qoidalar hisoblashlarni ixcham bajarish
imkonini beradi.

Masalan, sondan yig'indini avirish qoidasi sonni bo'laklab
ayirish usuliga asos bo*ladi: 15-7=15-{5+12)=(15-5)-2=10-2=8.

Nazorat uchun savollar

1. Nomanfiy butun sonlar yig'indisi ta'rifini ayting, uning
mavjudligi va yagonaligini asoslang.

2. Qo‘shishning qonunlarini ayting va asoslang.

3. Nomanfty butun sonjar ayirmasi ta’rift qanday? Ayirma
qaysi holda mavjud bo‘ladi? Uning yagonalhigini asoslang.

4. Ayirmaga yig‘indi orqali ta’rif bering.

5. Ayirma  qoidalarimi to‘plamlar  nazariyasi  asosida
tushuntiring.

5.4. Ko‘paytmaning ta’rifi, uning mavjudligi va vagenaligi.
Ko'paytirish gonunlari. Ko*paytmaning yig'indi orqali ta’rifd

a=n(A) va b=n(B) bo‘igan a va b nomanfiy butun sonlar
berilgan bo‘lsin.

1-ta’rif. a va b nomanfiy butun sonlar ko*paytimasi deb,
AxB dekart ko*paytma elementlari sonini ilodalovchi ¢ nomanfiy
butun senga aytiladi.

Bu yerda AxB={(a,b) | ac A, beB} ekanini aslatib o*tamiz.

a-b=¢ yoruvda a — l-ko‘paytuvchi. b — 2-ko'paytuvchi. ¢ -
ko‘paytma deviladi, ceN, sonni topish amali esa ko‘paytirish
deviladi.

Masalan, ta’rifga ko'ra 5.2 ko‘paytmani topaylik. Buning
uchun n{A)y=5 va n(B)=2 bo'lgan A={ab,c.de;. B={12}
to‘plamlarning dekart ko* paytmasini tuzamiz:

AxB={{a.1), (a,2). (b.1), (b.2), (c.1}, (c,2), {d,1}, (4,2), (c.1),

(e.2)}.

Dekart ko‘paytma elementlari soni 10ga teng bo'lgani uchun

5-2=10.
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1-teorema. Tkki nomaniiy butun son ko‘paytmasi mavjud va
vagonadir.

Ko'paytmaning mavjudligi berilgan sondagi elementlardan
tashkil topgan to'plamlarning dekart ko‘paytmasini tuzish har
doim  mumkinligt va dckart ko‘paytma clementlari  soni
to‘plamlarning gaiday elementlardan tashkil topganiga bog‘lig
emasligi bitan ishotlanads.

Ikkita nomanfly butun son ko‘paytmasining yagonaligini
isbarlash talabalarga topshiriladi.

1°, Ko paytirish komimutativdir:

(Va,beNg) ab=ba.

Ishot. 2a=n(A) va b=n(B), ANB=Z bo'lsin. Dekart ko‘paytma
ta'rifiga ko'ra AxB=BxA shunga garamay, n{AxB)=n(BxA) deb
olamiz (bunda istalgan (ab)e AP juftlikka (b,a)eBxA juftlik
mos keltirildi) ab-n{AxB)~n(B xA)~ba => ab—ba.

20 . Ko'paytirish assotsiativdir.

(Va,b,ceNu} (ab)e= abc).

Isbot: a=n{A) b=n(B), c=n(C) va AB,C lar jufti-jufii bilan
kesishmavdigan to*plamlar bo‘lsin, ya’'ni

ANB=& ANC=J BNC=.

(ab)e=n{{A xB)>C} va a(bc)=n{ AX(B =C)).

Yuqoridagi dekart ko*paytmaiar doirasida o‘zaro bir qiymatli
moslik o‘rnatish voli bilan (A xB) xC=A x(B xC) ekanini
ko'rsatish mumkin (kombinatorika bo'limidagi  ko‘paytma
gouidasini eslang).

Demak (ab)e=n({ A= B)*xCy=n{Ax(BxC))=a(bc).

3", Ko*paytirishning go‘shishga nisbatan distributivligi

(Va.h.ceNg) (at+b)c=ac+be.

ishot. a=n{A), b=n(B), ¢=n(C) va A.B.C lar jufi-jufii bilan
kesishmaydigan to‘plamlar bo-lsin. To'plamlar nazarivasidan
ma’lumki,

(AUB)xC=(AxC)U(B *C) va ANB=D=(AxC)N(B xC)=
chunki, AxC va BxC dekart ko'paytmalar elementlari 1-
komponentlari bilan farq qiladi. Shularga asosan:
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(atb)c=n((AUB)*xC)=n((A xC)U(B xC)=n(A xC)+n(B xC)=act+b
C.

Demak, (atb)c=actbc.

4" Yutuvchi elementning mavjudligi: (YaeNg) a-0—0
Isboti: a=n(A)0=n(@) bo'lsin. Ax@=( ekanligidan a-0=n
(A= )=G

5°. Ko*paytirishning monotonligi.

(¥a,b.ceNg, c=0) a>b=> ac>bc;
(Va.b,ce Ny) a2 b=> ac=be:
(Va,b,ce Np), ¢c#0) a<b= ac<bc.

Isbot. Birinchisini ishotlab ko*rsatamiz:

a>b=>B~A ;A bu yerda n(A)=a, n(Bj=b A=, A=A,

U holda B X C~(A; xO)c(A xC).

Demak, n{B X C)=n(A; xC)<n{AxC)= bc < ac.

6" . Ko'paytmaning gisqaruvchanligi:

(Va.b,c,eZy, ¢#0) ac=bc=>» a=b

Isbot: Teskarisini faraz qilaylik: a#b bo'lsin. U holda yoki a<b,
yoki a>b bo'lishi kerak. a<b bo‘lsa, ac<bc bo‘lishi kerak, bu csa
shartga zid. Demak, a=b ekan.

Ko paytmaning yig indi orgali ta’rifi.

2-ta’rif. a,be”Z, bo‘lsin. a sonning b soniga ko'paytmasi deb,
har biri a ga teng bo‘lgan b ta go‘shiluvchining yig“indisiga
aytiladi.

ab=a+u+.+a

b marur

Bundan a-1=a va a-0=0 ekanligi kelib chigadi.

Bu @'rif a=n(A), b=n(B), ANB= bo‘lgan AxB dekart
ko'paytma elementlarini  sanash ma’lum bir gonuniyatga
asoslanishiga bog‘liq.

Misol. A={a,b,c}, B={xy.z 1}

AxB  dekart ko‘paytmani quyidagi jadval ko‘rinishida
yozamiz:

Dekart ko'paytma elementlarini ustunlar bo‘yicha sanasak.
3 x4=3+3+3+3=12 ga ega bo'lamiz.
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(%) (a.y) (a7) (.0
(bx) (b.y) (b.2) (b.1)
(cx) (e c.2) (e,

5.5. Nomanfiy butun sonani natural songa ho‘lishning ta’rifi,
uning mavjudligi va yagonaligi

Nomanfiy butun sonlar to'plamida bo‘lish amalini ta’riflash
uchun to‘plamni sinflarga ajratish tushunchasidan foydalanamiz.
a=n(A) bo'lgan A to'plamni jult-jufti bilan kesishmaydigan teng
quvvatli Jism to'plamlarga ajratish mumkin bo‘lsin. Butun
nomanfiy a sonning natural b songa bo‘linmasi quyidagicha
ia’riflanadi:

1-ta’rif. Agar b son A to'plamni juft-jufti bilan
kesishmaydigan teng quvvatli qism to‘plamlarga ajratishdagi har
bir gism to‘plam elementlari soni bo‘lsa, a va b sonlarning
bo‘linmasi deb gism to‘plamlar soniga aytiladi.

Agar b son A to‘plamni juft-jufti bilan kesishmaydigan teng
quvvatli gism to‘plamlarga ajratishdagi qism to‘plamlar soni
bo‘lisa, a va b sonlarning bo‘linmasi deb har bir gism to*plamdagi
elementlar soniga aytiladi.

Nomanfiy butun a va b sonlar bo‘linmasini topish amali
bo‘lish, a — ho'lmuvchi, b - bo'luvchi, atb - bo'linma deyiladi.
Yuqoridagi ta’riflarni misollar yordamida tushuntiramiz.

Misol. 12 ta gilosni har biriga 3 tadan ncchta bolaga
targatishdi? Masala savoliga javeb bo‘lish amali orqali topiladi
12:3=4(bola). Masalarmi tahlil qilaylik: 12 ta elementga ega
to'plam 3 ta elementga ega bo'lgan teng quvvatli gism
to'plamlarga  ajratilgan. Shuning  bilan ular  juft-jufti  bilan
kesishmaydi. Masalada nechta shunday qism to'plam borligi
so‘ralavapti. Javobdagi 4 soni 12 elementli to'plamning 3
elementdan ajratilganlar sonini bildiradi.

Boshgacharoq masalani qaraylik. 12 ta gilosni 4 ta bolaga teng
bo-lib berishdi. lHar bir bolaga nechtadan gilos berildi? Bu masala
ham bo‘lish amali bilan yechitadi: 12:4=3(gilos). Bu yerda 3 soni
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boshga ma’noda —- 12 elementdan iborat to*plam berilgan teng
quvvatli kesishmaydgan har bir gism to‘plamdagi elementlar
sonini bildiradi. Bo‘lish amalining to*g'ri bajarilganini tekshirish
uchun ko‘paytirish amaliga murojaat qgilinadi, chunki bo'lish va
ko‘paytirish amallari o‘zaro bog‘lig. Bu bog'lanishni garaylik.
a=n(A) bo‘lgan A to‘plam b ta juft-jufti bilan kesishmavdigan
teng quvvatll AjA.,...,Ap gism to‘plamlarga ajratilgan bo*lsin. U
holda c=a:b har bir shunday gism to‘plamdagi elementlar soni
bo‘ladi, va’ni c=ab=n(A)=n{A;)=.=n(Ay). Shartga ko'ra
A=AV AQU.LLUA;, bo'lgant uchun  n{A)=n{A;UAU...UA)
bo‘ladi. Ammo Ay, Aa ... Ay qism to‘plamlar jufi-jufii bilan
kesishmaydi. Yig‘indi ta'rifiga ko'ra

(AU A, U U A=A )+ n(A)+ o+ n(d,) = cHet...te

B oric
K.o‘paytma ta’rifiga ko'ra ¢'b ga teng. Shunday qilib a=c-b ¢kan.
Bundan ¢sa a va b sonlarning bo linmasi shunday ¢ sonki, u bilan
b sonining ko‘paytmasi a ga teng bo‘ladi. Bundan foydalanib
bo*linmaga quyidagicha ta’rif berish mumkin.

2-ta’rif. Butun nomanfiy a soni bilan b natural sonning
bo‘linmasi deb, shunday butun nomanfty ¢=a:b songa aytiladiki,
uning b soni bilan ko‘paytmasi a ga teng bo'ladi. Bu ta’rifdan
a:b=c < a=c-b ekanligi ko‘rinadi.

Bo'lishning bajarilishi va bir qivmatliligt.

Bo‘linma har doim ham mavjud bo‘laveradimi, degan savol
tug-iladi.

1-teorema. fkkita a va b natural sonning bolinmasi mavjud
bo*lishi uchun b=a bo*lishi zarur.

Isbot. a va b natural sonlarning bo‘linmasi mavjud bo‘lsin,
ya'ni a=c-b bajarifadigan ¢ natural son mavjud bo'isin. Ixtiyoriy
natural son uchun 1<c¢ ckanligi o‘z-o‘zidan ravshan. Bu
tengsizlikning ikkala qismini b natural songa ko'paytirib b<c-b ga
cga bo‘lamiz. c¢b=a bo‘lgani uchun b<a bo'ladi. Teorema
isbotlandi.

a=0 va b natural sonning bo'linmasi nimaga teng? Ta’rifga
ko-ra. bu ¢-b=0 shartni qanoatlantiruvchi a sonidir. b#0 bo‘lgani
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uchun ¢ b=0 tenglik ¢=0 bo‘lganda bajariladi. Demak, YbeN da
0:b=0 bo'ladi.

2-teorema. Agar 2 va b natural soniarning bo‘linmasi mavjud
bolsa, v yagonadir.

Bu teorecmaning isboti ayirmaning yagonaligi haqidagi teorema
isbotiga o*xshash bajariladi.

Butun nomanfity sonni nolga bo‘lish mumkin emasligini
qaraymiz. a#o va b=0 sonlar berilgan bo'isin. a va b sonlarning
bo'linmasi mavjud. deb faraz qgilaylik. U holda bo’linmaning
ta’rifiga ko‘ra a=c-0 tenglik bajariladigan butun nomanfiy ¢ soni
mavjud bo'ladi va bundan a=( ekani kelib chigadi. Bu esa azo
shartga zid. Demak, farazimiz noto*g‘ri, a=0 va b=0 sonlarining
bo*linmasi mavjud emas.

Agar a=0 va b=0 bolsa, 0==c 0 tenglik kelib chiqadi, undan esa
a va b sonlarning bo‘linmasi har ganday son bo®lishi mumkin
degan xulosa chigadi. Shuning uchun matematikada nolni nolga
bo*lish ham mumkin emas yoki anigfanmagan deb hisoblanadi.

Nomanfiy butun sonlarni bolish ta'rifidan «... marta katia» va
«... marta kichik» munosabatlari aniglanadi.

Agar a= n(A). b=n (B), 2>b bo'ladigan a va b sonlar berilgan
va bunda A to'plamni B to‘plamga teng guvvatli ¢ ta gism
to‘plamga ajratish mumKkin bo‘lsa, a soni b sonidan ¢ marta katta,
b soni esa a sonidan ¢ marta kichik deyiladi. ¢ sonimi o‘zi
bo‘linmani ifodalaydi. Shularni hisobga olib quyidagi goidani
hosil qilamiz:

Bir son ikkinchi sondan necha marta katta yoki kichik ekanini
bilish uchun katta sonni kichik songa bo‘lish zarur.

Yig“indini songa bolish goidasi:

3-teorema. Agar a va b sonlar ¢ songa bo‘linsa, u holda
ularning a+b yig'indisi ham ¢ ga bo'linadi: a+b yvig'indini ¢ ga
bo‘lganda hosil bo‘ladigan bo‘linma a ni ¢ ga va b ni ¢ ga
bo'lganda hosil boladigan bo'linmalar yig'indisiga teng, ya'ni
(ath):c=a:ctb:c.

Ishot. a soni ¢ ga bo‘lingani uchun a=c-m bo‘ladigan m=a:c
natural son mavjud. Shunga o‘xshash b=c¢.n bo'ladigan n=b:c
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natural son mavjud. U helda atb=c-m+c-n=c(m+n). Bundan esa
atb yigindining ¢ ga bo'linishi va atb ni ¢ ga bo'iganda hosil
bo‘ladigan bo‘linma mrtn ga teng bolishi, ya'ni aictbic ekani
kelib chigadi. Bu qoidani to‘plamlar nuqtaly nazaridan tahlil
gilsak quyidagicha:

a=n{A), b=n(B) va bunda ANB= bo‘lsin.

Agar A va B to*plamlarning har birini guvvati ¢ ga teng qism
to'plamlarga ajratish mumkin bo‘!sa, u holda bu to‘plamlar
birlashmalarini ham shunday ajratish mumkin. Bunda, agar A
to‘plamni ajratishdagi har bir gqism to'plam a:¢ elementga, B
to'plamning har bir gism to'plami b:c elementga cga bho'lsa, u
holda AUB to'plamning har bir qism to*plamida a:ct+b:c element
bo* ladu.

Sonni ko‘paytmaga bo'lish va sonni ikki sonning bo*linmasiga
ko‘paytirish qoidalari:

4-teorema. Agar a natural son b va ¢ natural sonlarga bo'linsa,
u holda a sonni b va ¢ sonlar ko*paytmasiga bo'lish uchun a sonni
b(c) ga bo'lish va hosil bo®Igan bo*linmani c(b) ga bo*lish yetarli:

a:(b-c)=(a:b):c=(axc):b

Isbot: {ab):c=x deb faraz gilamiz, u holda bo'linmaning
ta’rifiga ko‘ra a:b=c-x bo‘ladi, bundan shunga o‘xshash a=b-(c-x)
bo‘ladi. Kopaytirishning gruppalash qonuniga asosan a=(b-c)-x.
hosil bo‘lgan tenglik a:(b-c)=x ekanini bildiradi.

S-teorema. Sonni ikki sonning ho‘linmasiga ko'paytirish
uchun bu sonni bo‘linuvchiga kopaytirish va hosil bo‘lgan
ko‘paytmani bo* luvchiga bo‘lish yetarli, ya’ni a-(b:c)= (a-b):c

Isbot. Bu tenglikni ham sonni ko‘paytmaga bo‘lish qoidasiga
0*xshash isbotlash mumkin.

Misollar,

2) (220+140):10=220:10+140:10=22+14=36;

3) 240: (10-2)=(240:10):2=24:2=12;

4y 12-(30:15)=(12-30):15=360:15=24.
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Nazorat uchun savollar

I. Nomanfiy butun sonlar ko‘paytmasi ta'rifini ayting.
Ko‘paytmaning mavijudlik va yagonaiik shartlari ganday?

2. Ko‘paytmaning ganday xossalari bor? Ularni to‘plamlar
nazariyasiga ko‘ra asoslang.

3. Ko'paytmaga yig‘indi orgali ta’rif bering.

4. Nomanfly butun sonlar bo*linmasini ta'riflang.

5. Bo‘linmaga ko‘paytma orqali ta’rif bering.

6. Bo'linmaning mavjudlik va yagonalik shartlarini ayting.

7. Yig‘indi va ko'paytmani songa bo‘lish qoidalarini aytib,
isbotlab bering.

5.6. Nomanfiy butun sonlar to‘plamini aksiomatik
asosda qurish

Nazariyani aksiomatik metod bilan qurish tushunchasi.
Har bir fanni bayon etishda tushunchalarga nishbatan turlicha
mulohaza yuritiladi. Chunki bu tushunchalarning ayrimlari o‘z-
o'zidan tushuniladigan bo‘lsa, ayrim tushunchalar esa ma’lum
tushunchalarga aseslangan holda mantiqiy mulohazalar yuritish
asosida ta’riflanadi.

Boshgacha aytgande. tushunchalar ta’riflanmaydigan va
ta'riflanadigan  tushunchalarga  bo‘linadi.  Tariflamnaydigan
tushunchalar insonning ko‘p asrlik amaliy-ijjodiy faoliyatining
natijasi bo‘lib, ular boshlang"ich tushunchalar deb vuritiladi.

Har ganday nazariyani aksiomatik qurish uchun boshlang‘ich
tushunchalar  asosida  nazariyaning  aksiomalari  tuziladi.
Aksiomalar  isbotlanmaydigan  mulohazalar  bo‘lib,  biri
ikkinchisining natijasi sifatida  kelib  chigmasligi va  bin
ikkinchisini inkor etmasligi zarur. Shuningdek, berilgan
nazariyani aksiomatik qurishda uning tcoremalarini isbotlash
uchun aksiomalar yetarli bo‘lishi zarur.

Amaliyot shuni ko‘rsatadiki, bitta nazariya bir necha yo‘llar
bilan aksiomatik qurilishi mumkin. Bu yo‘llar bir-biridan tanlab
olingan boshlangich tushuncha va munosabatlar, ularga oid
aksiomalar sistermnasi bilan farglanadi.
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Asosiy tushunchalar, munosabatlar va aksiomalar kiritilgandan
keyin nazariyaning rivojlanishi fagat mantiqly fikrlash asosida
boradi. Aksiomatik nazariyani qurishda tushuncha, munosabat va
aksiomalar ixtiyoriy bo*lmasdan, ular ba’zi bir haqiqiy obyckttlar
va ularning xossalarini aks ettirishi tozim. Masalan, ixtiyoriy
uchta A, B va M nuqgtalar uchun, M nuqtadan A va B
nuqtalargacha masofalarning yig'indisi bu nuqtalar orasidagi
masofadan kichik, degan aksioma aytilsa, u holda hagigatan
hayotga alogasi bo‘lmagan nazariya yuzaga kelar edi, haqigatda
esa  |[MAH|MB[=|AB|. Shunday qilib, aksiomatik nazariya
rcallikning matematik modelini berishi kerak ckan,

Agar munosabatlari bilan berilgan to‘plamda aksiomalar
sistemasining barcha aksiomalari bajarilsa, u holda munosabatlari
bilan berilgan to'plam aksiomalar sistemasining modeli deyiladi.
Biz quyidags aksiomalar sistemasining modellarini qaraylik,

[-misol. Quyidagi uciita aksiomani qanoatlantiruvchi a~b
ekvivalentlik munosabati bilan berilgan aksiomalar sistemasini
garaymiz:

1) barcha a lar uchun a~a bajariladi;

2) ixtiyorty a va b lar uchun a ~b dan b~a kelib chigadi;

3) ixtiyoriy ab va ¢ lar uchun a~b va b-¢ dan a-c kelib
chigadi.

2-misol. a<b birgina munosabal va quyidagi aksiomalar bilan
aniqlanuvchi aksiomalar sistemasini qaraylik:

1) Ixtiyoriy a va b lar uchun a<b dan b<a yolg‘onligi kelib
chiqadi;

2) Ixtiyoriy a va b lar uchun a<b va b<c dan a<c kelib chigadi.

Bu aksioma qal’iy tartiblanganlik munosabatini ifodalaydi. Bu
sistema  interpretatsiyasini  quyidagicha ifodalash  mumkin:
talabalar to'plamida «a talaba b talabadan baland», «a talabaning
yoshi b talabaning voshidan katta» va hokazo. Bu sistemaga
quyidagi aksiontani qo’shamiz.

3) a#b ekanligidan a<b yoki b<a kelib chigadi. Endi biz gat’1y
chizigli tartib aksiomalar sistemasiga e¢ga bo‘ldik. Berilgan
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aksiomalar sistemasining 1kkita modeli bir-biridan tashqi
ko‘rinishi bilan farq gilishi mumkin, ya™ni izomorf bo‘ladi.

Masalan, agar a <b, b<¢ va a<c¢ hamda 1<2, 2<3 va 1<3 desak.

X={a:bic}va Y{1,2,3} to'plamlar tartib aksiomalari sistemasi
modelini ifodalaydi. Birinchi modelni 2-modelga aylantirish
uchun a ni 1, b nt 2, ¢ ni 3 deb olish yetarli. Ikkita model bir-
biridan tashqi korinishi bilan farq qilib, mazmuni bir xil bo'lsa,
izomorf modellar deyiladi.

Aksiomalar sistemasi modeli real dunvo xossalarimi anigqroq
ifodaiashi uchun ular mantigan bir gancha talablarni bajarishi
lozim. ' :

Birinchi navbatda aksiomalar sistemasi ziddiyatsiz bo’lishi
kerak. Boshqgacha aytganda, berilgan aksiomalar sistemasida bir
pavtda rost va yolg‘on tasdiq kelib chigmasligi kerak.

lkkinchidan.  aksiomalar  sistemasi  bir-biriga  boglig
bo' Imasligi, va’ni bir aksioma aksiomalar sistemasining boshqa
aksiomalaridan kelib chigmasligi kerak.

Uchinchidan, aksiomalar sistemasi gat’iy, ya'mi sistemaning
barcha modellari izomor{ bo’lishi kerak.

5.7. Natural sonlar to‘plamini aksiomatik asosda qurish

N natural sonlar to‘plamini aksiomatik qurish wuchun
aksiomalar sistemasini turli usullar bilan tanlash mumiin. Asosty
tushunchalar uchun sonlar yig*indisi, yoki tartib munosabati. yoki
bir son ketidan bevosita keyin keluvehi son tushunchalarini olish
mumkin. Har bir hoi uchun asesiy {ushunchalar xossalarini
ifodalovehi aksiomalarni berish lozim. Biz asosiy tushuncha deb
qo*shislt amalini olib, aksiomaiar sistemasini guramiz. Agar bo'sh
bo‘Imagan N to‘plamda quyidagi xossalarga ega, qo‘shish dcb
ataluvchi  (a;b)=>atb binar algebraik operatsiva aniglangan
bo*isa, N to‘plamga natural sonlar to‘plami deviladi (bunda a+b
sonni a va b sonlarning yig'indisi deymiz).

[} qo‘shish kommutativ, ya'ni aeN va beN bo'lsa, u holda
athb=bta;



2} go‘shish assoisialiv, ya'ni acN, beN, ceN bo‘lsa, v holda
a+(b+c)=(atb)tc;

3) ixtiyoriy ikki a va b natural sonlarl uchun a+b yigtindi a
sonidan fargli atb#a;

4) N to‘plamning bosh bo‘imagan ixtiyoriy A to‘plam ostida
shunday a soni mavjudki, a sonidan fargli barcha xeA sonlarini
x=atb shaklida vozish mumkin, bunda beN.

1-4 akstomalar sistemasi. natural sonlar arifmetikasini qurish
uchun yetarli.

Natural sonlar arifmetikasini bu aksiomalar asosida qurganda
chekli to‘plam xossalaridan foydalanishga ehtiyoj qolmaydi.

1-4-aksiomalar sistemasidan uchinchini isbotlaymiz:

Bizga ma’lumki. A va B to'plam bo’sh bo’limasa u holda B
to‘plam AUB to'plamdan farg giladt va b#b+a munosabat
bajariladi. 3-aksiomada berilishicha vigfindi birinchi qo’shiluv-
chidan farq qiladi. Shuning uchun b#a+b munosabatda b ni
birinchi qo‘shiluvchi o‘rniga qo'vish kerak. Buni esa birinchy,
ya’'ni a+b=bta aksiomaga asosan amalga oshiramiz. b£a+h da 1-
aksiomaga asosan bsalb ga ega bo‘lamiz. Qdatda, ko‘rgaz-
maliliksiz 1-4-aksiomalar vositasida bajarilgan isbotlar juda wzun
bo‘lad, lekm ulardan kelib chiqadigan natijalarni nafagat natural
sonlar  to‘plami, balki 1-d-aksiomalar sistemasi  ixtiyvoriy
modellariga go* Hlash mumkin bo*ladi. Bizga yaxshi tanish bo*lgan
aksiomalar sistemasi modellaridan birt bu oddiy ma'noda
qo'shish amali berilgan {1;2;3:4; ...} to'plamdir. Bu mode! bilan
birga boshqa modellar ham mavjud. Masalan: {-!;-2;-3;-4; ...}
sonli to‘plamda ham qo‘shish amali oddiy ma’noda aniglangan.
Ba’zi bir go‘shish aksiomalar sistemasida go®shish amali odatdagi
qo‘shish amalidan farq gtiadi.

Masalan. agar oddiy qo'shish amaii bilan berilgan {3:4:5: ...}
sonli to‘plamni garaydigan bo‘lsak, bu to‘plamda 4) aksiomalar
bajarilmaydi, ya'ni 4 va 5 sonlarini 3 sonlarining yigindisi
ko'rinishida  yozish mumkin bo'lmaydi. Agar qo‘shishni
a*b=a+b-2 ko‘rinishida gabul qilinsa, bu to‘plamda 14 -
aksiomalar bajariladi.
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Masalan: 4=3%3=3143-2, 5=3%4=3--4.2

Agar go‘shish amali o'rniga ko‘paytirish amali gabul gilinsa,
ushbu aksiomalar {2; 2%; 2%; 2%...} to*plamda ham bajariladi.

Yugorida qaralgan to*plamlar turlicha va ularda qo‘shish amali
beriigan oddiy ma’nodagi qo‘shish amalidan farq qilishiga
qaramasdan ]—4-aksiomalarga asoslangan holda natural sonlarni
qo‘shishga oid bo‘lgan barcha isbotlar har ganday aksiomalar
sistemasi modellari uchun o*rinli bo' ladi.

1-4-aksiomalar sistemasi barcha modellari qat’iy izomortligini
ishotlash mumkin. Bu aksiomalar sistemasi uchun ikkita
interpretatsivaning izomortligini quyidagicha isbotlaymiz:

Aksiomalar sistemasining birining interpretatsivasi oddiy
ma’nodagi qo’shish amali bilan berilgan {1;2:3;...} 1o'plam
bo‘lsin. ikkinchi interpretatsiya oddiy ma’noda ko' paytirish amali
bilan berilgan. Bu ikki interpretatsiyaning izomorfligini ko'rsatish

uchun har bir natural » soniga 2" sonini mos qo‘yish lozim
bo‘ladi. U holda m+n seniga 2™™ sani mos qo*viladi.

2= 20 ekanligidan n—2" mos qo‘yuvchi akslantirish
jarayonida qo‘shish amali ko'paytirish amaliga o*tadi.

Peano aksiomalari. Natural sonlarni go‘shish tushunchasi
natura! sonlar to‘plami aksiomaltikasint qurish uchun vagona asos
emas. Shuning bilan birga bu tushuncha sodda ham emas.
Ma'lumki, # natural soniga m natural sonini go‘shishni gadamma-
gadam, ya’ni har qadamga yana bitta birlikni qo‘shish yordamida
hostl gilamiz. Masalan, 5+3={((5-+1)+1)+1).

Shuning uchun, qo‘shish operatsiyasini cng sodda ya'ni
I sonini qo‘shish operatsiyasiga keltirish mumkin, n+1 soni
bevosita n sonidan keyin keiganligi uchun keyingi songa o‘tish
to'g'risida gapirish mumkin. Shunga ko‘ra, nalural sonlar
to'plamida asosiy tushuncha sifatida «b soni a sonidan hevosita
keyin keladi» tushunchasini tanlash mumkin,

Natural sonlar nazariyasini aksiomatik qurishda Peano
ta’riflanmaydian  tushuncha  sifatida  “natural son” va
ta'riflanmaydian munosabat sifatida ~...dan keyin keladi” degan
munosabatni asos qilb olgan.



Pecano akstomalari:

1. Hech ganday sondan keyin kelmaydigan 1 soni mavjud,

Bu aksiomadan ko‘rinadiki, natural sonlar to*plamida birinchi
element aniglanan bo*lib, u | sonidan iboratdir.

2. Har qanday a son uchun undan bevosita keyin keluvchi fagat
va faqgat bitta son a' soni mavjud. Ya'ni a=b=— a'=b'.

Bu aksioma natural soniar to'plamining cheksiz ekanligini
ifodalaydi.

3. 1 dan boshga ixtiyoriy natural son fagat va fagat bitta natural
sondan keyin keladi a'=b' = a=b.

Bu sksiomadan ko‘rinadiki, natural sonlar to‘plami gqat’iy
tartiblangan to° plamdir.

4. Natural sonlar to’plami N ning biror A qism to‘plamiga 1
soni tegishli bo'lsa va undagi har bir # natural soni bilen undan
bevosita keyin keluvchi n+[npatural son ham tegishii bo'lsa, A
to‘plam N to‘plamga teng bo‘ladi.

Bu akstoma matematik induksiva aksiomasi deyiladi va unga
matematik induksiya metodi asoslanadi.

Agar biror F qoida | soni uchun ofrinli ekanligi isbotlangan
bolsa va uning » natural soni uchun o'rinli ekanligidan
navbatdagi natural son nt1 vchun g riligi kelib chigsa, bu F
goida barcha natural sonlar uchun o'rinli bo*ladi.

Matcmatik induksiva metodi. X to‘plam berilgan bo‘lsin.
Mulohaza yuritishning quyidagi ikki usulini qaraymiz:

13 biror tasdig ba’zi xe X elementlar uchun to‘g’ri bo'isa, bu
tasdiq barcha xe X lar uchun to*g’rt bo*ladi;

2) biror tasdiq har bir xeX elementlar uchun o*rinli bo‘lsa, bu
tasdiq barcha xeX lar uchun o‘rinli bo' ladi.

Mulohaza yuritishning birinchi wsuli to*ligmas induksiya,
ikkinchi usuli esa to‘lig (mukammal) induksiya deyiladi
(«induksiya» so‘zi lotincha so‘z bo‘lib, o'zbek tilida «hosil
qilish», «yaratish» ma’nosini bildiradi).

Matematik induksiya metodi quyidagidan iboratdir:

I. n=1 uchun berilgan A(n) predikatning rostiigi tekshiriladi.
(Agar n=1 uchun berilgan A{n} predikat rost ho'lsa, navbatdagi
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gadamga o'tiladi. aksincha bo‘lsa, u holda berilgan predikat
barcha n lar uchun yolg®on deb, umumiy xulosa chigariladi).

1. n=k uchun A{n) predikat rost deb faraz qilinadi.

M. n=k+1 uchun A(n) predikatning rostligi, vya’ni
A{k)=>A(k+1) isbotlanadi. Shundan so‘ng, A(n) predikat n ning
barcha giymatlarida rost deb umumiy xulosa chigariladi.

Masalan,
1% 4 22 4 o2 = MHDEREL) (1)
- . 6 g » .
tenglikning barcha n natural sonlar uchun to g riligini
isbotlang.
n ning o'rniga #=! dan boshlab qiymatlar qo‘yish bilan bu
tenglikni n ning ma’lum bir giymatigacha to’g riligiga ishonch

hosil gilish mumkin, ya’ni
1(1+1)(21+1) 1t

n = 1 bo‘lsa, 23 = 1. demak 1=1.

n = 2 bo‘lsa, 2'5 = 5, demak 1% + 2% = 5.

MBI BT 14, demak 12+ 22 + 3% =
’ & & ’

2(2+E)(2241) _ 2

n =3 bho'lsa
14

Ammo n ning katia giymatlari uchun tenglikning to*g‘riligini
ko“rsatish giyin. Boshqacha aytganda, barcha n natural sonlar
uchun tenglikning to*g'riligini ko*rsatishga qodir emasmiz. Shu
sababli, tenglikni isbotlashda boshqacha muhokama yuritamiz,
Dastlab tenglikni n=1 uchun to*g'riligini ko‘rsatamiz, buni biz
ko‘rsatdik. Keyinchalik bu tenglikni biror n ¢iymat uchun to'g ri
deb faraz qgilib. undan bevosita keyin keluvehi nt+1 giymat uchun
to‘g riligini isbotlaymiz, ya’ni

12 4 22 4 oo 4 pp=RiEDERED)

. = o*g'ri deb,
12 1 22 4 ... 2 2 (n+1)(n+2)}{(2n+3)
12422 4402+ (m+1) -
to g riligini isbotlaymiz.
Buning uchun (1) tenglikning chap tomoniga (n+1)° hadni

qo‘shib, o‘ng tomonida n ni ntl ga almashtiramiz. (1) da n ta
(n+1)(2n+1)

(2)

riatural sonlar kvadratiarining yig‘indisi ga teng
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bo‘lgani uchun (2) ni chap tomonida almashtirish bajaramiz va
quyidagini hiscblaymiz.

n(n+1)6(2n+1) T (n 4 1)2 _ n(n+1)(2n-:1)+6{n+1)2 _
m+DnCn+)+alnt1)]  (m+D{(2n%+7n46) _ (R+D(n+2)(2n+3)
I 6 6

Demak, n ta natuwral sonlar kvadratlarining  yig'indisy
n(n+1)(2n+1)
6

Induksiva va matematik induksiva metodiga doir misoliar.

l-misol. N{i:2:3;4; ...} natural sonlar to’plamida aniylangan
A(n)=n"+n+17 ifodani qaraymiz. A(1)=19, A(2)=23, A(3)=29 va
A(4)=37 sonlari tub sonlardir. Shuning uchun, barcha n€N sonlari
uchun A{n)=n>n+17 ifodaning gqivmati tub son bo*ladi.

Bu yerda to‘ligmas induksiya yordamida xulosa chigariladi.
Chigarilgan bu xulosa noto*gridir, chunki A(16)=289=17" soni
tub son emas.

2-misol. X={10; 20; 30; 40; 50; ...} to'plam yozuvi { ragami
bilan tugaydigan barcha natural sonlar to‘plami bo‘lsin. 16; 20;
30: 40; 50 sonlarining har biri 2 ga qoldigsiz bo'linadi. Shuning
uchun. X {o‘plamning har qanday x elemenii 2 ga bolinadi.
To‘ligmas induksiya yordamida chigarilgan bu xulosa to'g'ri
xulosadir, chunki X to‘plamning har ganday clementi juft sondir.

3-misol. N={1:2:3;...; 1000 000 001; ...} natural sonlar
to‘plamida aniglangan B(n)=291n*+1 ifodani qaraymiz. B(1),
B(2), ... . B(1000000001) sonlari butun sonning kvadrati emas
(bu tasdiq isbotlangan). Shuning uchun, barcha neN lar uchun
B(n) soni butun sonning kvadrati bo‘la olmaydi.

To'ligmas induksiva yordamida chiqartigan bu  xulosa
noto g ridir. Zamonaviy hisoblash mashinalari yordamida n ning
B(n) soni butun sonning kvadrati bo‘ladigan giymati aniglangan
(bu giymat 29 xonali sondan iborat).

To'ligmas  induksiva ba’zan noto'g‘ri  xulosaga olib
kelmaganda (]-misol, 3-misol}, uning matematika va boshga
fanlar (fizika, kimyo, biologiya va hokazo)dagi, shuningdek,
amalivotdagi ahamiyatt juda kattadir. U  xususiy xulosalar
yordamida umumiy xulosa (faraz, taxmin) gilish imkonini beradi.
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To'liq induksiya hamma vagt to‘g'ri xulosaga olib keladi,
lekin uni qo‘llashda hisoblash ishlariga yoki te'plamdagi
elementlar soniga bog'liq bo‘igan ba’zi giyinchiliklar paydo
bo‘ladi.

3-misol. X={1; 2; 3; 4} 1o'plamni gqaraymiz.

A= (3= (-2 (x-3)(5-4)(x-5)x-6)(x-T)(x-8)(x-9) ifoda har
bir x e X da nolga teng givmat gabul giladi:

A=(E-D(1-2)(1=3) 1-4)(t-5)(1-6)( 1-7)(1-8)(1-9)=0;

ACFQ-1)2-2)(2-3)(2-4)(2-5)(2-6)2-TH2-8)(2-9)=0;

A(3)(3-D3-2)3-3)3-4)(3-5)(3-6)(3-TH3-8)(3-9)0;

A=A )(4-2)(4-3)(4-4)(4-5)(4-6 Y4-T)(4-8)(4-9)=0.

Demak, barcha x € X lar uchun, A(x)=0 tenglik o‘rinli.

Agar X to*plam cheksiz to‘plam bo‘lsa, yoki undagi elementlar
soni juda katta bo'isa, to‘plamning har bir elementi uchun
beriigan  tasdigning to‘g'ri  ckanligini  ko'rsatish  mumkin
bo‘lmaydi yoki juda giyin bo’ladi. Shu sababli to'lig
induksiyadan juda kam hollarda foydalaniladi.

5-misol. To*ligmas induksiyadan foydalanib, «Agar m xenali

N =g -10" +a, 16"+ +a,, 10+a, SONININg oxirgi n ta (bu
verda s < m ) ragamidan tuzilgan son 5" ga bo'linsa, N soni ham
5" ga bo‘tinadi» degan farazni aytish mumkinmi?

Yechish: n=1 bo‘lib, N sonining oxirgi bitta ragamidan
tuzilgan son 5 ga bo‘linsin. U holda, berilgan m xonali N natural
sonnt N .- (@ 10" ta, O™ 4+ va, - 10)+ 5k ko‘rinishda  yozish
mumkin, O‘ng tomondagi ikkita go‘shiluvchining har biri 5 ga
bo’lingani uchun, ularing yig‘indisi bo'lgan N soni ham 5 ga
bo'linadi.

n=2 belib, N sonining oxirgi ikkita raqamidan tuzilgan son 25
gabo'linsin: ¢ 10+, =25-¢.

U holda, berilgan m xonali N natural sonni

N o= (o 10" g, 10 4 e, -100)+ 251 ko‘rinishda  yozish
murikin. O‘ng tomondagi ikkita qo*shiluvchilarning har biri 25
ga bo°lingani uchun, ularning yig‘indisi bo‘lgan N soni ham 25 ga
bo*linadt.
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Yugorida yuritilgan mulohazalardan foydalanib (to’ligmas
induksiva gqo‘Hantimoqgda), «Agar berilgan m xonali natural
n < m ) ragantdan tuzilgan son 5" ga bo‘linsa, N soni ham 5" ga
bo*linadi» degan farazni aytish mumkin.

6-misol. 2 dan katta bo'lgan dastlabki bir nechta juii soniarni
ikkita tub sonning yig'indisi ko‘rinishida tasvirlash mumkin:
4=2+2, 6=3+3, 8=3+5, 10=3+7=5+5, ..., 50=13+37.

To'hgsiz induksiya yordamida «2 dan katta bo‘lgan har qanday
juft soni ikkita tub sonning yig'indisi ko'rinishida yozish
muinkin» degan xulosaga kelamiz. Bu xulosaning to'g'ri yoki
noto’g'ri ekanligi hozircha isbotlanmagan. Bu muammo L.Eyler —
X.Goldbax muammosi deb yuritiladi,

T-misol. Agar (r’+11a) i 6 (neN) mulohaza n ning n=k (keN)
giymatida to'g‘ri bo'lsa, u helda bu mulohaza n ning n=kt+I
givmatida ham 10°g*ri bo‘lishini isbotlang.

Isbot. Berilgan mulohaza n ning n=k qiymatida to‘g*'ri bo‘igani
uchun, (k*+11k) § 6 (1) (o‘g‘ri mulohazaga egamiz. n=k+! bolsa,
berilgan mulohaza {(k+1)+11(k+1)}; 6 (2) ko'rinishini oladi,

2) n=k be‘lsa, n*+11In ifodaning qiymati K’+11k soniga teng
bo*ladi. Bu son 6 ga bo'linadi, deb faraz qilamiz.

3} n=k+1 bo*Isin. U holda (k+1)’+11H{k+D)=(k+D)(k*+7k+12)=

(K’ +11K)+3k(k+1)+12 tenglik orinli bo‘ladi,

Farazimizga ko'ta, kK’-+11k soni 6 ga bo‘linadi. Ketma-ket
keluvcehi ikkifa natural sonning ko“paytmasi bo*lgan kik+1) soni 2
ga bo*lingani uchun, 3k{(k+1} soni 6 ga bo‘linadi. Shuning uchun
(C+H11K+H3K(k+1)+12 soni 6 ga bolinadi.

Demak. n ning barcha natural gqiymatlarida n*+11n ifoda 6 ga
bo*linadi.

Matematik induksiya metodi biror-bir tasdigni hosil qilish
usuli cmas, balki berilgan (tayyer) tasdignt isbotlash usuli
ekanligini cslatib o’tamiz.

Ba’zan bu metod noto‘g‘ri ham qo‘llanilishi mumkin.

8-misol. Har qanday n natural soni o‘zidan keyin keluvchi n+1
natural soniga «tengdir».
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Ishot. Har ganday k natural soni uchun tasdig to*g‘ri, ya'ni
=k+{ bo‘ladi, deb faraz gilaylik. Agar endi bu tenglikning har
ikki qismiga i soni qo‘shilsa, k+1=k+2 bo‘ladi.

Demak. tasdig n larda o'rinli. Bunda isbotning ba’zi qismi
unutib qo‘yilgan. Boshidayoq, | = 2 bo'ligani ma’lum edi.

Nazorat uchun savollar

1. Nazariyani aksiomatik qurish haqida tushuncha bering,.

2. Peano aksiomalarini aytib bering.

3. Qo'shish  aksiomalari bilan Peano aksiomalari teng
kuchlimi?

4. Matematik induksiya metodi mohiyatini aytib bering.

5. To*la va chala induksiva metodlari hagida tushuncha
bering. Misollar keltiring

5.8. Nomaanfly butun sonlarni qo‘shish amalining aksiomatik
ta’rifi. Qe'shish gqonunlari

Natural sonlarni qo‘shish va uvning xessalari. Qoshish
amaiining tatifi German  Grossman (1809-1877) tomonidan
berilgan qo‘shish amalining induktivlik ta'rifiga asoslanadi. Bu
ta'rif ikki qismdan iborat bo'lib, u quyidagicha:

1) ixtivoriy a patural songa 1 ni go°shish, bevosita a dan keyvin
keladigan sonni beradi. Ya'ni (Va€Nj) (a + 1 =a').

2) amali, a songa bevosita b sondan keyin keiadigan b' sonni
qo-shish natijasida s + b sondan bevosita keyin keladigan natural
(a+b)' sonni beradi. Ya'ni (Ya, bEN)| a + b= (a+b)' = {a+b) + 1].

Peanoning ikkinchi sksiomasidan ma’lumki, n — natural son
bo*isa, n + | ham albatta natural son bo*ladi. Bunda a va a + b tar
natural son bo'lganda a + b'= (a + b)Y ham natural son bo'lishu
kefib chigadi. Shuningdek, 2 + | = a' dan Peanoning aksiomasiga
asosan a natural son bilan » natural sonning vig‘indisi aniglangan
va natural sondan iborat bo*ladi.

Demak. qo‘shish amali natural sonlar to'plamida hamma vagt
bajariladigan bir giymatli operatsiya ekan.
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Natural sonlarni qo‘shish ta'rifidan ko‘rinadiki, har qanday
natural son o‘zidan cldingi natural son bilan birning yig‘indisiga
teng bo’lar ekan. Ya'ni

2=1+1 6=5+1
3=2+1 7=6+1
4=3+1 8=7+1
5=4+1 9=8+1

Natijada biz 1 ni go‘shish jadvalini hosil qildik. Endi 2 nt
qo‘shish jadvalini tuzaylik:

242=24+(1+1)=024+1)+1=3+1=4,

Demalk, 2 ni go'shish jadvali:
1+2=1+(1+1D)=0QA+1)+1=2+1=3
242=24+414+1)=2+1)+1=3+1=4,
342=34+(1+1)=@+1)+1=4+1=5,
442=44+(1+1D=A+1D+1=5+1=6.

3 ni go‘shish jadvalini tuzsak:
14+3=1+2+D=(1+2D)+1=3+1=4
243=24+C2+1D)=2+2)+1=4+1=5,
3+43=3+Z+1)=@3+2)+1=5+1=6.

Kuddi shu yo‘l bilan bir xonali sonlarni go‘shish jadvalini
tuzishimiz mumkin, Yuqoridagilardan ko‘rinadiki, agar natural
sonlar qatorida & dan bevosita keyin keladigan b ta sonni sanasak,
natijada oxiri sanalgan son a va b sonlarning yig'indisi bo’ladi
hamda u @ + b ko‘rinishda belgilanadi. Bunda « — birinchi
go‘shiluvchi, b - ikkinchi go'shiluvchi, ¢ + b esa yig'indi deb
yuritiladi.

Qo'shish amali quyidagi xossalarga ega:

1°. Guruhlash (assotsiativlik) xossasi.

(va,b.ceN)j(a+b)+c=a+ib+c)].

Bu xossani matematik induksiya metodi yordamida isbotlaylik,
Isbot. 1Dc= 1 bo'isin. Uholda(a+b)+1=a+b ~a+h= a+
(b + 1) (ta’rifga asosan).

Demak, ¢ = 1 uchun guruhlash xossasi o‘rinli.

2Yc=nuchun (a + b + n=a + (b + n) orinli deb faraz
gilaylik.
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3) ¢ =n+ ] uchun bu xossaning to* g riligini isbotlaylik.

(atby+ (n+)=[(a+by+nj+1=[ta"rifga asosan].

=la+ (b +n)l + 1 = [farazga asosan] = a + [(b + n) + 1] =
[ta’rifga asosan] = a + [b + (n+ 1)] (ta’rifga asosan).

Demak.(a+b)+{n+ D=a+]|b+n+ ]

Peanoning 4-aksiomasiga asosan, (at+b)+tc=a+t(b+c)ekanligi
kelib chigadi.

2°. O¢rin almashtirish (kommautativlik) xossasi.

(Va,beN}(a+b=b+a).

Bu xossani ham raatematik induksiva metodidan foydalangan
hoida isbotlaymiz.

Ishot. 1) a=! bo'lsa, 1+b-b+1 bo‘lishini isbotlaylik. b = 1
bo‘lsa, | + [ =1 + 1 bo'ladi. Demak. b=1 uchun t +b=b + 1
tenglik to‘g'ri.

b=n uchun l+n=n+1 to'g'r1 deb faraz qilaylik. b=n+1 uchun
H(nt+1D=(nt+1)+1 to g riligini isbotlaymiz.

1+ D)=(1+n)+ 1= ta’rifga asosan]| = (n+1)+1[farazga asosan].

Demak, 1-+(n+1)=(n+1)+1 bo‘ladi.

Endi yuqoridagi xossa VaeEN uchun o'rinli  ekanligini
isbotiaylik.

a2 = 1 uchun o‘rinli ekanligini ko‘rdik. a=m uchun m+b=b+m
deb faraz gilaylik,

a=m+] uchun {m+1)}tb=b+(m+1l) ekanligini ishotlaylik. U
holda (m+1)+b=m+{1+b)=m+(b+1)=(1°-x0ssaga asosan) = (nr+b)
1 1 =[ta’rifza asosan} = (b + mj + I = b + (m + 1) [farazga
asosan] tekslik o'rinfi.

Demak, a + b = b + a (4-aksiomaga asosan).
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5.9. Nomanfiy butun sonlarni ko‘paytirish amalining
aksiomatik ta'rifi. Ko‘pavtirish gonunlari

Natuaral sonlarni ko‘paytirish amali ta’rifi va xossalari.
Har biri a ga teng bo‘lgan b ta natural son yig‘indisi
ata+a+--+a ni topish talab qilingan bo‘lsin. Bunday

b ta
ko‘rinishdagi yigindini hisoblash ko‘p hollarda amaliy jihatdan

giyinchilik tug*diradi. Shuning uchun bir xil go‘shiluvchilar
yigindisini topishni osonlashtirish maqgsadida  yangi amal
kiritiladi. Bu amal ko*paytirish amali deb yuritiladi.

Ta’rif. Har biri ¢ ga teng bo‘lgan b ta go‘shiluvchining
vig'indisini topishga ko‘paytirish amali deyiladi.

U axb yoki a - b ko‘rinishda belgilanib, a sonining b soniga
ko‘paytmasi deb ataladi.

Demak,a b=a+a+a+ -+ a. Bundaa- b-ko'paytma,

bta

a, b —ko*pavtuvchilar deb yuritiladi.

Ko*paytirish amalining aksiomatik ta’rifi quyidagicha:

Ta’rif. a natural sonining b natural soniga ko‘paytmasi deb,
shunday algebraik operatsiyvaga aytiladiki, unda

IJa-1=a,

2ya-(b+i)=a'b+a bo'ladi.

Bu ta’rif yordamida bir xonali sonlar uchun ko‘paytirish
Jadvalini tuzishimiz mumkin.

Masalan, a) 2 ni ko*paytirish jadvalini tuzaylik:

2:1-2

2-2=0-(141)=2- 1 +2=242=4

2-3=2-(2+1)=2-242=4-+2=6

2-4=2-(3+1)=2-34+2=6+2-8

b) 3 ni ko‘paytirish jadvalini tuzavlik:

3-1=3.

3-2=3-(1+1)=3-1+3=6

3:3=3(2+1)=3-2+3=6+3=9

3-4=3(3+1)=3-3+3=9+3=12
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Ko‘pavtirish amali quyidagi xossalarga ega.

1°. Distributivlik xossasi (chapdan).a-(b+c¢)=a-b+a- ¢,
ya'ni natural sonning boshga ikki natural son yig'indisiga
ko‘paytmasi. shu sonning har bir go'shiluvcin bilan ko'pay-
tmasining yig ‘indisiga teng.

Isbot. Bu xossani isbotlashda matematik induksiva metodidan
fovdalanamiz.

c=1luchuna (b+1)=a -b+a-1=a b+ato'g'riboladi

c=nuchuna  (b+ n)=ab+ anto'grideb taraz gilamiz.

¢ =n+ | uchun bu xossaning 1o g‘riligint ishbotlaymz.

a-(b+n+l)=a [(b+n)+1]|=a(b+n)t+a- | = [ta’rifga asosan)

=ab+an+a= |farazga asosan)

=ab+a(n+1)=|ta’rifga asosan).

Demalk, a-(b-+c)y=ab-+ac bo'ladL

2°, Distributivlik xossasi (0‘ngdai)x(a+b) c—a-ct+b-¢ bo‘ladi.
va'ni ikkita son yig'indisining uchinchi son bilan ko‘paytmasi,
har bir sonning uchinchi son bilan ko‘paytmasining yig‘indisiga
teng.

Isbot. Buni matematik induksiya metodi yordamida amalga
oshiramiz.

¢ = 1 uchun (ath)-c=(a+h)-1==a-1+b- 1 to*2 ri ho'ladi.

¢=nuchun (a +byn=an* bntogrideb faraz gilamiz.

¢~ n+l uchun {a+ b} - (n+ 1) ni to'g'ri bo*lishini isbotlaymiz.

(a-tb)(n+1y=(a+b) n+(atb)=(ia'rifza asosan)}

=an+bni+a+b= (farazga asosan)

=an+a+bn+b=(yigindining o'rin almashtirish xossasiga asosan)

= a(n+1)+b{n+1) (ko‘paytirish ta’rifiga asosan).

Demak. (2 + b)(n -+ 1) uchun yuqoridagi xossa te'g'ri ekan.
Bundan {a+b) ¢=a-c+b-¢ boladi.

3°. Ko‘paytirishning o‘rin almashtirish xossasi. a'b=b-c,
va’'ni ko‘paytuvchilarning o‘rnini o'zgartirish bilan ko paytma
o‘zgarmaydi.

Isbot. Bu xossam ham matematik induksiya metodi yordamida
amalga oshiramiz.

a=luchunl -b=b=hb-1bo'lib, bu xossa o'rinli bo'ladi.
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a=nuchun n- b= b n deb faraz qgilaylik.

a=n+ | uchun to*g’ri ekanligint isbotiaylik.

a-b=(n+1)-b=nb+1! b = (ko'paytirishning chapdan distributivlik
xossasiga asosan) = b-ptb=(farazga asosany = b-(nt+l)
(ko*paytirishning o‘ngdan distributivlik xossasiga asosan).

Demak, (nt1)-b=b-(n+1). Bundan a-b = h'a ekanligi kelib
chigadi.

4°. Ko‘paylirishning guruhlash xossasi.  (a-b)c=a(bc)
bo*ladi.

Isbot. Bu xossani ham matematik induksiya metodi yordamida
isbotlaymiz.

(a'b) I=ab=a-(h-1) to‘'g"ri bo‘ladi.

¢=n uchun {a'b)-p=a-(b'n) deb faraz qilamiz. ¢=ntl uchun
to‘g'riligini isbotiaymiz.

C=1, (a'b)-(n11)=(a-b) nlab = (ko'paytirish ta’rifiga asosan)

= a-{b-n)ta'b = (farazga ascsan) = a-(b-nitb) = a(b-(ntl1))
(ko*paytmaning distributivlik xossasiga asosan).

Demak, {a-b)(n+1) = a(b(n+1)). Bundan (a-b)c=a(b-c).

Natija. Ilar ganday natural sonning 0 soni bilan ko ‘paytmasi
nolga teng.

Hagigatan ham, 0-a=0 + 0 + 0+ ...+ 0=0.

@ tar

Nazorat uckun savollar:
1. Natural sonlarni go*shish ta’rifini ayting.
2. Natural sonlarni goshish xessalarini ayting va asoslang.
3. Nomanfiy butun sonlar ko'paytmast (a’rifini ayiing, uning
mavjudligi va yagonaligi haqidagi fikrni asoslang.
4. Nomanfiy butun sonlar ko‘paytmasining xossalarini ayting
va asoslang.

5.10. Ayirish va bo‘liskning ta’rifi, Nolga bo‘lishning mumkin
emasligi. Qoldiqli ba‘lish

Ayirish amalining ta’rifi va xossalari. Aytaylik, bizga ikKita
qo‘shiluvchining yig‘indisi ¢ va go‘shiluvchilardan biri b berilgan
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holda ikkinchi qo’shiluvchini topish talab qilinsin. Demak,
-shunday x sonini topish kerakki, bunda ¢ = b + x bo*Isin.
I-ta’ri{. Berilgan a sondan / sonni ayirish deb, b ga
go‘shganda a hosil bo‘ladigar x sonni topishga aytiladi.
Bunda: ¢ — kamayuvchi, & — ayiriluvchi; x — ayirma deb
yuritiladi va x = a - b ko'rinishda voziladi.
‘Ta’rifdan  ko‘rinadiki, kamayuvchi  ayiriluvchi  bilan
ayirmaning vig*indisidan iborat bo’ladi. Demak,
a-bh=x= a=4h+ x Bundan ko'rinadiki, yig‘indining
monotonligiga asosan kamavyuvchi ayiriluvchidan katta bo*ladi,
ya'ni a>b. Nomanfiy butun sonilar to‘plamida kamayuvchi
aywriluvchidan katta voki unga teng bo‘lgan hoidagina ayirish
amali aniglangan bo‘ladi. Ya'ni a=b bo‘lgan holda « - b ayirma
mavjud bo‘ladi.
Avyirish amali quyidagi xossalarga ega:
1°. Agar ikki sonning ayirmasiga ayirifuvchi qo‘shilss, kama-
vuvchi hosil bo'ladi, va'ni ¢ - b = ¢ bo'lsa, @ = b + ¢ bo*ladi.
Ishot. Ta'rifga asosan a =b + ¢ yoki ¢ + b = a. Lekin
c=a-b=¢c+b=(a-by+b=a.
27, Agar ikki sen vigtindisidan qo*shuvchilardan biri ayicilsa,
ikkinchi go‘shiluvchi hosil bo‘ladi, ya'ni
(va, beN) [(a+Db)-b=aj.
3°. Derilgan songa ikki sonning ayvirmasini qo‘shish uchun
kamayuvchini qo‘shib, ayiriluvchini ayirish kifoya, ya'ni
(Va,b,cEN)fat+(b-c)y=(a+b)-cl.
4° Berilgan sondan yig'indini ayirish uchun bu sondan
qo‘shiluvchilarni birin-ketin ayirish kifoya, ya ‘ni
(va,b.eN)[(a-(b+c)y=a-b—c].
59 Berilgan sondan ayirmani ayirish uchun kamayuvchini
ayirib, ayiriluvchini qo‘shish kifoya. yva ‘ni
{va,b,ceN)la-(b-c)y=(a-b)+c].
Natural sonlarni bo‘lish ta’rifi va xossalari.
2-ta’vif. [kki ko‘paytuvchining ko‘paytmasi va  bir
ko' paytuvchi berilgan holda ikkinchi ko*paytuvchini topish amali
be*lish amali deyiladi.
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Bunda berilgan ko‘paytmani ifodalovchi son — bo‘linuvchi,
berilgan ko'paytuvchi — bo'luvehi, izlanayotgan ko'paytuvchi —
bo'linma deyiladi.

Agar a - ko‘paytma, & - berilgan ko'paytuvchi, ¢ —
izlanayotgan ko‘paytuvchi bo'lsa, u bo‘lish amali yordamida
a:b~c ko‘rinishda belgilanadi. Ta'rifdan ko‘rinadiki, bo'lish
amali ko‘paytirish amaliga teskari amal ekan.

Bo‘lishamali bir giymatlidir.

Masalan, a) 9:3=3; by 21:7=3; d) 111:3=37.

Bo‘lish amali quyidagi xossalarga ega.

1°. Ko'paytmani noldan farqli biror songa bo'lish uchun
ko'paytuvchilardan birini shu songa bo‘lish kifoya, ya’'ni

{(a-b):c=(a:c) b, bunda a soni ¢ ga karrali bo*ladi. ya'ni ¢ soniga
butun marta bo*linadi.

Isbot. (a-b):c=x bo‘lsin, a-b= c¢-x. Lekin, {a:c)-c=a boladi.

U hoida (a:c) cb = cx=>(a:c)-b=x=(a:c)-b=(ab):c bo'ladi.

2°. Biror sonni ikki sonning bo‘linmasiga ko'pavtirish uchun
shu  sonni  bo'linuvchiga ko'paytirish  va  hosil  bo‘Tgan
ko’ paytmani bo‘tuvchiga bo‘lish kifoya, ya'ni

(Va, b, ceN) {a- (b:¢)=(a'b): ).

Isbot. a -(b : ¢) = x bo'lsin.

Tenglikning ikkala tomonini ¢ ga ko'paytirsak, a-(b:xc) c=xc
bo' ladi.

Lekin (b : ¢) - ¢ = b bo‘ladi. Bundan ab = xc. U holda ta’rifga
asosan (ab): ¢ = x bo‘ladi. Demak. (ab):c=a - (b:¢).

3% (Va, b.ceNYla: (b-c)y=(a:h):c=(a ©)b].

Isbot. a:(b-c)=x desak, a=bc'x bo'ladi. Tenglikning ikkala
tomonini b ga bo‘lsak a:b=c-x bo‘ladi. U holda bo'lish ta’rifga
asosan (a:b):c=x bo*ladi.

Demak, (a:b):c=(a:c):b bo‘ladi.

4°. (va.b,ceN)[a:(b:c)=ac:bl.

Isbot, a:(b:c)=x desak, a=(b:c)-x bo'ladi. U holda tenglikning
ikkala tomonini ¢ ga ko‘paytirsak, a-¢=[(b:c)-¢]-x bo‘ladi. Bunda
(b:c) c=b ekanligidan a-c=b-x bo‘ladi. Bundan (a c):b=x boladi.

Demak, a:(b:c)y=(ac):b.
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39 (Va, beNy, cENYa:cAb:cy=[(at+b). c=a :c+ b .

Isbot. (atb):c=x bo‘lsin. U holda a=(axc).c va b=(bcc)-c.
Bundan  (a:c)et(bic)c=ex  yoki  {(a:c)t(bwc)|ic=cx  yoki
axctbie=x. Bundan a:ctbic=(atb):c bo*ladi.

6°. (Va, bENg, YeENYa:chab:e)=(a-b):c=a:c-b:c.

Isbot. (a-b):c=x desak, a-b=cx bo‘ladi. a=(a:c)¢c va b=(b:c) ¢
desak, {(a:c)c-(b:cyc=cx. bundan [(a:c)-(bic)]-c=cx. U holda
tenglikning ikkala tomonini ¢ ga bo*lsak, a:e-be=x.

Demak; a:c-b:c=(a-b):c tenglik to'g ri ekanligi ma’fum bo*idi.

Nazorat uchun savollar

. Ayirish va bo*lishning ta'riflarini ayting.

2. Ayirish va bo‘lishning komponentlari natijalari nomini
ayting va ular orasidagi boglanishni ko'rsating.

3. Ayirish va bo'lishning qanday qoidalarga bo‘ysunishini
ayting. Ba’zi qoidalarni asoslang.

4. Boshlangich siflarda bu goidalarni qo‘llashga doir
misollar keltiring.

5.11. Nomanfiy butun sonlar to‘plamining xossalari. Natural
sonlay gatori kesmasi va chekli to‘plam elementlari soni
tushunchasi. Tartib va sanoq natural sonlari

Nomanfiy butun sonlar to‘plamining xossalari. Yugqorida
aytilgan  fikrlarni  umumlashtirib, nomanfly butun  sonlar
to‘plamining xossalarini sanab o‘tish mumkin:

I. Nemanfiy buiun sonlar to‘plamida eng kichik element
mavjud va u 0 ga teng. Bu csa to'plamning quyidan
chegaralanganiigini bildiradi.

2. Nomanfiy butun sonlar to‘plamida eng katta element
mavjud emas (2-aksiomaga asosan). Shuning uchun Ny to‘plam
cheksiz va yuqoridan chegaralanmagan.

3, Nomanfiy butun sonlar to‘piami diskret.

Diskretlik nomanfiy butun sonlar to‘plarnida har bir natural
sondan bevosita keyin va oldin keladigan sonlarni ko‘rsatish
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mumkinligi bilan izohlanadi. Faqat 0 hech ganday sondan keyin
kelmaydi. Boshqacha aytganda, ikkita ixtivorly nomanfly butun
son orastda chekli sondagi nomaniiy senlar joylashgan.

4. Nomanfiy butun sonlar to‘plami «<» mwunosabati orgali
tartiblangan. (Bu xossalar izohi tegishlt bo' limiarda qaralgan edi.)

N natural sonlar to‘plamiga tartib munosabatini kiritamiz.
Bunda biz birinchi va to‘rtinchi aksiomalarga hamda sonlar
yig‘indisi ta’ritflariga asoslanamiz.

«a natural son b natural sondan kichik» ta’rifini keltirib
chiqarishda chekli to'plamlarga bog’liglikdan foydalanamiz.

Bizrga ma’lumki chekli A to'plam bilan bo‘sh bo‘lmagan
chekli B to'plam birlashmasi C=AUB (ANB=0) A to'piam-
dagidan ko'p elementlarga ega boladi. Bu esa quyidagi ta’rifga
olib keladi:

Ta’rif. Agar ¢ va b natural sonlari uchun shunday bir ¢ natural
soni mavjud bo‘lib, a+c=h munosabat o'rinli bo‘lsa, a natural
soni b natural sonidan kichik deviladi va a<é ko‘rinishda
yoziladi.

Masalan, 5<7. bu holda shunday natural 2 soni mavjudki.
2+5=7 bo‘ladi.

a<b rnunosabaidan foydalanib, 4-aksiomani quyidagicha
ifodalasl mumkin:

4'-aksioma. N natural sonlarning bo‘sh bo‘lmagan A to‘plam
ostida eng kichik son ber, ya'mi shunday sonni a desak. A to'p-
lamdagi a dan fargli barcha x sonlari uchun a<x bajariladi.

Endi «<» munosabatini N to‘plamda gat’ty tartib munosabati
ekanini ko'rsatamiz, va'ni bu munosabal tranzitiv va asimmetrik.
Aytaylik, a<tb va b<<c bo‘lsin. Ta’rifga asosan shunday & va ! son-
lari topiladiki b=a+k, ¢=b+{bo'ladi. U holda ¢= fa+k) 1.

2- aksiomaga asosan c=at(ktl), kvl natural zon bo'lgam
uchun tenglikdan a<c. Demak, a<b va b<tc dan a<c kelib chiqadi.
Bu esa < munosabati tranzitiv ckanligini ko*rsatadi.

«<» munosabati asimmetrik ekanligi 4-aksiomadan ko‘rinadi.
Bu aksiomaga asosan natural sonlar to‘plamining bo‘sh
ho‘lmagan 4 to'plamida eng kamida bitta eng kichik element a
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bor. A4 da bu clement bir qiymatli aniglangan va bundan boshga
cng kichik element yo'q ckanligini ko‘rsatamiz. Aytaylik, @ dan
boshga eng kichik b clement bor bo‘lsin, u holda a<bh va b<a
bajariladi. Bunday bo‘lishi esa mumkin emas. Shunday qilib, «<»
munosabati N to*plamda gat’iy tartib munosabati ckan. Bu tar-
tibning chizigli ckanini ko'rsatamiz, ya’ni ixtiyoriy ikkita turii xil
@ va b natural sonlar uchun a@<b va b<g munosabatlardan biri ba-
Jariladi. Hagigatan ham ikkita elementdan tashkil topgan A={a;
b} toplamni claylik.

4'- aksiomaga asosan bu to‘plamda eng kichik clement bo’lishi
kerak. Agar bu element a bo‘lsa, a<h, agar bu element b bo'lsa,
b<a munosabat o*rinli.

Endi natural sonlarni go‘shish monotonlik xossasiga ega
ckanfigini ko‘rsatamiz.

Agar a<b bo'lsa. u holda ixtiyoriy ceN nchun at+c<h+c ga
ega bo’lamiz (tengsizlikni ikkala tomoniga bir xil soni qo‘shsak,
tengsizlik o‘zgarmaydi). Aslida {a'rifga ko'ra a<b deganda
shunday bir k soni mavjud bo‘lib, b=a~k ekanini bildiradi. Lekin
b+c=(a+k)+e. birincht va ikkinchi aksiomalarga ko'ra bic
—{atk)~c=a+(ktc) —a+(crkj—(atc)tk

Demak, bte=(a+c)tk. Bu esa atc<b+c ekanint biidiradt.

Endi natural sonlarni qo‘shish qisqaruvchanligini ko‘rsatamiz,
va’ni a+c= h+c bo'lsa, u holda a=b ga teng. Astida quyidagi uch
hol bo*lishi mumkin: a<b, b<<a, a=h; Ammo a<h bo‘lsa, u holda
alc<h~c bo'ladi, biz esa a +c=b t¢ deb oldik. Demak «a<& hol
mumkin emas. Shu sababli b<a hol ham mumkin emas, fagat a=5
bo*lgan hol goladi.

Tartib va sanoq natural senlar. Shuni xulosa gilib aytish
kerakki, natural sonlar nafagat migdorlarni oichash va to‘plam
elementlarini sanash uchun ishlatiladi. balki toplam elementlarini
tartiblash ham natural sonlar yordamida amalga oshiriladi. Bunda
chekli to‘plam uchun natural sonlar gatori kesmasi tushunchasi
ishlatiladi.

Ta’rif. Natural sonlar gatorining N, kesmasi deb, ¢ natural
sondan katta bo*lmagan barcha natural sonlar to‘plamiga aytiladi.
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Masalan, N:= {1, 2; 3; 4; 5}.

Ta’rif. A to ‘plam e.ementlarmi sanash deb, 4 to ‘plam bilan
natural sonlar qatorining N, kesmasi orasidagi o'zaro bir qiymatli
moslik o‘rnatilishiga aytiladi.

a somt 4 to'plam elementlari sonmini bildiradl va nid) —a deb
yoziladi. To'plam elementlarini sanash fagat ularning migdorini
aniglab golmay, balki to'plam elementlarmi 1artiblavdi ham.
Bunda har bir elementning sanoqda «nechanchi» ekanligini ham
aytish mumkin bo'ladi. Elemenining ncchanchi bo‘lishi sanash-
ning olib borilishiga bog’liq. Kombinatorikada ko‘rilganidek. « ta
clementh to° plam tartiblanishlari wmumiy soni ¢! ga teng bo'lgani
uchun bu turli usullar bilan sanalganda element taritb nomeri al
marta o‘zgarishi mumkin degani. Lekin qanday usul bilan sanal-
masin, to‘plam elementlari soni o‘zgarmasdir. Demak, «nechtar
savoliga javob beruvchi patural senlar migdoriy, «nechanchis
savoliga javob beruvchi natural soniar tariib natural soniar
deviladi. To'plam oxirgi elementining tartib nomeri bir vagida
to‘plam elementlari sonini bildiradi. Demak, saneq 19-clementida
tugasa, to‘plamda 19 ta element bor degan xulosa chigaritadi.

Nazorat uchun savollar

1. Nomanfiy butun sonlar to*plamming xossalarmm ayting.

2. a natural seni b natural sonmdan gachon kichik deyiladi?

3. Kichik munosabati N to'plamda tartib munosabati
bo*lishini izohlang.

4. Natural sonlar to‘plamini chegaralanmaganligi  va
diskretligini tushuntiring.

Mashqiar

1. Quyidagi tengliklarning tuzilishidagi gonuniyatni aniglang
va uni umumlashtiring: 13 =13, ¥ + 23 =1+ 2)%, 1P + 2% +
3% =(14+2+3)4..

2. a4 +ag+... +anylg indini Yunon harfi 3, dan foydalanib,

iy a; ko' rinishda belgilash mumkin: 370, a;= a4 +ag +...+a,.
Quyidagi vig*indilarni yoyib yvozing:

"9 . FRFERTY
a) ZI:I:Z_" b) ZI’ » C) 2‘{+] d)zri_l;l_)_
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e
3.~ belgisi yordami bilan yozing,.

172 243 7 e
by1-4+2-7+3:10+...+u(3a+1).
4. a,-a, -a,-..-a, ko'paytmani yunon harti || («pi») dan
fovdalamb e, a; ko rinishda belgilash mumkin: [IiL, q; = a, -
S PRI
Ko‘paytmani yovib yozZing:

a) ¢ 1—[ iy n i+l ;c) ]_[(7_q),d) n,

) Cu-i el
5 hu paylmalarnl I belgisi yordami blldn yozing:
1 1 . 1 .
8) (1015 (I
pyl3 213
2610 14

6.  To'ligmas induksiya yordamida «m xonali natural son X
ning oxirgi # ta raqamlaridan tuzilgan son 27 ga (3" ga) bo*iinsa, K
sonining o‘zi ham 2" ga (3" ga) bo‘linadi». degan farazni aytish
mumkinmi?

7. Qadimgi Samargand madrasalari o‘quv go‘llanmalarida
sonlar ustida bajarilgan amallar natijalarini tekshirishda mezon
usulidan foydalanganlar. Mezon arabeha soz bo'lib, o'zbek tilida
«o'lcham», «o'lchov» kabi ma'nolarni beradi. Eslatilgan o'quv
go‘Hanmalarda sonning mezoni sifatida, shu sonni 9 soniga
bo*lishda hosil bo‘ladigan qoldiq olingan. Masalan., § sonining
mczoni 8 soniga, 21 sonining mczoni 3 soniga teng deb olingan.
Induksiyvadan va 9 ga bo‘linish beigisidan foydalanib, quyidagi
tasdiglarni isbot giling:

a) ko'p xonali sonning mezoni shu son tarkibidagi raqamiar
yig'indisining mezoniga teng. Masalan, 467 ning mezoni
4+6+7=17, |+7=8,

b} ikki son ko*paytmasi (ayirmasi, bo’linmasi)ning mezoni shu
sonfar mezonlarining ko‘paytmasiga {ayirmaga. bo‘linmaga) teng.

8. n ning barcha natural giymatiarida tengsizlik o‘rinli bo'li-
shini isbotlang:

157



ay 2" >n+1;
) LI T NPT
n 2 2" ~1

) (M+a) 2V+na huyerda a>—1.

9. n ning barcha natural qivmatlarida tenglik o‘rinli bo*lishini
isbotlang.

a2 434+ 4w’ —’?;%jjﬁi

10. Ketma-ketliklarning n-hadi formulasini toping:

a)2. 4.6, 8,10, .. ;

b)1.3.5.7,9. 11, ..;

d) 5, 10,15, 20.25....;

e)1.4.9,25, ..

BHl,-2.3,-4.5-6,7 -8, ..

113 SR SRS B S

5.12. Natural soniar migdorlarni o*lchash natijasi sifatida.
Natural son kesma olchami sifatidsa

Kishilarning turmush facliyatida fagat buyumlarning sanog' it
bilishgina emas, balki turli miqdorlarni — uzunlik, massa, vagt va
boshqalarni ham o*ichashga to‘g'ri keladi. Shu sababli natural
sonlarning paydo bo‘lishida sancqqa bo‘lgaun  ehiiyo} bilan
o‘lchashga bo‘lgan ¢htivoj ham sabab bo‘ldi. Natural songa
bunday yondoshish bilan bog'lig bo‘lgan hamma nazariy
dahillarni bitta kattalik-uzunligi misclida garaymiz.

Kesmalarni taggoslash. Kesmalar ustida amallar, Bizga
a={AB] va b=[BC] kesmalar berilgan bo'isin. Bu kesmalarga
teng kesmalarni bosht O nugtada bo‘lgan biror nurga qo‘yamiz.
0OB;=a va OC;=b kesmalarni hosil qilamiz. Bunda uvchta hol
bo‘lishi mumkin:
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1) B, va C; nugtalar ustma-ust tushadi (3.2-a rasm). U holda
OB, va OC, bitta kesmani ifodalaydi, demak a=b;

2) €y nugta OB; kesma ichida yotadi (5.2-6 rasm). U holda
OC, kesma OB, kesmadan kichik (yoki OB; kesma OC,
kesmadan katta) deyiladi va quyidagicha yoziladi; OC; < OB,
(OB>0C,)) yoki b<a (a>b),

3) By nugta OC, kesma ichida yotadi (5.2-p rasm). U holda
OB; kesma OC; kesmadan kichik deyiladi. OB; <OC, yokia <
b ko‘rinishda yoziladi.

B, B, 3,
= (}} & , Val c,
al &) 8)

5.2-rasm

Kesmalar ustida turli amallar bajariladi.

-ta’vif: Agar wy, ay ., Gy keﬂ;ma:'ffmfng bivlashimast @
kesmaga teng bolib, kesmalar biri-biri bilan ustma-ust tushmasa
(va'ni ickki nugtalarga cga bo'imasa) va bir kesma uchi ikkinchi
kesmaning boshiga ustma-ust tushsa, u holda a kesma a;. >, ... ,a,
kesmalarning yig'indisi deyiladi (5.3-rasm) yig'indi quyidagi
ko rinishda yoziladi:

a—a; ... T a,

£1_"' 2 z a3 a)z
5.3-rasm

2-ta’rif. ¢ va b kesmalarning ayirmasi deb, shunday ¢ kesmaga
aytiladiki. uning uchun h+c-a tenglik bajariladi.

a va h kesmalarning ayirmasi quyidagicha topiladi. a=f4B/
kesma yasaladi va shu kesmada & kesmaga teng [4£] kesma
ajratiladi. Natijada c= {EB] kesma hosil bo*ladi (5 4-rasm).

A a B C s D A E B

——————y

5 4-rasm



a-b ayirma mavjud bo‘lishi uchun a kesma b kesmadan katta
bo*lishi zarur va yetarlidir.

Kesmalar ustida amallar quyidagi xossalarga ega:

1) Har qanday a va b kesmalar uchun a+b=>6+a tenglik o‘rinli
{(kesmalarni qo‘shish o‘rin almashtirish gonunga bo" ysunadi).

2) llar ganday a, b, ¢ kesmalar uchun a+b-¢)~fa' b)+c
tenglik o'rinlt (kesmalarni qo‘shish gruppalash qonuniga
bo‘ysunadi)

3} tlar ganday a, b va ¢ kesmalar uchun a<h bo'lsa, v holda
a~c<h+c bo‘ladi.

Natural son kesma uzunligining qiymati sifatida.

Eng avvalo kesmalar uzunligini o‘lchashnr eslaymiz. Kesmalar
to‘plamida birorta e kesma tanlanib, u birlik kesma yoki uzunlik
birligt deyiladi. Keyinchalik esa. boshya kesimalar shu birlik e
kesma bilan tagqoslanadi. Biror a kesma e birlik kesmaga teng n
ta kesma yig'indisidan iborat bo'lsa, u quyidagicha yoriladi:

e+(3+...+e::rt€

—_—
nidr

n natural son a kesma uzunligining ¢ uzunlik blrllglddi‘_,l son
giymati deyiladi (5.5-rasm)

5.5-rasm

Agar uzunlik birligi sifatida boshga kesma olinsa, u holda «a
kesma uzunligining son giymati o°zgaradi.

Shunday qilth, @ kesma uzunligining son givmati sifatidagi »
natural son ¢ kesma tanlab olingan e birlik kesmalarning
nechtasidan iboratligini ko‘rsatadi. Tanlab olingan e uzunlik
birligida bu son yagonadir. Bu sonlar uchun «teng» va «kichik»
munosabatlarini qaraylik. Aytaylik, m natural son g kesma
vzunligining. » natural son » kesma uzurligiming ¢ uvzunlik
birligidagi son qiymatlari bo‘lsin. Agar ¢ va b kesmalar teng
bo‘lsa, ular uzunliklarining son giyvmatlari ham teng bo®ladi, va'ni
m=n;
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Agar a kesma b kesmadan kichik bo‘lsa, u holda m<n boladi
va teskari tasdiq ham to‘g'ri bo‘ladi. Kesmalar va ular
vzunliklarining son givmatlari orasida o‘rnatilgan bog’lanish
kesmalar uzunliklarini tagqoslashni ularni tegishli son qiymat-
larini taqqoslashga keltiradt.

Kesimalarning o‘lchami sifatida qgaralgan sonlar ustida
arifmetik amallarning ta’rifi. Agar natural sonlar kesmalarning
uzunliklarini o‘lchash natijasida hosif bo'lgan bo'lsa, bu sonlarni
go‘shish va ayirish ganday ma’noga ega bo*lishini aniglaymiz.

Qo‘shish. Masalan, 4 va 7 sonlari b va ¢ kesmalarni ¢ birlik
yordamida o‘lchash natijalari bo‘lsin, b=4e, ¢=7¢. 4+7=11 ekani
ma'lum. Bunda 1] soni a=b+¢ kesma uzunligining qiymati
bo‘ ladi.

5.6-rasm

Umumiy holda @ kesma b va ¢ kesmalar yig‘indisi hamda
b=me; ¢=ne bo'lsin. Bunda m va n - natural sonlar. Bu deganimiz,
b kesma m ta, ¢ kesma » ta shunday bo‘lakka bo'linadiki, bu
bo‘laklarning har biri birlik kesma e ga teng. Shunday qilib, m va
n natural sonlar yig‘indisim uzunlikiari m va n natural sonlar bilan
ifodalangan b va ¢ kesmalardan tuzilgan @ kesma uzunligining
giymati sifatida garash mumkin.

Ayirish. Agar g kesma. b va ¢ kesmalardan iborat bo'lib, a va
b kesmalarning uzunliklari m va » natural sonlar bilan ifodalansa
{bir xil uzunlik birligida). ¢ kesma vzunligining son giymati a va
b kesmalar uzunliklari son giymatlari ayirmasiga teng. c—( m-ne

Bundan Lko‘rinadiki, natural sonlarning m-n ayirmasining
uzunliklari mos ravishda m va n naturat sonlar bilan ifodalangan
a va b kesmalar ayirmasi bo‘lgan ¢ kesma uzunhigining qiymatini
ifodalar ekan.

Agar a=7e¢ kesma b va ¢ kesmalardan iborat bo*lib b=3¢ bo‘lsa,
u holda ¢ =(7-4)e=3e bo‘ladi.
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Natural sonlarni qo’shish va ayirishga bunday yondashish
nafaqat kesmalar uzuniiklarini o‘lchash, baiki boshqa migdorlarni
o‘lchash bilan ham bog‘liq. Boshlang‘ich sinf matematika
darsliklarida turli xil miqdorlar va ular ustida amallarga doir
masalalar ko'p. Bu masalalarni yechish ¢sa miqdorlarning
giymatlari bo‘lgan natural sonlar ustida amallar bajarish bilan
bog‘liq bo‘lib, qo'shish va ayirishning ma’nosini aniglash bunday
masalalarni yechishda amallarni tog'ri tanlashga imkon beradi.

Masalan, Karim 5 kg olma, Olim 3 kg nok terdi. Karim va
Olim hammasi bo*lib necha kilogramm meva tergan?

Masala qo‘shish amali bilan yechiladi., Masalani  yechishda
terilgan olmalar massasini a kesma, noklar massasini b kesma
ko‘rinishida tasvirlaymiz {5.7-rasm).

U holda terilgan hamma mevalar massasini a gateng [AB] va b
ga teng [RC’} kesmadan tuzilgan [AC] kesma yordamida tasvirlash
mumkin. [4C] kesma uzunligining son qiymati [45] va [BC]
kesmalar son qiymatlarining yig'indisiga teng bo‘lgani uchun
terilgan mevalar massasini qo‘shish amali bilan topamiz.

24 a

PR - —

a=Sua a=-3 wz
e

e T R — S
5.7-rasm

Miqdorlarning qiymatlari bo‘lgan sonlarni ko‘paytirish va
bo‘lishning ma’nosi. Migdorlarning qiymatlari bo‘lgan sonlarni
ko*paytirish va bo‘lishning ma’nosini ko‘rsatish uchun dastlab
masalalarga murojaat gilamiz.

Masala. Omborxonada har birida 2 litr sharbat bo‘lgan 5 ta
banka bor. Bu bankaiarda hammasi bolib qancha litr sharbat bor.
Bu masalani kesmalar yordamida ifodalaylik (5.8-rasm).

{-bhanka 71

[ —— — ——

J banka =21

e T T T T e T e T e e

21 21 271 Z1 21
5.8-rasm
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Bu masala ko*paytirish amali bilan yechiladi: 2-5=10(]). Nima
uchun?

Bu savolga yuqoridagi rasm yordamida javob beramiz.

5 ta bankada hammasi bo’lib qancha hitr sharbat borligini bilish
uchun 2/+2[+21+2/+21 yigindini topish yetarli. 2 / deganimiz 2-1
ko*paytma bo'lgani uchun yig*indini quyidagi ko‘rinishda yozish
mumkin. 5 ta bir xil go*shttuvchining vigindisini 2-5 ko‘paytma
bilan almashtirib, (2+2+42+2+2) 1=(2-5)- 1/=10-1/=10{ ni hosil
qilamiz. Bu masalada sharbat egallagan hajmning ikki o‘lchov
birligi banka va litr hagida so'z yuritilmogda. Shu sababli bu
masalani boshqa usulda ham yechish mumkin. Dastlab birlik
sifatida bankani olsak. keyin litrga o'tsak, boshqacha aytganda
vangi birlik sifatida litrni olsak 1 banka-2 litr.

U holda 5-1 b= 5-(20=5(2- 1D)=(5-2)-1/=10{

Bundan ko‘rinadiki, natural sonlarni ko'paytirish kattalikning
vangi, yanada imaydaroq birligini tasvirlar ekan. Bu xulosamizni
sonlarga - kesmalar vzunliklarining giymatlariga qo*llab umumiy
ko‘rinichda isbotlaymiz.

a kesma e ga teng m ta kesmadan, e kesmaning o‘zi ¢, ga
teng »n ta kesmnadan iborat bo'lsa, @ kesma uzunligining son
giymati uzunlikning e; birligida m-n ga teng bo'ladi. Haqiqatan
ham, « kesmaning e, kesmaga teng bo‘laklar soni n+n+...+n
ga teng. Shuning uchun u n-m ga teng. Demak, a=¢ mnjer:

Shunday gihib, natural sonlarni ko' paytirish uzunbikning yangi
kirligiga o‘tishni ifodalaydi. Bu deganimiz, agar m natural son a
kesma uzunligining e uzunlik birligidagi qiymati, » natural son e
kesma uzunligining e; uzuniik birligidagi giymati bo‘lsa, m #
ko'pavima o kesma uvzunligining e; uzunlik birligidagi qiymati
demakdir. Kattaliklarning giymatiart bo'lgan natural sonlarni
bo*lishning ma’nesint aniglaymiz.

Masala. Bir bankaning sig’imi 2/ bo‘lsa, 10/ meva sharbatini
qo'yish uchun necha banka kerak bo*ladi?

Masalani yechish uchen 10/ ni kesma bilan tasvirlaymiz va
unda 2/ ni tasvirlovehi kesma necha marta joylashishini
aniglaymiz: 10/ : 2/=5(b)
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Bu masailaning yechilishini boshgacha asoslash mumkin.
Masalada sharbat egallagan hajmning ikki bicligi — litr va banka
garalmoqda, o'lchash natijasini bankalar bilan, ya'ni yangi
birlikda ifodalash talab etilmoqda. Yangi birlikda (bankada) 2 ta
eski birlik (2/) bor.

Shuning uchun. 1/=1b:2 ; 10/ = 10-(1b:2)=(10:2)- ib=5-1b=5b;

Ko‘rinib turibdiki, natural sonlarni bo‘lish migdorning yangi
birtigiga o‘tish bilan bog'lig ekan. Buni umumiy holda ko'rsa-
tamiz. @ kesma ¢ ga teng m ta kesmadan, e; kesma ¢ ga teng # ta
kesmadan iborat bo‘lsin. e, uzunlik birligida @ kesma uzunligini
ifodalaydigan sonni ganday topish mumkinligini aniglaymiz.

e;=n e bo'lgani uchun e=¢;:n. U holda g=me=-mfe;:n)=(m:ne,:

Shunday qilib, kesmalar uzunliklarining giymati bo‘lgan
natural sonlarni bo‘lish uzunlikning yangi (yanada vyirikroq)
birligiga o'tishnt aniglaydi: agar m natural son a kesma uzun-
ligining ¢ uzunlik birligidagi qiymati, n naturai son ¢ kcsma
uzunligining e, uzunlik birligidagi qiymati bolsa, mn bo'linma
a kesma uzunligining e, uzunlik birligidagi giymatidir.

Masalan, agar ga=16e va e; =4¢ bo'lsa, g kesma uzunligining
e, uzunlik birligidagi qiymati 4e; ga teng bo‘ladi:

a=106e=16-fe;:4j— (16 . 4)e; — 4 e;;

Boshlang‘ich sinf matematika darslarida turli miqdorlar
gatnashadigan ko'paytirish va bo‘lish bilan yechiladigan sodda
masalalar ko‘p. Bularni yechishda ko'paytirish bir xil go*shiluv-
chilarni qo‘shish amali sifatida, bo‘lish esa ko‘paytirishga teskari
amal sifatida qaraladi.

Nazorat uchun savollar

1. Kesmalarni tagqostashni tushuntirib bering.

2. Kesmalar ustida bajariladigan amallarni tushuntiring.

3. Kesmalar ustida amallar qanday xossalarga ¢ga?

4. Migdorlarning qiymatlari bo*lgan sonlar ustida bajariladigan
amallarning ma’nosi.

5. Tartib va migdor natural sonlar deganda qanday sonlarni
tushunasiz?
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V1 BOB. SANOQ SISTEMALARI

6.1. Sanoq sistemasi tushunchasi. Pozitsion va nopozitsion
sanoq sistemalari. O‘nli pozitsion sunoq sistemasini targ‘ib
gilishda M.Xorazmiyning roli

Hozirgi kunda har bir gadamda sonlar bilan ish ko‘rishga
to'g'ri keladi. Shuning uchun biz har ganday sonni to‘g'ri
aytishimiz va yozishimiz, ular ustida amallar bajarishimiz kerak.
Buning uchun sanoq sistemalari to'g'risida bilishimiz lozim.
Umuman, sanoq sistemasi deh, sonlarni aytish va vozish hamda
ular usfida amallar bajarishda ishlatiladigan tilga aytiladi.
Dastavval sanoq sistemalari tarixi bifan tanishamiz.

Ma’lumki, son fushunchasi juda gadim zamonlarda vujudga
kelgan. O*sha vaqtning o‘zidayoq sonlarni yozishga zaruriyat
tug'tigan. Yozuv paydo bo'lmasdan oldin kishilar sonlarni ayta
bilganlar, hisob-kitoblar yuritganlar. Bunda ularga torli gqurollar,
eng avvalo qo’l va oyogqdagi barmeqlar yordam bergan.
Shuningdek, yog‘och tayoqchalar, tugunh ip va arqonlar kabi
nisob-kitob ashoblaridan foydalanilgan. Tayoqcha va tugunlar
yordamida sonlarni «yozishrgan. Ammo bunday «yozish» qulay
bo‘lmagan, chunki katta sonlarni vozish uchun anchagina
tavoqeha va tueunlar yasashga to'gri kelgan, bu esa yozuvnigina
giyinlashtirmasdan, balki sonlarni taqqoslashda, sonlar ustida
amallar bajarishda ham giyinchiliklar tug'dirgan. Shuning uchun
sonlarni yozishning boshgacha, telamliroq vsuli vujudga kelgan:
hisoblash ishlart bir xil sondagi elementlardan iborat bo‘lgan
gruppalar bilan olib borilgan.

Masalan, bilta odam ikkita ¢o*} barmoqlari elementlari bir
gruppa hisoblangan. Bunda hisob bir necha odam tomonidan olib
borilgan. Birinchi odam barmoqtarini tartibli ravishda hammasini
buklagandan keyin, ularai yozdiradi va shu zahoti ikkinchi odam
birinchi barmog‘ini bukadi. Undan keyin ikkinchi odam keyingi
o'nliklarni  hisobini olib beradi, uning hamma barmoglari
bukilgandan kevin, gayvtadan barmoqlarini yozdiradi va uchinchi
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odam birinchi barmog’ini bukad1 hisob natijasi taxminan
quyidagicha olib boriladi:

Masalan: uchinchi odamning beshta barmog‘i, ikkinchi
odamning sakkizta barmog’i va birinchi odamning uchta barmog‘i
bukilsa, bu 583 sonni bildirgan. Odamning ikkita go‘l barmogqlari
va ikkita oyog barmoglari gruppa hisoblangan va u 20 ta
elementdan iborat bo‘lgan. Bunday 20 lik hisob-kitoblar Amerika
gabilalarida XVT asrgacha saqlanib kelgan. Fransuzlarda hozir
ham uning goldiqlari bor.

Masalan, ular «sakson kesh» sonini «to'rt marta yigirma va
heshy deb ataydilar. Igtisodiy chtiyajning o'sib borishi natijasida
insoniyat asta-sekin hisoblash usullarini vujudga keltira boshladi.
Ularning keyingi rivoji bundan taxminan besh ming yil avval
gadimgi davlatlar — Vavilon, Misr, Xitoy va boshqalaming shakl-
lanish davriga to'g'ri keladi. Bu davrda sonlar yozuvining vangi
usullari yaratildi. Qadimgi Vavilonda oltmishtadan gruppalab
hisoblaganlar, ya'ni u yerda oltmishli sanoq sistemasidan foyda-
lanilgan.

Masalan, Vavilonlik matematiklar 137 sonini bunday tasvir-
tagan: 137=2-60+17. Albatta bu son belgilar — uchburchaklar va
ponalar bilan yozilgan.

Gap shundaki, gadimgi vavilonliklar yozish uchun loyli
tablichkalardan uchburchakli ponalar bosib chigarganlar. Keyin
bu tablichkalarni quritganiar va olovga twib  kuydirganlar.
Sonlarni yozish uchun ponalarning holatlaridan foydalanilgan:
vertikal helat — uchi bilan pastga ve gorizontal holat — uchi bilan
chapga qaratilgan, Bunda V belgi bir va oltmishni, < belgi —
o‘nlikni bildirgan boshqa sonlar bu belgilar va qoshish amali
bilan tasvirlangan.

VA'AY

Masalan, 6 soni bunday tasvirl :
asalan. 6 soni bunday tasvirlangan: oo

\ATAY
199 soni bunday: VVV< YVV. Oxirgi yozuv sonining oltmishl

VvV
sistemadagi yozuvidir: 604+60+60+10+9=3- 60+19. Biroq gadimgi

Vavilonda paydo be’lgan sonlar vozuvi kamchiliklarga cga edi:
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Unda katta sonlarni belgilash qiyin edi: sanoq sistemasining
asosini — 60 sonini belgilash uchun maxsus belgi yo*q edi, bu esa
ba'zi yozuvlarni turlicha o*gishga olib kelar edi. Oltmishli sanog
sistemasining vujudga kelishida aylanant 360 ta teng bo‘lakka
bo'lish, shu bilan birga yilni 360 kunga bo‘lish asos qilib olingan,
degan taxmin mavijud. Bu sanoq sistemasining goldiglari shu
kungacha saglanib keigan: aylanani 360" ga bo‘lishga yana bur-
chaklarni gradus, minut va sekundlar bilan o‘lchashni ko'rsatish
mumicin.  Qadimgi misrliklar o‘ntalab hisoblagantar. Ularda
maxsus belgilar fagat xonalarni — birlar, o'nlar, yuzlar, minglar va
boshqalarni belgilash uchun ishlatilgan. Birdan to'qqizgacha
bo‘lgan sonlar tayoqchalar yordamida vozilgan.

1-I, 10-N. 100-c. 1000-1

Masalan, 132 sonini misrlikiar quyidagicha: MMM

1234 sonini esa bunday: 1NN ko‘rinishda ayrim
holatlarda tekis qator qilib o‘ngdan chapga yoki ustun qilib
yuqoridan pastga qarab yozilgan.

Masalan, 65 sonini 1NN, INNOT yoki OONELE, NMNIL
ko‘rinishda ham vyozganlar. Yozuvlar ascsan papiruslarda
bo yoqlar bilan bajaritgan. Ba’zan yozish uchun tosh, daraxt, teri,
halst, sopol sinig‘idan foydalanilgan.

Nopozitsion sanoq sistemaiark. Yuqorida sonlarni yozishda
sonmi ifodalovehi belgilarning o‘rni ahamiyatga ega emas.
Shuning uchun sonlarni yozishning bu sistemasiga nopozitsion
sanoq sistemasi deviladi. Misr papiruslarining ayrimlari bizning
kungacha yetib kelgan. Ulardan biri — «Moskva matematik
papirusi» deb nomlangani Moskvada A.S.Pushkin nomidagi
tasvirly san’at davlat muzeyida saglanadi. Shunisi gizigki,
misrliklar  ko‘paytirish  amalini  ikkilantirish  wsuli  bilan
bajarganlar.

Masalan, 25 ni 9 ga ko'paytirish uchun quyidagi amallarni
bajarish kerak bo*lgan.
25:(1+2:2:2)=25+25-2:2-2=25+50-2-2=25+100-2=25+200=225

Bo‘lish amali ko‘paytirishga teskari amal deb garalgan, ya'ni
shunday son tanlangarki, uni bo‘luvchiga ko*paytirganda
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bo‘linuvchi hosil bo‘lgan. Umuman, qadimgi misrliklar va
vavilonliklar yetarlicha katta hajmdagi matematik bilimga ega
edilar, lekin bularning hammasi asosan tajriba xarakierida edi.
Aslini olganda umumlashmalar va isbotlar yo'q edi, ya'ni
matematika fani endigina dunyoga kelmogda edi. Uning keyingi
rivoflanishiga qadimgi Gretsiva olimlaridan Fales (bizning
eramizgacha 624-347 y.), Pifagor (eramizgacha taxminan 580-495
y.), Demokrit (eramizgacha taxminan 460-370 v.), Platon (bizning
eramizgacha 427-347 y.), Yevklid (bizning ¢ramizgacha taxminan
300 y.). Arximed (bizning cramizgacha taxminan 287-212 y.),
Eratosfen (eramizgacha 276-194 v.) va boshqalar katta hissa
go‘shdilar. Bu son haqidagi ta’limotning larixi va rivojlanishidagi
butun bir davrdir. Shuni eslatish kerakki, Qadimgi Gretsiyada
ham nopozitsion sanoq sistemasi mavjud edi. Ular |, 2,3, 4, 5, 6.
7, 8. 9 sonlarni grek alfavitining birinchi to‘qqizta harfi bilan, 10,
20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90 sonlarini ¢sa navbatdagi 9 ta harf
bilan, 100, 200, 300, 400, 500. 600, 700, 800,900 sonlarni golgan
9 ta harf bilan belgilaganlar.

1| a | alpha 10 | ¢ | 1ota 100 | » | tho

2| 7 | beta 20 | w | kappa 200 | o | #igma

3| | ganmua | 30 | 5 | lambda | 300 | 7 | tan

4| & | delta 40 | i | nm 400 | v | upsion
5 |e |epsilon |50 ] » | ma 00| ¢ [ph |

6 |G | vau* 60 1 ¢ | x GO0 | x| clu

70 | zeta 70 | o | omderon | TOO | 1f | psi

8| |eta B0 17 It 800 | v | omega

9 | 8 | theta 90 | G | koppa* | 900 | | sampi

Masalan, 345 sonini Tgi€ ko'rinishda vozilgan, bu yozuvda son
so‘zdan farq qilishi uchun ustiga chiziq qo‘yitgan.

Greklar mingliklarni ifodalashda birliklarni ifodalovchi harfhi
chapdan pastiga shtrix qo‘yganlar.
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Masalan, :Eafé vozuv 2589 sonjni bildirgan. 10006 soni esa
miriado deyilib, M harfi bilan belgilangan. A6Mvf yozuv 340052
sonini bildiradi.

Tkki ming vyildan sal ilgari G'arbiy Yevrepadagi barcha
mamlakatlar va Osiyoning ko‘pgina mamiakatlari gadimgi
rimliklarga  bo‘ysungan.  Rim  imperiyasida  matemaiika
rivojlantirilmasdan, undan faqat amaliy magsadiar uchun
foydalanilgan. Qadimgi Rimdan golgan narsalardan birf sonlarm
yozishning yana bitta usulidir. Rim sanoq sistemasida ham
Qadimgi Misr sistemasidagi kabi beigili sonlar bor:

bir- T, ellik -1,
besh~V, yuz —C,
o'n- X, besh vuz -D),

wing — M

Qolgan hamma sonlar shu belgili sonlarga qo‘shish va ulardan
ayirish orqgali hosil qilinadi. Kichik songa tegishli belgi katta
songa tegishli belgidan oldin turgan bo’lsa, ayirish bajariladi.

Kichik songa tegishli belgi katta songa tegishli belgidan keyin
turgan bo'lsa go*shish bajariladi.

Masalan, IV-to‘rt (5-1=4), XC-to'gson (100-10=20}, X1~
gicg  (50-10=40). VI-olii (5+1=6). CX — bir yuz o'n
(100-+10=110)

Bir necha sonni rim ragami bilan yozamiz.

265 - bu ikki yuz (CC) plyus oltmish, ya'ni ellik plyus ¢'n
(1.X), plyus besh (V). Demak, 265 soni bunday yoziladi: CCLXV;
385 - bu uch yuz {CCC) plyus sakson, va’'ni ellik plyus o‘ndan
3 marta {I.XXX), plyus besh (V).

Demak, 385 soni bunday yoziladi: CCC LXXXV. To'rt, besh
va olti xonali sonlar M harfi (lotincha millming so*zidan olingan)
yordamida yoziladi, uning chap ijomoniga minglar, o‘ng tomoniga
yuzlar, o*nlar, birlar yoziladi.

Masalan, XXXTXuDXXXVT yozuv 39536 sonning.

CCXXXVilly DCXLVI yozuv 2386406 sonning yozuvidir.
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Qadimgi Rus madaniyati greklar madaniyati bilan bog'lig
bo*lgani uchun, ularda ham sonlarning belgilanishi greklardagi
belgilashlarga o‘xshash bo‘lgan, ya'ni sonlarni harflar bilan
belgilashgan.

Pozitsion sanog sistemalari. Pozitsion sanoq sistemasining
vujudga kelishi matematikaning rivojlamishida kaita rol o' ynaydi.
Bu sistemada bitta belgi (raqam) sonlarning yozilishida joylashish
tartibiga ko‘ra turli sonlarni ilodalashi mumkin. Pozitsion
sistemaning vujudga kelish tarixi bilan birmuncha tanishib
o'tamiz.

V-XII asrlarda Sharq mamlakatlaridan Hindiston va Yagin
Sharqda matematika sezilarli darajada rivojlandi. Hindiston va
Xitoyda matematika Misrdagidek bundan 5 ming yil avval paydo
bo’ lgan.

Aynigsa, hind olimlarining arifimetikaga qo‘shgan hissalari
kattadir, chunki ular hozirgi kunda hutun insoniyat go‘llagan
sonlarni o‘qish va yozish usulini va'ni o'nli sanoq sistemasini
kashf gildilar.

Hind matematiklari o‘ylab topgan kashiiyotning mohiyati
shundaki, ular sonlarni yozishda har bir ragamning yozuvidagt
qiymati uning o'rniga, pozitsiyasiga bog’lig.

Masalan, 823 sonidagi 8 ragami 8 yuzlikni, 87 sonidagi o*sha 8
ragami 8 o°nlikni, Y26 sonidagi 8 ragami esa & minglikni
bildiradi. Bundan o°nta ragam yordamida har ganday sonni yazish
mumkin ekan degan xulosa chiqadi. Shuning uchun o‘nli sanoq
sistemasi pozitsion sistema deviladi. Undan tashqari, Hindistonda
birinchi marta xona birligi vo'qligini bildirish uchun noldan
foydalanildi, bu esa sonlar yozuvini takomiilashtirish  va
hisoblashlarni osonlashtirishda katta rof o*ynaydi.

To'g'ri nolning bizga odat bo‘lgan yozuvi birdaniga paydo
bo‘lmagan. Avvalo sonda birorta xona bo‘lmasa, hindlar shu xona
ragamini aytish o‘rniga «bo‘sh» so‘zini aytardilar, yozishda esa
bo‘sh o‘ringa nuqgta qo‘yadilar. Keyinchalik nuqtalar o‘rniga
doiracha chizadigan bo‘ldilar. Sonlar yozuvidagi o'nta
0,1,2,3,4,5,6,7.8,9 belgining hammas: ragamlar deyiladi. Biroq
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bundan 200 yil avval biita belgi — 0 gina ragam deyilar edi.
Sonning o‘nli sanoq sistemasida vozilishidagi ragamlarni ham
gadimgi Hindiston matematiklari o‘ylab topgan. lekin ularning
dasilabki yozilishi hozirgi yozilishidan farq qiladi, raqamlarning
hozirgi formasi kitob bosib chigarish kashf gilingandan keyin -
XV asrda qaror topdi. Nima uvchun Hindistonda kashf gilingan
ragamlar ko'pincha arab ragamlart deyiladi? Chunki VII asrda
vujudga keigan Arab xalifaligi rivojlanishning yuqori darajasida
turgan bir gancha davlatlarni ikki voz vilga yagin o'ziga
bo'ysundirgan edi. Jumladan: Shimoliy Hindiston, Misr, O‘rta
Osivo, Mesopotamiya, Kavkaz orti, Shimoliy Afrika va boshga
daviatlar. Bu katta mamlakatning povtaxtt {markazi) Bag‘dod
shahri edi. Arablar fanning muhimligini tushunar va o*zlari bosib
olgan mamliakatiarning. jumladan, Gretsiya, Hindiston, Orta
Osiyo oiimiarining asarlarini (ishlarinn o'z titlariga tarjima qilar,
o'rganar va to'plar edilar. Birog arab matematiklart qadimgi
huyuk olimlarning asarlarini saglabgina qolmasdan, matematikani
rivojlantivishga katta hissa ham qo‘shdilar. IX  asrning buyuk
olimlaridan biri o'zbek (Xorazm) matematigi Muhammad ibn
Muso al-Xorazmiydir. Uning «Kitob al-jabe» nomli kitobi fanga
algebra nomini berdi. Bu kitobda arifinetik masala va
tenglamalarning yechilish goidalari bayon gilingan. Al-Xorazmiy
o‘zining boshga kitobida Hindisionda kashf qilingan hind
arifmetikasini, va’ni o'nli sanoq sistermasini yoritdi. Uch yuz vil
kevin, ya'ni X1 asrda u lotin tiliga tarjima qilindi va bu kitob
butun Yevropa xalglari uchun arifmetikadan birinchi darslik
bo'lib qoldi. Natijada Yevropa marmlakatlarida Arab davlatida
yvashagan muallif yozgan kitob bo‘yicha o'nli sanoq sistemasi
o'rganilgant uchun o‘nli sistemadagi arab ragqamlari deyila
boshlandi. Bu esa noto'g'ridic. XIT asrdan boshlab Garbiy
Yevropada uzeq davom ctgan turg unlikdan so‘ng matematikaga
qizigish uyg‘ondi, bunga savdo-sotigning kengayishi sabab bo‘ldi.

Yevropada o‘nli sanoq sistemasining tarqalishiga Leonardo
Fibonachchining 1202-yilda chop qilingan «Abak kitobi» yordam
berdi, X1 asrdan boshlab onli sistema joriy qilindi va u XVI
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asrga kelib Garbiy Yevropa mamlakatlarida to‘la foydalana
boshlandi.

XV asr oxirida. Ivan Grozniv podsholigi davrida, Russivada
birinchi bosma matematik kitoblar paydo bo‘idi, bu kitoblardan
magsad turli  amaliy masalalarni yechishda  hisoblashn
osonlashtirishdan iborat edi. Ularda sonlar slavyancha sanogq
sistemasida yozilgan edi.

Rus fanining rivojlanishida Leontiy Filippovich Magniskiy
tomonidan yozilgan «Arifmetika sirech nauka chislitelnaya»
kitobi muhim rol o*ynadi. Ba kitch Pyotr | davrida 1703-yiida
slavyan tilida nashr gilindi, ammo undagi hamma hisoblashlar
o'nli sanog sistemasida bajarilgan edi. Bu kitob vzog vagt barcha
ilm kishilari uchun eng zarur kitob bo'lib geldi, chunki bu kitohda
natagat matematikaga oid materiallar, balki astronomiva,
navigasiya va boshga fanlarning ba’zi bir bo'limlari hagida
ma’ lumotlar bor edi.

(¥nli pozitsion sanoq sistemasida sonlarning yozilishi va
o‘gilishi. Ma'lumki, o'nli sanoq sistemasida sonlarmi vozish
uchun 10 ta belgi (raqam)dan foydalaniladi: 0,1,2,3,4,5,6.7.8,9.
Ulardan chekli ketma-ketliklar hosit qilinib, bu ketma-ketliklar
sonlarining gisqacha yozuvidir.

Masalan, 53 ming +4 vurz+5 o'nt7 bhir 5457 keima-kethik
sonining gisgacha yozuvidir. Bu yig'indini bunday ko‘rinishda
vozish qabul gilingan:

5-10° +4-10% +5-10+7.

Ta’rif. » natural sonning o‘nli yozuvi deb bu sonni

n=ny 105 +n 108 4 . 40y 1040,
ko‘rinishda yozishga aytiladi, bu yerda »n,  n 4y ... . 1, nylar
0,1,2.3.4,5.6,7.8.9 giymatlarni qabul giladi (n, # 0) va ushbu
m=ne 108 w1054+ 10+ g vig'indini  gisgacha
= ... 1y kabi yozish gabul qilingan.

1.10,10°,103, - 10 ko‘rinishdagi sonlar mos ravishda,
birinchi, ikkinchi.... . k+1 - xona birliklari deyiladi, shu bilan
birga bitta xonaning 10 ta birligi keyingi yugori xonaning bitta
birligini tashkil qiladi, ya’ni goshni xonalar nisbati 10 ga — saneq
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sistemasining asosiga teng. Sonlar yoruvidagi dastiabki uchta
xona bitta gruppaga birlashtiriladi va birinchi sinf yoki birlar sinfi
deyiladi. Birinchi sinfga birlar, o‘nlar, yuzlar kiradi. Sonlar
yozuvidagi tortinchi, beshinchi va oltinchi xonalar tkkinchi sinf-
minglar sinfini tashkil giladi. Unga bir minglar. o'n minglar va
yuz minglar kiradi. Keyingi uchinchi xona — millionlar sinfi
bo‘ladi, bu sinf ham uchta xonadan iborat: yettinchi, sakkizinchi
va to'qqizinchi xonalardan, va'ni bir millionlar, o‘n millionlar va
yuz miliionlardan iborat. Navbatdagi uchta xona ham yangi sinfni
hosil giladi va hokazo. Birlar, minglar, millionlar va hokazo
sinflarning ajratilisht sonlarni vozishga va o‘qishga quiayliklar
varatadi.  O‘nli  sanog  sistemasida  hamma  sonlarni
({7 i Ok iyt 10 k-t +... 4+ lO""l'l() (bunda Ny, -1 1 N, koefTitsientlar
0,1,2,3.4.5.6,7.8.9  qgiymatlarni  qabul qgiladi  va  m#0)
ko‘rinishdagina yozmasdan ularning hammasiga nom, ism berish
mumkin. Bu quyidagicha amalga oshiriladi: birinchi o'nta
sonning nomi bor. So*ngra bu sonlardan o*nli yozuv ta’rifiga mos
ravishda va ozgina so‘z go'shish natijasida keyingi sonlarning
nomi kelib chigadi.

Masalan, ikkinchi o'nlikiardagi sonlar (ular 1-10+a; ko'ri-
nishda yoziladij o'n bilan birinchi o‘niikdagi sonlar nomining
go'shilishidan tuziladi: o'n bir, o'n ikki va hokazo. Yigirma so'zi
ikkita o‘nlikni bildiradi. Uchinchi o'nlikdagi sonlar nomi (uiar
2-10+ap ko‘rinishdagi sonlar) yigirma so‘ziga birinchi o*nlikdagi
sonlar nomini qo‘shish natpasida hosil bo'ladt: yigirma bir,
yigirma ikki va h.k. hisobni shunday davom ettirib. to‘rtinchi,
beshinchi, eltinchi, yettinchi, sakkizinchi, to*qqizinchi va o*ninchi
o'nliklarni hosil gilamiz. Navbatdagi o'niiklar mos ravishda
quvidagicha ataladi: o'ttiz, girq, ellil., oltmish, yetmish. sakson,
to*gson. Yuz 5oz o'nta o'nni bildiradi. Yuzdan katta sonlar nomi
(va'ni 1-10%+a;  10+ay ko'rinishdagi sonlar) yuz va birinchi hamda
keyingi o‘nliklardagi sonlar nomidan tuziladi va birinchi yuzhkai
anglatish uchun ular cldiga bir so‘zi yoziladi: bir yuz bir, bir yuz
ikki, ... bir yuz yigirma va h.k. Bu vuelikni keyingi yuziikkacha
te'idirib, ikkita yuzlikka ega bo‘lamiz, u ikki yuz deyiladi. fkki
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vuzdan katta sonlarni hosil gilish uchun ikki vuz soniga birinchi
va keyingi o‘nlikdagi sonlar qo‘shib aytiladi. Har bir yuzlikdan
keyin vangi yuzlik hosil bo'ladi: uch yuz, to'rt yuz, besh yuz va
h.k., o*nta yuz maxsus nom bilan «ming» deb yuritiladi. Mingdan
keyingi sonlar mingga bittadan qo‘shib borish natijasida hosil
bo‘iadi, bu yerda ham birinchi minglik oldiga bir so‘zi qo‘yiladi
(bir ming bir, bir ming ikki va h.k.). Natijada ikki ming, uch ming
va h.k. sonlar hosil bo*ladi, Mingta ming soni maxsus nom bilan
«million» deb ataladi. Yana sanashni davom ettirtb, mingla
millionni hosil gilamiz. Mingta million soni maxsus nom bilan
«milliardy deb amladi. hisoblashlarda million 10°, milliard (voki
biliion) 10°, trillion 10'? kerinishida yoziladi. Shunga o*xshash
undan ham katta sonlarni yozish mumkin. Shunday qilib. milliard
ichidagi hamma natural sonlarni aytish uchun hammasi bolib 22
ta turli so'z ishlatiladi: bir. 1kki, uch, to°rt, besh. olti, vetti. sakkiz,
to'qqiz, o'n. yigirma, o'ttiz, qirg, ellik, oltmish, yetmish, sakson,
to‘gson, yuz, ming, million, milliard. Natural sonaing o°nli yozuvi
sonlarni tagqoslashning yana bir vsulini beradi. Agar n va m
natural sonlar o'nli sanoq sistemasida, ya'ni

nng 108 10%M g 10+ ng, i 70

m=m, 10" + m,, 107"+ ..+ m; 10+me, m, 0

ko‘rinishda berilgan bo‘lsa, quyidagi shartlardan biri bajarilsa,
n soni m dan kichik bo*ladi:

1) k < p (» sondagi xonalar soni » sondagi xonalar sonidan
kichik):

2} k= p. ammo ny< my

3) k=p. np = my. ..., &= m,, aMino Ney < Mgy,

Bu tasdigni ishoisiz qabul qilamiz. Ulardan foydalanib,
sonlarni oson tagqoslash mumkin.

Masalan,

a) 2465<18328, chunki 2465 sonning vozuvidagi ragamlar
18328 senning yozuvidagi raqamlardan kam;

b} 2456 <5287, bunda ragamlar soni bir xil, ammo 2456
sonidagi minglar xonasidagi raqam 5287 sonining minglar
xonasidagi raqamdan kichik;
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¢) 2475<2486, bunda ragamlar soni hamda minglar va yuzlar
xonasidagi ragamlar bir xil, 2475 sonining o‘nlar xonasidagi
ragam 2486 sonining o‘nlar Xonasidagi raqamdan kichik.

6.2. O*nii sanoq sistemusida nomanfiy butun sonlar ustidagi
arifmetik amallarning algoritmi

O‘nlik sanoq sistemasida sonlarni go‘shish algoritmi.

Ma’lumki, har qanday ko'pxonali sonlarni xona birliklari
yig“indisi shaklida ifodalash mumkin. Masalan,

527 =5 ta yuzlik 2 ta o*nlik va 7 ta birlik

yoki 527 =5-100+2-10+ 7 ;

3728=3-10060+7-100+2- 10+ 8-1,

3728 =3-10"+ 7-16°+2-10' + 8-10°.

Dastlab misollardan boshlaymiz.

1-misol.

540+ 126 =(5-10°+ 410+ 0) + (1 10°+ 2: 10 + 6) =

=5+ 1107+ (@E+2)10+(0+6)=610°+6:10 + 6 = 666

2-misol.

364+2423 sonlarni qo*shamiz. Buning uchun qo’shiluvchilarni
koeffitsientli o nning darajalari yig“indisi ko'rinishda yozamiz:

364 + 2423 = (3-10°+6-10+4) + (2-10°+4-10°+2-10+3).

Bu ifodada qavslarni ochib, qo‘shiluvchilar o‘rnini shunday
almashtiramizki, birlar birlar oldida, o‘nlar o'nlar oldida va
hokazo bo‘lsin va yana gavs ichiga clamiz. Bularming hammasini
qoshishning tegishli genunlari  asosida  bajarish  mumkin.
Haqigatan, gruppalash gqonuni ifodalarini qavslarsiz yozishga
imkon beradi:

3107+ 610 + 4+ 2:10°+ 4707+ 2-10 + 3. O'rin almashtirish
qonuniga ko'ra qo'shiluychilar o'rnini almashtiramiz:

Z200° + (3-10° + 4-10%) + (6-10 + 2-10) + (4 + 3). Birinchi
qavsdan 10° ni, ikkinchisidan 10 ni qavsdan tashqariga
chigaramiz. Buni go‘shishga nisbatan ko’paytirishning tagsimot
gonunini qo°llab bajarish mumkin:

2B 4107 (6423 10+ (4+3)
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Ko‘rib turibmizki, 364 va 2423 sonlarini qo’shish fegishli
xonalar ragamlari bilan tasvirlangan bir xonali sonlarni
qo‘shishga keltirildi. Bu yig-indini qo*shish jadvalidan topamiz:

2107+ 7-10°+ 8-10 + 7.

Hosil qilingan ifoda 2787 sonining o' nli yozuvidir.

Endi n=nk'10]‘+nk.|-10k']+...+n0 va m=m 10%m, 10~ +m,
sonlarini go‘shishni ko‘raylik. Agar ikkala sonda ham xona
birliklari teng bo’lib {(agar teng bo‘lmasa teng bo‘lmagan son
oldiga nollar yozib tenglashtiramiz) n; + m, < 10 bo'lsa, vig*indi
quyldagl.uha boladi:

(' 10N my - 1081+ g H(my - 108 +m - 1051+, +m{,)

=(nyermy) 10+ (0 ohmy YO 4 H(ngtm).

Agar n, + m; 2 10 bo‘lsa qo‘shish birmuncha qiyin bo*ladi.

3-misol. Masalan, 394+827 vig‘indini qaraylik.

Qo’shiluvchilarni koeffitsientli o*nning darajalari vig'indisi
korinishida yozamiz: (3-10° + 9:10 + 4) + (8:10° + 2-10 +7).

Qo'shish qonurlari, qo’shishga nishatan kopaytirishning
tagsimot gonunidan foydalanib, berilgan ifodani  quyidagi
ko‘rinishga keltiramiz:

(3+8)10° +(9+2) 10+ (4 + 7).

Ko‘rib taribimizki, bu holda ham berilgan sonlarni go‘shish bir
xonail sonlarm gqo‘shishga keltwildi, ammo 3+8, 942, 447
yig‘indilar 10 sonidan katta, shuning uchun hosil bo*lgan ifoda
biror sonning o‘nli yozuvi bo‘lmaydi. Shunday qilish kerakki. 10
ning darajalact oldidagi koeffitsientlar 10 dan kichik bo'isin.
Buning uchun bir gator almashtirishilar bajaramiz. Avval 4+7
vig‘indini 10+1 ko‘rinishda yozamiz:

(38 10°+ (942)-10 + (10-+1)

Endi qo‘shish va ko‘paytirish gonunlaridan foydalanib,
topilgan ifodani quyidagi ko‘rinishga keltiramiz:

(3+8)y10°+(9+2+1)-10+1i

Oxirgi almashtirishning mohiyatt ravshan: tirlarni qo*shishda
hosil bo*igan o‘nni berilgan sonlardagi o*niiklarga qo‘shdik. 9+3
yig-indini 1-10+2 ko‘rinishda yozib, quyidagini hosil gilamiz:
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{(3+8)-10% + (10+2)-10+1 = (3+8)-10° 10 +2- 10+ 1 =

= (349)- 10"+ 210+ 1

va nihovat 349 yig*indini quyidagicha almashtiramiz:

(11023107 + 2210 + 1 = 1-10° + 2:10° + 2:10 + 1 = 1221.

Hosil bo*lgan ifoda 1221 sonining o‘nli yoruvidir.

4-misol,

3248 + 725 yig'indini quyidagi ko‘rinishda yozamiz.

3848+0725=(3- 10°+8 10°+4- 10+8)HD- 10’47 10°+2-10+5)=

=3 10°+8 107 +4-1048+0-10°+7 10%+2-10+5;

Yigindi xossalaridan foydalanib, bu ifodani quyidagicha

Yozamiz:
3848 + 0725 =(3+0) - 10+ 8 + DY - 10 1 (G 2)- 10+ (8¢ 3) =
=3-10° 15107+ 6-10 + 13=3- 107+ (10+5)- 10° + 6- 10 -+ (10+3)=
=3-10°+ 1-10° + 510+ 6:10 + 1-10 + 3 = (3+1)-107 + 5-107 +
Ho+1)- 10+ 3 =410"+ 5107 + 7-10 + 3 ~ 4573

O'nli sanoq sistemasida yozilgan ko‘p xonali sonlarni go*shish
algoritmi umumiy ko‘rinishda quyidagicha ifodalanadi:

1) lkkinchi go'shiluvchining tegishli xonalari bir-birining
ostiga tushadigan qilib birinchi qo‘shiluvchining ostiga yozamiz,
agar qo‘shiluvchilarning bittasida xonalar soni kam bo‘lsa, uning
oldiga nollar yozib xonalar sonini tenglashtiramiz;

2) Birlar xonasidagi ragamlar qo‘shiladi. Agar yig'indi 10 dan
kichik bo'lsa, uni javobdagi birlar xonasiga yozamiz va keyingi
xonaga (o' nlar xonasiga) o'tamiz.

3) Agar birliklar ragamlarining yig“indisi 10 dan katta yoki 10
ga teng bo'lsa, uni 10+Se. bunda Sy ni javobdagi birlar xonasiga
vozamiz va birinchi qo‘shiluvchidagi o‘nlar ragamiga 1 ni
qo°shamiz, keyin o‘nlar xonasiga o‘tamiz.

4} Ornlar bilan yogoridagi amallarni bajaramiz, keyin yuzlar
bifan va hokazo. Yuqori xona ragamlari qo’shilgandan keyin bu
Jarayonni to* xtatamiz.

O nlik sanoyg sistemasida sonlarni ayirish algoritmi.

{-miscl.

760 —547=(7-10"+6 - 10+9)~(5 - i0°+4 - 10+ 7) =

=(710° =510 + (610 -4 1)+ (9-7) =

=(7=5¥ 10"+ (6D N+ (OG- =210"+2-10+2 =222
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2-misol. 3848 sonidan 725 sonini ayirish talab qilinsin. Dastlab
kamayuvchi va ayriluvchida xonalar sonini tenglashtiramiz.
Ayriluvchini 9725 ko'rinishda yozib, sonlarni o*nning darajalari
ko‘rinishida yozamiz.

3248=3-10°+8-10° +4-10+8

0725=0-10"+ 7-10>+ 2-10 + 5

Endi 3248 — 0725 ayirmani quyidagi ko‘rinishda yozamiz.

3848 — 0725 = (3-10° + 8107 + 410 + &) — (0 10° + 7-107 +
210+ 5) = 3-10° + 8- 10° + 410+ 8~ 0-10° - 7-10° - 2- 10 = 5.

Yigiindi va ayirma xossalaridan fovdalanib, bu ifodani
quyidagicha yezamiz:

3R4R—0725 =G =) 10+ (= 7) 10° + (4 —2) 10+ (8- 5) =
=310+ 1-10°+2-10 + 3 =3123

3-misol. 6157 — 376 ayirmani topish talab gilinsin. Bu holda
ayirish oldingi misoldan givinroq bo'ladi, chunki bu ayirmani

(6-0) 10°+(1-3)- 10°+(5~7)-10+(7—6) ke*rinishda yozib bo'l-
maydi, sababi ayrim gqavs ichidagi ifodalarda ayriluvchi
kamayuvchidan katta. Shuning uchun kamayuvchini quyidagi
ko‘rinishda yozamiz.

610" + 1107 +5:10+7

Bu ifodada 6 ni 5+l ko‘rinishda yozamiz. U holda
6157=(5+1)10°+1-107 -+ 5- 10 +7;
ammo 10° = 900 + 100 = 9-10% + 1010 bo‘lganligidan
6157=510°+(9+ 1) 10°+(5+ 10)- 10+ 7 =
=5-10°+ 10 10°+15-10+7

Demak, 6157 ~376 = (5 -0y 10+ {10 - 3)- 10+ (15— 6)- 10+
HT-6)=5-107+ 7-10°+ 9- 10 + | = 5791

Endi uraumiy holda n = n 105+ n 105 4 ..+ ng va
m = my 10" + my 105"+ ..+ m, soniari berilgan bo'lsin.

U holda m-m ayirma barcha s (0 <s <k} lar uchun ns> m; shart
bajarilganda quyidagiga teng bo‘ladi:

n-m=(m, — my) 10 + (ny — mg.y) 105 +{ng —my).

Shunday qilib, ikki son ayirmasini topish algoritmi quyida-
gicha ifodalanadi:
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1) ayriluvchini mos xonalar: bir-birining ostida bo‘ladigan
qilib kamayuvchining ostiga yozamiz. Xonalar sonini teng-
lashtiramiz.

2) agar ayriluvchining birlar xonasidagi ragam kama-
vuvchining tegishli ragamidan katta bo‘lsa, uni kamayuvchining
ragamidan ayiramiz va natijani avirmaning birlar xonasiga
yozamiz, so‘ngra keyingi xonaga o‘tamiz.

3) agar ayriluvchining birlar ragami kamayuvchining birlar
ragamidan katta, ya’ni n,<m, bo‘lib, kamayuvchining o‘nlar
ragami noldan fargli bo*lsa, kamayuvchining o*nlar raqamini bitta
kamaytiramiz, shu vaqtning o‘zida birlar raqami 10 ta ortadi,
shundan keyin 10+n, sonidan m, m ayiramiz va natijani
avirmaning birlar xonasiga yozamiz, so‘ngra keyingi xonaga
o‘tamiz.

4) agar ayriluvchining birlar ragami kemayuvchining birlar
raqamidan katta bo‘lib. kamayuvchmming o‘nlar, yuzlar va boshga
x onasidagi raqamlar nolga teng bo*lsa, kamayuvchining noldan
fargli birinchi (birlar xonasidan keyingi) ragamini olib, uni bitta
kamavtiramiz, kichik =xonalardagi barcha ragamlarni o‘niar
xonasigacha 9 ta orttiramiz, birlar xonasidagi raqamni esa 10 ta
orttiramiz va 10+ n, dan m, ni ayiramiz, natijant ayirmaning
hirlar xonasiga yozamiz va keyingi xonaga o‘tamiz.

5) keying? xonada bu jarayonni takrorlaymiz.

6) kamayuvchining katta xonasidan ayirish bajartlgandan keyin
ayirish jarayoni tugallanadi.

Ofnlik sanoq sistemasida sonlarni kopaytirish algoritmi,

Ma’lumki, ikkita bir xonali sonni ko*paytirishda hosii bo‘lgan
hamma ko‘paytmalar esda saglanadi. Hamma bunday ko'payt-
malar maxsus jadvalga yoziladi, bu jadval bir xonali sonlarni
ko*paytirish jadvali deyiladi.

325 sonimi 1000 ga ko'paytirishni bajarganda 325 soni ketiga
uchta nolni yozish yetarli, ya'ni 325000 holadi. Hagiqatan ham,
325 = 3-10° + 2-10 + 5 ko‘rinishida yozish mumkin va qo‘shishga
nisbatan kopaytirish distributivlik xossasiga cga bo‘lishidan
104 10%=10" * ga ko'ra,
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325-1000 = (3-10° + 2:10 + 5)-10° = 3-10° + 2-10* + 5-10°
bo‘ladi.

Bu ifodani quyidagicha yozamiz:

3251000 = 3-10° + 2-10*+ 5-10° + 0- 107+ 0- 10+ 0 = 325000

Bundan ko‘rinadiki » sonini 10° ga ko‘paytirish uchun »
sonining o‘ng tomoniga s la nol yozish kitfoya.

Hagqigatan ham, agar n=ngny,...n, soni berilgan bo’lsa, u holda
n=nJo*+ Nyl ol L+ ny ni 10° ga ko*paytiramiz.

- 10%= (m 105+ e 105+ L+ ng) 10°=

= 00X+ 0 107+ 4 ng 1054 0107 + L+ 0.

Demak, 0:10° = nynier...np 000

A

Endi n = mng....np sonini bir xonali m soniga ko*paytiramiz.

nm = (gl 0+ n_ - 10%" + ., +ng)m = mem- 105 + ny e 105+
+ ... Frhgm;

bu yerda n,, m lar bir xonali sonlar, ularning ko‘paytmalaci bir
xonali sonlarni ko‘paytirish jadvalida bor bo‘lib, ularning
natijalari bir xonali yoki ikki xonali sonlar bo*ladi.

nem ko'pavtmani nem = a1 0-+b; ko'rinishida yozish mumkin,
(bunda faqat a=0 bo*lgan holni hisobga olgan holda).

U holda biz quyidagiga ega bo*lamiz:

n-m = (a 10 + b 105+ - 10 + by ) 10N+ L. +(ap 10 + be)=
= (ag 10X T+ a - 105+ ..+ 2 10) + (b 105+ by 10%" + .+ by).

Misol.
487=(4-10+8)7=4710+ 8 7=28-10+ 56 = (2-10+8}- 10 +
+(53:10+6)=2 10"+ (B+35)10+6=210"+(10+3) 10+ 6=
=210+ 10° +3-10 + 6 =3-10"+ 3-10 + 6 =336

Endi ko‘p xonali sonlarni ko' paytirishni qaraymiz:
n = 105+ o 109 4 4+ ne va m = mp 107+ - 107 4.+ mo
sonfari berilgan bo‘lsin. nm ko'paytmani topamiz. Dastlab
ko*paytirish xossasiga ko'ra quyidagini hisoblaymiz:
n-(m, 10™+m,,- 107+ +mg) = (n-my)- L0P+(n-mpy ) 107+, A+remy,

n sonint ketma-ket bir xonali m, my,. ..mg sonlariga
ko*paytirib, natijani 10°,10™', . 1 sonlariga ko‘pavtirib qo‘sha-
miz natijada n-m ko‘paytmaga ega bo‘lamiz.
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Bu esa bizni odaudagi sonlarni ustun shaklda yozib ko*paytirish
goidalarimizga mos keladi.

Masalan, 385

x 24
1540

T 770
9240

Shunday qilib, ko'p xonali sonni ko‘p xonali songa ko‘pay-
tirish ko‘p xonali sonni bir xonali songa ko‘paytirishga keltirildi.

Umuman. o = mh...m  sonni  m = mpm,...n;m, songa
ko‘payiirish algontimini quvidagicha ifodalash mumkin:

1) » ko*paytuvchini yozamiz va uning ostiga ikkinchi
ko‘paytuvchi m ni yozamiz.

2) n sonni m sonning kichik xonasi m. ga ko'pavtiramiz va
n-me ko‘paytmani m sonning ostiga yozamiz.

3) n sonni m sonning keyingi xonasi m; ga ko‘paytiramiz va
memy Ko'paytmani bir xona chapga surib yozamiz. Bu smy ni 10
tra ko‘paytirishga mos keladi.

4) bu jarayonni #-m, ni hisoblaguncha davom ettiramiz.

5) topilgan p+/ ta ko' paylmant qo'shamiz.

O‘nli sanoq sistemasida sonlarni bo‘lish.

Sonlarni bo'lish texnikasi haqida so‘z borar ekan, bu jarayon
qoldigli bo'lish amali kabi qaraladi. Ta'rifni eslaylik. Butun
nomanfiy a¢ sonni & natural sunga qoldigli bo‘lish deb, a=bg+r
va 0<r < b boladigan butun nomanfiy ¢ va r sonlarm
topishga aytiladi. ¢ som esa to‘ligsiz bo'linma deyiladi.

Bir xonali va ikki xonali sonlarni bir xonali songa bo'lganda
bir xonali sonlarni ko*paytirish jadvalidan foydalaniladi.

Masalan, 63 ni 8 ga bo‘lamiz. Ko'paytirish jadvalidan 8-
ustunda 63 soni yo'q. Shuning uchun bu ustunda 63 dan kichik
eng yaqin 56 sonini olamiz. 56 soni 8-satrda bo‘lgani uchun
to‘ligsiz be‘linma 7 ga teng. Qoldigni topish uchun 63 dan 56 ni
ayiramiz: 63 —56 =7.

Shunday qilib, 63 =8-7+7;
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Endit ko'p xonali sonni bir xonafi songa bo*lish qanday amalga
oshirilishini aniglaymiz. 346 ni 4 ga bo‘lish kerak bo‘lsin. Bu
degani shunday to'ligsiz bo‘linma g va # goidigni topish kerakki,
ular uchun 346=4 ¢ + r, 0 < r < 4 bo'lsin,

Shuni aytish kerakki, 346 va 4 sonlarni to‘ligsiz bo‘linmasi g
ga bo'lgan talabni quyidagicha yozish mumkin:

n-g<346 <n(g+ 1)

Avval g sonining yozuvida nechta ragam bo'lishini aniglaymiz.
g bir xonali son ko‘paytmasi plyus qoldig 346 ga teng emas.
Agar g soni ikki xonali bolsa, ya'ni agar 10 <g<100 bo‘lsa, u
holda 346 soni 40 va 400 soniari orasida bo‘ladi. bu esa to"g'ri.
Demak, 346 va 4 sonlarining bo'linmasi ikki xonali son.

Bo'linmaning o'nlar ragamini topish ochun bo'linuvchi 4 ni
ketma-ket 20 ga, 30 ga, 40 ga va hokazo ko'*paytiramiz. 4-80=
320, 4-90=360 va 320<346<360 bho‘lgani uchun to‘ligsiz
bo‘linma 80 va 90 sonlari orasida boladi, ya'ni g = 80 +qu. U
hoida 346 soni hagida bunday devish mumkin: 4-(80+q,) <
346<4-(80+qo+1), bundan 320 + 4-qo < 346 < 320 + 4+(qy +1) va
4-qp < 26 <4-(qot!).

Berilgan tengsizlikni ganoatlantiruvchi ¢, sonint (bo'linmaning
birlar ragamini) ko'paytirish jadvalidan foydalanib topish mumbkin.
gy=6 hosil bo‘ladi demak, to‘ligsiz bo‘'linma gq=80+6=86, qoldig
ayirish bilan topiladi: 346 - 4-86=2.

Shunday qilib, 346 ni 4 ga bo'lganda to'ligsiz bo'linma 86 va 2
goldig hosil bo*ladi: 346 =4-86 + 2.

Bo'lishni ifodalagan bu jarayon burchak gqilib bo'lish deb
nomlanadigan bo*lish asesida votadi.

3464

32 186
26
24
2

Ko'p xonali sonni ko‘p xonali songa bo‘lish quyidagicha
bajariladi.
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Masalan, 6547 ni 57 ga bo‘laylik. Bu bo‘lishni bajarish
shunday butun nomaniiy ¢ va r sonlarni topish kerakki, uning
uchun 6547=57q+r, 0< r< 57 bajartlsin.

Bundan 57q < 6547 < 57(q*+1), ¢ bo‘linmadagi ragamlar
sonini aniglaymiz. Shubbasiz, ¢ bo‘linma 100 va 1000 sonlari
orasida yotadi {u uch xonali}, chunki 5700 < 6547 < 57000;

Bo'linmaning yuzlar ragamini topish uchun bo'linuvehi 57 ni
ketma-ket 100 ga, 200 ga. 300 ga va hokazo ko‘paytiramiz.
57-100=5700; 57-200=11400 va 5700<6347<11400 bo‘lgani
uchun to*ligsiz bo*linma 100 va 200 soniari orasida yotadi, va’'ni
g=100+q;,. bu yerda g¢; ikki xonali son. U holda quyidagi
tengsizlik o‘rinlt bo‘ladi:

57-(100+ q1) £ 6547 < 57-(100 + ¢ +1).

Qavslarni ochib va 5700 sonini ayirib, ushbu tengsizlikka
kelamiz:

57 qu < 847 < 57-(qu+1)

g:; soni tkki xonali. Shuning uchun bo‘linmadagi o‘nlar
ragamini topish uchun bo’linuvchi 57 ni ketma-ket 10 ga, 20 ga,
30 o2 va hokazo ko‘paytiramiz,

57-10—570, 57-20— 1140 va 570 < 847 < 1140 bo‘lgani uchun
10<q,< 20 va q; sonini q,=10+q, ko‘rinishdz yozish mumkin. U
hoida 847 soni hagida quyidagilarni aytish mumkin:

57-(10+ qg) < 847 < 57 (10+qyt1), ya'ni

5710457 g9 < 847< 5720057 (qo +1), 57-qe==77< 57 -(qo +1).

Oxirgt  tengsizlikmi  ganoatlantiruvchi ¢,  sonining
(bo*linmaning birlar raqaminiy 57 ni ketma-ket I ga, 2 ga, ... , 9
ga ko'paytirib tengsizlikni qanoatlantiruvehl g, sonini tanlab
topamiz. 57-4=228. Demak ¢y soni 4 ga g; esa 14 ga, to'ligsiz
bo‘linma q=100+14=114 ga teng. Qoldiq ayirish yo'li bilan
topiladi 6547 - 114-57 =49,

6547 ni 57 ga bo‘lganda, fo°ligsiz bo‘linma 114 ga, qoldiq 49
ga teng., 0547=114-57 -+ 49.

Butun nomanfiy ¢ sonni » natural songa bo‘lishning turli
usitllarining  umumlashmasi quyidagi burchak qilib bo‘lish
algoritmi hisoblanadi:
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Agar a = b bo'lsa, bo‘linma g=1 goldig r = 0 bo*ladi.

Agar ¢ > b bo‘lib, a va b sonlardagi xonalar soni bir xil bo*lsa,
b ni ketma-ket 1, 2. 3, 4, 5, 6. 7. B, 9 ga ko'pavtirib. bo‘linma
tantab olinadi, chunki a < 10-h.

Agar a > b bo'lib, a sondagi xonalar soni  sondagi xonalar
sonidan katta bo‘lsa, ¢ bo'linuvchini yozib, uning o‘ng tomoniga
b bo'luvchini yozamiz va oralariga bhurchak belgisini qo'yib,
bo‘linma hamda goldigni ushbu ketma-ketlikda gidiramiz:

b sonda nechta xona bo'lsa, ¢ sonda shuncha katta xonalarni
yoki, agar zarur bo‘lsa, bitta ortiq xonani shunday ajratamizii,
ular & dan Kalta yoki unga teng o sonni hosil gilsin. & ni ketma-
ket 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9 ga ko*paytitib, ¢y va b sonlarning q,
bo'linmasini tanlab topamiz. g, ni burchak ostiga (5 dan pastga)
yozamiz.

h ni qi ga ko'paytirib, ko‘paytmani ¢ sonining ostiga shunday
yozamizki. hgq, sonning quyi xonasi ajratilgan ¢, sonning quyi
xonasi ostiga yozilsin.

b, ning ostiga chizigcha chizamiz va ayivmani topamiz:

P‘]:dr— b([]

F1 ayirmani bg; sonning ostiga yozamiz. r; ning o°ng tomoniga
a bo‘linuvchining foydalanilmagan xenalaridan yuqori xonasini
yozamiz va chiggan o> sonni b son bilan taggoslaymiz.

Agar chiqqan d; son b dan katta yoki unga teng bolsa, u holda
d ga nisbatan 1- yoki 2-punktlardagidek ish tutamiz. ¢
bo‘linmani ; dan keyin yozamiz.

Agar chiqgan ¢z son & dan kichik bo®lsa, hirinchi chiggan o5
son b dan kaua voki unga teng bo‘lishi uchun keyingi xonadan
gancha zarur bo‘lsa yana shuncha yozamiz. Bu holda ¢, dan
keyin shuncha no! yozamiz. Keyin 3 ga nisbatan 1- yoki 2-
punktlardagidek ish tutamiz. q» bo’linma nollardan keyin yoziladi.
Agar a sonning kichik xonadan foydalanganda s;<b, bolsa, 5 va
b sonlarning bo‘linmasi nolga teng bo‘ladi va bu noini
bo'linmaning oxirgi xonasiga yozamiz, qoldig r = < bo'ladi.

[fodaning giymatini qulay usul bilan hisoblang, hisoblash
usulingizni asoslang:
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. 7549 - (1020 + 2549
(9547 +2395) - 7547
. (3949 + 5027 +'4843) — (2027 + 3843)
Hisoblang:
1P1:1+ 0:428+428 1
2520 17 115 - 18-43310: 71
3) 178—-4-(25-13)--40
4 51017 +24 - 38--80:4
5) 510:17+24 - (3880 :4)
¢) (510:17 1 24) - 38-80:4
Ty (310:17+24) - (38—-80:4)
&) 510: (27+24-38-33-13)
N 2098 -0--1-(207+0:4567)+728 1 1
t0} (627900 : 8050 + 5420635 : 67) - 2458763 : 307 -
999600 : 4900

L'J‘r\)-—

6.3. O'ndan farqli pozitsion sanoq sistemalari: sonlarning
yozilishi, arifmetik amallar, bir sanoq sistemasida yozilgan
sonni boshga sanoq sistemasidagi yozuvga o‘tkazish

Biz asosi 10 bo*lgan sanoq sistemasida har ganday son ushbu
A 05 10N+ #0104+ ng ko'rinishida yozilishini bilamiz,
unda ng. ngg, o0 koeffitsiventlar 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. 9
giymatlarini gabul giladi va n, # 0. '

O'nli sanoq sistemasi pozitsiondir - aynl bir belgl (ragam)
ning qiymati bu belgining shu sonning yozuvida tutgan o‘miga
(pozitsiyasiga) bog'lig.

Ma’lumki, o‘nli sanoq sistemasidan boshga bir gancha
pozitsion sanog sistemalari mavjud va bularni o'nli sanog
sistemasidan  fargi  bu  sistemalarning  asoslari  turlicha
bo‘lishligidir.

Masalan, Vavilonda sanoq sistemasi oltmishli bo*lgan. Bundan
boshga sanogq sistemalar ham ma’lum: o'n ikkili sistema va
hokazo. Umuman, pozitsion sanoq sistemasining asosi ikkidan
katta yoki ikkiga teng istalgan p natural son bo‘lishi mumkin.
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Agar p=2 bo‘lsa, sistema ikkili, p=3 bo‘lsa, uchli, p=10 bo’lsa,
o‘nli sistema deyiladi. p asosli sistemada son qanday yoziladi?

O‘nli  sistemada sonni vyozish uchun 10 ta belgidan
foydalaniladi. 0, 1,2, 3,4,5,6,7.8.9.

Ravshanki. ikkili sistemada sonmi 2 ta belgi, masalan, 0,1
belgilar vordamida, sakkizli sistemada 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7
belgilar yordamida yozish mumkin.

Umuman, p asosli sanoq sistemasida sonni yozish uchun p ta
belgidan foydalanish kerak: 0,1,2, 3, ..., p— 1.

Ta’rif. p asosli sanoq sistemasida # natural sonning yozuvi deb
uning n=ngp* +n;p*' + ...+ mp + ng ko‘rinishdagi yozuviga
aytiladi, bunda ny. ny, ... . ng lar 0,12 . p-1 giymatlarni qabul
giladi va m#0.

Har ganday n natural sonni bunday vagona ko'rinishda yozish
mumbkinligini isbotsiz qabul yilamix,

n soniping n=me pt 4 e P F L. Foapp b one kofrinishini
gisqacha ushbu ko‘rinishda yozish gabul gilingan: n=ny n.;...n;ng

Masalan, to'rt asosli sanoq sistemada, ya'nip == 4 da

34 4 04 + 2:4 1 3 yigtindi n=3023, ko‘rinishda gisqacha
yozish mumkin bo‘lgan biror n sonining yozuvidir.

Bu son quyidagicha o°qiladi: «uch, nol, ikki, tch to‘rili sanog
sistemasidan.

Sonlarni  yozishda turli belgilardan foydalanish nuqtaiy
nazaridan ikkili sanog sisiemasi tejamkoriirogdir — unda sonfarni
yozish uchun fagat ikkita belgi 0 va 1 kerak. Bu sistemada
sonning qisga yozuvi nol va birlardan tuzilgan chekli ketma-
ketlikdan iborat.

Masalan,

101, =1-2°+02°+ 12+ 1;

10001, =1-2*+ 022+ 027+ 02 + [

p asosli sanoq sistemasida yozilgan sonlarni tagqoslash o°nli
sanoq sistemadagidek bajariladi.

Masalan, 2101; < 21025 chunki bu senlarda xonalar soni bir xil
va yugori xonadagi uchta ragam bir xil bo'lib, birinchi sondagt
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kichik xona ragami ikkinchi sondagi o‘sha xona ragamidan
kichik.

O‘ndan boshqga pozitsion sanoq sistemalarida sonlarni
go‘shish.

Boshga sanoq sistemalarida sonlarni go'shish o'nli sanoq
sistemasida qo‘shishga o‘xshaydi. Bunda faqat shu sistemadagi
bir qiymatli sonlarni go'shish jadvalini bilish kerak.

Masalan, ikkilik sanoq sistemasida qo‘shish jadvali quyi-
dagicha:

il 0 | i
0 o 1
r 1 ' 10

Sakkizlik sanoq sistemasida go‘shish jadvali quyidagicha:

[Mn O] 1 | 2 3 4 [ 516 | 7
0 ol 1 2 37 a5 T 6 | 7
12 3] 47561 7 |10
2 2T 5314 75T 6 7 1011
3131415 [ 6 7 110! 11|12
4 415 e | 711011213
5 156 [ 7 [0t 213 14
6 16| 7 [0 111211311415

(7 77wl 2l li5]1e

Yuqoridagi jadvallarga mos sonlarni go*shishga misollar kelti-
ramiz.

1101110, 230 547,
110101, 326 715%
10100011, 557 464,

O‘ndan fargli pozitsion sanoq sistemalarida sonlarni
ayirish. Boshga sanoq sistemalarida soanlarai ayirish o'nli sanoq
sistemasida sonlarni ayirishga o‘xshash, ammo farqi ayirish qaysi
sistemada bajarilayotgan bo*lsa shu sistemalardagi birlik sonlarni
qo‘shish jadvalidan foydalaniladi. Misollar keltiramiz:
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4823,
~ 745,
4067,

Hagigatan ham qo‘shish jadvaliga asosan 59+ 79= 134, demak
139— 50 =7, bo*ladi, boshqgalarini ham shunga o‘xshash ko‘rsatish
mumkin,

O‘ndan farqli pozitsion sanoq sistemalarida sonlarni
ko*paytirish.

O*nli sanoq sisternadan boshga sistemadagi sonlarni ko' pay-
tirish o‘nli sanoq sistemasida sonlarni ko‘pavtirishga o‘xshash.
Bunday ko‘paytirishda shu sistemadagi bir xonali sonlarmi
ko'paytirish jadvalidan foydalaniladi. lkki, uch va oltilik $anogq
sistemalar uchun shunday jadvallarni keltiramiz:

ikkilik sanoq sisiemasi uchun

NSl 1) i
0 0 0
1 0 .

uchlik sanoy sistemast uchun

nn [ 0 1 2 i

0 ] 0 0

1 6] 1 2

2 0 2 v
oltilik sanoq sistemasiuchun - S

nim 0 1] o2 3 A 5
0 1] 0 0 0 0 0
1 0 } 2 3 4 5
2 0 2 4 10 12 14
3 0 3 10 13 20 23
24 10 | 4 12 2 M 32

5 0 | 5 14 23 32 41
Misol. , 43¢

_32

+ 130

213

2300¢
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O‘ndan fargli pozitsion sanoq sistemalarida sonlarni
bo‘tish.

Boshqa sanogq sistemalarida bolishda hisoblashlar burchak
gilib bo‘lishga keltiriladi va unda shu sistemadagi bir xonali
sonlarni ko‘paytirish jadvallaridan foydalaniladi.

Masalan, 10220;:12; hisoblangan (uchlik sanoq sistemasi).

102204 [ 125
101 2104
12
12
_00
00
0

Demak, 102205:125=210,.

Bir sanoq sistemasidan ikkinchisiga o‘tish.

1) Sonning p asosli sistemadagi yozuvidan o‘nli sistemadagi
yozuviga o'tish. # soni p asosli sanogq sistemasida yozilgan
ho‘lsin: n — oy ... M.

Uni ushbu ngp*+ne p'+..tn-p+ng ko'p had ko‘rinishda
yoyib yozish mumkin, bunda nyg,nei,....,n; ng va p sonlar yozuvi
o'nli sistemada berilgan. Bu sonlar ustida o'nli sistemada gabul
gilingan qoidalar bo‘yicha amallar bajarib, » sonning o'nli
yozuvini host} gtlamiz.

Masalan, 2534 sonining o‘nli yozuvini topish uchun uni
2-6™45-643 yig'indi ko‘rinishida yozamiz va qiymatlarini
topamiz: 2-6™+5-6+3=112,

Demak. 253,=112,

2) Sonning o'nli sistemadagi yozuvidan p asosli sistemadagi
vozuviga o'tish,

n sont o'nli sistemada yozilgan bo'lsin. Uni p asosli sistemada
yozish degan so'z ny, n.i. ... . g larning
nenept + ey, plF L m p +ong bo'ladigan giymatini topish
demakdir, bunda

1< n< p. Oénk..;<p, ey 0 1n < 0.
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Digqatimizni ushbu qonuniyatga garatamiz.

n=ny - p*Hn; -p +... 0y -png sonini

n=p- (g p*ine pt it Hng  korinishda yozish mumkin
0< ny < p bo‘lgani uchun » sonining oxirgi yozuvini n sonini p
qoidigli bo*lishdagi yozuv deb qarash mumkin, bunda ng - goldiq,
nk'pk + My pk'2 + ..+ - toligsiz bo'linma. Xuddi
shuningdek, n; - ni hosil bo‘lgan bo‘linmani p ga bo‘lganda
chiggan qgoldiq deb qarash mumkin va hokazo.

Bu gonuniyat sonning o'nli vozuvidan p asosli sistemadagi
yozuviga o'tish jarayoniga asos bo'ladi. »# sonini p pa o'nli
sistemada bo‘lish qoidasi bo‘vicha goldighh bo‘lamiz. Bo‘lishda
chiggan qoldiq sonning p asosli sistemadagi yozuvining oxirgi
raqami bo*ladi.

Chigqan be'linmant yana p ga goidigh bo‘lamiz. Yangi qoldig
n sonining p asosli sistemasidagi yozuvning oxiridan bitta oldingi
raqami boladi. Bo'lish jarayonini davom cttirib, # sonining p
asosli sistemadagi yozuvining hamma ragamlarini topamiz.

Masalan, 97 sonining uchli sanoq sistemasidagl vozuvini
topaylik. ya’ni 97 sonini - 3" + gy - 3™ 4+ L+ 3+ ng
ko'rinishda yozamiz, bunda n, ng.,,..., n; ne lar 0, 1, 2 giymatlarni
gabul giladi. 97 ni 3 ga bo‘lamiz: 97=32-3+1. Bo‘lish natijasida
ny=1 ekanligi topildi. Birog 3 soni oldidagt koeftitsient 3 dan
katta: shuning uchun 32 ni 3 ga bo‘lamiz: 32=10-3+2, ya'm
97=(10-3+2) -3+1=10-3* +2-3+1. Bu ho‘lishda n, =2 ni topdik.
biroq 37 daraja oldidagi koeffitsient 2 dan Katta, shuning uchua 10
ni 3 ga bo‘lamiz: 10=3 - 3+1, ya’ni 97=(3- 3 +]) - 342 34=
3-3 41 3F+2341

Bu bosqgichda n, = 1 ekanini anigladik, ammo 3° daraja
oldidagi koeffitsient 3 ga teng, shuning uchun 3 ni 3 ga bo*lamiz:
3=1-3+0, va'ni

97=(1-340)-3%1-3%+2-3+1=1-30-3° + | -3742-3+1

Oxirgi bo'lishni bajarib, biz n;=0 ekaninigina topmasdan. katta
xona raqamini ham aniqladik. Shuning vchun bo‘lish jaravoni
tugallandi. 1 - 3* + 0 - 3% +1 - 37 +2- 3+i ko‘phad 10121;
sonining yozuvidir. Demak, 97 o = 101 21;.
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Ko‘rsatilgan bu jarayonni burchak qilib bo*lishni bajarib ham
olib borish mumkin. Bunday bo‘lish natijasini yoza borib. katta
xona ragami ketma-ker bo'lishdagi oxirgi bo‘linma ekanligini
esda tutish fozim.

Nazorat uchun savollar

Pozitsion sanoq sistemasi deganda nimani tushunasiz?
O‘nli sanoq sistemasida sonlar ganday ifodalanadi?
Sonlar yozuvidagi sinflarni aytib bering.
O*nli sanoq sistemasida yozilgan soniarni tagqoslang.
O*npdan fargli pozitsion sistemalarda sonlarning yozilishiga
misollar keltiring.

6. Bir sanog sistemasidan ikkinchi sanoq sistemasiga o‘tishnj
misollar yordamida tushuntiring.

7. Yettilik sanoq sistemasida sonlarni qo'shishni misollar
vordamida tushuntiring.

8. Sakkizlik sanoq sistemasida sonlarni ko paytirishni misollar
yordamida tushuntiring.

9. Uchlik sanog  sistemasida  sonlarmt  bo*lishni  misollar
yordamida tushuntiring.

h e e p —

6.4. Nomanfiy butun sonlar ustida arifmetik amallar
bajarisning og‘zaki usullari

Hisoblashning qulay wusullari haqida. Boshlang'ich matema-
tika kursining asosiy vazilalaridan biri bu o‘quvchilarda puxta va
mustahkam hisoblash malakalarini shakilantirishdan iboratdir. Bu
borada asosly e’tibor avvalo hisoblashning og‘zaki usullariga
qaratiladi va mumkin bo‘lgan hamma hollarda hisoblashlarni
og‘zaki bajarish talab qilinadi. Fagatgina katta sonlar bilan
ishlaganda, oraliq natijalarni esda saqlash qiyin bo’lgan hollar-
dagina yozma hisoblash usullariga murojaat qilish tavsiya etiladi.

Qulay hisoblash usuliari nattjani cson, ortiqcha murakkab amal
bajarmasdan tez topishga imkon beradi. Buning uchun o‘qitv-
chining o'zi ham puxta matematik tayyvorgariikka ega bo'lishi,
quiay usullarni qo*llay ofishi va ularning nazariy asoslarini yaxshi
bilishi kerak.
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Ushbu ma’ruzada hisoblashning ba'zi bir usulari nazariy
asoslangan holda beriladi. Arifmetik amallarning asosiy qonun va
qoidalari isbotsiz keltiriladi, chunki uvlarning isbotlari bosh-
lang*ich matematika kursining nazariy asoslariga oid darsliklarda
berilgan.

Qo‘shishga oid hisoblash wusullari qo‘shishning quyidagi
qonunlariga asoslanadi:

1. Qo*shishning kommutativlik qonuni.

Va, bEN uchuna + b —~ b + ¢ o'rinli.

2. Qo shishning assotsiativliik gonuni.

Va, b, cENuchun(a + by +te=a-—-(b+ )

1-natija. Qo’shiluvchilardan biri bir necha biclik orttirilsa yoki
kamaytirilsa, yig‘indi ham shunchaga ortadi yoki kamayadi.

(Va,.a;,.... a,.beEN) [{a,ta, +..+a,=S)=>{a,+tb)
tayt.. . +a,=S+b)].

Isbot. a,.a,,....0,,p EN Baa;+ a» + ... + an, = 5. bo'lsin.
Assotsiativlik va kommutativlik gonunlariga ko'ra: (a, + b} + a2
tootap = ag b otay ot ay=(ay Taz . tay) 2h=84b.

2-natija. Qu'shiluvchilardan biri bir necha birlik orttirilsa va
ikkinchisi shuncha birlikka kamaytirilsa, yig‘indi o‘zgarmaydi.
(Ya,.a,....a,.be N)(a,ta,+.. +a,=S)=(a, + b) + (e —b) +
+.. tay = 8.

Bu natijning ishoti |-natija isbotiga o‘xshash bajariladi.

3-natija. Agar go‘shiluvchilarning har biri bir necha marta
orttirilsa yoki kamaytirilsa, yig'indi ham shuncha marta ortadi
yoki kamayadi.

(Vay,a,.....a,.b€ N)[(a,ta, +...+a,=Sy=>(a, -b+a, -b+...+a, b
=8byA(a;: b +a,b+...a,: b =5:b)]

Ishot. a,. a, ..... a, € N Ba b € N bo'lsin. Ko‘paylirishning
distributivligiga ko'ra:

(a, -bt+a, - b+...ta, -b=(a;+ta,+...+a,) b= 5 b va

agbt+agb+...a,b = a- % + +a, - ;}- +..+a, -

| R
1

(ayta,+...tay,) - %: (aytay+...+a,) : b=5bh.
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Bir yoki bir necha qo‘shiluvehini yvaxlitlash., Bir (voki bir
necha) qo'shiluvchini unga yagin yaxlit son bilan almashtirib,
hosil bo‘lgan sonlar yig'indisi topiladi va undan tegishli to‘ldirma
son ayiriladi yoki qo‘shiladi.

Misol:

a) 173 +59=(173 + (59+ 1)1 = (173 + 60) — 1=233 — 1 =232;

b) 882+197=(882+{197+3))-3 = (882+200) - 3 = 1082-3 =

=1079.

C) 78 + 364 = 364 + 78 = (360 + 80) +~ 4 — 2 = 440 + 2 - 442,

d) 664 + 243=(650+240)+(4+3)=900+7=907.

Xona birliklari bo‘vicha qofshish. Ko'p xonali sonlar
vig*indisini mos xona birliklarini go*shib topish mumkin.

Masalan:

a) 261 7+85+43=(20+10+80+40)+(6-+7+5+3)=150+21=171;

h)328+681+237+455=(300+600+200+400)+(20+80+30+90)+
HBH1+T7+5)=1500+220+21=1000+({500+200)+(20+20)+1=1000-+
+700 +40+1=1741.

“Negiz” son atrofida guruhlash. Bu usul bir-biriga yaqin
sonlar yig indizin! topish talab gilinganda qo‘lianadi.

Masalan: 57 +54+53+55454452+54450 yigindin: topish talab
etilsin.

Bu sonlarning istalgan birini “negiz’uchun tanlash mumkin.

54 ni olavlik:

1) Hammasi bo lib 8 ta go*shiluvchi bo‘lgani uchun 54 ni 8 ga
ko paytiramiz: 54 - 8 =432,

23 Qo'shiluvchilarming 54 dan farglarini yig amiz:

3+0-14+1--0-2+0-4=-3;

3) Natijani 432 ga qo*shamiz:

432+(-3)=432-3=429. :

Negiz son farglarni jamlash oson bo‘ladigan qilib tanlanadi.
Masalan, 50 ni negiz son ¢iiib tanlasak:

1)y  50-8 =400,

2)  THA3+5+H4+244 =(T43)+(4+4+2)+5+4=29,

3y 400+29 =429,
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Umumiy ko‘paytuvchini qavsdan tashqariga chiqarish, Bir
xil songa karrali sonlarni qo‘shish uchun umumiy ko'paytuvchini
gavsdan tashqariga chiqarib, qavs ichidagi sonlar yig‘indisi
topiladi va natija wmumiy ko‘paytuvchiga ko*paytiriladi.

Masalan, 28+20+36+16=4-(7+5+9+4)=4-25=100.

Ayirish usullari. Ayirish bilan bog‘liq hisoblash wsullan
go‘shish gonunlari va yig‘indidan sonni va sondan yig®indini
ayirish qoidalariga asoslanadi.

2.1 - xossa. Agar kamayuvchi bir necha birlikka orttirilsa yoki
kamaytirilsa, avirma ham shunchaga ortadi voki kamayadi.
(Vty.a,, b€ Z){a,—a,=¢) = {( ay T by a,~cth)]

2.2-xossa. Agar ayriluvchi bir necha birlikka orttirilsa yoki
kamaytirifsa, ayirma shunchaga kamayadi yoki ortadi.

(Va,,a,.b€ Z) [(a;—a,=c) = (a, — (a; T b)y=c+h)|.

2.3-xo0ssa. Agar kamayuvchi va ayriluvchini bir necha birtikka
orttirilsa yoki kamaytirilsa, ayirma o*zgarmaydi.

(Vay.a;.b€ Z) [(a,—az=c) = ((a, £ b) ~ (a, X b)=c)].

2.4-xossa. Agar kamayuvchi va ayriluvchini bir necha marta
ortiirilsa yoki kamaytirilsa, ayirma shuncha marta ortadi yoki
kamayadi.

(Va,.a,,b€ N)[(a, — a,=c)=>(a, ‘b-a, -b=c-b)Ala;: b —a,:b =
= c:b)].

Bu xossalarning isboti qo‘shish xossalari isboti kabi bajariladi.

Ayirishga oid hisoblash usullarini ko‘raylik.

Kamayuvechi va ayriluvchini bir necha birlikka orttirish
yoki kamaytirish.

Masalan.

342 — 26 = (342 — 2) — (26 — 2) =340 —24=316.

Sonlar yaxlit sonlarga yaqin bo‘lganda bu usulni qo‘llash juda
quiay.

Misol.

1285-296=(1285+4)(296+4)=1289-300=1289200+100)=
=(1289-200)—100=1089—100=989.

Faqat ayriluvchini yaxlitlash. Ayriluvchi yaxlit songa
to*ldiriladi, ayirma topiladi, to’ldirilgan son ayirmaga qo‘shiladi.
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Misol.

1285-296=1285+(296+4)-4)=1285-(300-4)=(i285-300)+4=
=1285—200-+100)+4-~(1085--100) +4=985+4--989.

Umumiy ko‘paytuvchini qavsdan tashqariga chiqarish. Bir
xil songa karrali sonlarni ayirish uchun umumiy ko‘paytuvchini
gavsdan tashqatuiga chigarib, qgavs ichidagi sonlar ayirmasi
topiladi va natija umumiy ko*paytuvchiga ko*paytiriladi.

Misol.

a) 724-148=4-(181-37)=4-144=2-2-144=2-288=376;

b) 91-35-28=7-(13-5-4)=7-4=23.

Ko‘paytirishga oid hisoblash usullari. Ko'pavtirishga oid
hisoblash usullari ko paytirishning qonunlariga asoslanadi:

L. Ko'paytirishning kommutativ ligi:

va, beN uchunab=b - g o‘rinli.

2. Ko paytirishning assotsiativligi.

Ya, b, cEN uchun (a-by-c=a(b-c).

3. Ko*pavtirishning qo‘shishga nisbatan distributivligi

¥a, b, cEN uchun {a¢+b)-c=a-ct+b-c.

3.1.x0ssa. Agar ko‘paytuvchilardan biri bir necha marta
orttirilsa, yoki kamaytirilsa, ko*paytma ham shuncha marta ortadi
yoki kamayadi.

(Va,.a,,....a,.b€ N)[(a, - as -...-a,=p)=
= {4, b)a,..a,=mpb)Ala;b) -a;-...a, =p:b)].

Isbot. @, a,.....a, € N, b€ Nvaa,-a,-....a,=p berilgan
bo'lsin. Ko'paytirishning kommutativligi va assotsiativiigiga
ko'ra:

(@, -b)yaz-...ap=(h-ay} a;...;.a,=b-(a, a,..a,)=p-bva
(a:b)-as-....a, =(a; - —Il;) Wy e @p= (@) " Ay @)t %=
=(a; ;" .. ay):b=pb.

3.2-xessa.  Ager ko'payiuvchilardan birini biron songa
ko‘pavtirilsa va ikkinchi ko'paytuvchini shu songa bolinsa,
ko*paytma o' zgarmaydi.

3.3-xossa. Agar ko paytuvchilardan ikki va undan ortig‘i bir
necha marta orttirilsa, yoki kamaytirilsa, ko‘paytma ham shuncha
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marta ortadi yoki kamayadi, biron sonlarga ko‘paytirilsa, ko‘payt-
ma shu sonlar ko'paytmasi barobar ortadi.

3.2-3.3-xossalar 3.1-xossa kabi isbot qilinad:.

Ko'paytmaning  yuqoridagi  xossalaridan  hiscblashning
ko*paytirishga oid usullari kelib chiqadi.

Bo‘laklab ko‘paytirish. Ko‘paytuvchilardan biri ko’paytuv-
chilarga ajratilib, 2-ko‘paytuvchini birin-ketin shu ko‘paytuv-
chilarga ke'payiirjfladi.

Bu usul 2 ming darajalariga ko'paytirishda qo*l keladi. 2 ning
darajalariga ko'paytirishni sonni ketma-ket ikkilantirish bilan
almashtirish mumkin.

2" ga ko'paytirish: a-2"= a2-2-...-2 (n mar:a).

Misol.

a) 948-4=(948-2) 2=(900-2+40-2+8-2)-2=(1 800+80+16)- 2=

=1896-2=1000-2 +800-2+90-2+6-2=2000 + 1600 + 1L B0+ 1 2=3792;

b) 474-8=(474-2)4=948-4=(948-2)-2=1896-2=3792;

€y 23716 =(2372y8 =474-8 = (474-2)4 = 9484 = (948-2)-2=

= 1896-2 = 3792

Juft sonlarni 5 ga Karrali sonlarga ko‘paytirish:

(2n)-(5K)= (2-5) - (nk) =10-(n'k)

Misol.

a) 24 15=(12:2)15= 1242:15)=12-30 = 360;

b) 42-25=(42:2)-(25-2)=21-50=1 050,

c) 18-45=(18:2) (45-2)=9-90=3810.

Kopaytuvchilardan birini bo‘linma shaklida ifodalash.

Bu usul 5 (50, 500} ga ko'paytirishda qo'l keladi :

3.4-qoida. 5 (50, 500)ga ko‘pavtirish. Sonni 5 (50, 500)ga
ko‘paytirish uchun, uni 10 (100, 1 000} ga ko‘paytirib natijani 2
va bo‘lish kifoya.

Misol. _

a) 387-5=(387 - 10):2=23870:2=3000:2+ 800:2+70:2=
= 1500+ 400 + 35 = 1935;

b) 347-50 =(347 - 100): 2=34 700 : 2= 30 000 : 2+ 4 000 : 2+
+700:2= 15000 +2 000 + 350= £7 350;
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¢) 237-500=(237 + 1 000):2=237 000: 2=200 000:2+30 000 : 2+
+ 7000 :2=100000+ 15000 + 3 500 =118 500.

3.4 - goidaning umumlashmasi keyingi qoidada ifodalaniladi .

5-10" ko*paytirish (n>#). Sonni 5-10" ga ko‘paytirish uchun,
uni 10" ga ko*paytirib natijani 2 ga bolish kifoya.

Isbot. a — berilgan son bolsin. (2-1077):2 ifodasi qoidaga
asoslanib, sodda a-5-10" shakliga ega bo‘ladi.

Demak, o+ 5+ 10% = (g- 1071 ) : 2.

25 (250, 2 500) ga ko‘paytirish. Sonni 25 (250, 2 500) ga
ko*paytirish uchun. uni 109 (1 000, 10 ¢00) ga ko'paytirib 4 ga
bo‘lish kifoya.

Misol.

a) 13725 = (137100} : 4 — 13700 : 4 = (13700 - 2) - 2 —
=(10000:2+3000:2 1 700:2):2=(5000+ 1500 +350):2~=
=6850:2=6000:21800:2+50:2=3000 1400+ 25=
=3 4125;

b) 279 - 250 = (279 - 1 000):4 = 279 6004 = (279 000:2):2 =
=139 500 : 2 = 69 750;

¢) 328 -2500 =(328 -10 000):4 =3 280 000:4 - (3 280 000:2):2
=] 640 000 : 2 = §20 000.

Qoidaning umum!lashmasi keyingi qoidada ifodalantladi .

25 - 10" ga ko‘paytirish (a = 0). Sonni 25- 10" ga ko*paytirish
uchun, uni 10™*2 ga ko*paytirib, natijani 4 ga bo"lish kifoya.

Qoidaning ishoti oldingi goidaga o*xshash.

125 (1 250)ga ko‘paytirish. Sonni 125 (1 250)ga ko‘paytirish
uchun, vt 1000 (10000)ga ko paytirib natijani 8 ga bo‘lish
kiloya.

Misol.

ay 398-125=(398 -1 000} : 8 =398 (000 : 8 = (398 000 : 2): 4=
=199 000 : 4 = (199 000 : 2) : 2 = 99 500 : 2 = 49 73¢;

b) 8i6-1 250=(816-10 000):8=8 160 000:8=(8 160 000 :2):4 =
=(4 080 060 :2) : 2 =2 040 00C : 2 = 1 020 000.

(Qoidaning umumlashmasi keyingi qoidada ifodalaniladi.

125 - 10™ ga ko‘paytirish {(n = 0). Sonni 125 - 10" ga kopay-
tirish uchun, uni 10™3ga ko'paytirib natijani 8 ga bo*lish kifova.
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75 ga kopaytirish. Sonni 75 ga ko'paytirish uchun, uni 4 ga
bo‘lib, bo*linmani 3ga ko‘paytirib va natijani 100 ga ko‘paytirish
kifoya.

a — berilgan son bo'lsin. {a : 4)- 3 - 100 ifodasi, qoidaga
asoslanib sodda a - 75 shakliga ega bo‘ladi. Demak,

a*I5=(a: )+ 3- 100,

Misol. 804-75=(804:4)-3-100=201-3- 100=603 - | 00=60 300.

Musbat sonni 55ga ko*paytirishning gizigarli goidasi mavjud.

Musbat sonni 535 ga ko‘paytirish., Musbat sonni 55 ga
ko'paytirish uchun, uni 2 ga bo'lib, bo'linmani 100 ga va 10 ga
kopaytirib, keyin ikkala natijani go‘shish kifova.

Isbot. @ — berilgan son bo'lsie. (a:2) 100+(a:2) 10 ifodasi,
qoidaga asoslanib sodda 55a shakliga cga bo‘ladi. Demak,
a 55=(a:2) 100-+(a:2)-10.

Misol. _
968-55-968:2-(100+10)=484-(100+10)=43400+4840=33 240,

Bir ko‘paytmaning ko‘payuvchisini ikkita sonning ayir-
masi shaklida ifodalanishi. Bir ko‘paytmaning ko payuvchisini
ikkita sonning ayirmasi shaklida ifodalanishi uchun, ikkinchi
ko*paytmani kamayuvchi va ayriluvchiga ko'paytiriladi, keyin
ko'paytmaning ayirmasi topiladi.

Berilgan usul qator qoidalarni ifodalashga imkon beradi.

9 (99, 999)ga ko‘paytirish. Sonni 9 (99, 999)ga ko'paytirish
uchun, uni 10 (100, 1 000) marta oshirish va olingan natijadan
sorining 0°zini ayirish Kitoya.

Isbot. a - berilgan son bo‘lsin. 9 ga ko'paytirish qoidasiiga
asoslanib, @+ 10 ~ ¢ ifodasi sodda « - 9 shakliga ega bo‘ladi.
Demak, g+ 9=a- 10—-a.

99 va 999 ga ko‘paytirish goidalari o*xshash isbotlanadi.

Misol.

a)87-9=87- 10—-87 =870 87 =783,

b) 469+ 99 =469 - 100 —~ 469 =46 900 — 469=4643 1,

c)3726-999=3726- 1000-3726=3726000-3726=

=3 722274

198



10" -1(n = 4) ga ko'paytirish qoidalarini huddi shunday
ifodalash va isbotlash mumkin.

9., 99 va 999 gpa ko'paytirishning yana boshga qoidalari
mavjud.

9 ga ko‘paytirish. Sonni 9 ga ko*paytirish uchun. shu sondan
uning o‘nliklar sonini birga oshirib ayirish va hosil bo‘lgan
ayirmaga uning birdan o‘ngacha ragamining to‘ldiruvchisini
qo‘shib qo*yish kifoya.

Isbot. 10 - a + b — berilgan son bo’lsin. ({10-a+ b)-(a+1})- 10 +
+10 — b ifodasi, qoidaga asoslanib sodda 9 - (10 - a + b) shakliga
ega bo'ladi. Demak. (10-a+b)-9=((1 0-a+b)-(a+1))-10+10-b.

Misol.

176 -9=(176-18) -0 +(10-6)— 158 10 +4 =1 584.

99 ga ko‘paytirish. Sonni  99ga ko'paytirish uchun, shu
sondan uning yuzliklar sonmi birga oshirib ayirish va shu sonni
uxirgi 2 ta ragamidan hosil bo'lgan songa uni yuzgacha bo‘lgan
to‘ldiruvchisini go‘shib go‘yish kitoya.

Isbot. 1004 + 10b + ¢ — berilgan son bo'lsin. ((100a + 10b + ¢)
- (a+1)) - 100 + (100 — 16b - ¢) ifodasi, qoidaga asoslanib sodda,
99 - (100a + 10b + c¢) shakliga ega bo'ladl. Demak,
(100a+10b+¢) - 9={{100a-+1Gb+c)-(a+1))- 100+{100—10b-c). Shuni
isbotlagh talab gilingan ed.

Misol. 462 + 99 ifodaning qiymatini topish uchun quyidagilarni
amalga oshiramiz:

1} Berilgan sondan yuzhiklar sonini 1 ga oshirilganidan
ayiramiz : 462 - 5=457; '

2} Berilgan sonning oxirgi 2 ta ragamidan tashkil topgan
to"idiruvchising 100 gacha to'ldivamiz: 100 - 62 = 38;

3) Avvalgi natijaga to'ldiruvchini go'shib go‘yamiz va
javobga ega bo'lamiz: 462 - 99 =45 738.

999 ga ko‘paytirish. Sonni  999ga ko‘paytirish uchun, shu
sondan uning mingliklar sonini birga oshirib ayirish va shu sonni
oxirgi 3 ta ragamidan hosil bo‘lgan songa uni minggacha bo‘lgan
to*ldiruvchisini qo*shib qo*yish kifoya.
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Misol. 2 453 - 999 ifodaning qiymatini topish uchun
quyidagilarni amalga oshiramiz:

1} Berilgan sondan mingliklar sonini 1 ga oshirilganidan
ayiramiz: 2453 - (2 + 1) =2 450;

2) Berilgan sonning oxirgi 3 ta raqamidan tashkil topgan
to‘Idiruvchisini 1000 gacha to*ldiramiz: | 000-453 = 547,

3) Avvalgi natijaga to'ldiruvchini qo*shib qo*yamiz va javobga
ega bo'lamiz: 2 453 - 999 - 2 450 547.

10" - 1 (n =2 4) ga ko'paytirish qoidalarini huddi shunday
ifodalash va isbotlash mumkin.

98 (97, 96) ga ko'paytirish. Sonni 98 (97, 96} ga ko"paytirish
uchun, uni yuzga ko*payrirish va hosil bo‘lgan natijadan sonni
ikkilanganini {uchlanganini, to‘rtlanganini) ayiramiz.

Isbot.  — berilgan son bo'lsin. ¢+ 100 - 2 - g ifodasi, qoidaga
asoslanib sodda, ¢ + 98 shakliga ega bo®ladi. Shu kabi:
a*100--3-a=a(100-3)=a97;

a 100—4-g =g (100 --4)y=a-96. Demak. ¢- 98 = ¢ -100 - 2q,
a*97=a-100-3a, a+96=g-100-4a.

Misol,

a) 523-98=523-100-2-523=52300—1046=51 254;

by 487-97 =487-100-3-487=48700— 1461 =47 239,

c) 258-96=258-100—4-258 = 25800 — 1032 = 24 768.

998 (997, 996) ga ko‘paytirish. Sonni 998 (997, 996) ga
ko‘paytirish uchun, uni mingga ko‘paytirish va hosil bo'lgan
natijadan  soonni  ikkilanganini  {(uchlanganini, to‘rlanganini)
ayiramiz

Qoidaning isbotl oldingi qoidalarga o‘xshash.

Misol.

a) 445 - 998 = 445 - 1 000 - 445 - 2 = 445 000 — 890 =444 110;

b) 247 -997 =247 - 1000 -- 247« 3 =247 000 — 741 = 246 259;

c) 836996 =836-1000—-836-4=836000-3 344 =

=832 656.

10"-2, 10™-3, 10™- 4 (n=>4) ga ko'paytirish qoidalarini huddi
shunday ifodalashk va isbotlash mumkin.

200



Ko‘paytmaning ko‘paytuvchilardan birini  ikkita son
yig‘indisi sifatida ifodalanilishi. Ko‘pavtmaning ko‘paytuvchi-
laridan birini ikkita son yigtindisi sifatida ifodalaniladi, ikkinchi
ko'paytuvchi har bir go'shiluvchiga ko‘paytiriladi, keyin hosil
bolgan ke paytmalar go“shiladi.

Berilgan usul qator qoidalarni ifodalashga imkon beradi.

11 (101, 1601) ga ko‘paytirish. Sonai 11 (101,i001) ga
ko*paytirish uchun, uni 10 baravar oshirib hosil bo‘lgan natijuga
shu sonnt go*shib go'yish kifova.

Isbot, a — berilgan son bo'lsin. a - 10 + a ifodasi, liga
ko‘paytirish qoidasiga asoslanib sodda, a - 11 shakliga ega
bo'ladi. Demak,a* Il =a- i0+a

101 va 1001ga ko'paytirish qoidalari xuddi shunday isbot-
lanadi.

Misol,

a) 8711 =87 10+ 87 =870 + §7 = 957;

b) 294 - 101 =294 - 100 - 294 = 29 400 + 294 = 29 694, .

cy6 3971001 =6397-10060+6397=6397 000 + 6397 —

— 6403 397.

10"+ | (n = 4) ga ko'paytirish goidalarini huddi shunday
ifodalash va isbotlash mumkin.

11, 101, 99ga ko*paytirishning qizigarh qoidasi mavjud.

Ikki xonali sonni 11ga ko‘paytirish. [kki xonali sonni liga
ko'paytirish uchun, uning ragamlarining orasiga ragamlarning
vig‘indisini go‘yish kifoya. Agar hosil bo‘gan yig*indi ikki xonali
bo'isa, birliklarni berilgan sonning raqamlari orasiga qo’yiladi,
o'nliklar: esa birinchi raqamga go‘shiladi.

Isbot. 10a + b— berilgan son bo*lsin, a-10* + (a +b) <10 +b
tfodasi, goidaga asoslanib, sodda 11(i0a + b) shakliga cga
botadi. Demak, (10atb) 11=a-10" + (at b) - 10 + b,

Misob. 53-11 ifodaning giymatini topish uchun quyidagilarni
amalga oshiramiz.

Yig'indini topamiz: 5+ 3 = 8§;

) 53 sonining ragamlarining orasini ochib, 8 ragamini
qo‘yamiz va javobga ega bo'lamiz: 53-11 = 583.
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Misol. 58-11 ifodaning giymatini topish uchun quyidagilarni
amalga oshiramiz:

1) Yig'indini topamiz: 5 + 8=13;

2) 58 sonining ragamiarining orasini ochib, 3 ragamini
go'vamiz, o'nlikni birga oshirb (8 + 1 = 6) va javobga ega
bo‘lamiz: 58-1 1= 638.

Ikki xonali sonni 01 ga ko'paytirish. likki xonali sonni
101ga ko'paytirish uchun ofsha sonni o'n tarafga ko‘chirib
qo‘yish kifoya.

Isbot. 10a + b — berilgan son bo'lsin. (10a+b) - 107 + 10a+b
ifodasi. qoidaga asoslanib, sodda (10a+ b) - 10] shakliga ega
bo‘ladi. Demak, (10a+ b} -101=(1la+ b) -100+ 10a + b.

Misol. 72 - 101 = 7272,

Ikki xonali sonni 99ga ko‘paytirish. Ikki xonali sonni 99ga
ko‘paytirish wchun oldidagi songa uning i00gacha boflgan
to*Idiruvchisint yozib go‘yish kifoya.

Isbhot. 10a + b - berilgan son bo'lsin.

(10 + & — 1) -10° + (100 — 10a — by, ifodasi, qoidaga
asoslanib, sodda 99  (10a + A) chakliga ega bo*ladi.

Demak, (10a +h) - 99 =(10a + b— 1) *100 + (100 - 10a- b).

Misol. 73 -99 = 7 227.

9 ta o‘nlikdan iborat ikki xonali sonni ko‘paytirish. 9 ta
o‘nlikdan iborat ikki xonah sonni kopaylirish uchun, ikkinchi
sonning 100gacha bolgan to'ldiruvchisini topib, birinchi sondan
ayrrib  va natijaga beriigan sonlarning 100 gacha bo’lgan
1o ldiruvchilarini yozib go‘yish kifoya.

Isbot. 90 + g va 99 + b — berilgan son bo'lsin, 10 — ¢ va 10 -
b —ularning to* Idiruvchilari bo'Isin.

Qoidaga asoslanib (90 + a - (16 — b)) - 100 + (10 —a) (10 - b) =
=(90 + a-- 10+ b) 100 + 100 - 10b - 10a + ab = 9 000 + 100a —
1000+ 100b+ 100 — 10b ~ 10a+ ab = 8 100 + 90 (« + b) + ab=
=(90 + a) (90 + 4) ifodasini tuzamiz va shaklini ajmashtiramiz.
Demak, (90 -+ a)(90 + &) = (90+a — (10 — A)) -100+(10— &)(10 —b).

Misol. 94 + 97 ifodaning qiymatini topish uchun quyidagilarni

amalga oshiramiz:

202



1) Birinchi sondan ikkinchi sonning yuzgacha to‘idiruv-
chisini ayiramiz:

94 -3=091;

2) Berilgan sonlarning yuzgacha bo‘lgan sonlarning ko‘pay-
tmasini topamiz:

(100-94) - (100-97) = 63 = 18§;

3) Ko'paytmani avvalgi natilaga qo‘shib natijaga ega
bo‘lamiz:

G4 -97=9118.

Yigirmadan kichik senlarni ko‘paytirish. Yigirmadan kichik
ikki sonni ko‘paytirish uchun, birinchi songa ikkinchi sonning
birliklarini qgo‘shib, natija oxiriga nolni yozib qo’yib va birliklar
ko*payimasini qo-shish kifoya.

Isbot. A; =10 + a; va A, =10 + a, — berilgan son bo‘lsin,
Qoidaga asoslanib (10 +a; +a-)-10+a; -2 =100+ 10a, + 10 a
+a;-a> = 100 + 10 {a, + a3} + a, -a>» =A-A, ifodasini tuzamiz va
shaklini almashtiramiz. Demak, A-A>= (10 +a; +a-)-10 + a; -az.

Misol. 18-13 ifodaning giymatini topish uchun quyidagilarni
amalga oshiramiz:

1) Birinchi songa ikkinchi sonning birliklarini qo‘shamiz:

18+ 3=21;

2y Natijaning oxiriga nolni yozib qo‘yamiz va birliklarning
ko®paytmasini qo*shamiz, natijaga ¢ga bo‘lamiz:

210+ 83 =234

Bo‘lish usullari. Bo‘lish uchun ratsional hisoblash usuilari
ko‘paytirish qoidalari va quyidagi keyingi (bo‘linmaning
o zgarishiari) xossalarga asoslanadi:

1-xossa. Agar bo'linuvchini bir necha marta oshirsak yoki
kamaytirsak, bo‘linma ham mos ravishda oshadi yoki kamayadi,
ya'ni:(¥a,.a, €7, be N) [(a,:a,=d) = [{(a; - b): a;=d'b) A
((ay: by u,=d:b)L

Isbot. a,. a, €Z, beE N , a,:a,~d bo'lsin. Ko'paytirish va
bo‘lish amallarning o'zaro bog'lanishi va ko paytmaning
assotsiativ va kommutativ goidalariga asoslantb, (a,; - b): a,=(a, -
by —=ay- (b ) ay- () -
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:(al-%)-bz(ai:azj-b:d-bva

1, i 11 11
(a1:b):a2:(al'g)';;:al'(g'gz')=a1'(;;'g)=
= (a, f—) . % = {a.:dy) 'El’—: d:b ga ega bo*lamiz.

Demak, (a, - b): a,= dbva (a;: b ):a,=db.

2-xossa. Agar bo’luvchini bir necha marta oshirsak
(kamaytirsak), bo®linma ham mos ravishda kamayadi {oshadi).

a:{a, - by=d:bvaa,:(ay: b)=d-h.

Xossaning ishoti 1-xossaga o xshash.

Berilgan xossaga asoslangan hisobiash jarayonini soddatash-
tirishga yordam beruvchi usullarni ko'rib chigamiz.

Xona bhirliklari ho‘yicha sonlarni bo‘lish. Bo‘lintluvchini
xona birliklari bo‘yicha bo'lishni yuqori xona birliklaridan
boshlanadi.

2 ga bo‘lish. Ikkiga bo‘lish yuqori xona birliklaridan
boshlaniladi.

Misel. 374:2—-300:2 1 70:2+4:2- 150 +35 + 2 — 187.

Bo‘luvchilarni ko‘paytuvchilarga ajratish. Bo‘fuvchini bir
nechta ko‘paytuvchilar ko‘paytmasi sifatida ko‘rsatiladi, keyin
bo‘linuvchi ketma-ket ravishda shu kopaytuvchilarga bo'linadi.

. Quyidagi usul qator qoidalarni ifodalashga imkon beradi.

4 (8,16) ga bo'lish, 4 (8, 16) ga bo*lish ikki (uch, to‘rt) baravar
ikkiga bo’lishga keltiriladi.

Misol.

a) 1948 14 = 1948 : 2 :2 = (1000:2 + 900:2 + 40:2 + 8:2):2 =
=(500 +450 -+ 20+ 4):2 =974 2 =900:2+702+4:2 = 450+35+2=
=487

b) 104 :8=(i104:2):4=(52:2):2=26:2~=13;

) 25616 =256 .20 8 =(1280:2 .4 =(64:2).2=322 =
=16.

Ushbu qoidaning umumlashmasi quyidagi qoida bo’ladi.

2" (n =2) ga bo‘lish. 2% ga bo‘lish n-baravar 2 ga bo'lishga
keltiriladi. a - berilgan son boIsin. Berilgan goidaga asoslanib
(({a : 2): 2): 2..): 2, bo'luvchilar sifatida n ta “ikkilar™ bor. Sodda
a : 2™ shakliga epa bo‘ladi.
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Bo‘luvchining ikkita sonning bo‘linmasi sifatida ko‘rinishi.
Bo'luvehi  ikkita sonning  bo‘linmasi  sifatida  ko*rsatiladi,
bo*linuvchi ikkinchi songa ko‘paytiriladi. keyin shu natija birin-
chi songa bo'linadi.

Quyidagi usul qator qoidalarni ifodalashga imkon beradi.

5 (50, 500) ga bo'lish. Sonni 5ga bo'lish uchun, uni 2 ga
ko®paytirish va natijani 10 (100, 1G00) ga bo*lish kiloya.

Misol.

a)465 :5=(465-23:10=930:10=93;

b) 21 700 :50 = (21 700 - 2) : 100 = 43 400: 100 = 434:

c) 383 000 : 500= (383 000-2) : 1 000 = 766 G600 : 1 000 =
766.

Ushbu guidaning umumlashmasi quyidagi qoida bo*ladi.

5-10" ga boflish (n = 0).

Sonni 5 - 107 bo'lish uchun, uni 2 ga ko'paytirish va natijani
107+1 botlish kifoya.

@ — berilgan son bo'lsin, (a- 2) -10™7 ifodasi, qoidaga
asoslanib, sodda « : (5 - 10™) shakliga ega bo*ladi. Demak, a : (5 -
10™), = (a - 2} - 10"}, Shuni isbotlash talab gilingan edi.

25 (250) ga bo‘lish. Sonni 25 (250) ga bo‘lish uchun, uni 4
ko*paytirish va 100 (1 000) ga bo'lisk kifoya.

Misol.

A 14100:25=(14100 - 4):100=(14100 - 2 -2):100=

= {28200 - 2):100 =156 400: 100=564;

b) 521 000 : 250 = (521 000 - 4): 1000 = (521000 2 - 2):1000=
= (1 042000 - 2): 1000 =2 084 600 : 1000 =2°(84.

Ushbu goidaning umumlasiunasi quyidagt goida bo®ladi.

25 - 10" ga bo‘lish (n = 0). Soani 25 - 10™ ga bo'lish uchun,
uni 4 ga ko*paytirish va natijani 10™*? ga bo‘lish kifoya.

125 (1 250)g2 ho‘lish. Sonni 125 ga bo'iish uchun, unt § ga
ko*paytirish va 1 000 {710 009)ga bo"lish kifoya.

Misol.

a) 201000:125 = (201000-8):1000 = ((201000 - 2) - 4) : [000 =
=(402 000 - 2) -2 : 1000 = (804000 - 2} : 1000 = 1608000 : 1 000 =
=1608;
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b) 405000:1250 = (405000-8):10000=(405000 - 2) - 4): 10000= =
((810 000 +2) +2): 10 000 = (1 620 D00 - 2) : 10 000 = 3 240 000: -
10 000 =324,

Qoidaning umumlashmast quyidagi qoida bo*ladi.

125 - 10" ga ho‘lish (n = 0).

Sonni 125« 10™ ga bo'lish uchun, uni 8ga ko‘paytirish va
natijani 10" ga bo"lish kifoya.

75 ga bo‘lish. Sonni 75 ga bo‘lish uchun, uni 3 ga bo'lib,
bo‘linmani 4 ga ko‘paytirish va natijani 160ga bo*lish kifoya.

a — berilgan son bo'lsin. ((w : 3) - 4); 100 ifodasi, qoidaga
asoslanib, sodda @ : 75 shakliga ega bo*ladi. Demak,
a:75=({a:3) 4):100.

Misol. 60900:75=((60900:3)-4):100-20300-4):100=81200:1 0=
=812

O‘nli va boshga pozitsion sanoq sistemalarida arifmetik
amallarni bajarishga doir miseollar

Topshiriqlarda ifodalarning givmatlari gaysi sanoq sistemasida
berilgan bo'lsa, shn sistemada amal bajarib, natija boshga sanoq
sistemasiga o'tkazilsin.

l-misol. 425-3245+2135 =x4

Yechish. 5-lik sanoq sistemasi uchun bir xonall sonlarni
qo‘shish va ko‘paytirish jadvalini tuzamiz.

Qo‘shish jadvali Ko paytirish jadvali
S Jo[ 12137 4] x] o] 1 23] 4
0lof1 2 34 010/ 014040 0
1 (1| 2 3 4 10 17071 2 k! 4
20213 4710 2.0 2 4 13
3 (3411011 12 37003 | il 22
4 |4]do]in | 12] 13 470413227 31

Jadvaldan foydalangan holda,
1) 425-324sning qiymatini topamiz:

x 3245 2) 2303134
_425 213;
+ 1203 310315
2411
303135
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Shunday qilib, ifodaning giymati 310315 ga teng.

3y 31031 s=pxs sonlarni  birinchi  sanoq sistemasidan
ikkinchisiga otkazisk uchun dastlab berilgan sonni 10 lik sanoq
sistemasiga quyidagi formula orqali keltiramiz.

=, 0% Fme 10X ' Fng: 3103 15=5x0

1-usul: 310315 asosning darajalarini belgilab olamiz
431210
310315=3-5%1-5740-57+3-5'41-5"=3-625+1-125+0-25+3-5+1 - 1=

=1875+125+15+1=20164,

Z2-usul: 31031 5=?X]0=>2016]o

3-54+1=16
(6-5+0=80
80-5+3=403

403-5+1=2016
4) 3103 Ls=>xg. Sonnt § ga ketma-ket qoldigli bo*lamiz:

_2016|8
16. 252/8
41 24 31|8
40 12 2483

16 8 @
16 @
@

Qoldiglarni teskari tartibda yozamiz. 2016, ==>x3 =3740;
8-lik sistemadagi son hosil bo*Idi. Demak, 310315 =3740;.
Javob: xg= 37404

Nazorat uchun savollar
Hisoblashning qulay usuliari haqida nima bilasiz?
Qo'shishning qulay usullarini aytib bering.
Ayirishning qulay usullarini aytib bering.
Ko paytirishning qulay usullarini aytib bering.
Bo'lishning qulay usuflarini aytib bering.

o Lo —
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Topshiriglar
Amallarni bajaring.
L1221, (2212 1220 ) = v, - 22 573,34, + 1763, = x, -
3.34,-(4321, +2042 ) = x, - 4. 4203, +2132, - 24,13, = %, -
5. 12134, 14, = x, 6. 1201, +2122,-201, = x, -
7. (45704 , - 62102 ,) -4, = x,- 8- (122, +212,)-22, = x,.
9. 342, 111, +13d,) > x, - 10, 75504, + 34021, - 23, =23, 7, => ¥,

Sonlar wstida amallarni bajaring.

1. 43425+ 4221 =%, P 1201015:102: = X,
2, 50325+ 21065 =X 12, 2143-3345=> X,
3.6235;4 3463, =>x; 13. 32034263 :=>x;
4. 424015~ 134325 =z 14, 4203:4+2132:s = x4
5. 120345+ 34445 =, 15.4212:41132- = xs
6. 110101, + 10101, =>xy 16. 230342112, =% xo
7.424015 - 13432, =>x, 17, 4284542062 =%,
B.6235;+ 1235;=>x4 18, 165342132 %,
9. 50324+ 21065 =>x4 19, 420342122522 x¢
10. 21025 213=% 20. 4233421525 = xg
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VII BOB. SONLARNING BO‘LINISHI

7.1. Nomanfiy butun sonlar to‘plamida bo‘linish
munosabatining ta’rifi va xossalari

Bo‘linuvchanlik munosabati. Ma’lumki, butun nomanfiy
soniarni har doim ham ayirit va be'lib bo‘lmaydi. Ammo butun
nomanfiy a va b sonlari ayirmasining mavjudligi hagidagi masala
oson vechiladi, va'ai @ > & ni aniglash yetarli. Bo'lish uchun esa
bunday umumiy shart yo‘q. Bu boflinish alomatlarini topish
uchun bolinuvchanltk munosabati tushunchasini anigfashtirish
kerak.

Butun nomanfiv ¢ son va & natural son berilgan bo*lsin.

E-ta’rif. Agar a ni & ga qoldiqli bo*lganda, goldiq nolga teng
bo'lsa, & sont @ sonining bo‘luvchisi deyiladi.

2-ta’rif. Agar aeNg va beN sonlar uchun shunday qeNg son
topilsaki, a=b-q tenglik bajarilsa, @ som b songa bo'linadi deyiladi
va a* b kabi voziladi.

Masalan, 6 soni 24 somiping bo‘luvchisidir, chunki shunday
butun nomanfiy ¢=4 son mavjudki, uning uchun 24=6-4 bo‘ladi.

“Berilgan  sonning  bo'luvchisi”™  terminini “bo‘luvchi™
terminidan ajrata bilish kerak. Masalan, 25 ni 4 ga bo'lganda 6
soni boluvehi deyiladi, lekin bu son 25 aing bo‘luvehist emas.
Agar 25 ni 5 ga bo‘lsak, bunda “bo‘luvchi” va “berilgan sonning
holuvehist™ terminlari bitla narsani anglatadi.

b soni & sonining bo*luvchisi bo'lganda ¢ soni b ga karral yoki
a soni b ga bo‘linadi deyiladi va @ b kabi yoziladi.

a: b yozuv bo'linuvchanlik munosabati yozuvidir, bu vozuv a
va b sonlari ustida bajariladigan amalni ko‘rsatmaydi, ya'ni
ath = ¢ deb yozib bo‘Imaydi.

Hertlgan sonning bo’luvchisi shu sondan katta bo'lmagant
uchun uning be‘luvchilar to'plami chekli. Masalan, 24 soninmng
hamma bo‘luvchilarini qgaravlik. Ular chekli to’plamni hosil
qiladi: {1,2,3,4.6,8.12,24}.

Bo‘linuvchanlik munosabati  xossalari. Bo‘linuvchanlik
munosabati gator xossalarga ega.
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l-teorema. ¢ soni ixtiyoriy nawral songa bo‘linadi, ya’'ni
(VvbeN) 0:b

Isbot. Haqiqatan ham, ixtiyoriy beN uchun shunday 0eN;
topildiki, 0=b-0. Bundan belinuvchanlik ta’rifiga ko'ra G:b.

2-teorema. Ixtiyoriy natural son nolga bo‘linmaydi, va’'ni
(VaeN) a:0 bagjarilmaydi.

Isbot. Aytaylik, aeN bo'isin. Ixtiyorly beNg somi uchun
0-6=0 bolgantigidan, b ning hech bir qivmati uchun @ = G-b
tenglik bajarilmavdi, chunki a#0. Demak., ¢ som 0 ga
bo* linmaydi.

3-teorema. Ixtiyoriy son 1 ga bo‘linadi, ya'ni (VaeNy) a: 1.

Isbot. Ixtiyoriy a€Ny soni uchun shunday acNg topildiki,
a=1-a, bundan esa ¢ ning 1 ga bo'linishi kelib chigadi.

4-teorema. Bo‘linuvchanlik munosabati refleksivdir, va’ni bar
qanday natural a son o'ziga bo'linadi ¢ 4.

Isbot. Har gqanday natural ¢ son uchun a=a'1 tenglik o‘rinli.
Bu degani, shunday g=1 son mavjudki, uning uchun a-a-l,
bundan bo*linuvchanlik munosabati ta’rifiga ko‘raa | a.

S-teorema. Agar & b va a0 bo‘lsa, u hiolda ¢=b bo'ladi.

isbot. Haqigatan ham aibh bo‘lsa, u holda a=hc, bu yerda
ceNy. Shuning uchun g-b=hc-b=b(c¢-1). ¢>0 deganimiz uchun
0. Ny — butun nomanfiy sonlar to‘plamida ixtiyoriy son | dan
kichik bo‘lmagani uchun ¢=1, demak, A(c-1)=0. Shuning vchun
a-b>0, bundan «>b.

6-teorema. Bo'linuvchanlik munosabati tranzitivdir, ya'ni aib
va bic dan aic kelib chiqadi.

Isbot. a:b bo'lgani uchun, shunday butun nomantiy & soni
mavjudki, uning uchun =&k bo‘ladi. b :c boigani uchun,
shunday butun somanfiy ¢ soni mavjudki, uning uchun b=c- £
bo*ladi. Birinchi tenglikda b o'raiga ¢ £ ai qo'yamiz: a=(c£j-k
bo‘ladi, bundan a=(c- £ )-k=c¢ ¢ k). ¢k ko‘paytma ikkita
nomanfiy butun sonlar ko‘paytmasidan iborat bo’lgani uchun
ko*paytma ham nomanfly butun son. Demak, shunday butun

210



nomanfiy ¢ -k soni mavjudki, uning uchun a=c-( ¢ k) tenglik
bajariladi. Shurning uchun a soni ham ¢ ga bo‘linadi, ya'ni aic.

7-teorema, Bo'linuvchanlik munosabati antisimmetrikdir,
ya'ni a:h dagi wrli @ va b sonlar uchun b: ¢ emasligi kelib
chiqadi.

Bo'linuvchanlik munosabatlariga doir  masalalarini o‘rganish
va masalaiar yechish uchun quyidagilarni hilish zarur.

Masalan, agar son 5 ga bolinsa, u 5q ko‘rinishga ega bo‘ladi,
bu yerda  — butun nomanfiy son. Agar son 5 ga bo‘linmasa, u
ganday ko‘rinishga ega bo*ladh?

Ma’lumki, agar son 5 ga butun son marta bo'linmasa, u holda
uni 5 ga goldigli bo'lish mumkin, bunda golgan qoldig § dan
kichik bo‘lishi kerak. ya'ni 1,2,3 yoki 4 sonlari bo*lishi kerak.
Unda 5 ga bo'lganda goldigda 1 qoladigan sonlar 5qg+1
ko'rinishda; 5§ ga bo'lganda goldigda 2 goladigan sonlar Sq+2
ko‘rinishda; 3 ga bo‘lganda qoldigda 3 goladigan sonlar 5g+3
ko‘rinishda; 5 ga ho'lganda qoldigda 4 goladigan sonlar 5q+4
ko'rinishda bo‘ladi. 5q, 3g+i, 5q+2. 5g+3, 5q+4 ko‘rinishdagi
sonlar jufi-jufii biian o‘zaro kesishmaydigan, ularning birlashmasi
¢sa butun nomanfiy sonlar to*plami bilan ustma-nst tushadigan
o' plamlar hosil giladi.

7.2. Nomanfiy butun sonlar yig‘indisi, va ko‘paytmasining
be‘linishi. 2, 3, 4, 5, 9, 10, 23ga bo‘linish alomatlari

Teorema. Agar ¢ va b sonlari ¢ ga bo‘linsa, ularning yig*indisi
ham ¢ ga bolinad, ya'm

(Va,beN,,cel,) (acabic) =(la+b)ic).

Isbot. Haqiqatan ham, shunday k va ¢ sonlari topiladiki, a=ck
va b=c/ bo'ladi. U holda «: b-ckict=cik+ ). k+F — nomanfiy
butun son bo*igani uchun, (a+h):c bo‘ltadi.

Bu isbotlangan tasdigq qo‘shiluvchilar soni ikkitadan kop
bo*lganda ham o‘rinli. Bu teorema isbotidan quyidagi jumlaning
ishoti ham kelib chiqadi.
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Agar a>b sharida a va b sonlari ¢ ga bo'linsa @ - b ayirma ham
¢ ga bo‘linadi.

2,3,4,5, 9,10, 25 ga bo‘linish alomatlari. Quyidagicha
savol tugiladi: O*nli sanog sistemasida yozilgan biror x sonini
soniga bo'linuvchanligini bevosita (bo®lish ishlarini bajarmasdan)
aniglash mumkinmi?

Ta'rif: O‘nli sanoq sistemasida vozilgan x sonini biror a
soniga bo‘linuvchantigini  aniglash qoidasi bo‘linuvchanlik
alomatlari deyiladi.

Ofnli sanoq sistemasida ba’zi bir bo‘linuvchaniik alomatlari
mavjud.

2 ga bo‘linish alomati. x soni 2 ga bo'linishi uchun uning
o‘nli yozuvi 0,2,4,6,8 raqamlaridan biri bilan tugashi zarur va
yetarlidir,

Isbot. x soni o'nli sanoq sistemasida yozilgan bo‘lsin, ya'ni
x=ny 10%+ny.- 105! + .+ oy 10+n, (1), bunda ny , ngy, ..., Ny Yy
lar 0,1,2,3.4,5,6,7.8,9 qiymatlarni gabul qiladi va m#0 hamda ng
0,2.,4,6.8 qiymatlarni qabul giladi. UJ holda x :2 bo‘lishini
isbotlaymiz.

10} 2 bo‘lgani uchun 10%2, 10%:2,... 1072 va demak. (ny- 10"
g 108+ L+ 10) : 2. Shartga ko‘ra. no ham 2 ga bo*linadi,
shuning uchun x ni, ya'ni (1) ni har biri 2 ga bo‘linadigan ikki
go‘shiluvchining vig*indisi sifatida qarash mumkin.

Demak, vig-indining bo‘linuvchanligi haqidagi teoremaga
ko‘ra, x sonning o‘zi ham 2 ga bo‘iinadi.

Endi teskarisini isbotlaymiz. Agar x son 2 ga bo‘linsa, uning
o‘nli yozuvi 0,2,4,6.8 ragamlaridan biri bilan tugaydi.

(1) tenglikni nU:x—(nk'i()kJrnk_l-lOk"+...+n1-10) ko‘rinishda
yozamiz. U holda ayirmaning bo‘linuvchanligi haqidagi
teoremaga ko'ra ng i 2, chunki x:i2 va {:11k-10k+nk_‘-101‘"+
+...4+n;-10):2. Bir xonali son 2 ga bo’linishi uchun u 0,2,4,6,8
giymatlarni gabul gilishi kerak. Bu isbotdan 2 ga bo'linish
alomatini quyidagicha ham ta’riflash mumkin: o'nli sanoq
sistemasida yozilgan sonning faqat va fagat oxirgi raqami 2 ga
bo‘linsa. u 2 ga bo‘linadi.
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5 ga bo‘linishk alomati. x soni 5 ga bo‘linishi uchun uning
o‘nli yozuvi 0 yoki 5 ragami bilan tugashi zarur va yetarlidir.

Bu alomatning isboti 2 ga bo'linish alomatining isbotiga
o*xshaydi.

4 ga bo‘linish alomati. x soni 4 ga bo*linishi vchun x sonining
o‘nli yozuvidagi oxirgi ikkita ragamidan hosil bo*igan ikki xonali
sonning 4 ga bo*linishi zarur va yetarlidir.

Isbot. x soni o‘nli sanoq sistemasida yozilgan bo‘lsin, ya'ni
=n 1080 105 +n 10+,  bunda n.. ey, ... ny lar
,1,2.3,4.5.6,7,8,9 givmatlarni gabul giladi va oxirgi ikkita ragam
4 ga bo'linadigan sonni tashkil qilsin. U holda x:4 bo‘lishni
~ isbotlaymiz.

100:4 bo‘lgani uchun (n 10%+ny- 10k 4. +na- 107)34. Shartga
ko'ra n;10+ny (bu ikki xonali sonning vozuvidir) ham 4 ga
bo‘linadi. Shuning uchun x ni har biri 4 ga bo'linadigan ikki
qo'shiluvchining  vig'indisi deb garash mumkin. Demnak,
vig'indining bo‘linuvchanligi hagidagi teoremaga ko'ra x
sonining o‘zi ham 4 ga bo'linadi

Teskarisini isbot gilamiz, va'ni agar x soni 4 ga bo‘linsa, uning
o*nli yozuvidagi oxirgi ikkita ragamdan hosil bo‘lgan ikki xonali
son ham 4 ga bo'hinadi.

(1) tenglikni quyidagicha yozamiz:

n - l.0+n@ =X - (n]\' 10l\ + 1y 10k'] +..+ g 102),

xid va (nh-](}k tmys 108 4 4o, -102) 1 4 bo‘lgani uchun
ayirmaning  bo'linuvchanligi  hagidagi tecremaga ko‘ra
(n-10419) 4. Ammo n; 101 yozuv x sonining oxirgi ikkita
ragamidan hosil bo*lgan ikki xonali sonning yozuvidir.

3 va Y ga bo‘linish alomati. x soni 9 ga (3 ga) bo‘linishi
uchun uvniug o‘nli yozuvidagi ragamlari yig'indisi 9 ga (3ga)
bolinishi zarur va yetarlidir.

Isbot. Avval 10*~1 ko‘rinishdagi sonlar 9 ga bolinishini
isbotlaymiz.

Hagiqatan, 10* — 1= (- 105" +16*") — 1 = (9- 10"+ 9-10"° +
F10MY 1 = (9 10M + 9- 10 + . +10) - 1 = 9-10°" + 9-10%7 +
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+..+ 9. Hosil bo'lgan yig‘indining har bir go‘shiluvchisi 9 ga
bo‘linadi, demak, 10— | soni ham 9 ga bo*linadi.

x soni o'nli sanog sistemasida yozilgan bo'lsin, ya'ni
x‘=n4c'l{)}"+ Nj.1° 105+ ng - 10+ ng, bunda n, ngy, ... . 0y, ng lar
0,1.2,3,4,5,6,7,8,9 qiymatlarni qabu! giladt va (mctm+..+n9)9.

U holda x: 9 bo‘lishini isbotlaymiz.

nk-IO'“' +ng.t- 10""1 + ...t ng ylgmdlga m + Nt .o+ g
ifodani qo‘shib va ayirib, natijani bunday ko rinishda yozamiz:
x= (nk-IOk— ) +..+ (010 — l‘ll) + {ng— ng)+(ng+n +o+ntngl =
= (1 Ok_l) + s (1 Okh]—l_) +_ Anp (10=1) F (ngetng; B4 +ng)

Oxirg! yig‘indida har bir qo*shiluvcht 9 ga bo‘linadi:

n (105~ 1) 9, chunki (105 -1) 19

ne (10 =179, chunki (10 '-1): 9

n; (10 - 1) 39, chunki (1013 9.

Shartga ko‘ra (ng 1n + ...+ ny )1 9. Demak, x: 9.

3 ga bo‘linish alomatning isboti 9 ga bo’linish alomatining
isbotiga o*xshashdir.

Boshqa pozitsion sanoq sistemalarida  bo'linuvchanlik
alomatlarini garaymiz. Aytaylik, p sanoq sistemasining asosi
bo*lsin.

Agar pia bo'lsa, u holda p?, p’, ... , p* ko'rinishdagi barcha
sonlar & ga bo‘linadi. Shuningdek, Xp™xp T+ Aoy
ko‘rinishdagi yig‘indi ham « ga bo*linadi.

Ta’rif. Agar p soni a soniga bo'linsa va x soni p asosli sanoq
sistemasida x= xkp" + xk_lpk'I + ... + X0 ko‘rinishda bo'lsa, u
holda x soni a ga faqat va faqat x; soni & ga bo*linsa bo*linadi.

Masalan, o‘n ikkilik sanoq sistemasidagi son fagat va fagat
uning oxirgi raqamt 0,3,6 va 9 bilan tugasa 3 ga bo"linadi.

Umumiy holda p—! ga bo‘linuvchanlik alomatini yozamiz.

x = xkpk + xk_]pi"'i + ... + X;p + Xg soni berilgan bolsin, shu
sonni p—1 ga bo‘linuvchanlik alomatini yozamiz.

Algebradan bizga quvidagi formula ma’lum.

pr—t=(p— P T LT D
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Bu formuladan £ ning ixtiyoriy givmatida p*~1 ni p-1 ga
bo‘linishi kelib chigadi. x sonini quyidagicha yozish mumkin.

=xdpt - D+ X1+ (e T+ Xo)

Birinchi qo‘shiluvchi p—1 ga bo‘linadi. Bundan esa quyidagi
qoida kelib chigadi: x soni p—1 soniga fagat va fagat uning
raqamlarining yig“indisi p—1 songa bo‘linsa bo*iinadi.

Masalan: 6753z soni 8-1=7 ga bo'linadi, chunki uring
raqamlarini vig®indisi 6-+7+5+3=25,; 255esa 7 ga bo‘linadi.

Nazorat uchun savollar

t. Qachon & soni a sonining bo’luvchisi deyiladi?

2. Bo'linuvchanlik munosabatt nima?

3.  «Berilgan  sonning  bo'luvchisivy  va  «bo‘luvchi»
terminlarining fargi nimada?

4. Bo'linuvchanhk munosabatlarining xossalarini ayting.

5.2 ga va 3 ga bo’linish alomatlarini aytib, isbotlab bering.

6.1 ga va 9 ga bo‘linish alomatlarini aytib , isbotlab bering.

7.3. Tub va murakkab sanlar. Eratosfen gfalviri. Tub sonlar
to‘plamining cheksizligi

Tub sonlar va ularning xossalari. Har bir @ son kamida ikkita
bo‘luvchiga ega, @ sonining o'ziva 1.

1-fa’rif. Fagat ikkita bo'luvchiga ega bo‘lgan va birdan katta
sonlarga tub sonlar deviladi, boshgacha aytganda, o‘ziga va | ga
ho'linadigan sonlarga tub sonlar deyiladi.

Masalan, 7 tub son, uning boluvchilart 7 va 1, 15 soni tub son
emas, chunki u 15 va } bo'luvchilaridan boshga 3 va 3
bo‘luvchilarga ega.

2-ta’rif. Ikkitadan ortiq har xil bo‘luvchilarga ega ho‘lgan
sonlar murakkab sonlar deyiladi

1 soni 1 ta bo‘luvchiga, ya’'ni oziga, 0 soni esa cheksiz ko‘p
bo*luvchilarga ega. Shu sababli | va 0 sonlart tub sonlarga ham
murakkab sonlar tarkibiga ham kiritilmaydi.

Shunday qilib, noman{iy butun sortlar to‘plamt Ng 4 ta sinfga
ajratiiadi:
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1) birinchi sint faqat 0 soni (cheksiz ko'p bo‘luvchilarga ega);

2) ikkinchi sinf faqat | soni (faqat bitta bo*luvchiga ega);

3) tub sonlar sinfi (ikkita bo‘luvchiga ega);

4y murakkkab sonlar sinfi (0 dan fargli ikkitadan ortiq
bo*luvchilarga ega).

Tub sonlar quyidagi xossalarga ega:

1Y Agar » tub soni | dan fargli biror n natural soniga bo‘linsa, u
7 soni bilan ustma-ust tushmasa, u uchinchi bo‘luvchiga ega
bo‘ladi, ya'ni I, ¥ va n. U hoida r tub son emas.

2) Agar ¥ va g lar har xil tub sonlar bo‘lsa, u holda r soni ¢ ga
va g soni » ga bo‘linmaydi.

3) Agar a > » bo‘lib, a natural soni r tub songa bo‘linmasa, u
holda a va » soniari o‘zaro tub sonlar.

4y Agar ikkita a va b natural sonlar ko'paytmasi » tub songa
bo‘linsa, u holda ulardan bittasi shu tub songa bo' linadi.

5) Agar natural son 1 dan katta bo‘lsa, kamida bitta tub
bo‘fuvchiga ega bo'ladi.

6) Murakkab a sonining cng kichik wb bo‘luvchisi Yo dan
oshmaydi.

Eratosfen galviri. Matematiklar tomonidan tub sonlarni
ifodalovchi bir gancha jadvallar tuzilgan. Bu jadvallardan
foydalanilsa, har bir sonning wb yoki murakkabligini tekshivib
o‘tirish shart emas. Eramizdan oldingi 1Il asrda Alcksandriyada
yashagan grek matematigi va astronomi Cratoslen, lub sonlarni
aniglashning oddiy usulini, ya'ni ma’lum goidaga ko‘ra sonlarni
o‘chirishga asoslangan usulini varatdi.

Bu metodni go*liaganda o'chirilgan senlar o'rni bo'sh goladi,
boshgacha aytganda murakkab sonlar tushib, wb sonlar goladi,
shu sababli bu metodni Eratosfen gralviri deb ataganlar. Bu
metodning mohiyati quyidagicha. Dastlab 2 dan » gacha barcha
natural sonlar yoziladi. Shundan keyin 2 soni qoldirilib. 2 ga
karrali sonlar o‘chiriladi.

Masalan: n = 30 deb olsak, 2 dan 30 gacha sonlarni jadvalga
yozib chigamiz, 2 ga bo'linadigan sonlar o'chirilgandan keyin
quyidagi sonlar goladi:
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2,3,5,7.9.11, 13, 15,17, 19, 21, 23, 25, 27. 29.

Jadvaldan 2 sonidan boshga 2 ga bo'linadigan sonlar
o‘chirilgan, bundan esa golgan sonlarni eng kichik tub bo’luvchisi
2 dan katia ekanligi ko*rinadi.

Jadvaida 2 dan keyin o'chirilmagan son 3. 3 sonint o’zini
qoldirib, jadvaldan 3 ga bo‘linuvehi sonlarni o'chiramiz, natijada
quyidagi sonlar qoladi:

2,3,5,7,11,13.17, 19, 23, 25, 29.

(Ba’zi bir sonlar ikki martadan chizildi). 2 va 3 dan boshga
golgan sonlar 2 ga ham 3 ga ham bo'linmaydi.

Kelgusi bosgichda 5 sonini qoldirib, 5 ga karrali sonlarni
o‘chiramiz. J holda jadval quvidagi ko‘rinishga keladi.

2,3,5, 7,11, 13,17, 19, 23, 29.

Uch marta chizilgandan keyin golgan sonlar 2, 3 va 5 ga
bo*linmaydi. Tub sonlar quyidagilar:

2,3.5,.7, 11 1317, 19,23, 29,

Eratosfen metodi berilgan n natural sonidan oshmaydigan tub
sonlarni topishga imkon beradi. Ammo u bu tub sonlar soni
cheklimi yvoki cheksizmi degan savolga javob bera olmaydi. Bu
savolga cramizdan oldin Il asrda Aleksandriyada yashagan grek
matematigi Yevklid javob berdi. U tub sonlar to*plami cheksizdir
degan tasdigni isbotladi va u Yevklidning tub sonlar haqidagi
teoremasi nomi bilan yuritiladi. Bu teorema isbotini ko‘raylik.

Teorema. Tub sonlar to”plami cheksiz.

Isbot. Teorema isbotini tcskarisidan boshlaymiz. Faraz
qgilaylik, tub sonlar toplami chekli, u ry, r2, ....., v, sonlardan iborat
bo'lsin. Bu sonlar ko‘paytmasini hosil gilib unga 1 sonini
go'shavlik. ya'ni a=r vz .1y +1:

Bu son yoki murakkab, yoki ttb son bo‘lishi mumkin. Bu son
tub son emas, chunki v r, £, ... . r, sonlardan katta, biz esa shu
sonlardan boshga tub son yo'g deb faraz qilganmiz. Ikkinchi
tomondan, @ soni murakkab son bo‘lsa, w kamida biila tub
ko' paytuvehiga ega bo'lishi kerak va bu tub ko'paytuvchi ry, s,
«r Ty lardan bittasi bo'lishi kerak. @ soni ¢sa bu sonlardan
bittasiga ham bo‘linmaydi (bo‘linganda | goldigqa ega). Bu esa
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bizning farazimizga garama-qarshi. Demak tub sonlar to‘plami
cheksiz.

7.4. Sonlarning eng kichik umumiy karralist va eng katta
umumiy bo‘luvchisi, ularning asosiy xossalari

Sonlarning eng Kkichik wmumiy karralisi. Agar @ sont &
soniga bo‘linsa, @ soni & ga karrali deyiladi. 0 soni barcha
sonlarga bo‘lingani uchun 0 soni barcha sonlarga karrali. Biz 4
soniga karrali deganda, b soniga natural karralini tushunmog®imiz
kerak, ya’ni h, 2&, ... . nb lar b sonining kairalilart, bularning eng
kichigi & hisoblanadi.

Bo‘linuvchanlik munosabati xossalarini karralilik  xossalari
kabi ifodalash ham mumkin.

Masalan, a soni b soniga karrall, & soni esa ¢ ga karrali bo'lsa,
a som ¢ ga karrali bo'ladi. @ va b sonlarini olavlik. Agar m soni a
sonint ham, 5 somnt ham karralisi bo‘lsa, u holda m soni bhu
sonlarning umumiy karralisi deyiladi.

a va b sonlarining umumiy karralisi ularning ko‘paytmasi ab
hisoblanadi, chunki u ¢ ga ham, b ga ham bo*linadi.

a va & sonlarining umumiy karralisi bo‘lgan sonlar to‘plami, «
va b sonlariga karrali sonlar to‘plamining kesishmasidan iborat
bo'ladi.

Masalan: 3 ga karrali sonlar to'plami A, 4 ga karrali sonlar
to‘plami B bo’Isin.

A={3,6,9,12,15,18,21,24,27,30,33.36,...}

B={4.8,12,16,20,24,28,32,36,...}

A va B to‘plamlarning kesishmasi

A B=112.2436, ..}

Bu to*plamning barcha sonlari 3 va 4 ga karrali.

Bu sonlarning ichida eng kichigi 12 soni.

I-ta’rif. g va b sonlariga umumiy karrali bo®lgan sonlarni
ichida eng kichigiga, bu sonlarning eng kichik umumiy karralisi
deyiladi va u K(a.h) bilan belgilanadi. Masalan, K(3,4)= 12.
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Umumiy karralilik xossalari.

1-teoreina. Ixtiyoriy ikkita @ va b sonlarning umumiy karralisi,
u sonlarning eng kichik umumiy karralisiga bo‘linadi.

Isbut. Avtaylik K{a,bj=n bo‘lsin, m soni ¢sa a va b sonlarining
urmumiy karralisi bo'lsin. Biz m:n ekanini ko‘rsatishimiz kerak.
m soni n ga bo'linsin va biror r qoldiq qolsin, ya’ni m=n-q+r;
r=0 ekanini ko‘rsatamiz.

m ham, n ham ¢ soniga bo‘lingani uchun r = m—n-q ham «a
soniga bo‘linadi. Shuningdek, m ham, n ham 5 soniga bo‘lingani
uchun r ham 6 ga bo‘linadi. Demak, r ham, a ga ham b ga
bo‘linadi. Agar r noldan fargli bo'lsa, u ¢ va » sonlarining
vmumiy karralisi bo‘lishi kerak va u n dan kichik bo‘lmasligi
kerak, ya’ni r 2 n (n esa ¢ va b sonlarining eng kichik umumiy
karralisi), Buning esa bo'lishi mumkin emas, chunki gqoldig
bo‘invehidan katta bo' Imavdi.

Demak, goldiq r noldan fargli emas, ya'ni =0,

Demak, m = n-q, ya’ni m nga bolinadi

2-teorema. Agar K{u b)=n bo‘isa, u holda ixtiyorty natural ¢
sont uchun K{ac, bey=nc tenglik o‘rinli.

Endi bo’luvchi ustida to*xtalamiz. “« sonini b soniga karrali”
munosabatiga “h soni @ sonining bo'luvchisi” munosabati teskari.
Boshqacha aytganda b soni @ sonining bo‘luvchisi bo'lishi uchun,
fagat va faqat @ soni b soniga karrali bo‘lishi kerak.

Agar b soni a sonining bo'luvchisi bo‘lsa, bla ko‘rinishida
yoziladi. Masalan, 416 yozuvi 16 : 4 ni bildiradi.

Bo'linuvchilik munosabatining har bir xossasiga bo’ lavchilik
munosabatt mos keladi.

Masalan, bo‘linuvchilik  munosabatida  tranzitiviik  xossa
quyidagicha ifodatanadi: agar ¢ soni b ning bo‘luvchisi. b esa ¢
ning bo‘luvehisi bo'lsa. u holda « soni ¢ ning bo*luvchisi bo*ladi.
ifar bir son o‘zining bo'luvchisi, 1 esa ixtiyoriy sonning
bo*luvchisidir, '

Sonlarning eng katta umumiy bo‘luvchisi.

2-ta’rif. Agar a va b sonlart ¢ ga bo'linsa, ¢ soni bu sonlarning
wmuniy bo‘luvchisi deyiladi. & va b sonlarining umumiy
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bo*luvchilarini topish uchun « soni bo*luvchilari tofplami bilan &
soni bo*luvchilari to‘plami kesishmasini topish kerak.

Masalan, 16 va 28 sonlarining vmumiy bo’ luvchilarini toping.

A va B to'plamlar mos ravishda 16 va 28 sonlarining umumty
bo‘luvchilarint ifodalasin. U holda

A={ 124816}, B={12471428}

A N B={1,24}. Demak, 16 va 28 sonlarining uvmumiy
bo*luvchilari 1,2.4 sonlari ekan. Aytaylik. @ natural son 5 ga
bu‘linsin. @ sonining bo’luvchilar somi ¢ dan oshmaydi. shu
sababli bo‘luvchilar soni chekli bo‘ladi. Shunga asosan a va b
sonlarining umumiy bo‘luvchilar seni chekli to*plam tashkil etadi.

3-ta’rif. @ va b sonlarining umumiy bo‘iuvchilari ichida eng
kattasiga, a va b sonlarining eng katta umumiy boluvchisi
deyiladr va D{(a,b) ko‘rinishda belgilanadi.

Yugoridagi misolda D(16,28) —4 ga teng.

d-ta’rif. Agar g va b soularn 1 dan boshga umuniy
bo‘tuvchilarga ega bo‘lmasa, ular o‘zaro tub deyiladi. Masatan,
13 va 15 sonlari uchun D(13, 153)=1.

Fng kichik umumiy Kkarrali va eng katta umumiy
bo‘luvchining xossalari.

1-xossa. Agar ¢ sont a va b sonlarining umumiy bo'luveihst
bo'lsa (ya'ni a—ac ; b=bc}, u holda J’zuc—D - son a va b
sonlarining umumiy karralisi bo*ladi.

Isbot: Shartga ko'ra a=ayc; b=0;c bo'lganda £ =nH £ =h)a
ekanligini ko‘rsatamiz.

? :E:l dan # :E‘lccblc = a;b,c = by(a,c) = b,a bundan £ ni ¢

ga bo“hnishi kelib chiqadi.

Ikkinchi tomondan, €=a,(b,ci=a,b, bundan esa £ soni a va b
sonlarining umumiy karralisi ekan.

Misol. 6 soni 12 va 18 soniarining umumiy bo luvchisi ya'ni,
12=6-2; 18=6-3.

Bundan £ = %ﬁ = 36soni 12 va 18 sonlarining eng kichik

umumiy Karralisi bo*ladi.
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2-xossa. Agar k soni ¢ va b senlarining eng kichik umumiy
karralisi bo‘lsa (ya'ni k=K{a,b) bo'lsa), u holda D = a—kti soni @ va
b sonlarining eng katta umumiy bo‘luvchisi bo*ladi.

Bu xossa to°g'riligini ko‘rsatish oson (buni ko‘rsatishni
1lalabalarga mustagil topshiramiz).

Bu xossadan quyidagi natijalar kelib chigadi.

1-nafija. Tkkita ¢ va & sonlarining eng kichik umumiy
karralisini, uning eng katta umumiy bo‘luvchisiga ko'paytmasi
shu sonlarning ko' pavimasiga leng.

D(a.b) - K(ah) = %‘— = ab

Xususiy holda, agar D{(a,) = | bo'lsa. u holda K(a,b)=a'b ga
tong.

2-natija. O zaro tub ikkita natural sonning e¢ng kichik umumiy
karralisi shu sonlarning ko*paytmasiga teng.

3-xossa. « va b natural sonlarining eng katta umumiy
bo'luvchisi shu soplarning ixtivorty uwmumiy bo‘luvchilariga
bo‘linadt.

4-xossa. Agar « va b natural sonlar ko'paytmasi «'h m natural
soniga bo‘linsa hamda m soni a soni bilan o‘zaro tub bo'isa, b
soni ham m ga bo’linadi.

S-xossa. Agar g natural soni o‘zaro tub bo'lgan & va ¢
sonlarining har biriga bo‘linsa, u holda a som ulaming b
ko'paylmasiga ham bo*linadi.

Bu xossadan natural sonning murakkab sonlarga bo‘linish
alomatlari kelib chigadi. Masalan, natural x soni 12 ga bo‘linishi
uchun u 4 va 3 sonlariga bo'linishi zarur va yetarli.

Sonlarni tob ko‘paytavchilurga ajratish (yvoyish) usuli
bhilan unlarping eng katta umumiy bo‘luvchisi va eng kichik
umumiy karralisini topish. Sonni tub sonlar ko‘paytmast
ko'rinishida ifodalash bu sonni tub Kko'paytuvchilarga ajratish
{voyish) deyiladi. Masalan, 86=2-43 vozuv 86 soni 2, 43 tub
ko'paytuvchilarga ajratilganiai bildiradi.

Umuman, har qanday murakkab sonni tub ko‘paytuvchilarga
ajratish mumkin. U qanday usulda ajratilsa ham bir xil yoyilma
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hosil bo‘ladi (agar ko‘paytuvchilar tartibi hisobga olinmasa).
Shuning uchun 86 sonini 2-43 ko'paytma voki 432 ko'paytma
ko'rinishida yozish 86 sonimi tub ko'paytuvchilarga ajratishning
bir xil yoyilmasidir. 436 sonining yoyilmasini topamiz.

436 2
2181 2
109|109
1

Bir xil ko‘paytuvchilarni ko*paytmasining darajasi gilib yozish
qabul gilingan. 436=2% -109 senining bunday yozilishi uning
kanonik ko‘rinishi deyiladi. Sonlarni tub ko‘paytuvchilarga
ajratish vlarning eng katta umumiy bo'luvehising va eng kichik
umumiy karralisini topishda ishlatiladi.

Masalan, 1860 va 244 sonlarining eng katta umumiy
bo‘luvchisi va eng kichik wmumiy karralisini topaylik. Bu
sonlarning har birmi kanonik ko‘rinishda yozamiz.

1800=2-2-2-3-3-5-5=2"-3%.57 244=2-2-61=27-61
18002 24412
900 2 122{2
4501 2 61 |61
22513 1
7513
2515
515
1

1808 va 244 sonlarining eng katta umumiy bo‘luvchisining tub
ko‘paytuvchilarga yoyilmasiga berilgan sonlar yoyilmasidagi
barcha umumiy tub ko‘paytuvchilar kirishi va bu tub
ko' paytuvchilarning har biri berilgan sonlarning yoyilmalaridagi
eng kichik ko‘rsatkichi bilan olinishi kerak. Shuning uchun 1800
va 244 sonlarining eng katta umumiy bo®luvchisining yoyilmasiga
2% kiradi. Demak, D(1800,244)=2°=4. 1800 va 244 sonlarining
eng kichik umumiy Kkarraiisining tub  ko‘pavtuvchilarga
yoyilmasiga berilgan sonlar yoyilmasining hech bo'lmaganda
bittasida ho‘lgan hamma tub ko‘paytuvchilar kirishi va bu tub
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ko paytuvchilarning har biri shu yoyilmalardagi eng kartia darajasi
bilan olinishi kerak. Shuning uchun 1800 va 244 sonlarning eng
kichik wmumiy karralisining voyilmasiga 2%, 3% 5. 6l
ko'paytuvchilar kiradi. Demak, K(1800, 244)= 2° 2*.3%.57.61=
=109800.

Umuman, berilgan sonlarning eng kichik umumiy karralisini
topish uchun:

1) berilgan har bir sonni kanonik ko‘rinishda yozamiz;

2} berilgan sonlar yoyilmasidagi hamma tb ko‘paytuvchilar
ko‘paytmasini  hosil qilamiz, bunda har bir ko'paytuvchini
berilgan sonlar yovilmasiga kirgan eng katta ko‘rsatkichi bilan
olamiz;

3) bu ko'paytmaning giymatini topamiz - u berilgan sonlarning
eng kichik umumiy karralisi bo*ladi.

Bir nechta misol quraymiz:

[-misol. 60, 252, 264 sonilarining cng katta umumiy
bo’luvchisini va eng kichik umumiy karralisini topamiz.

Har bir sonni kanonik ko'rinishda yozamiz:

60=2" -3 5, 252=27-3%- 7, 264=2% - 3 11,

Berilgan sonlarning eng katta umumiy bo‘luvchisini topish
uchun bertlgan yoyilmalardagi umumiy tub ko paytuvchilar
ko‘paytmasini hosil gilamiz, bunda har bir ko‘paytuvchini
berilgan sonlarning yoyilmasiga kirgan eng kichik ko‘rsatikichi
bilan olamiz. D(60.252,264)= 2% - 3=12,

Berilgan sonlarning eng kichik umumiy Karralisini topish
uchun berilgan sonlarning yoyilmasidagi hamma ko*payiuvchilar
ko*paytmasini  hosil gilamiz, bunda har bir ko‘paytuvchini
berilgan sonlar yoyilmasiga kirgan eng katta ko‘rsatkichi bilan
olarniz: K(60,252, 264)=2° 3> 5- 7. 11= 83160

2-misol. 48 va 245 sonlarining eng katta umuimiy bo*luvchisini
va eng kichik umumiy karralisini topamiz. Har bir sonni kanonik
ko'rinishda yozamiz. 48= 24 3: 245~ 577,

Beriigan  sonlar  yoyilmasida umumiy ko‘paytuvchilar
bo*Imagani uchun D(48, 245)=1, K(48,245)=48 245=11760.

223



Nazoraf uchun savollar

1. Karral deganda nimam tushunasiz?

2. Eng kichik umumiy karraliga ta’rif bering.

3. Sonlarning umumiy bo‘luvchisini tushuntiring va eng kafta
umumiy bo‘luvchiga ta’rif bering.

4. Eng kichik umumiy karrali va eng katta umumiy
bo‘luvchining xossalarini aytib bering.

5. Tub va murakkab sonlar deb qanday sonlarga aytiladi?

7.5, Murakkab songa bo‘linish alomati. Arifmetikaning asosiy
teoremasi. Berilgan sonlarning eng katta umumiy bo*luvchisi
va eng kichik umumiy karralisini topish algoritmi

Bizga ma’lumki maktabda o'quvchilar natural sonlarni tub
ko‘paytuvchilarga ajrata oladilar.

Masalan, 124 = 2-2-31, 210 = 2-3-5-7. Ammo maktab
matematika kursida ixtiyoriy murakkab son uchun tub
ko‘paytuvchilarga ajratish mavjudmi va ajratish usuli bir xilmi,
degan savolga javob berilmagan. Bu savolga natural sonlar
arifmetikasining asosiy teoremasi deb ataluvehi quyidagi teorema
Javob beradi.

Teorema. ixtiyoriy murakkab sonni yagona usulda tub sonlar
ko’ paytmasi shaklida ifodalash mumkin.

{shot. Teorema isbott ikki gismdan iborat:

1) Ixtivoriy natural son uchun tub sonlar ko‘paytmasi
mavjudmi?

2) Ko*paytma mavjud bo*lsa, v yagonami?

Birinchi  gismini  isbot qilamiz. Faraz qilamiz, tub
ko‘paytuvchilarga ajralmaydigan murakkab son mavjud. U holda
shunday sonlar to'plami A da eng kichik a soni bor. A
to‘plamdagi hamma sonlar murakkab bo*lgani uchun, @ sonini
ikkita a; va > sonlar ko paytrnasi shaklida yozish mumkin. ¢ va
a- larni har birt @ dan kichik.

a; <@, ar < a, a; va a; sonlari ¢ dan kichik bo‘lgani uchun
ular A to‘plamga tegishli emas. Shuning uchun ular tub sonlar
yoki ular tub sonlar ko’ paytmasiga ajraladigan sonlar.
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Agar = 1.y va @2=q...(n bo‘lsa, (bu yerda ry,..... iy va
qi, ... (p tar tub sonlar). U holda a=a, - a&:=r1 ... q; ... Qs . Bu
esa ¢ sonini b ko'paytuvchilarga ajratilmaydi degan farazimizga
<id. Demak, murakkab sonni tub sonlar ko paytmasi shaklida
ifodalash mavjud.

Endi teoremaning ikkinchi gismint isbotlaymiz.

Murakkab sonni tub sonlar ko*paytmasi shaklida ifodalash
mumkin va u bir giymath aniglanganligini ko‘rsatamie.

Boshgacha aytganda, murakkab sonni ikki xil tub ko'pay-
tuvchilarga ajratish bir-biridan ko*paytuvchilarning o‘rinlarini
almashinuvi bilan farq gilishini ko rsatamiz.

Faraz qilaylik. ikki xil tub ko pavtuvchilarga ajratilgan natural
sonlar mavjud. Bu sonlar to*plamini A bilan belgilaymiz. Farazga
ko'ra A wplam bo'sh to'plam emas, unda eng kichik a son
mavjud. Shartga ko'ra quyidagi tub ko'paytuvchilarga egamiz.

=11 Ty =1 ...

Uholdar ...r,, =qr...q, (1)

(1) tenglikni o'ng tomoni tub q, soniga bo‘linadi, u holda
chap tomoni ham q soniga bo‘linadi, ya'ni chap tomondagi
ko'pavtuvchilardan biri bo'linadi.

Agarr, (; ga bo'linadi desak. u holda ry = g, bo'ladi.

(1) tenglikni ikkala tomonini r; ga qisgartiramiz.

U holda ¢= 2. = Q2 ... Ga tenglikka ega bo*lamiz, bu yverda
c=a:r; > 1 bo‘lsa, u holda ¢ < a bo'ladi.

Farazimizga ko'ra « eng kichik son va ikki xil tub
ko paytuvchilarga ega. Demak, ¢ bitta tub ko‘paytuvchilarga ega
bo'lib, c=rs...ry=q1...qn tub ko'paytuvchilar ajratmasi bir-biridan
ko‘paytuvchilar tartibi bilan farq qiladi. Bu esa tub
ko*paytuvchilarga ajratish turlicha degan farazimizga zid.

Demak. tub ko‘paytuvchilarga ajratish yagonadir.

Sonlarni tub ko'paytuvchilarga ajratishdagi yoyilmada tub
sonlar tub sonlarni o‘sish tartibida joylashtirifadi

2520=2>3"-5-7

Yevklid algoritmi. Sonlarni tub ko'paytuvchilarga ajratish
usuli bilan ularning eng katta umumiy bo‘luvchisini topish,
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ba’zan, yator giyinchiliklarga olib keladi. Masalan 6815 sonini
tub ko‘paytuvchilarga ajratishda birinchi bo‘lavchi 5 ni topib,
1363 sonini hosil qilamiz, bu sonning eng kichik bo‘luvchisi 29
2a teng. Ammo 29 ni topish uchun 1363 sonining 2 ga, 3 ga, 5 ga,
7 ga, Il ga, 13 ga, 17 ga, 19 ga, 23 ga, 29 ga bo‘linish-
bo‘linmastigini tekshirishimiz kerak, bunda 1363 soni fagat 29
gagina butun son marta bo‘linadi. Berilgan sonlarning eng katla
umumiy bo‘luvehisini giyinchitiklarsiz topish usuli mavjud.

Buning uchun ikki son umumiy bo'luvchisining bitta muhim
xossasini eslaymiz. Masalan, 5235 va 231 sonlarini olamiz va 523
ni 231 ga qoldiqli bo*lamiz: 525=231-2+63.

525 va 231 sonlarining umumiy boluvchilari to'plamini A
orqali, 231 va 63 sonlarining umumiy bo*luvchilari to'plamini B
orqali belgilaymiz va A-=B ni isbotlaymiz, boshqacha aytganda

25 va 231 sonlarining ixtiyorly umumiy bo'tuvehisi 231 va 63
sonlarining umumiy bo‘luvchisi ekanligini isbotlaymiz. Hagiqa-
tan, agar 325:d va 231:d bo‘lsa, ayirmaning bo‘linuvchanligi
haqidagi teoremaga ko‘ra 63:d ni hosil qilamiz. Agar
525=231-24+63 tenglikni 63=525-231-2 ko‘rinishida yozsak,
bunga oson ishonch hosil gitish mumkin. Shunday qilib, 525 va
231 sonlarining ixtiyoriy umumiy bo'luvchisi 231 va 63 sonla-
rining umumiy bo‘luvchisi bo‘ladi, ya’ni AcB aksincha, agar
231 wva 63 sonlarining umumiy bo‘luvchisi, ya’ni 231:t va 63t
bo'isa, yig'indining bo‘linuvchanligi hagidagi teoremaga ko'ra
525:t bo‘ladi. Demak, 231 va 63 sonlarining ixtiyoriy umumiy
bo‘luvchisi 525 va 231 sonlarining ham umumiy boluvchisi
bo‘lar ekan, ya'ni Bo A,

Teng to‘plamlar ta’rifiga ko‘ra A=B. Ammo agar berilgan
sonlar juftining umumiy bo‘luvchilari to‘plami bir xil bo‘lsa,
ularning eng katta umumiy bo‘luvchisi ham teng bo‘ladi, ya'ni D
{525,231)=D (231, 63).

Umuman, agar a va b — natural sonlar hamda a¢=bg++ bo‘lsa,
D(a,bY= D(b, v) bo‘ladi, bunda r<b.

Bu teoremaning isboti yuqorida keltirilgan xususiy holning
isboti kabidir.
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Bu xossaning muhimligi nimada? Bu xossa a va » sonlarining
eng katta umumiy bo’luvchisini topishda bu sonlarni kichik
sonlarga almashtirishga imkon yaratadi, bu esa hisoblashlarni
osonlashtiradi. Bunday almashtirishni bir necha bor bajarish
mumkin. Masalan, 525 ni 231 ga goldigli bo‘lib, goldiqda 63 ni
hosil gilamiz.

Demak, D (525. 231)= D(231, 63). 231 ni 63 ga qoldigli
bo‘lamiz: 231=63-3+42, ya'ni D(231, 63)=D (63, 42}.

63 ni 42 ga qoldighi bo‘lamiz: 63=42-1+21. Demak,
13(63.42)=0D(42,21). 42 ni 21 ga qoldigli bo*lganda qoldigda 0
hosil gilamiz, ya'ni D(42, 21)=D (21,0). 21 bilan 0 ning eng katta
umumiy bo‘luvchisi 21 ga teng. Demak, 21 soni 525 va 231
sonlarining eng katta umumiy bo*luvchisi bo®ladi, chunki
D(525, 231)=D(231, 63)=D(63.42)=(42, 21=D(21. 0)=21.

Biz bajargan hisobiashlar ko®pincha bunday yoziladi:

525=231-2+63

231 =063 -3+42

63 =42 | +21

42=21-2+0

D(525,231)=21.

Eng katta umumiy bo‘luvchini topishning ko‘rilgan usuli
goldigli bo‘lishga asoslangan. Bu usulni birinchi marta qadimgi
grek matematigi Yevklid (eramizgacha 11l asr) yaratgan va
shuning uchun u Yevklid algoritmi nomi bilan vuritiladi. Yevklid
algoritmini umumiy ko‘rinishda bunday ifodalash momkin:

a va b — natural sonlar hamda a># bo'lsin. a soni b soniga
qoldigli bo‘linadi. keyin & soni qolgan goldigga qoldigl: bo‘linadi,
so'ngra birinchi goldiq 1kkinchi goldigqa qoldigli bo'hnadi va
hokazo. u holda oxirgi holdan farqli qoldiq a va b sonlarning eng
katta umumiy bo*luvchisi bo‘ladi.

Nazorat uchun savollar
1. Sonlarni tub ko*paytuvchilarga ajratish yo*li bilan eng katta
umumiy bo‘luvchisi va eng kichik umumiy karralisini topishnt
misollar yordamida tushuntirib bering.
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2. Tub sonlarni aniglashdagi Eratosfen gralviri metodini
tushuntiring.

3. Natural sonlar arifinetikasining asosiy teoremasini itfoda-
lang va isbotlab bering.

4. Sonlarni eng katta umumiy bo*lavchisini topishni, Yevklid
algoritmini tushuntirib bering.

Berilgan sounlarning eng katta wumumiy bo‘luvchisi va eng
kichik umumiy karralisini topish algoritmiga doir misollar

Misol. 2346 va 646

Yechilishi. Ushbu sonlarning EKUB va EKUKri topislt uchun
Yevklid algoritmidan foydalamlddl

_2346[646
1938 3
.. 646 |408
408 1
_408 {238
238 1
_238 1170
170 1
_170168
136 2
68 34
68 2
0

Demak, oxirgi noldan fargli qoldiq 34 bo‘lib, u berilgan

sonlarning EKUBidir, yva’ni EKUB (2346, 646) = 34.

EKUK (2346, 646) = -2—3_42—49’1(1 = 44574 .

Bu misolni tub ko*paytuvchilarga ajratib ham yozish mumkin.
2346 =2-3-17-23

646 =2-17-19
EKUB (2346 .646) =217 = 34

EKUK (2346 ,646)=2-3-17-19-23 = 44574
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Topshiriq

Sonlarning EKUB va EKUK ni toping.

GO =3 O LA s L Y —

[ S Y o)
[, T S IS [y S e T

420 va 126.
549493 va 122433
67283 va 122433
122433 va 221703
476 va 1258

1258 va 21114
1315 va 600

8104 va 5602
5555 va 11110

. 980 va 100

. 5345 va 4856

. 2163 va 3536

. 5400 va 340G

. 78996 va 80000
. 71004 va 154452
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17.
18.
19,
20.

21

22,
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.

. 42628 va 33124
7935 va 2585
6663 va 887
875 va 1346
23 va 1785
.75 va 1853
28 va 947
743 va 907
109 va 1005
827 va 953
56 va 953
419 va §54
113 va 08%%
821 va 934
1000 va 999



VIII BOB. SON TUSHUNCHASINI KENGAYTIRISH
MASALASI '

8.1. Kasr va manfiy son tushunchasini vujudga kelishi haqida
gisqacha tarixiy ma’lumotiar

Kasr tushunchasini vujudga kelishi hkaqida qisqacha
tarixivy  ma’luinotlar.  Kasr (arab, »£-  bo‘lak, parcha}
matematikada birning biua yvoki bir nechta gismidan (bo*lagidan)
iborat son. Kasr ikkita butun sonning nisbati bilan ifodalanadi:
n - . e B . . .
- yoki n/m. Bu yerda m kasrning maxraji, 7 bo'lsa surati deyiladi.
Maxraj chizigning ostiga (yoki ketiga), surat bo‘lsa chizigning
ustiga (yoki oldiga) yoziladi.

Maxraj bir sonni necha bo*lakka bo*linganini ko‘rsatadi, surat
bo‘lsa shu kasrda shunday ulushiardan nechta boriigini ko rsatadi.
Masalan, 2 kasrida surat 3 dir va u kasr teng uch bo'lakni
ifodalashini ko‘rsatadi. Maxraj bo'lsa 4 dir va u to'rtta bo'lak bir
bo‘lib butunni hosil gilishini anglatadi.

Eng qadimgi  kasrlar butun __sonlarning teskari  yozilganti
bo‘lgan. Bu gadimiy belgilar ikkining bir gqismini, uchning bir

misr __kasrluridan eramizdan  avval taxminan 1000  yilarda
foydalanishgan. Taxminan 4000 yil avval misrliklar sonlarni kasr
bilan bo*lish uchun biroz boshgacha usiublardan foydalanishgan.
Ular surati bir bo'lgan kasrlar ustida amallar bajarish uchun eng
kichik umumiy bo‘luvchidan foydalanishgan. Ularning uslublari
zamonaviy uslublar btlan bir xil natijalar bergan.

Yunonlay surati bir bo‘lgan kasrlardan foydalanishgan. Fra-
mizdan avvalgi taxminan 530-vilda yunon faylasufi Pifagorning
shogirdlari  ikkining kvadrat __ildizini kasr  ko‘rinishida yozib
bo‘Imasligini aniglashgan, Eramizdan avvalgi taxminan 150-yilda
Hindistonlik jainchi matematiklar ,Sthananga sutra™ (talaf-
fuzi: Sananga sutra) asarini vozishgan. Bu asarda sonlar teoriyasi,
arifimetik amallar va kasrlar ustida amallar hagida yozilgan.
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Bir sonni ikkinchisining ostida yozish va kasrlarni hisoblash
vsullari bizning eramizning 499-yili atrofida Aryab hatta vozgan
asarda uchraydi, Sanskrit adabiyotlarda  kasrlar  yoki ratsional
sonlar doim butun son va uning ketidan kasr son ko‘rinishida
vozilgan. Kasr son butun son yozilgan gatorning ostiga yozilgan.
Kasrning o‘zi ikki gatorda yozilgan. Birinchi qatorda yozilgan
surat amsa deb  atalgan, ikkinchi gatorga yozilgan naxraj
cheda deb atalgan. Agar kasr biror-bir boshga belgisiz yozilgan
bo‘lsa, demak bu kasrni yuqoridagi butun songa qo‘shish kerak
bo‘lgan deb tushuniladi. Agar kasrming o‘ng tarafiga kichkina
aylana belgisi qo‘yilgan bo’isa, bu kasmi butun sondan ayirish
kerak ho'igan deb tushuniladi.  Masalan, hind matema-
tigi Bhaskara [ quyidagicha yozgan:

£¢3

g{i0

¥aR

Ya’'ni,

612

11]1e

459

yozuvi 61 1/4, 1 +1/5 va 2-1/9 m ifodalagan.

Q'ria_asrlarda yashagan marokashlik musulmon matemarik
Abu Bakr al-Hassar birinchi marta surat ba maxrajni ajratuvchi
gorizontal chizig hagida  yozgan. 'z aserida  al-Hassar:
.....masalan. agar sizga beshdan uch va beshdan biming uchdan
birinl yoz deyishsa, bunday deb yozing: %%% Kasrni shu uslubda

vozish ozginadan keyin  13-asrda Leonardo  Fibonachchi-
ning ishlarida ham uchraydi.

Fors matematigi Jamshid al-Koshi o'nli kasrlarni 15-asrda
o‘ylab topganman deb aytsa ham. J.Lennart Berggrenga ko‘ra u
adashgan. Chunki o'nli kasrlar undan 5 asr oldin, ya’ni 10-asrda
vashagan Bog‘dodiik matematik Abu'l-Hasan al-Uglidisi ishlarida
uchraydi. Matematika tarixchilari orasida al-Uglidisi birinchi-
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lardan bo*lgani haqgida har xil garashlar bo‘lsa ham. uning o'nli
kasr tushunchasiga katta hissa qo‘shganiga shubha yoq.

Sharq matematiklari o'nli sanoq sistemasida tshlash bilan
birga, o‘'nli kasrlar bilan ham bemalol ishiashgan. Bu hagdagi
dastlabki ma’lumotlar XV asrniag birincht varmida yashab ijod
etgan ak-Koshiga tegishli. U o'nli kasrlar ustida bemalol amaltlac
bajargan va vergulni sonlarda ishlatilishini o"ylab topgan (~1442).
Masalan: 25,07 ni 14,3 ko paytirib 358,501 ko'rinishda yozishni
ko'rsatgan. m ning 16 aniq o'nli xonalarini aylanaga ichki va
tashqi chizilgan muntazam 3*228 ko‘pyoq yordamida hisoblagan.
Bundan 150 yil keyin F.Viyet 3*217 burchak yordamida 9 ta aniq
xonasini topgan, 1597-yili esa Van Roumen al Koshi natijasini
takrorladi va nazariy ma’ lnmotlarni kengaytirdi.

Umuman esa Yevropada 1585 yvili Mlamandiyalik matematik va
injener S.Stevin tomonidan Kiritiidi. Bundan ilgariroq ham o'nli
kasrlar haqida ma’lumotlar mavjud bo‘igan. Masalan, Xitoyda
Sun dinastiyasi davrida yashab ijod etgan Yan Xuey (1261-y).
Uning misollaridan biri 24,68 * 36,56 = 902,3008.

Manfiy son tushunchasini vajudga kelishi hagqida qisgacha
tarixiy ma’lumot. Manfly sonlaming vujudga kelishi tarixi
taximinan eramizdan avvalgi 1T asrda Xitoyda boshlandi. Balki,
Xitoyda manfiy sonlarni avval ham ma'lum bo'lgan, lekin birinchi
marta ular hagidagi ma’lomotlar aynan shu paytga to*g ri keladi.
U yerda manfiy sonlarni ishiatish boshlandi va musbat sonlarni
"mulk" deb nomlanishi bilan, manfiy sonlar "qarz" deb hisoblan-
gan edi. U paytda manfly sonlar qora rang bilan. musbat sonlar
esa gizi! rang bilan voziigan.

Mantiy sonlar hagidagi birinchi ma lumotni Xitoylik olim
Chjan Tsanning "Matematikaga oid to'qqizta kitob" Kkitobida
topish mumkin.

Bundan keyin, V-V1 asrlarda manfiy sonlar Xitoy va
Hindistonda juda keng ishlatilgan. Birog, Xitoyda ulardan
ehtiyotlik bilan foydalanishga harakat gilishgan, Hindistonda esa.
aksincha, manfiy sonlarni juda keng ishlatishgan. xattoki ular
bilan barcha hisob-kitoblarni amalga oshirishgan, hindistonliklar
uchun mantiy sonlar tushunarsiz narsa emas edi.
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Hind olimlari Bhaskara va Brahmaguptalarning asarlarida
(VI-V1II asr) manfiy sonlar va ular ustida amaltlar haqida batafsil
tushuntirishiar berilgan.

Qadimgi Bobil va qadimgi Misrda esa mantiy sonlar umuman
ishiatilmagan. Agar hisoblashda manfiy natija chigadigan bo'lsa,
bu hisob-kitob hech ganday yechimga ega emas, deb hisoblangan.

Yevropada ham manfiy sonlar uzeq vaqt davomida tan
olinmagan. Ularni "mavhum™ va “absurd” deb hisoblashar edi.
Ular bilan hech ganday amailar bajarishmagan, javob manfiy
halsa, o chirth tashlangan edi. Hech narsa nol - boshligdan kam
bolishi mumkin emas, deb hisoblar edi ular.

Yevropada birinchi marta marifty sonlarga Leonardo Pizanskiy
(Fibonachchi) e'tibor gqaratgan. U 1302-yilda o'zining "Abak
kitobi" asarida ularni tasvirlagan.

Keyinchalik, 1544-yilda birincht marta Mihail Shtite! o' zining
"To'liq arifmetika" kitobida manfiy sonlar tushunchasi va ular
ustida amallagni batafsil yoritib berdi. "Nol absurd va hagqigty
sonlar o'rtasida joylashgan". XVII asrda esa matematik Rene
Dekart manfiy sonlarni sonlar o'gida noldan chapda ko*rsatishni
taklif gildi.

Shundan beri, manfiy sonlar keng tovdalanila boshladi va
ko“plab olimlar uzoq vaqt davomida ularni inkor qilgan bo‘fsa-da,
tan olingan.

|83 1-yilda Gauss manfiy sonlari imusbat sonlar bilan mutlago
teng ahamiyatli deb atadi. XIX asrda esa Uilman Hamilton va
Hermann  Grassmann  manfly sonlarning  to'lig  tugallangan
nazariyasini yaratishdi.

‘z-o‘zini nazorat qilish uchun savoliar
Kasr so‘zining ma’nosini ayting.
Kasr sonlar birinchi marta gqayerda paydo bo®1di?
Kasr chizig®ini kim o*ylab topdi?
Manfiy sonlar nimani anglatadi?
Manfty sonlar birinchi marta qayerda paydo bo*1di?
6. Manfiy sonlar nazarivasini kim yaratdi?

Lo W b —
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8.2. Butun sonlar. Butun sonlar to‘plamining xossalari va
ularning geometrik interpretatsiyasi

Son tushunchasini dastlabki kengaytirish. « va b natural
sonlar va atb=c yig“indi berilgan bo'lsin. Bu yig'indi uchun I}
c>a va c>b; 2) har bir go'shiluvchi yig‘indidan ikkinchi
qo‘shiluvchi ayirmasiga teng, ya'ni b=c-ava a=c-b.

«0» soni bo‘sh to‘plamlar sinfining xarakteristikasi sifatida
kirititgan bo‘lib, «a» natural son esa, bo‘shmas to‘plamliar
sinfining xarakteristikasi bo‘lganligi uchun, at+0=a ekanligini
tushunish giyvin emas. Yig'indida biror go'shiluvchini topish
goidasini qo*shiluvchilardan biri nol bo‘lgan holda qarab, 0=a-a
ni hosil qulaniz. Shunday qilib, «O» sonint ikkita teng sonning
ayirmasi deb qarash mumkin.

Nol sonini natural sonlar to*plamiga go‘shib, nomanfiy butun
sonlar to‘plami deb ataladigan yangi sonli to‘plam hosil gilamiz.
Bu kengaytirilgan to'plam Ngbilan belgilanadi va quyidagicha
yoziladi Ny, — {0,1,2,3,4,...,n, ...}

Nol soni bilan amallar bajarish qoidalarini, ushbu tengliklar
ko‘rinishida yozish mumkin: at0-a (ta'tifga ko‘ra), Ora=a:

a-0=a; a-0=0, 0-a=0 agar a#0 bo‘lsa, 0:a-0

Nolga bolishni alohida qaraymiz. Noldan farqli a son berilgan
bo‘lsin, ya'ni a#0a:0 bo'linma mavjud bo‘lsin deb faraz gilavlik;
uni b orgali belgilaylik. U holda a:0=b ga ega bo*lamiz, bundan
esa quyidagl kelib chigadi; a=0-b yoki a=0 bu esa shartga ziddir.
Demak, a:0 bo'linmaning mavjudligi hagida qgilgan farazimiz
noto‘g‘ri. Shunday qilib, noiga bo'lish mumkin ¢cmas.

Nolni natural sonlar to‘plamiga qo‘shish natijasida son
tushunchasini dastlabki kengaytirish amalga oshirildi.

Butun sonlarning geomefrik interpretatsivasi. Manfiy
sonlarniag kirititlishi. Nol sonini  kiritilishi natijasida teng
sonlarni ayirish mumkin bo‘ldi. Katta sonni kichik sondan ayirish
mumkin bo‘lishi uchun sonlar to’plamini yangi sonlar kiritish
yo‘li bilan kengaytirilgan.

To'g'ri chizigni olib, unda yo‘nalish, O boshlang‘ich nuqta va
masshtab birligini olamiz.
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v

54 3 2 -1 0 1 2 3 4 5
8. l-rasm

Boshlang'ich nugtaga 0 sonini mos qo*yamiz. Boshlang‘ich
nuqtadan o*ng tomonda bir, ikki, uch va h.k. masshlab birligi
masofada joylashgan nuqialarga 1.2.3, ... natural sonlarni mos
go'vainiz, boshlang‘ich nugtadan chap tomonda bir, ikki. uch va
h.kc. birlik masofada joylashgan nuqgtalarga -1. -2, -3
suavollari bilan belgilanadigan yangi sonlarni mos go‘yamiz. Bu
sonlar butun manfiy sonlar deb ataladi.

Soniar belgilangan bu to'g'ri chizig son o‘qi deb ataladi.
O‘gning strelka bilan ko‘rsatilgan yo®nalishi musbat yo'nalish,
garama-qarshi  yo‘nalishi esa mantiy yo'nalish deb ataladi.
Natural sonlar scn o'qida boshlang'ich nuqtadan  musbat
vo'nalishda go‘yiladi. shuning uchun ularni musbat buiun sonlar
deb ataladi.

Nomanfiy butun sonfar to'plami bilan butun mantiy sonlar
to plamining birlashmasi vangi sonli to‘plamni hosil giladi, bu
to*plam butun sonlar to’plami deb ataladi va Z simvoli bilan
beigilanadi va quyidagicha voziladi:

Z=4.~4-3-2-1.0,1.2,3,4....}.

Yuqoridagi 8.1-rasm butun sonlar to‘plamining geometrik
ko‘rinishini tashkil etadi. Chizmadan ko‘rinadiki. har bir butun
songa son o‘gida aniq nugta mos keladi, lekin son o‘qining har bir
nugtasiga ham butun son mos kelavermaydi.

Natural senlar to‘plamini butun senlar to‘plamiga ken-
gaytivilishini ikkinchi talgini. 0- simvoli bilan belgilanadigan
pol soni va manfiy butun sontar quyidagicha kiritiladi: a) istalgan
» - natural son va 0- sonining vig‘indisi # sondir.

nt0=n

b) istalgan n natural songa shunday yagona (n) - manfiy butun
son mos keladiki, 17 va - n sonlarning yig'indisi nolga teng.

n+(-n)=0

~ h soni n songa qarama-garshi son deb aytiladi. # soniga
garama-darshi son # sonidir; ~(-n)=n.
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Natural sonlar to‘plamiga yangi obyektlarni — nol sonini va
manfiy butun sonlarni kiritish natijasida hosil bo‘igan to‘plamga
butun sonlar to‘plami deyiladi. Butun sonlar to‘plamidagt natural
sonlar musbat butun sonlar deb ataladi. Barcha butun sonlar
to*plami Z bilan belgilanadi.

Butun sonlar to*plami Z ning xossalari:

1° Butun sonlar to‘plami cheksizdir, ya’'ni istalgan » butun son
uchun shunduy m butun son topiladiki, m|>[n| tengsizlik
bajariladi.

2° Butun sonlar to‘plami tartiblangan to*plamdir, ya’'ni istalgan
ikkita m va n butun sonlar uchun quyidagi munosabatlardan biri
va faqat biri o'rinlidir.

m=n yokit m<r yoki n<m

3° Butun sonlar to*plami diskret to*plamdir, ya'ni talgan n
butun son uchun undan keyin keladigan »+1 butun son mavjud
bo‘lib,ular orasida joylashgan butun son mavjud emas.

Butun sonlar ustida amallar. Butun sonlar ustida arifmetik
amallarni bajarishdan oldin sonning moduli to*g‘risida tushuncha
beramiz. # sonining absolyut giymati (yoki moduli} deb |n| bilan
belgilanadigan va ushbu goida bo‘yicha hisoblanadigan songa
aytiladi:

n sonining absolyut giymati musbat n sonlar uchuno‘ziga,
manfiy » sonlar uchun musbat bo‘libn sonning qarama-qarshisi »
ga, fagat n=0 bo‘lgandagina noiga leng.

1. Qofshish. Butun sonlarni go‘shishda quyidagi ikki holga
e’tibor berish lozim.

a) qo'shiluvchilar bir xil 1shorals,

o} go*shiluvchilar turli ishorali.

1-ta’rif. Bir xil ishoral ikki butun sonning yig‘indisi deb,
shunday ishorali, moduli esa qo‘shiluvchilar modullarining
yig‘indisiga teng bo‘lgan butun songa aytiladi. Turli ishorali va
turli modulli ikki butun sonning vig‘indisi deb, moduli
go‘shiluvchilar modullari ayirmasiga teng, ishorasi esa moduli
katta bo'lgan go‘shiluvchi ishorasi bilan bir xil bo‘lgan songa
aytiladi. Ikkita qarama-qarshi sonning yig‘indisi nolga teng, ya’'ni
at{-ay=0
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Masalan,

(+8) + (F13)=421, (=12)+(=11)=-23,

(FB)H=13)=3, (B)+(+13)=+5, (8)+(-8)=0.

MNatural sonlar to‘plamidagi qo'shish qonunlari  (o'rin
almashtirish, guruhlash) butun sonlar to*plami uchun ham o‘rinli.
Bundan tashqari butun sonlar to‘plamida qo‘shish monotontik
qonuniga bo’ysinadi.

Yig‘indining monotonlik gonuni;

Agar a>b bo'lsa, u holda atc>b+c¢ ning saglanishini misollarda
tekshirtb  ko'ramiz. Hagigatan, ham -7>-9 tengsizlikdan
quyidagilar kelib chigadi:

(7191

(730 > (=0, (T (=3) > (-N+H=3)

Nautural somnlar to‘plamida yig'indi har bir qo‘shiluvchidan
doimo katta. Butun sonlar to'plamida yig'indi bu cheklanishdan
xoli.

lkkita butun sonning vigindisi: 1) har bir qo‘shiluvchidan
katta bo‘lishi mumkin: 2} bir go‘shiluvchidan katta va
ikkinchisidan kichik bo'lishi mumkin; 3) har bir qo’shiluvchidan
kichik bo*lishi mumkin; 4} qo*shiluvchilardan biriga teng bo‘lishi
mumkin.

2. Ko‘paytirish.

2-ta’rif. lkki butun sonning ko‘paytmasi deb, moduli
ko‘pavtuvchilar modullari ko'paytmasiga teng va ko*paytuvchifar
bir xil ishorali bo‘lsa, plus ishora bilan olingan, ko*paytuvchilar
wirli ishorali bo'lsa, minus ishora bilan olinadigan songa aytiladi,
agar ko'paytuvchilardan biri nolga teng bo*lsa, ko‘paytma nolga
teng. '

Masalan,

(+3)(+8)=24; (=3)-(-8)=24: (=3)-(+ 8)=—24: (1 3)-(~8)=-24.

Bulardanla-bj=la|'|b] kelib ckiqadi, ya’ni ko‘paytmaning
moduli ko*paytuvchilar modullari ko‘paytmasiga teng.

Butun sonlarni ko"paytirish uchun  o‘rin  almashtirish,
gruppalash va tagsimot gonunlan o'rinli. Bu gonunlarni o'rinli
ckanligini bevosita misollar yordamida ko*rsatish mumkin.

237



2:3=3:2: (=2)-(3)= (31 (-2): (-2)-(-3) = (-3)-(-2)

[(=5)- (=3} (+3) = (=5)-[(-4)- (+3)]

[(+3) - (=H]-(-3) = (+5) - 1(-4) - (~3)]

Butun sonlar to‘plamida monotonlik gonuni natural sonlar
to‘plamidagi monotonlik qonunidan kengaytirilgan shaklda
bo‘ladi, ya'ni agar a>b va m>0 bo‘lsa, u holda am>bm, agar a>b
va m<( bo'lsa, u holda am<bm. Shunday gilib, natural sonlar
uchun monotonkik gonuni butun sonlar uchun  monotonlik
qonunining xususty holidir.

Natural sonlar to‘plamidan butun sonlar to‘plamiga o‘tilganda
ko‘paytirishning ma’nosi o‘zgaradi. Haqiqatan, ¢ natural sonni 6
ga ko'paylirish @ sonni 6 marta orttirish demakdir.

Natural ko‘rsatkichli darajaga ko*tarish amalining natural asos
uchun 1fodalangan ta’rifi istalgan butun asos uchun ham
saqlanadi.

Masalan,

4= - () - (-4)=~64

(-2)=(=2) - (=2) - (-2) - (-2) - (-2) - (=2)=64

Isharalar qoidasi:

a>0 vaa<{dads™ >0,

a>0da g™ "'>0; a<0da ¢’ <.

Butun sonlar to plamida (0°g ri amallar (qo shish, ko‘paytirish
va darajaga ko-tarish) doimo bir giymatli bajariladi, bu tegishli
qoidalardan bevosita kelib chigadi.

3. Ayirish. Ayirish amalining ta’rifl natural sonlar uchun
ayirish amali qoidasiga o‘xshash.

3-ta’rif. @ va b butun sonlarning ayirmasi deb, shunday x
butun songa aytiladiki, unt b songa go'shganda ¢ soni hosil
bo‘ladi. Shu sababli, agar a-b=x bo‘lsa, u holda x+b=a.

Ayirish goidasi ta’rifini ayirma ta’rifi, butun sonlarni go'shish
goidasi va qo’shishning gruppalash qonuniga asoslanib keltirib
chiqaramiz. ¢ va b butun sonlar ayirmasini topish talab
gilinayotgan bo‘lsin. {zlanayotgan ayirmani x orgali belgilaymiz.
Ayirma ta’rifiga ko'ra xtb=a.
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Bu tenglikning ikkala qismiga — & ni qo‘shib x+b+(-by=a+(-b)
ni hosil gilamiz. Yig'indining gruppalash xossasini qo‘llanib.
quyidagini topamiz:

X1 bH{-b)|=at(-b)

bt+(-b)=0 bo*lganligi uchun x=at(-b) voki a-b=a+(-b) so‘nggi
ienglik butun sonlarnt ayirish qoidasini ifodalaydi va bunday
ta’riflanadi: bir butun sondan tkkincht butun sonni ayicish uchun
ayiriluvchiga gqarama-qarshi sonni kamayuvchiga qo‘shish kerak.

Bundan butun sonlarni ayirish go‘shishga keltirilishi kelib
chigadi. Bumn sonlar to'plamida gqo‘shish bir qiymatli
bajatilganligidan butun sonlar to‘plamida ayirish amali bam bir
giymatli bajarilishi kelib chigadi.

Shuni ta’kidlash kerakki, mantiv sonlar kiritilishi bilan kichik
sondan katta sonni ayirish mumkin bo*ladi.

Masalan, {+43(1 7)=(+4)+{--T)=-3

(-7 -T=1

4. Boflish. Butun sonlar to‘plamida bo'lish amali natural
sonlar to'plamidagi kabi aniglanadi. Butun sonlarni bo’lish
qoidagini bo‘linmaning ta’rifi va butun sonlarni ko'paytirish
qoidasiga asoslanib keltirib chiqaramiz.

a butun sonni noldan farqli A butun songa bo’lishdan
chigadigan bo‘linmani topish talab gilingan bo‘lsin. Izlanayotgan
bo‘limmani x bilan belgilaymiz va bunday yozamiz: a:b=x.
Natural sonlarni bo‘lishdagi bo‘linmaning ta'rifiga ko‘ra b-x=a.
Bu tenglikdan ko‘rish osonki, agar a va b turli ishorali bo‘lsa, u
holda = bo'linma manfiyv, ¢ va b bir xil ishorali bo'lsa, x bo‘linma
musbatdir. Bu tenglikning o'zidan yana |b|-Xx[=jal bo'lishi kelib
chigadi. bunda agar |aj son b} ga karrali bo'lsa, [x|{={a|:|b] bo*ladi.
Shunday qilib, bir butun sonni noldan farqli ikkinchi butun sorga
bo*lish uchun, bo*linuvchining modulini bo‘luvchining moduliga
bo*lish hamda. agar bo‘linuvchi va bo'luvchi bir xil ishorali
botlsa. hosti bo'lgan be‘linmani «+» ishora bilan olish, agar
bo‘linuvchi va boluvchi turli ishorali bo‘lsa, bo‘linmani «—»
ishora bilan olish yetarlidir; agar bo‘linuvchi nolga teng bo*lsa, u
holda bo‘linma ham nolga teng.
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Bundan kelib chigadiki, butun sonlar te‘plamida bo'linma
fagat bo'linuvchining moduli bo'luvchining moduliga karrali
bo‘lganda mavjud ekan. Bu har ganday ixtivoriy ikkita butun son
uchun bo‘lish amali bajarilmasligini ko‘rsatadi. Bu esa sonii
to‘plamni vanada kengaytirishni, ya'ni yangi sonlami kiritishni
talab etadi.

‘z-o‘zini nazorat qilisk uchun savollar

1. Nomanfiy butun sonlar deganda qanday sonlarmi
tushunasiz?

2. Manfiy sonlarning kiritilishini tushuntiring.

3. Butun sonlarning geometrik interpretatsivasini tushuntiring.

4. Butun sonlar to‘plamining xossalarini ayting.

5. Butun sonlarni  go‘shish  va  ko‘paytirish  goidalarini
keltiring.

6. Butun sonlarmi ayirish va bo'lish ta'riflarini  keltirib
tushuntirib bering,

7. Sonning moduli deganda nimani tushunasiz?

8.3. Ratsional sonlar

Kesmalarni o‘lchash. Son tushanchasini  kengaytirish
mazmunini ochishdan oldin, o‘lchanuvchi kattalikiar va o‘ichov
birliklari orasidagi bog‘lanishni aniglash lozim. Buning uchun
kesmalarni o' lchashni garaymiz.

Aytaylik ¢ kesma a;,a;, ....a, kesmalar birlashmasidan tashkil
topgan bo‘lib, ularni hech bir ikkitasi ichki nugqtalarga ega
bo‘lmasin (kesmalar uchlari umumiy be‘lishi mumkin) (8.2-

rasmj.
a

e

—t t e e 3 4
@& @ d; a4, d;
8.2-rasm
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U holda a kesmaga a.az ... d. kesmalarni yig‘indisi
deyiladi va quyidagi ko‘rinishda yoziladi: a=ataztas+...+a, yoki

a
a= Za‘,‘.
k=1

Biror ¢ kesmani tanlab, uni birlik kesma yoki uzunlik o‘lchov
birligi deymiz. Agar ¢ kesmani har birl e kesmaga kongruent
(teng o'lchovli) bo‘lgan # ta bo*lakchaga ajratish mumkin bo‘lsa,
u holda # soni a kesmaning e o‘ichov biriligidagi qiymati deyiladi
va me(a) kabi belgilanadi.

Boshgacha aytganda, a kesma e kesmaga karrali deyiladi.

Agar ¢ o'lfchov birligi sifatida gabul gilingan beo‘lsa, m.(a)
o‘rniga m(a} yoziladi. m{a)=n bo‘lsa, uni a=n-e ko'rinishida
yozish mumkin, ya'ni a kesma e kesmaga Kongruent s ta
kesmadan tashkil topganint bildiradi.

Kesma o'ichovi thkkha hossaga cga — addioviik va
multiplikativlik.

13 Additivlik xossasi.

Agar a=b+c bo'lib, bunda 5 va ¢ kesmalar uzunhklarl natural
sonlar bilan ifodalangan bo'lsa, v holda a kesma uzunligi
kesmalar bo‘laklari uzunliklari yig*indisiga teng bo*ladi:

mia)y=m(b)+m(c) (h
bu additivliik hossasi. (Additivlik so‘zi lotincha “addition™ —
so‘zidan olingan bo‘lib, go‘shish degan ma’noni beradi.)

2) Muitiplikativlik xossasi.

Urzunlik o‘lchov birligini biridan tkkinchisiga otishning
umumiy holini qaraylik. Aytaylik. ¢; ¢; dan # marta katta bo*lsin,
ya'ni e;=ca(n— natural son). Agar a kesmani e; o*lchov birligida
o‘lchaganda biror & soni hosil bo'lsa (ya'ni a=kwe;), shu a
kesmani e>0‘ichov birligida o*lchasa kn soni hosil bo*ladi (ya'ni
a = ( kne.). Hagigatan ham. ¢ kesma e; kesmaga kongruent
bo'lgan & ta kesmadan tashkil topadi. Bunda k& ta kesmalarning har
biri e; kesmaga kongrent. Demak ¢ kesima ez kesmaga Kongruent
bo‘lgan kn kesmadan tashkil topadi, ya'ni a= (kn) e..

Bulardan a=ke, va e;=ne, bo‘lishidan k(ney)=(kn)e, ekanligi
kelib chigadi.
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a kesmaning e; o' Ichov birligidagi uzunligini m,(a). ¢ o*ichov
birligidagi uzunligini ma(a) bilan belgilaymiz. U holda m,(a)~k,
mg(a)=kn

¢; kesmaning e o*lchov birligidagi uzunligini # ga tengligini
hisobga olsak (ya’ni mz(c))=n; mz(a)=kn) quyidagi munosabatga
ega bo‘lamiz.

m,(a) = m(a)m,(e) (2)
" (2) dan quyidagi xossa kelib chiqadi.

Agar a kesma e; kesmaga karrali, e; kesma esa ¢; kesmaga
karrali bo‘lsa, u holda a kesma ¢; kesmaga karrali bo*ladi va (2)
tenglik bajariladi,

Bu xussaga multiplikativlik xossasi deyiladi (muitiplikativ
so‘zi lotincha "multiplicatio” — so‘'zidan olingan bo'lib,
ko*paytirish degan ma’noni beradi).

Kasr tushunchasini kiritilishi. Matematikaning amaliyotga
ko‘pgina tadbiqi ikkita asosiy masalaga, ya’ni Kkattaliklarni
o‘lchash va chekli to‘plamlar elementlart sonini hisoblashga doir
masalalarga olib keladi. To‘plamlar elementlari sonini sanash
natural sonlar bilan tfodalanadi.

Lekin hamma vaqt ham o‘lchanadigan kattalikni butun son
marta o°lchov birligi orgali ifodalab bo*lmagan. Bu esa natural
sonlardan boshga sealarni  ham  kiritishga ya’'ni  sonlar
tushunchasini kengaytirishga olib kelgan. Ma’lumki, matematika
kursida natural, butun, ratsional, irratsional, hagigiy va kompleks
sonlar to‘plamiari bilan ish ko‘riladi. Sonlarning turli to’plamiari
orasidagi o‘zaro bog‘lanishlari xususida to‘xtalamiz.

Son tushunchasining kengayishi jarayonidagi dastlabki 1o'plam
Np bo‘ldi. Biz buni oldingi mavzuda ko‘rib o'tdik. Juda qadim
zamonlarda paydo bo‘lgan nawral son tushunchasi ko‘p asrlar
davomida kengaydi va umumiashtirildi. Kattaliklarni (miqdor-
larni) yanada anigrog o lchashga bo*lgan talab musbat kusr sonlar
tushunchasiga olib keldi. Mantiy sonlar tushunchasining paydo
bo‘lishi tenglamalarni yechish va nazariy izlanisnlar bilan bog'lig.
Nol avval sonning yo‘qligini bitdirgan bo‘lsa, manfiy sonlarning
kiritilishi bilan butun sonlar to‘plami Z da hamda ratsional soniar
to‘plami (? da teng huquqgli songa aylandi.
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Bizning cramizgacha V asrda Pifagor maktabida mushat
ratstonal sonlar kesmalar uzuniiklarini aniq o'lchash uchun yetarli
emasligi aniglangan va keyinrog bu muammo hal qilingandan
keyin irratsional sonlar paydo bo‘ldi, XVI asrda esa o'nli
kasrlarning kiritilishi bilan hagiqiy sonlarga gadam go‘yildi.
lfagiqiv  sonning gat’iy ta’rifi, haqiqiy sonlar to‘plami
xossalarining asoslanisht XIX asrda berildi.

Haqigly sonlar tushunchasi kengayishi jarayonini davom
ettirish mumkin va u davom etadi.O‘quvchilarning kasr sonlar
bilan dastfabki tanishuvi boshlang‘ich sinflarda boshlanadi.
Keyinchalik o'rta sinflarda kasr sonlar tushunchasi aniqlashtiriladi
va kengaytiriladi. Shuning uchon boshlang‘ich sinf o‘gituvchisi
kasr va ratsional sonlar ta'rifini, ratzional sonlar ustida amallar
bajarish gqoidasini va bu amallar qonunlarini bilishi zarur,
shuningdek. ratsional va hagigiy sonlar to’plamlari bilan natural
sonlar to‘plamining o‘zaro bog'ligligini ko’ra bilishi kerak. Bu
boshlang‘ich va o‘rta sinflarda matematikani ketma-ket o‘rganish
uchun zarurdir.

Kasrlarning paydo bo‘lishi tarixa kattaliklarni o‘lchash bilan
bog'liq. Masalan, kesma uzunligini o'Ichashda kasrlar qanday
paydo bo‘lishini aniglaymiz.

a kesma olamiz. Uning uzunligini topish uchun kesma
uzunligning birligi sifatida e ni olamiz (8.3-rasm). O‘lchashda a
Xesmaning uzonhig) 4e dan kana, tekin Se dan ¥ichikhg toptidi.
Shoning uchun uni natural son bilan (e uzunlik birligida) ifodalab
bolmaydi. Ammo ¢ kesmani har biri ¢; ga teng bo‘lgan to‘rtta
teng qismga bo‘lsak. ¢ kesmanig uvzunligi 4e; bo‘ladi. Agar
dastlabki uzunlik birligi e ga qavtsak, unda @ kesma ¢ kesmaning
to‘rtdan bir gismiga teng kesmalarning 18 tasidan iborat bo*ladi,

14

b e oy e e e e —1—4 [

a €,
8.3-rasm
va'ni a kesmaning uzunligi haqida gapurar ekanmiz, ikkita
natural son - 18 va 4 sonlari ustida amallar bajarishga majbur
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bo‘lamiz. Bunday vaziyatda kesma uzunligini i‘?e korinishida
yozishga, % pelgini csa kasr deb aytishga kelishib olamiz.

Kasr tushunchasi umumiy ko‘rinishda bunday ta’riflanadi: a
kesma va e birlik kesma berilgan bo'lsa, bunda e kesma har biri ¢,
ga teng bo'lgan n ta kesmia yighindisi. Agar a kesma har biri e; ga
teng m la kesmadan tuzilgan bolsa, uning uzunlig: %e
ko‘rinishida bo*lishi mumkin. %bc]gi kasr deyiladi, bunda 1 va n

- natural sonlar, bu belgi bunday o*giladi: «»n dan m».

Tanlab olingan e; kesma e kesmaning to‘rtdan bir gismidir. a
kesmaga buturi son marta qo'viladigan e kesmaning bunday
ufushidan boshga ulishini, ya'ni ¢ kesmaning sakkizdan bir
gismint ham tanlash mumkin, unda ¢ kesma 36 ta shunday
kesmadan iborat bo‘lib, uning uzunligi %?e ga teng bo‘ladi. e
kesmaning ¢‘n oltidan bir qismini olish mumkin, unda a kesma 72
ta shunday kesmadan iborat bo'lib, uning uzunligt Ee bo ladi. Bu
jarayonni cheksiz davom ettirsak, ¢ kesmaning uzunligi turli
kasrlarning cheksiz  to*plami  bilan ifodalanishi mumkin:
18 36 72
e

Umuman, agar e uzunlik birligida ¢ kesmaning uzunligi'—;i kasr

bilan ifodalansa, u ixtiyoriy?—;f-kasr bilan ifodalanadi, bunda k-

natural son.
Bundan ko‘rinadiki, bir xil uzunlikdagi kasr berilgan o‘lchov
birligida turli xil ko‘rinishdagi kasriar bilan ifodalanishi mumkin.
Ta’rif. ¢ uzunlk birligida bitta kesmaning vzunligini

itodalovchi kasrlar teng kasrlar deyiladi.
4

Agar -z- va -:;kasrlar teng bo'lsa, bunday voziladi: —f: s

Masalan, %va % kasrlar e uzuniik birligida bitta kesmaning
uzunligini ifodalaydi, demak, ===

Berilgan kasrlarning tengligi yoki teng emasligini guyidagi
teorema aniqlab beradi.
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Teorcma. -:— va ékasrlar teng bo‘lishi uchun pg=nt bo‘lishi

zarur va yetarlidir,
Ishoti: 1) -’:I va & kasrlarning tengligidan pg=nt ekanligini
q

. t
ko'rsatamiz. Har qanday q natural son uchun £ ==, har qanday n
q

t .
% va - kasriarning

=

natural son uchun - =2 bo*lgani uchun,
4 qn
tengligidan %%: t—ntenglik kelib chigadi, bundan o'z navbatida
qn

pq=nt tenglik kelib chigadi.
2 pg= m‘;=>% = éni ko‘rsatamiz. pg=nt to‘g‘ri {cnglikning

. C . nt .
ikkala gismini ng natural songa bo'lsak, B to‘g'ri
T
o T . »q nont t P t
tenglikning hosil gilamiz. Ammo — = —,— = - Demak, — = —.
ng nonyg a n q

Yuqorida qaralgan faktlardan kasming asosiy xossasi kelib
chigadi: agar berilgan kasrning sural va maxraji bir xil natural
songa ko‘paytirilsa, bo‘linsa, berilgan kasrga teng kasr hosil
ho'ladi. Kasrlarni gisqartirish va  Kastlarni bir xil maxrajga
keltirish shu xossaga asoslangan.

Kasriarni gisqgartirisb — berilgan kasrni unpa eng, lekin surati
va maxrajl undan kichik bo‘lgan kasrga almashtirishdir.

Apar  kasming surat  va  maxraji  uchun  umumiy
bo*luvchilarining eng kattasi 1ga teng bo’lsa, kasr gisqarmas kasr
deyilacl. Masalan S disyarmas kasr.

Kasrni qisqartirish natijasida. odatda, unga teng qisqarmas
kaseni hostl gilish uchun, berilgan kasrning surat va maxrajini
ularning eng katta umumiy bo*luvchisiza bo‘hish kerak.

35 . .. - . .

Masalan, 2o kasrni qisqartirish uchun D{35.40)ni topamiz,

- . . . e 35 7 . .
2(35,40)=5. End1 35ni 5ga va 40ni 5ga bo‘lib, jzgm hosil
a7
gilamiz. = - qisqarmas kasr.
Agar %Vag kasrlar fagat va fagat bitta kesma uzunligini

ifodalasa. ekvivalent kasrlar deyiladi.
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Musbat ratsional sonlar. Ma'lumki, bitta kesmaga cheksiz
ko‘p ekvivalent kasrlar mos keladi. Shuring uchun ekvivalent
kasrlar to‘plamiga musbat ratsional sonlar deyiladi. Boshgacha
aytganda, agar sonni kasr ko‘rinishida yozish mumkin bolsa,
bunday songa musbat ratsional son deyiladi.

Umuman, musbat ratsional son — bu teng kasrlar to‘plami, bu
to‘plamga tegishli har bir kasr shu sonning yozuvidir.

Masalan, {j 10 20 40 | to'plam biror ratsional sonni

47871673277
itodalaydi. Bunda%_lﬂ.?ﬂ va h.k. kasrlar csa shu sonning turli
g 1le
yozuvidir. { 3 6 12 24 ?j} to'plam boshga musbat ratsionai

571072074077 7 38
sonni aniglaydi.
Yugorida berilgan ta’rifiga ko'ra, biz % yozuvga qarab, % bu
P
. n . -
deymiz. Ko*pincha gisqa bunday deyiladi: «musbat ratsional son

kasr yoki=kasr ko'rinishidagi yozilgan musbat ratsional son
%berilgan». Bu degani musbat ratsional son va kasr tushunchasi
aynan bir xil degani emas. Bular turli tushunchalardir, Ickin jumla
gisqa bo'lishi uchungina shunday deyiladi.

3 yozuv nimani anglatadi? Javoblar bunday bo*lishi mumkin:
«Bu kasr», «Bu musbat ratsional sonning vozuvi».

7 . . o .

P -musbat ratsional son deyish mumkinmi? Mumkin, fagat
gapni qisgartish magsadida shunday deyish mumkin.

Biror musbat ratsional sonning barcha vozuvlari crasidan
qisqarmas kasr ajratiladi, ya'ni surat va maxrajini eng Katta
umumiy bo‘luvchisi 1 ga teng bo‘lgan kasr ajratib olinadi.
Masalan, ratsional sonni aniglovehi [3 ¢ 12 24 | Kkasrlar

‘ 1478716 1277
o3 . . o :
orasida T kasr gisqarmas kasrdir. Bu ¢sa quyidagi teoremaga olib
keladi.
Teorema. Har qanday musbat ratsional son uchun shu sonning
yozuvi bo*lgan bitta va fagat bitta qisqarmas kasr mavjud.
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Teorema isboti talabalarga mustaqil ish sifatida beriladi.
Natural sonlar to‘plamini musbat ratsional sonlar to‘plamiga
to'ldiruvchi sonlar kasr sonlar deyiladi.

O‘z- o*zini nazorat qilish uchun savollar

1. Oichanuvehi kattaliklar va o'lchov birliklari orasidagi
boglanishni  awiglashda kesmalarmi  oflchashning  mohiyatini
tushuntirib bering.

2. Kesma olchovi xossalarini sanang va tushuntiring.

3. Son tushunchasini kengaytirish zarurligini aytib bering.

4. Kasrlarning paydo bo‘lishini  aytib  bering va kasr
tushunchasiga ta’rif bering,

5. Kasrlar teng bo'lishi hagidagi weoremani ayiib bering.

6. Kasrlarni qisgartirish deganda nimani tushunagiz?

7. Musbat ratsional kasrga ta’rit bering.

8. Har ganday musbat ratsional son uchun bitta va faqat bitta
gisgarmas kasr mavjudligi hagidagi ieoremani isbotlab bering.

8.4. Ratsional sonlar ustida arifmetik amallar. Qoshish va
ko‘paytirish qonunlari

Q. io'plamda go‘shich va ayirish amallarini qaraymiz.

Qo‘shish. o'shich amalini aniglash uchun dagtlab quyidagi
tasdigni to‘g‘niligini ko‘rsatamiz.

a,beQ)- sonlarni bir xil maxrajga ega bo‘lgan kasrlar shaklida
. . : \ . . L.t
ifodalash mumkin. Haqigatan ham, ¢ sonini -:- , b sonini "
ko‘rinishda berilgan bo-lsa, v holda bu kasrlarni bir xil maxrajga
epa bo‘lgan = va == kasriar ko‘rinishida ifodalash mumkin.

ng gn

4

n
kasrlar bilan almashtirishga kasrlarni umomiy maxrajga keltirish
deviladi.

%vam ikki kasrning umumiy maxrajini topish n va g sonlarning
q

¢ . . . o
va~ kasrlarni uwlarga ekvivalent bo‘lgan bir xil maxrajli
q

eng kichik umumiy kasralist K{n.q) ni topish demakdir.
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Agar k=K(n;q) bo‘'lsa, u holda k=nl=ql', bundan esa%kasr

t

I pl t tir thr i
= % kasrlarga, - kasr esa =% kasrlarga eckvivalent.
q

ni
.., 15 . - . . .
Misol. ~ va- kasrlarni eng kichik umumiy maxrajini topish
uchun K(15; 6) ni topamiz.
K(15; 6)=30. Eng kichik umumiy maxraj 30 soniga teng.
1 5 .11 55 o
Demak, 2 va 2 kasrlarni MZyq 22 kasrlarga almashtiramiz,
5 6 152 55
.22 25 TS
ya'ni = va = kasrlarni hosil gilamiz.
. . . t
Aytaylik, @ va b mushat ratsional sonlar mos ravishda Pva=
n T

kasrlar ko'rinishida berilgan bo®|sin.
1-ta’rif. Agar a, beQ, musbat ratsional sonlar bo‘lsa, u holda

a va b sonlarning yig‘indisi deb ?*:-l-—t— kast bilan ifodalangan songa

ayiibadi,
pt__ ptt
nn T M

Agar a va b musbat ratsional sonlar turli maxrajli kasrlar bilan
ifodalangan bo‘lsa, bu kasrlar eng kichik umumiy maxrajga
keltiriladi va (1) goida bo*yicha go’shiladi.

Masalan, 11,5 _22 25 47

156 30 30 30
Endi musbat ratsional sonlarni kesmalar bo‘yicha qo*shishni
qaraymiz.
a, b, ¢ kesmalar berilgan bo’lib, c=atb va tanlab olingan

uzunlik birligi e da a=§ e, b=§ e bo'lsin (8.4-rasm).

b
— - ———— 1——)0: —t—t —|—~—kﬁ—+—+-~+——:|-
e
S
: z=

8.4-rasm

.. 16 C . .
U holda, ¢ kesma uzunhgt — som bilan ifodalanadi,
chunki =a+b:ze+3e=7e1+981=('/—!—9)8 =
3 3 1
16e, = lfe sonni g vag sonlarining  yig‘indisi sifatida qarash
mumkin,
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Agar a, beQ, musbat rutsional sonlarni ifoda]ovchi kasrlarning
ikkitasi yoki bittasi note‘g’ri kasr bo‘lsa, (va'ni = noto g'ri kasr

bo‘lsin (p>n), u holda pn ga karrali bo'isa, u hoida — - kasr natural
sonning ynzuvi bo'ladi.
Misol. — =4

Agar pr ga karrali bo‘imasa, p ni n ga goldigli bo‘lamiz:
p=ngtr, bunda r<n]

£ kasrda p o°rniga ng+r ni go‘vamiz va (1) goidani qo*llaymiz

P_metr mg v _ v

n n n n n

Bunga noto*g ri kasrdan butun qismni ajratish deyiladi.

Qo' shishning xossalari:

1) Qu'shish amali kommutativlik xossasiga ega, ya’nia, beQ.
uchun atb=bta.

Hagiqatan ham, ¢ va b musbat ratsional sonlari & ovas L kasrlar

ko*rinishida berilgan bo‘lsa, u helda ¢+ b musbat rat%mnal soni

e t+p
—;—- kasr ko'rinishida, bh+g musbat raisional soni esa ——
! n

ko*rinishida itodalanadi, p+t=t+p bo‘lgani uchun a+b=bta.
2) Qo'shish amali assotsiativ, va'mi at(b+ey=(at+b)+c.
15 laqlqatan ham g, bvac lTilledl' ratstonal sonlari mos ravishda

2 Lva Lkaselar ko‘rinishida berilgan bo‘isa, u holda a+(b+c)
nn T

s0n{ p—H—;ﬂ kasr ko'rvinishida, (atb)+*¢ soni csa@int)j kasr
ko‘rinishida ifodalanadi.

pHi+1y=(p+i)+] (natural senlar xossasiga ko'ra) bo’lganligi
sababli a+(b+¢)=(a+b)+¢

3) Qo'shish amali qisqaruvchan, va'ni a+tc=b+c dan a=b kelib

chiqadi.
Natural scnlar to'plamidagi kabi Q, da ">" munosabati
asimmetrik. tranzitiv  va chizigli. Kattalik munosabati

- . - ™ t .
quyidagicha: agar a va b sonlari teng maxrajli %va — kasrlar bilan

ifodalangan bo‘isa, u holda fagat va faqat p>t bo'lganda a>b
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) . t . . .
bo‘ladi. Agar a va b sonlari E va~ kasrlar bilan ifodalangan boisa,

u holda fagat va faqat pg>nt bo‘lganda a>b bo‘ladi. Bundan Q-
to‘plamda tartib munosabati mavjudligi kelib chigadi.

Ayirish. Aytaylik abeQ.va a>b bo‘lsin. U holda qo‘shish
ta’rifiga asosan shunday ceQ.mavjudki, a=btc tenglik orinli
bo‘ladi. Tenglik uchun ¢ sonini bir qiymatli aniglanishini
ko‘rsatamiz. Haqigatan ham, faraz gilaylik a=b+d bo*lsin, bunda
deQ..

U holda, bt+c=b+d tenglikga ega bo‘lamiz. Q-to’plamda
gisqaruvchanlik xossasiga ko'ra ¢=d bo'ladi, Bu esa ¢ sonining
bir tymatii aniglanganini ko‘rsatadi.

2-ta’rif. Agar Q. to‘plamda ¢ soni mavjud bo'lib, a=btc
tenglik o‘rinli bo'lsa, w holda ¢ soniga a va & sonlarining ayirmasi
deviladi va a-b ko'rinishida belgilanadi.

Agar o va b sonlari -E va i— kasr ko‘rinishida ifodalansa. a-b
avirma ?-; kasr ko‘rinishida bo‘ladi.

Agar a va b sonlari % va -r: kasr ko‘rinishida bo‘lsa, a-b ayirma

—-n ¢ v » - B N & N
quq—kasr ko‘rinishida ifodalanadi. Bunda £ va = kasrlar Ny
n n

maxrajga keltiriladi.
Misol. 3 3 _25-9 16 4
12 20 &0 G0 15
Musbat ratsional sonlarni ko‘paytirish va bo‘lish.
Aytaylik, g kesma, e, birlik kesma, e; kesma esa e birlik
kesma bilan o‘lchangan bo‘lsa, v holda a = -z—el, g = 2-02 bo'ladi.

ya'ni na = pe,; ge, = te,.

U holda (ngla = (pqley, (pgle; = (pt)e, shuning uchun
(ng)a = (pt)e,. Bu esa o kesmaning e; birlik kesmaga nishatan
uzunligi % kasr bilan ifodalanishini ko‘rsatadi, boshgacha
aytganda m» (a) son f:—;- kasr bilan jfodalanadi, ya'ni mg{a)-‘-':%_

Ammo shartga ko‘ra, m I(G)Tf*—; mz(el)—*—;.

q
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Kesmalarni o‘lchashni multiplikativlik xossasi ma(a)= my(a)-
ma(e;) bajarilishi talab qilinsa,p—t = % -Etenglik bajarilishi lozim.
] g a 1

. . t :
3-ta'mif. Agar musbat raisional sonlar 2 va ~kasrlar bilan
n q
. ) . . . pt :
ifodalangan bo‘lsa, u holda ularning ko‘paytmasi z—qkasr bilan

ifodalangan son bo‘ladi.
¢ t .

Rk @

Kasrni kasrga ko'paytirish qoidasi maktabda quyidagicha
ta'riflanadi: kasrni kasrga ko'paytirish natijasi shunday kasrga
tengki, u kasrning surati ko'paytuvehi kasrlarning suratidagi
sonlar ko'paytmastdan, maxraji esa ko’pavtuvehi kasrlarning
maxrailari ko’ paytmasidan iborat.

Mushat ratsional sonlarni ko*paytirish kommutativlik, asso-
tsiativhk. gisqaruvehaniik xossalariga bo‘ysinadi. Shuningdek,
musbat ratstoral sonlarni  ko'paytirish  qo‘shishga nisbatan
taqsimot gonuniga bo®ysinadi.

4-ta’rif. Tikki ¢ va b ratsional sonning bo‘linmasi deb, shunday
¢ songa aytiladiki, uning uchun a=bc bo‘ladi.

Biz ¢ va b sonlarining bo*linmasi ta'rifini berdik. Agar a=§,

r . . . . .
b—*—: bo*isa, bo‘linma gandav topiladi? c=%:_1 son shu bo‘linma

ckanligini ko‘rsatamiz. Bo'linma ta'rifiga ko‘ra u:r—‘l:u::f—r . %f—.
Mushat ratsional sonlarning ko‘payvtirishning (2) qoidasini va
ko*paytirish gonunlarini go‘llab, shakl almashtirishlar bajaramiz:
tipg) _ tq)p _p
2on = G =
Shunday qilib, ikki musbat ratsional sonning bo®linmasi
p.t pyg
Ry ‘
Hosil bo*lgan formula ixtiyoriy musbat ratsional sonlar uchun
bo'linma mavjudligini ko‘rsatadi, ya’ni natural sonlar to'plamida
har deim ham bajarib  bo‘lmaydigan bo‘lish amallarini Q.
to*plamda har doim bajarib bo'ladi.

(3) formula bo*yicha topiladi.

[\
L]
—



Shuni eslatamizki,%kasr yozuvidagi chiziq belgisini bolish
amalining belgisi deb garash mumkin. Hagiqatdan, ikkiia p va »
natural sonni olamiz va (3) qoida bo‘yicha ularning bo‘linmasini
topamiz.p:n = %:% = ?-'—: = %. Aksincha, agar % bo‘lgani uchun
har ganday musbat ratsional sonni ikki natural sonning bo*linmasi
deb garash mumkin. Shum aytish kerakki, “ratsional son” terrmim
lotincha “ratio” so‘zdan kelib chiggan bo‘lib, tarjimasi “nisbat™
(bo*linma) ni anglatadi.

0O¢z- o‘zini nazorat qilish uchun savollar:

1. Musbat ratsional sonlarni qo‘shish va ayrishni misollar
yordamida tushuntiring. Qo‘shishning xossalarini  sanab,
tushuntirib bering.

2. Musbat ratsional sonlarni  ko‘payiirish  va  bolishni
ta’riflang va misollar yordamida tushuntirib bering.

8.5. Ratsional sonlar to‘plamining xossalari

Musbat ratsional sonlar to‘plamining tartiblanganlig:.
Agar ratsional sonlar teng kasrlar bilan ifodalangan bo’lsa, ular

teng bo*ladi. Masalan, agar ¢ ratsional son %(a = %) kasr bilan, b
ratsional son -g-(b = g) kasr bilan ifodalangan bo‘lsa, u holda
a = h boladi, chunkiil = g.

a va b ratsional sonlardan gaysi birt kichik (katta) ekanligini
ganday bilish mumkin?

ava b — musbat ratsional sonlar bo*lsin.

Ta’rif. Agar shundaycratsional son mavjud bo‘lib, undaa +
¢ = b bo‘lsa, a soni b sondan kichik (a < b)yoki &somi adan
katta (b > a) deb aytiladi.

Bu ta’rif musbat ratsional sonlar to‘plamida ayirma mavjud
bo‘lishining zarur va yetarli shartini ifodalashga imkon yaratadi.
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a va bmusbat ratsional sonlarning ayirmasi mavjud bo‘lishi
uchun (b < a) bo'lishi zarur va vetarlidir.
Bu shartning isbott natural sonlar to‘plamida ayirma mavjud
bo* lishi haq idagi teoremaning isbotiga o'xshaydi.
“Kichik™ munosabatining keltirib chiganigan ta’rifidan ba
munosabatni o“rs.atishning amaliy usullarini chigarish mumkin.

Agar a—m b=2 bo'lsa, m<p boliganda va faqgat

T
shunda a < b bo ladi.

Agar a = jn-, b= 'Ebo‘lsa, mq < npbo‘lganda va fagat shunda
a < b bo'ladi.
Haqiqatdan  ham, 7—:1: va g kasrlarni  urnamiy maxrajga
mq p pn

. . in . . . -
keltiramiz: — =—; === Natijada, berilgan kasrlarni
n na'aq qn

taqqoslash, ularning suratlarini taqqoslashga keltiriladi: agar
mg> pn bo'lsa,a > b; agar mg < np bo'lsa, a < b,
Masalan, agar a = g,b = :—;bo‘lsa, a > b, chunki 7-13=91,

8-11=88 va 7-13>8-11. Bunday aniqlangan "kichik" munosabati
tranzitiv va asimmetrik ckanligini, ya'nt “kichik" nwunosabati
musbat ratsional sonlar to'plamida tartib munosabati ekanini, bu
to‘plamning 0°zi tartiblangan w'plam c¢kanini ko'rsatish mumkin.
Shuni eslatib o*tamizki, musbat ratsional sonlar to‘plamidagi
tartib  munosabati  natural  sonlar  to‘plamidagi  tartib
munosabatidan fargli xossalarga ega. Ma’lumki, N to‘plam
diskret — ikkita ketma-ket natural sonlar orasida boshqa natural
sonlar yo'q.

Musbai ratsional sonlat to‘plamida' 1) eng kichik son yo*q; 2)
ixtiyoriy ikkita musbat ratsional sonning orasida Q. to’plamining
cheksiz ko'p soni bor.

Q. to'plamda eng kichik son vo'qligini isbotlaymiz. Faraz
ailaylik ¢ Q- to*plamdagi ¢ng kichik son be'lsin. o sonini 33:- kasr
ko‘rinishida ifodalash mumkin, u holdanmj soni 1;5 sonidan kichik

bo'ladi. ya'ni ff; <§~ chunki (mn<mn 4 m). Demak, farazimiz
notog*ri. Musbat ratsional sonlar to‘plamida eng kichik son yo‘q.
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Hckinehi xossani misoilda ko‘rsatamiz. - dan katta va - 2 dan
kichik ratsional son mavjudmi? Mavjud. Bunmg uchun bgrllgan

sonlarning o'rta arifimetigini topish yetarli: (-5 -) 2= "— Shunday
qilib, = < - < 2.
3 T2 3

-;-'bilan i— ning orasida yotgan son yana topiladimi? Ha, uni
topish uchun %va%sonlarning o‘rta artfmetigim topish  yetarlt:
(:51~ + %):2%. Shunday qilib, -;— < 1—55 < % < § Bu jarayonni davom
ettirish mumkin: Q. to‘plamda olingan ixtiyoriy ikki son orasida
shu to‘plamda yotadigan cheksiz ko'p son bor. Q. 10°plamning bu
xossasi zichlik xossasi deyiladi.,

Musbat ratsional sonlar nazarivasining aksiomutilasi, Biz
musbat ratsional sonlar va uning ustida bajariiadigan amallarni
geometrik  nuqtal  nazardan, va'ni  kesmalarni  o‘Ichash
masalalaridan kelib chigib anigladik.

Ammo musbat ratsional sonlar fagat kesmalarni uzunliklarin
o‘lchash uchun emas, balki massa, yuza, hajm va boshqgalarni
o‘lchash uchun ham zarur. Bu esa musbat ratsional sonlar
nazariyasini yaratishni talab qiladi. Buning uchun bu sonlami
qanoatlantiruvchi aksiomalarni ko‘rsatish vetarli.

Q. da qo'shish xossalarini va natural songa ko'paytirishni
(na=a+a+t...+a; n marta) ifodalovchi aksiomalar sisitemast
vordamida Q. to'plamni aniglaymiz. Bu aksiomalar sistemasi
quyidagicha:

[. Q. to'plam N patural sonlar w*plamini 02 ichiga oladi.

2. Q. to'plamda go‘shish amali aniqlangan bo‘lib, u Q-
to‘plamdagi ixtiyoriy ikkita 4 va b sonlar uchun shu to'plamda «
va b sonlarining yig‘indisi deb ataluvchi a+b sonint go'vadi. A
to‘plam ostida go‘shish amali ¥ to'plamda aniglangan qo'shish
amali bilan bir xil.

3. Q. da amqlangan go‘shish amali kommutativ, assotsiativ
va qisqaruvchan.

4. Ixtiyoriy a€Q, son uchun shunday natural p va n sonlari
topiladiki, bular uchun na = p o‘rinli.
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5. Ixtiyoriv natural p va » sonlari uchun shunday ae Q. soni
topiladiki, bunda na = p,

6. Agar na =nb be'lsa, uholdaa=h.

Bu aksiomalar sistemasi ziddivatsiz bo‘lib, Q. to‘plamni va
undagi go‘shish amalini aniglaydi.

O*z-0°zini nazerat gilish uchun savollar

I. Musbat ratsional sonlar to‘plamining tartiblanganganligini
tushuntiring,

2. ava b musbat ratsicnal sonlari o‘rtasida asonidan b sonini
kichik bo*lishi ta’rifini keltiring.

3. Musbat ratsicnal sonlar to*plamida eng Kichik son yo°qiigi
va ikkita musbat ratsicnal sonlar o'rtasida cheksiz ko'p ratsonal
sonlar mavjudligini isbotlang.

4. Musbat ratsional sonlar nazariyasining aksiomatik
qurishii tushuntiring.

8.6. O°nli kasrlar va ular ustida arifmetik amallarni
bajarish algoritmi

Musbai ratsional sonlarning o‘nli kasr ko‘rinishidagi
yozuvi. Ma’lumki, kasr sonlarning paydo bolishi kattalikning bir
birligidan ikkinchi birfigiga o‘tishdir, kasr maxraji berilgan
katlalik birligi nechta ulushga bo’linishini ko‘rsatadi. Hozirgi
paytda deyarhi barcha mamlakatlarda xalqaro birliklar sistemasi
ishlatiladi. Bu sisiemada o'nli sanog sistemasidan foydala-
nilganligi uchun kataliklaring vangi birliilari berilganlarni 10,
100, 1600 va hakozo marta kamaytirish va ko'pavtirish bilan hosil
gilinadi. Masalan, 1 dm=10 sm;l1 sm=t00 mm; ! km=10600
m=10000 dm:i kg = 1000 g va hk. Shuning uchun amalda
maxraii 10 ning darajalari bolgan kasrlar va’ni :ﬂin {bunda m, n —
natural sonlar) katta ahamiyatga ega. Bunday kasrlarga o'nli
kasrlar deyiladi. O'nli kasrlardan farqli ravishda %ko‘rinishdagi

kasriar oddiy kasrlar deyiladi.



Sonning o'nli kas.r ko rinishidagi vozuvining ma'nosini

bajaramlz.
4362__4-103+3-102+-6-10+2 410+3+6+ Z
102 102 - 10 102

4-10 4+ 3 yig:indi 43 sonining vozuvidir, —-+ 5 yig “indi

esa 11?-’6%2— sonining kasr qismining yozuvidir. Bunday kasr qismini
maxrdjsiz yozish qabul qilingan bunda kasr gismi buiun gismidan
= 43,62

Umumiy holdd qarayhk Kasr suratining o'nlt  sanog
sistemnasidagi  yozuvi  m=my...ms  ko‘rinishga.  boshgacha
yozganda m = m, - 10% + ... 4+ m ko‘rinishga ega bo'lsin. U
holda daraja ustidagi amaltarni bajarish goidasiga ko'ra (n< k
bo* lganda) yuyidagiga ega bo'lamiz.

mo my 1064 mp 10" oy 110, bt mg
10n 10” -
=m, 107" + 4

My L9
10 +15 10?1

My 107" + -« 4 m,- natural sonini M biian belgilaymiz. (1)
o'nli  kasrni  quyidagicha  belgilash  gabul  gilingan:
M, m,_;...m; shunday qilib, -1%1; kasrmi yozishda, m sonini o'nl
yozuvdagi oxirgl # ta raqami vergul bilan ajratiladi. Masalan,

621
o621

Ma’lumki, o'nli kasrlarmi tagqoslash va ular ustida amallar
bajarish oddiy kasrlarga qaraganda osonroq. Masalan, 0,4563
0,4563<0,4572, chunki sonlarning o‘nhi va yuzli ulushlari teng
bo‘lgani bifan. birinchi sonning mingli ulushi ikkinchi sonnikidan
kichik (6<7).

O-nli kasrlarni tagqoslash va ular ustida amallar bajarishk oson
bo‘lgani uchun quyidagi savol kelib chigadi: %(_m,n € N)

10

ko‘rinishdagi har qganday kasrni ham o‘nli kasr ko‘rinishida
yozish mumkinmi?
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Bunga quyidagi tecrema javob beradi.

Teorema. —TE gisqarmas kasr chekli o'nli kasrga teng bo‘lishi
uchun bu kasr maxrajining tub ko‘paytuvchilarga yoyilmasida
fagat 2 va 5 sonlari bo'lishi zarur va yetaclidir. (Biz uni isbotsiz
qabul qilamiz.)

Masalan, % kasrni o‘nii kasr ke'rinishida yozish mumkin,
chunki u gisqarmas va maxrajining tub ko‘pavtuvchilarga
yoyilmasi 2 va 5 sonlaridangina iborat: 250=2-53é kasrni o*nli
kasr ko‘rinishida yozib bo‘imaydi, uning maxrajining tub
ko‘paytuvchilarga yoyilmasida 3 soni bor: 15=3-5.

O‘nli kasrlar orasida 0,01 kasr ajralib turadi va undan ko‘p
foydalaniladi, U protsent deb ataladi va 1% deb belgilanadi.
Amalda kattaliklarning gismiari protsentiar bilan ifodalanadi.
Masalan, tovarning narxi 20% arzonlashtirildi. Agar shakar-
gamish tarkibida 15% shakar bo‘lsa, 10 t shakarqamishda qancha
shakar bor? 0,15-10t=1,5t. Demak, 10 t ning 13% i 1,5t ni tashkil
qilar ckan.

O‘nli kasrlar ustida amallarini bajarish algoritmiari. O'nli
kasrlar ustida amallarini bajarish algoritmlarini keltiramiz.

Ikkita o*nli kasrni qo*shish (ayirish)algoritmi:

1) ikkita o‘nli kasrda verguldan keyingi o'nli belgilar sonini
tenglashtirish kerak, agar o‘nli kasrning bittasida o'nli belgilar
soni kam bo‘lsa, uning o‘ng tomoniga bir qanche nollar yozish
bilan tengiashtiriladi;

2) hosil gilingan o'nli kasrda vergullarm tashlab, hosil bo‘lgan
natural sonlar qo‘shiladi (ayiriladi):

3) natijada hosil bo'lgan yig‘indi (ayirma) sonida qo‘shi-
luvchilarning (kamayuvchi va ayriluvchida) gaysi birida o‘nli
belgilar ko‘p bo’isa, shuncha o'nli belgimt vergul bilan ajratish
kerak.

Masalan, 3,12 va 2,1536 o'nli kasrlarni qo*shing va ayiring.

a) 3,12+ 2,1536=3,1200+2,1536=5,2736.

b) 3,12 —2.1536=3,1200 - 2,i536=0,9664.

O‘nli kasrlarni ko‘paytirish algoritmi:
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1) ikkita o‘nli kasrdagt vergullar tashlab yuboriladi;

2) hosil bo‘lgan ikkita natural son natural sonlarni ko®paytirish
qoidasiga asosan ko®paytirifadi;

3) ko‘paytmada hosil bo‘lgan natural sonning o°ngidan
chapiga garab, ikkita o‘'nli kasrda verguldan keyin qancha ragam
bo‘[sa, shuncha raqam sanalib vergul qo‘yiladi.

Masalan, 2,15-3,17=6,8155.

tkki o'nii kaseni bo*lish aigoritmi:

1)y ikkita o‘nli kasming verguldan Kkeyingi raqamiar soni
tenglashtiriladi, agar bittasida ragamiar soni kam bo'lsa, o‘nli kasr
oxirgi ragamini ketiza nollar vozib to* Idiriladi;

2) hosil bolgan o°nli kasrlarning verguliari tashiab yuboriladi;

3) ikkita natural sonlarni bo'lish qoidasiga asosan bo‘iinadi.

Masalan, 40,625:12,5=40625:12500=3,25.

Manfiy va turli ishorali ratsional sonlarning ustida arifmetik
amallar butun sonlar ustidagi amaliar kabi bajuriladi. Bunday
algoritmlarni  ko‘rib chiqish talabalarga mustaqil ish sifatida
beriladi.

Ofz-o‘zint nazorat gilish uchun savollar

1. O'nli kasga ta’rif bering,

2. Musbat ratsional sonlarning o'nli  kasr ko‘rinishidagi
yozuvini yozib ko'rsating.

3. Qisqarmas kasrni o‘nlt kasrga aylantirishda zaruriy va
yetarli shartlar to‘g-risidagi teoremani aytib isbotlab bering.

4. O'nli kasrlar ustida amallar bajarishning algoritmiarini
aytib bering.

8.7. Ratsional son cheksiz davriy o*nli kasr sifatida
1;kasmi olib garaylik, bu kasrni chekli o'nli kasr ko‘rinishida

yozib bo‘lmaydi. | ni 3 ga bo‘lish jaravoni cheksiz davom etadi.
Shu sababii % kasr cheksiz o'nli kasr hisoblanadi. Bundan tashgari

I ni 3 ga bo'lganda, ya'ni §=0,333. Bo‘linmada ragamlar
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takrorlanadi. Agar biz bo‘linmada bir qancha ragamlarni tashlab
yvuborsak, u holda -;—dan kichik songa ega bo‘lamiz.

Har ganday chekli o'nli kasrni ham o*nli kasrni 0°ng tomoniga
nollar yozish bilan cheksiz o‘nli kasr ko‘rinishida yozish mumkin.

Masalan 0,16=0.1600...0...

Bulardan ko‘rinadiki, har bor musbat ratsional sonni cheksiz
o'nli kasr ko‘rinishida vozish mumkin ekan.

Bunda hosil gilingan cheksiz o*nli kasrlarni davriy o‘nli kasrlar
deyiiadi.

Masalan, ﬁ soni 0,272727... 27.... ~5ES soni 0,1454545..45...
cheksiz davriy o'nli kasrlarni ifodalaydi. Bu davriy o°nli kasrlar
gisqacha 0,(27), 0.1(45) ko'rinishida yoziladi, qavs ichidagi
sonlar cheksiz davriy o'nlt kasrdagi takrorlanuvchi bir xil
ragamlar guruhini bildiradi va davr deb ataladi.

Davriy kasrlar ikki xil bo‘ladi:

Sof davriy kasrlar — ularda vergu! bilan davr orasida boshqa
o'nli xonalar yo'q.

Masalan, 0.(3), 0,(27), 0.(85472). ...

Aralash davriy o'nli kasrlar — ularda vergul va davr orasida
beshga o nli xonalar bor.

3.15(44), 0.1(45), ...

Quyidagicha savol tug-iladi. Har ganday qisgarmas -T;':— kasrni
davriv o‘nli kasr ko‘rinishida tfodalab bo‘ladimi?

Tearema. Agar%kasr gisqarmas va maxrajining yoyilmasida
2 va 5 dan fargli boshga tub ko‘paytuvchi bo‘lsa, %kasr cheksiz
davriv o'nli kasr ko'rinishida ifodalanadi.

isbot. Maxraj voyilmasida 2 va 5 dan farqli boshga tub
ko‘payiuveld bo‘lgani uchun m ni n ga  bo‘lish jarayoni
cheksizdir. Bundan tashgari m ni n ga bo'lganda n dan kichik
qoldigiar ya'ni 1. 2. 3..... n-1 sonlar qoladi. Turli goldiglar
to'plami chekli bo'lgani uchun, gaysidir gadamdan keyin biror
qoldig takrorlanadi. bu esa bo‘linma xonalarining takrorlanishiga
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olib keladi. Demak, % sonini ifodalovchi cheksiz ofnli kasr,

albatta, davriy bo‘lar ckan.

Isbotlangan teoremadan xulosa kelib chigadi: ixtivoriy musbat
ratsional sonni chekli o‘nli kasr orqali yoki cheksiz davriy o'nli
kasr orqali ifodalash mumkin.

Agar chekli o'nli kasrni davri 0 ga teng cheksiz kasr deb
hisoblash kelishilsa, buni qisqacha shunday yozish mumkKin.
Masalan, 7,82=7.82(0). Bunday kelishilish ixtiyoriy musbat
ratsional sonni cheksiz davriy o‘nli kasr ko‘rinishida yozishga
imkon beradi. Shuningdek, ixtiyority mushat cheksiz davriy o'nli
kastni biror musbat ratsional son shaklida itodalash mumkin.

-1:% musbat ratsional sonni cheksiz davriy o'nit kasr ko'rinishida

yozish uchun surat m ni maxraj n ga bo‘lish kerak. Cheksiz davriy
o'nli kasr oddiv kasr ko'rinishiga quyidagicha keltiriladi.

Cheksiz davriy o‘nli kasr 0.(14) berilgan bo'lsin. ya'ni
0,141414... . Unga mos ratsional sonni a orgali belgtaymiz. u
holda a = 0,141414 ....Bu tenglikning ikkala tomonint 100 ga
ko'paytiramiz:

100a =14 + 14,1414 ... yoki = 100a = 14 + 0,1414 ...

=14 +a.

100a = 14 + @ tenglamani vechamiz: a = —;% . Bu kasr
qisqarmas.

Umuman, sof davriy cheksiz o'nli kasr shunday oddiy kasrga
tengki, uning surati davrga teng, maxraji esa kasr davrida nechta
ragam bo‘lsa, shuncha to‘gqizdan tborat.

Aralash davriy kasr 0,5(41), ya’ni 0,54141 ... berilgan bo'isin,
Unga mos ratsional sonni a orqali  belgilaymiz, u
holda @ =0,514141... . Bu tenglikning ikkala gismini 10 ga
ko'paytirib, 10a =5,4141... sof davriy kasrni hosil gilamiz.
Keyingi o‘zgartirishlar yuqoridagidek bajariladi. x = 5,4141...
deymiz. Bu tenglikni ikkala gismini 00 ga ko'paytiramiz:
100x=541,4141... yoki 100x=541+0,4141... Bu tengliknt ikkala
gismiga 5 ni qo'shamiz: 100x+3=341454141..; x=54141
bo‘lgani uchun 100x+5=541+x tenglamani hosil qilamiz, bundan
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_ 541-5

, X ning bu qgivmatini 10a=5,4141... tenglikka

99
&es T
qo‘yamiz:

5415 541-5 536

10a = -, a bundan= —

9 990 990

Umuman, butun gismi 0 bo‘lgan aralash davriy kasr shunday
oddiy kasrga tengki, uning surati ikkinchi davrgacha yozilgan
sondan birinchi davrgacha yozilgan sonning ayirmasidan, maxraji
esa davrda nechta ragam bo‘lsa, shuncha to*qqizdan va birinchi
davrgacha nechta ragam bo'lsa, shuncha noldan iborat.

O‘z-o'zini nazorat qilish uchun savollar

1. Cheksiz davriy o‘nh  kasrlarni misollar  yordamida
tushuntiring.

2. Sof va aralash davriy o‘nli kaslarni misollar yordamida
tmshuntiring.

3. Kasrni cheksiz davriy o'nli kasr ko‘rinishida ifodalash
shartlarini avtib bering.

4. Cheksiz davriy o‘uli kasrni oddiy kasrga aylantirishni
misollar yordamida tushuntiring.

8.8. Haqigiy sonlar. Irratsional son tushunchasi. Davriy
bo*Imagan cheksiz o°nli kasr

)*lchovdosh bho‘lmagan kesmalar. Mushat ratsional sonlar
vordamida u yoki bu kaualiklarni istalgan aniglik darajasida
o‘lchash mumkin. Ammo bunday aniglikda o‘ichashni hamma
vaqt ham bajarib bo Imaydi.

Masalan. biror OA  kesmani 1% aniglikda o'ichash talab
gilinsin, Buni biz quyidagicha o'ichaymiz. OA kesmani O

1 . . .
o bilan ifodalanuvchi

kesmalarni joylashtirib chigamiz. Ammo bunda quyidagi hollar
bo'lishi mumkin. Boshqacha aytganda, shunday musbat m soni
mavjudki, buning wuchun % uztinlik OA  kesmadan kam,
m+1
107

nugtasidan A nugq-tasiga garab uzunligi

uzunlik OA kesmadan ortiq bo'ladi.
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m+1 . .
sonlari orasida
1gn

boladi. Xuddi shunday hol jismlarni o‘lchashda ham ro’y beradi,

Shunday gilib, OA kesma uzunligi %Va

ya’'ni jism o‘lchashda og'irlik Tg; gacha aniglikda bo*lishi
mumkin.

Bundan ko‘rinadiki, % Va%ﬂ—l ratsional sonlari QA kesmant
uzunligini tagribiy, ya'ni ortig*i yoki kami bilan ifodalaydi. U OA
kesmaning wzunligini anig Hodalaydimi? Bu savelga ayrim
hollarda ratsional sonlar bilan chegaralanib javob berib
bo* Imaydi.

Shunday kesmalar mavjudki, ularni uzunliklarini ratsional
sonlar yordamida fodalab bo'lmaydi. Bunday kesmalarni mavjud
bo*fishini quyidagi teoremada ko*rish mumkin.

Teorema. Kvadratning diagonait uning tomonlart bilan
0'lchovdosh emas.

Isbot. Aytayiik, kvadratning tomoni 1 ga teng bo'lsin. Faraz
gilaylik ABCD kvadratning AC diagonali uning tomoni bilan
o‘lchovdosh bo'lsin va uning uzunligi qisqarmas g kast bilan
ifodalansin. U holda, Pifagor  teoremasiga  asosan,
|AB[*+BC['=|AC| tenglikga ega bo*lamiz.

] 2 .
Boshgacha aytganda, ]‘+]2=I;—2 tenglikga ega bo'lamiz, bundan

esa p=2q° tenglik kelib chigadi. Demak, p*— juft son, u holda I
ham juft (chunki tog sonni kvadrati juft son bo*lmaydi). Shunday
gilib, p = 2p;. Bundan esa 4p? = 2g?. bundan esa g*ni jufi
sonligi kelib chigadi va g - juft son.

Demak, p va ¢ lar juft son bo'lib, biznigkasr qisqarmas Kasr

degan f{arazimizga zid. Bu zidlik esa, kvadratning tomonini
o'lchov birligi sifatida tanlasak, kvadrat diagonali vzunligini
ratsional son orqali ifodalab bo'imasligini, ya'ni kvadratning
diagonali uning tomori bilan o*lchovdosh emasligini ko‘rsatadi.

Shu sababli ixtiyoriy kesmani o‘lchash natijasini son bilan
ifodalash uchun Q. musbat ratsional sonlar (o*plamini yangi
sonlar bilan toldirib kengaytirish kerak.
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Bu holda hosil bo‘lgan yangi sonlar to‘plami mushat hagigiy
sonlar to*plami deyiladi va R. bilan belgilanadi.

Bundan ko‘rinadiki, har bir musbat ratsional son R.. ga tegishli
bo‘ladi. ya™ni Q,cR.. R, da qo‘shish va ko‘paytirish amallari
musbat ratsional sonlar to'plami Q.dagidek aniglanib, R.da
kesmalarni o‘lchash ham additivlik va multiplikativlik xossalariga
ega holadi.

Mushat haqiqiy sonlar va cheksiz o‘nli kasrlar. Biz
ixtiyorly kesmani o'lchash natijasini cheksiz o'nli kasrlar bilan
ifodalanishini ko'rsatamiz (umuman, davriy bo'lmagan o‘nli
kasrlar ko*rinishida ifodalanishini). Aytavlik, bizga ¢ kesma va ¢
birlik kesma berilgan ho*isin. U holda, @ kesma birlik e kesmadan
kichik yoki shunday bir » soni topiladiki n-e < a(n +
1 etengsizlik o'rinli bo‘ladi, bu yerda n— natural son (agar a ¢ dan
Kichik ho‘lsa, n=0 boladi) bolib, bunga a kesma urpunligining
butun gismi deyiladi.

Agar a = ne bo'isa, ¢ kesma uzunligi » natural son bilan
ifodalanadi. Aks holda @ = +ne + a,, bu verda a, < e,U holda
0,1,2,3.4,5,6,7.8.,9 giymatiardan birisini gabul giluvchi shundavn,

. N -y - n eS| . .
soni lopiladiki, a; kesma uchun ﬁe <a, < --1i'-0—e tengsizlik
M+l

Je .
10
Demak, (ne)<a < (n.1+ 0,1)e. (Bu yerdan, n,lar o‘nli kasr,
masalan, 5,4 bo'lishi mumkin).

O'lchashda  yuqoridagidek  jarayonni  davom  ettirib,
4.1,2.3.4,5.6.7,8,9 giymatlardan birint gabul qiluvehi n,, ng, ..., ny
sonlariga ega bo‘lamiz. Bundan csa a kesmuning ixtiveriy k
bo'lagi (n.nq, Ny, .., ng)e kesmadan katta (n,n,,n,, . .0, +

1. Ye kesmadan kichik bo*ladi.

10

Bundan ko‘rinadiki, g kesmani o‘lchash jarayonini cheksiz
o"nli kasrlar shaklida ifodalash mumkin.

Agar cheksiz o'nli kasrda verguldan keyin bir gancha
ragamiarni qoldirib, golganlari tashlab yuborilsa (n,nq, ..., 1)
soni hosil bo®ladi va u ¢ kesma uzunligini kami bilan ifodalaydi,
agar qoldirilgan ragamlarni oxirgisiga 1 go‘shilsa, ¢ kesma
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uzunligi ortig‘i bilan olinadi. Shu sababli biz a kesma uzunfigi
(n,n,,n, ...,n;) kasr bilan ifodalanadi deymiz, ya'ni m(a) =
NNy, Ny e, Ny

Miscl. M(a) = 5,2753...

Ixtiyoriy n uchun quyidagi tengsizlik o‘rinliligi anig

1

Y

Kesmalarni o‘lchashda oxirgi ragamlari fagat cheksiz 9
liklardan iborat kasr hosil bo‘lmaydi, masalan, 0.399..5.. chunki
istalgan x soni quyidagi tengsizliklarni ganoatlantirmaydi.

13<x<04
0,39 <x < 0,40

(g, ny ., Smla) <nnn,.n

0,39..9<x<0,400..0
Agar bu tengsizliklarni o*rniga
0,3<x <04
0,39 <x 20,40
0,39...9<x<0400..0

tengsizliklarni  yozsak  bu  tengsizliklarni 0.4 soni
ganoatlantiradi. Shu sababli 0,399..9.=0.3(9) o'nli kasr 0.4
sonining boshqacha vozuvi hisoblanadi. Umuman, agar chekli
o‘nli kasrni oxirgi ragamini 1 ga kamaytirilsa va uning ketiga
fagat 9 raqamlar ketma-ketligi yozilsa, u holda berilgan chekli
o'nli kasrga teng cheksiz o*nli kasr hosil bo‘ladi.

0,323=0,32299..9...
6,7=6,69..9...

Biz har bir kesmaga cheksiz o'nli kasrni mos go*ydik. Demalk,
keyingi ragamiari ketma-ket 9 raqamlari bilan tugallangan cheksiz
o‘nli kasrga uzunligi shu kasr bilan ifodalanuvchi kesma mavjud.

Ta'rif. 0.0...0 dan fargli, keyingi ragamlari ketma-ket 9
ragamlari bilan tugamagan cheksiz o'nli kasrlar to®plami musbat
haqiqty sonlar to*plamti deyiladi va R, bilan belgilanadt.

Ratsional sonlar cheksiz davriy o°nli kasrlar ko'rinishiga
keltirish mumkinligidan, irratsional sonning (irratsional —
ratsional bo’lmagan) ta’rifini quyidagicha keltirish mumkin:
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Ta’rif. Irratsional son deb, cheksiz davriybo‘lmagan o'nli
kasrga aytiladi. Ratsional va irratsional sonlar birlashmasi haqiqiy
sonlar to*plamini tashkit etadi.

Har bir musbat x haqiqiy soni vchun uning tagribiy giymatini
ko'rsatish mumkin. Agar x = n,nn,, .., n, ... cheksiz o'nli
kasrda verguldan keyin & ta ragamini goldirib qolganlarini tashlab

" . S 1
yuborsalk, ya'ni x, = n,nn,, .., n,bu son x sonini kami blla.n-l-o—k
aniglikda olingan tagribiy giymati bo‘ladi. Agar bunga ok M

qo'shsak, u holda x;, = n,myn,, ..., ng + I%;g soni xsonini ortig"i
1

10%
bo*lsa, nyga 1 ni qo‘shish bilanx} hosil bo* ladi.

Masalan, x = 3,823A5 ... u holda

x = 3,823x} = 3,824

bulardan ko‘rinadiki, ixtiyorly musbat haqiqly xsoni uchun

guyidagi tengsizlik o'rinli x < x < xj.

hilan

aniglikdagi qiymati bo*ladi. Agar n;, raqami 9 dan farqli

O'z-0‘zini nazorat qilish wchun savollar
1. O'lchovdosh  bo‘lmagan kesmalarni  o‘lchash  haqida
tushuncha bering.
2. Kvadratning diagonali uning tomonlari bitan o’lchovdosh
emasligi to*g‘risidagi teoremani isbotlang.
3. Irratsional sonlarga ta'rif bering.
4, Haqigiy sonlarga ta'rif’ bering

8.9, Haqiqiy sonlar ustida ariftnetik amallar, Qo‘shish va
ko*paytirish gonunlari

Musbat baqigiy sonlar ustida amallar. R, to‘plamdanx =
M, MM, My V& Y = 1,147, .. Ty sonlari berilgan bo'lsin.

U holda ixtivoriy k soni uchun x;, € x < x}, x, <y <y}
tengsizliklarga ega bolamiz. Tengsizliklardan  x +
y soni x;, + v, sonidan kichik emasligi, x} + vy, sonidan katta
emasligi ko'rinadi.
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1-ta’rif.x va y musbat haqiqiy sonlarni yigindisi ya'ni x + y
deb, {x;, +v,} va {x;+y}} to'plamlarni bo‘luvchi songa
aytiladi. Bunda x, va y, lar x va y sonlarini kami bilan,
x} va yj lar esa xva ysonlarining ortigi bilan olingan taqribiy
qiymatidir.

R, to'plamda go‘shish amali kommutativ, assotsiativ va
qisqaruvchan., Agar x < ybo‘lsa, ixtiyoriy z € R uchun x + z <
¥ + zorindi, R, dagi ixtiyeriy xva ylar uchunx = x + ytenglk
bajarilmaydi.

R, da ko'paytirish amali ham yugoridagiga o‘xshash
aniqlanadi.

2-ta’rif. Mugbat haqigiy x va y sonlarning Kko'paytmasi
deb.{x; - ¥, Iva {x}-yi} to'plamlarni bo*luvchi songa aytiladi.

R, a ko'paytirish amali kommutativ, assotsiativ  va
gisgaruvchan. Ko'payiirish amal go'shish amahgza msbatan
distributiv. 1 soni ko‘paytirish amaliga nisbatan neytral, ya’mi
a € Rbo'lsa,uboldal-a=a-1=a

3-ta'rif. R, da ixtiyoriy ikkitaa va b sonlari uchun a > b
shartda, shunday c € R, topiladiki, @ = h 4+ ¢ hajariladi. Bunda
€ soniga a va hsonlarining ayvirmasi deyiladt va a — h ko‘rinishda
yvoziladi.

R, to‘plamda ayirish amali qo‘shish smaliga teskari amal
ckanligi 0'z-o‘zidan ravshan. Agar x > y bo‘lsa,

(x+y)-y=x
(x—y)+y=x

4-ta’rif. R, dagi ixtiyoriy ikkita xva ysonlari uchun. shunday
z € R, topiladiki, x = yz o'rinli bo'ladi. Bu holda zsoniga xni y
ga bolinmasi deyiladi va x:y ko‘rinishida belgilanadi. R, da
bo‘lish amali ko‘paytirish amaliga teskari amal bo‘lgant uchun
quyidagi tengliklar bajariladi:

(xyly=x
(xx:y) y=x

Musbat va manfiy sonlar. Musbat haqiqiy sonlar yordamida
o‘Ichash natijasi bo‘lgan ixtivoriy skalyar miqdorlarni ifodalash
mumkin: uzunlik, yuza, hajm, massa va x.k. Ammo amaliyotda bu
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kattaliklarni o'Jchash natijasinigina emas, bu kattaliklar qanchaga
o'zgarishini  ko‘rsatishga to‘g‘ri keladi. Kattaliklar esa o'z
navbatida o‘sishi yoki kamayishi yoki o‘zgarmasdan goelishi
mumkin. Shu sababli kattaliklarni o‘zgarishini ko‘rsatish uchun
musbat hagigiy sonlar to‘plamini kengaytirishga, ya’nt beshqa
sonfarni qo‘shishga zarurivat tug'ilgan. R, sonlar to*plamiga 0
(nol) va manfiy sonlar qo‘shilib kengaytirilgan. Buning uchun R,
to‘plam olinib, bu to‘plamning har bir x soniga —x (minus x) deb
ataluvchi yangi son mos go‘yilgan. Masalan. 3 soniga — 3, 7 va 8
sonlariga =7 va -8 vax k.

— ko'rinishidagi (bunda z € R, ) songa manfiy son deyilib,
ularning to*plami R_ deb belgilangan.

R.,R_va {0} to*plamlari birlashtirilib haqigiy sonlar to*plami
deviiadi va R bilan belgilanadi.

Shunday qilib, R=R, UR_U

Bunda R,,R. va {0} (oplamlari o'zaro jufli-jufti bilan
kesishmaydi, boshgacha aylganda bitta son ham musbat, ham
manily, yoki musbat va nol bo*la olmaydti.

Agar kattalik dastlab qivmatni gabul gilsa va (bunda x.y € R)
x < y bo‘lganda, kattalikni o‘zgarishi musbat y — x son bo"ladi.

Agar x > y bo'lsa, katalik o‘zgarishi manfiy —(x — y) soni
bo*ladi. Musbat va manfiy sonlar garama-qarshi yo‘nalgan nurlar
bilan tasvirlanadi, 0 soni esa ikkita nurni boshi hisoblanadi. x va
- x sonlari koordinata to*g’ri chizigida sanog boshi hisoblangan 0
nugtaga nisbatan simmetrik joylashadi (8.5-rasm).

I , £ >
a
8.5-rasm

Koordinata to‘gri chizig‘ida sanoq boshidan x sonini
ifodalovehi nugtagacha bo‘lgan masofa xsonining moduli deyiladi
va |x] bilan belgilanadi.

Shunday gilib,

x agar x > 0 bo'lsa,
|xl=4 —x agar < 0 bo'lsa,
0 agar x = 0 bo'isa.
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Misol. |8/=8; |71=7; |0=0.

Aytaylik, x € R, soni @ € R soniga o‘zgarganda y € R, soniga
o‘tsin. U holda ahaqiqiy songa musbat haqigiy sonlar juftligi
(x; y)mos keladi. Masalan, 2 soniga (7;9) juftiigi mos keladi,
chunki 7 soni 9 soniga o*tadi. (9;7) jufiligiga -2 soni mos keladi,
chunki 9 soni 7 soniga o'tadi.

Bitta hagigiy songa cheksiz juitliklar mos keladi. Masalan, 3
soniga (1:4), (3:6), (VZ; 3 + V2), ... va x.k. — 3 soniga esa (4:1),
(6;3). (3+VZ;V2), vaxk

(X4;¥1) va (xp; ¥y juftliklari bitta a soniga mos kelishi uchun
faqat va faqat x; + ¥, = x, + v, munosabat o°rinli bo*lishi zarur,
xy +tyy = xy,+y; munosabat bajarilsa, xq;¥; va (%3 v:)
jutilikiar  ekvivalent deyiladi. Bu munosabat refleksivlik,
simmetriklik va tranzitivlik xossalariga ega. Shu sababli R,
to*plam ekvivalent juftliklar sinflariga bo*linadi.

Flar bir (x; y} juftlikni sonlar nurida boshi x va oxirl ybo‘igan
yo‘naltirifgan kesmalar bilan tasvirlash mumkin.

Ekvivalent juftliklarga bir xil uzunlik va bir xil yo*nalishga ega
bo'lgan kesmalar mos keladt va ular ekvivalent kesmalar deyiladi.
Bundan esa haqigiy sonlar ekvivalent yo'naltiriigan kesmalar
sinfini tavsirlaydi deyish mumkin.

Haqiqiy sonlarnt qo‘shish va avirish. Aytavlik, biror x € R,
soni dastlab a keyinchalik esa # soniga o‘zgartirilsin. ava b
haqiqiy sonlarning yig'indisi deb natijaviy o‘zgarishga aytiladi,
Masaian, |5 somini dastlab 3 keyinchalik 7 ga o'zgartirsak, 15
soni dastlab 18, keyinchalik esa 25 bo'ladi. Demak 15 sonini 25
qilish uchun 3+7=10 songa o' zgartirish kerak.

Qarama-garshi haqigiy sonlarnmg vig'indisi nolga teng.
Umuman olganda haqiqiy sonlarni go'shish qoidasi quyidagicha:

Bir xil ishoraga ega bo‘lgan haqiqiy sonlarni qoshganda shu
ishorali haqigiy son hosil bo‘ladi va u sonning moduli
go‘shiluvehi sonlar modullarining yig'indisiga teng. Qarama-
qarshi ishorali haqiqiy sonlarni qo‘shganda hosil bo‘lgan sonning
moduli, qo‘shiluvehilar moduli  kattasidan modul  kichigini
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ayirmasiga. ishorasi esa go‘shiluvchilardan gaysi birining moduli
katta bo®isa, shu sonning ishorasi bilan bir xil bo*ladt.

Hagqiqiy songa nolni qo*shish bilan son o‘zgarmaydi.

Haqiqiy sonlarni qo‘shish kommutativhk, assotsiativlik va
gisqaruvchanlik xossalariga ega. Bu ta'riflardan R to‘plamda
go‘shishga nisbatan nolning neytral element ekanligi ko‘rinadt.

R to'plamda ayirish amali qo‘shish amaliga teskari amal
sanaladi. R to‘plamda har bir b songa garama-qarshi —b son
mavjud ho'lib b+ (—h) = 0.

Geometrik nugtal nazardan, avirma b nugtadan a nugtaga
boruvchi kesmaning uzunligiga teng, ya’ni |a — bj.

R to'plamda tariib munosabati o‘rinii. Agar a — b ayirma
musbat ho*lsa, a > b bo"ladi.

Tartih munosabati to’plamda asimmetrik va tranziliv bo'lgant
uchun, tartib munosabati qattiq tartiblangan hisoblanadi.

Shu sababli Rw'plamda a = b, a > b, b > amunusabatlardan
fagat biri o‘rinii.

Haqigiy somfar to‘piamida Kko‘paytirish va be‘lish. x
vay sonlarni ko‘paytmasi deb, shunday z soniga aytiladiki, bu
sonning moduli ko'paytavchilar modullarining ko'paytmasiga
teng, va'ni |z] = |x] - |¥], ishorasi esa ko'paytavchilar ishoralari
bir xil bo*lsa, musbat, aks holda manfiy bo‘ladi. Ixtiyoriy x soni
uchunx -0 = 0-x = 0.

Ko‘paytirish amali R to'plamda kommuiativ, assotsiallv va
go'shishga nisbatan distributiv xossalarga ega. Qisqaruvchaniik
Xossasiga cga emas, chunki zx = zy dan x =y deb xulosa
chigaritb bo*lmaydi, agar z = O0bo'lsa, x # y bo’lishi mumbkin,
ammoz +& 0 bo'lsa.zx = gy dan x = y kelib chigadi.

Shunday qilib, ko"paytirish noldan farqli sonlar uchun
qisqaruvchaniik xossasiga ega deyish mumkin.

Agar x sont noldan fargli son bo‘lsa, u holda ixtivoriy y € R
soni uchun snundayz soni topiladiki, x = yz munosabat o‘rinli
bo‘ladi. Bu yerda z soniga xsonini ¥ soniga bo‘linmasi deyiladi
va x:y ko‘rinishda belgilanadi. Shunday aqilib, R to‘plamda
noldan boshqa ixtiyoriy songa bo‘lish aniglangan.
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Ofz-0°zini nazorat gilish uchun savollar
1. Hagiqiy sonlarni go®shish va ayrishini tushuntiring.
2. Haqiqily sonlar  to‘plamida ko‘paytirish va bo‘lishni
tushuntiring.
3. Hagigiy sonlar ustidagi amailarning xossalarimi  aytib
bering.

8.10. Haqiqiy sonlar to‘plamiuning xossalari

R, to‘plamda tartib munosabati berilgan. lkkita x =
m,m M, . My, .. VaY = N, NN, ... N, ... mushat haqigiy sonlari
berilgan bo‘lsin. Agar m < n yoki shunday bir k soni uchun

m=nda my =ny .., My = Ny_y bo'lib, m, < n; bo'lsa,
xsoni ysonidan kichtk deyiladi.

R, to'plamda «<» munosabati gatiiq chizighi tartiblangan,
ya'ni u asimmetrik, tranzitiv. Shuning uchun x = ydax < y voki
y < X.

R to'plami cheksizdir, ya'ni R, to‘plamda Q, to'plamdagidek
eng kichik va eng katta element vo'q. Bundan tashgari
R to‘plamdagi ixtiyoriy ikkita son o‘rtasida cheksiz ko‘p haqigiy
son votadi. R, to'plamdagi tartib munosabatini asosty
xossalaridan birt uzluksizlik xossasidir. Bu xossaga Q, to‘plam
ega emas. R, ning ixtivoriy to‘plam ostt to'plamlari sonli
to‘plamlar deyiladi. Masalan, NQ .

Agar ixtiyoriy x €X va y € X lar uchun x < ¢ <y o'rinli
bo'lsa, ¢ sont X va Y sonli to‘plamlarni bo* ladi deviladi.

Bunga asosan R, to'plamni uzluksizligi quyidagicha
ta’riflanadi.

Ta'rif. Agar X sonli to‘plam Y sonli to‘plamning chap
tomoniga joylashgan bo‘lsa, u holda bu to'plamlarni bo‘tuvchi
bitta son topiladi.

Masalan, [2:5] va [7:11] kesmalarni olsak, u holda [2;5]
kesmasi 6 sonidan chapda, [7;11| kesmasi esa 6 sonidan o‘ngda
joylashadi. 6 soni [2;5] va [7;11] kesmalarini bo‘ladi. Doiraning
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yuzi unga tashqi chizilgan ko‘pburchaklar yuzalarining to'plami
ichki chizilgan ko' pburchakliar yuzalari to‘plamlarini bo”ladi.

Musbat haqiqiy sonlar to‘plamining aksiomatikasi. Biz
yugorida musbat haqgiqiy sonfarni cheksiz o'nli kasrlar shaklida
ifodalash mumkinligini aytgan edik. Ammo, bu musbat haqgiqiy
sonlarning yozishning bir ko‘rinishi xaios. Musbat hagiqiy
sonlarni uning yozilishi shakliga bog'lamasdan, hammasini
ganoatlantiruvchi aksiomalarni shaklantirish lozim. Shunday
aksiomalar  sistemasidan  biri go‘shish  amali  xossalariga
asoslangan bo*lib, unda ta’riflanmaydigan tushuncha qilib 1 va
qo'shish amali hisoblanadi. Bu tushunchalar quyidagi aksiomalar
sistemasini ganoatlantirishi lozim:

1. Qo'shish amali R to'plamdagi ixtiyoriy (a; &) juftlikga shu
to‘plamdagi a + bsonini mos go*vadi.

2. R, to'plamda ixtivoriya va blar uchun R, da qo'shish amali
kommutativ:

a+b=»b+a

3. R, dagi ixtiyoriy a, b va clar uchunf, da qo‘shish amali
assotsiativ:

(a+h)+c=a+(b+c)

4 Agara,be R _ uholdaa+b # a0

5. Agar a,b € R, bo'liba < b bo‘lsa, u xvida shunday ¢ € R,
soni topiladiki b = a + ¢ munosabat o-rinli bo*ladi;

6. Ixtiyoriy a € R, va ixtiyoriy natural nsoni uchun, shunday
yagona b € R, soni topiladiki. a soni uchun

a=b+b+--+b (n marta}

munosabat o*rinli bo*ladi.

1 - 6 aksiomatar R, to‘plamda tartib munosabatini kiritishga
yo'l qo yadi. Boshgacha aytgania R, (o‘plamda shunday bir csoni
topildiki, buning uchun faqat va faqat » = a + ¢ musbat o'rinli
bo*lgandagina a<b bo*ladi. Bundan tashqari uzluksizlik aksiomasi
bajarilishi lozim.

7. AgarXsonlar to'plami ¥ soniar to’plamidan chapda yotsa
{(ya'ni ixtiyoriy x € X,y € Ylar uchun X < y), u holda X va Y
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to‘plamlarni bo‘luvchi a € R, soni mavjud (yani x €EXva y €
Ysonlari uchun x < a < y tengsizlik o‘rinli).

Bu aksiomalar sistemasi yordamida R, to‘plamdagi cheksiz
o‘nli kasr ko‘rinishidagi ixtiyoriy son R, to‘plamda qo‘shish
amalini aniqlashini isbot gilish mumkin.

O*z-0‘zini nazorat qilish nchun savollar

1. Musbat haqigiy sonlar to'plamining tartiblanganligini
tushuntiring.

2. Musbat haqigiy sonlar to‘plamida arilmetik  amallar
bajarishini ta’riflarini keltiring.

3. Musbhat haqiqily sonlar to‘plamining aksiomatikasint
keltiring.

Haqiqiy sonlar ustida arifmetik amallarni bajarishga doir
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8.11. Sonlarni yaxlitlash qoidalari va taqribiy sonlar ustida
amallar. Absolyut va niskiy xato

Taqribiy hisoblashlar. Har kimning ko‘rish qobiliyati har xil,
biror uzunlikni o'lchaganda o'Ichov lentasining gattig yoki bo‘sh
ortilishiga  ko‘ra  o‘lchash  natijalari  turlicha, bular esa
migdorlarning o'ichov  natjalarning doimo tagribiy ckanhgini
ko‘rsatadi. Sanash yo'li bilan hisoblash natijasi doimo tagribiy
bo‘imaydi, ba’zan aniq, ba’zan taqribiy bo‘ladi. Masalan, bir
ko‘ldagi baliglar soni 173200 dona deyilsa, baliglar soni bir
donaga aniglikda sanalmagani aniq ko‘rinib turadi. Demak,
baliglarning soni tagribiy, Agar  sinfdagi o‘quvchilar soni 26
desak, bu aniq sanalgan deyiladi. Sonning yugori xonalarida bir
yoki bir necha ragam qoldinb, kichik xonalarini o°chirib. o‘rniga
nollar qo*yishni yaxiitlash deyiladi. Yuqoridagi ko‘ldagi baliglar
soni yaxlitlashga misol bo'la oladi Berilgan sonni berilgan
aniqlikda yaxlitlash  wchun, berilgan sonda o‘chiriladigan
raqamlardan eng katta xona birligi ragami 5 dan katta yoki 5 ga
teng bo'lsa, undan oldingi xona ragamiga bir qo°shiladi va
o‘churilgan raqamlar o‘rniga noliar yoziladi. Agar u 5 dan kichik
bo'lsa, raqamlar to‘g‘ridan-to‘g'ri tashlanib, ularning o‘rniga
nollar yoziladi.
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Misol. Quyidagi sonlarni yuzgacha aniqlikda yozing:

1) 325461~ 325500

2) 257240~ 257200

Sonlarni yaxlitlagandan Kkeyin hosil bo‘lgan son berilgan
sonning tagribiy quymati hisoblanadi. Taqribiy natijant vozganda
aniglik sonning ohirgi ragamida ko‘rsatiladi: uning ohirgi
ragamidagina kichkina xatolik bo‘lib, boshqa hamma ragamlar
ishonchli bolishi  kerak. Buning uchun ishonchli va ishonchsiz
ragamlar mushunchasini kirvitamiz.

Tagribiy sonning gaysi xonadagi ragami yarimdan kam
xatolikka ega bo’lsa, u xona va undan vugori xonalardagi hamma
raqamiar ishonchli deyiladi; agar qaysi xona ragamining xatoligi
yarundan ortiq bo‘lsa, u ragam va undan boshlab o‘ng tomondag;i
hamma ragamlar ishonchsiz raqamiar deviladi.

Misol. Tomorganing perimetrini ruletka bilan 7 marta
olchaganimizda quyidagi natijalarni berdi:

101,22m; 101,35m; 100,88m; 100,561r; 101,2m; 99,98m,

161,31m

Bularning arifmetik o‘rtasi:

101,22m+101,35m+ 100,88m+100,56m+101,2m+101,18m+101,21m _
7

= 101,1m = 101m

Demak, 101lm ning bosh ragami bo‘igan 10 ishonchh, keyingi
ragami | ¢sa ishonchsizdir. Bu yverda gap ishoncehli va ishonchsiz
ragamlar haqida borsa, ya’ni tomorqani nocha marta o*lchasak
ham bosh ragamlar esa o‘zgarmaydi. Shu sababli 10 ishonchli
ragamlar, undan keyingi ikkita ragam csa ishonchsiz raqamlar
bo‘ladi. Masalan, 1 ragamini olib garaylik. Bu ragamda
birmuncha xatolik bor, bu xatolik 1 ga nisbatan 0,5 dan kam
bo'lishi kerak. Ba’zi hollarda oxirgi raqamdagi xatolik 0.5 dan
ortib ketsa, bu holda bundan bir xona yuqorigi ragam ham
ishonchsiz bo*ladi.

Tagribiy sonlar ustida amalilar quyidagicha bajariladi.

Qo‘shish. Bir rnrecha taqribiy sonlarni qoshganda, bu
qo'shiluvchilarning birontasida vo'q bo‘lgan xonalarga garab
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vig‘indi natijasining o‘ng tomonidan yaxlitlash goidasiga asosan,
mos tartibda xonalar olib tashianadi va ularning o‘rniga nollar
voziladi.

Misol. Shirkat xo‘jaligining 3700 ga (100 gektargacha aniglik
bilan) yeriga paxta, 260 ga (100 gektargacha aniqlik bilan) yeriga
pichan ekilgan. 58 ga yeri turar joydan iborat. Shirkat
xo"jaligining umumiy veri gancha?

3700

+ 260

58
40184900 ga.

Demak, bu go‘shiluvchilardan eng ko‘p anigmas xonaga ega
bo‘lgani 3700, boshgalariniki unikidan kam. Shuning uchun
natijaning  oxirgi  tkki  xopasinl yaxlitlab.  pollar  bilan
almashtiramiz.

Ayirish. Taqribiy sonlarni ayirish ham taqribiy sonlarni
go'shishdek bajariladi. Masalan, shirkat xo‘jaligining 2450 ga
veriga bug‘doy ekilgan. Uning 836 gektari bahorda ekilgan,
qolgani kuzda ekilgan. Kuzda gancha veriga bug‘doy ekilgan
(24590 o‘ngacha aniglikda olingan)?

2450

836

1614=1610(ga)

Ko‘paytirish. Tagribiy sonlarni ko*paytirganda ko*paytuvchi-
larning gaysi biri eng kam anig ragamga ega bo‘lsa, natijada
o‘shaning ragamlari soni sagianadi. Natijani anigroq hisobiash
kerak bo‘lsa, hisoblash davridagi natijalarda bir xona ortiq olish
mumkin. Lekin oxirgi natijada olingan qo‘shimcha xona tashlab
yuboriladi.

Misel. Makiab sport zalining uzunligi 17 m 74 sm, cni esa 9 m
63 sm ga teng. Maktab sport zalining yuzini toping.

Yechish., 1774 smx963 sm=1708362 (kv.sm) = 1700000
kv.sm=170 kv.m.

O*lchaganda lenta tarang yoki bo'sh bolib, uzunligi va enidagi
birlik xonalari ishonchsiz bo‘lishi  mumkin. Shuning uchun
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bo“yidagi 177 raqami ishonchli, enidagi 96 ragami ishonchli deb,
natijada ham yaxiitlash yo‘li bilan 17 ragamini goldirib, boshga
ragamlarni tashlab yuboramiz. Agar hisoblash natijasi bir necha
amallar bilan kelib chiqadigan bo‘lsa, wni aniqroq hisoblash
uchun oraliqdagi amallar natijasida, yuqoridagi ko‘rsatilgan
goidada aytilganidek bitta ragam ortig olish kerak. Lckin bu
ragam natijalarda hisobga olinmaydi. Masalan, yugoridagi
ko‘rsatilgan zalning balandligi 9 m 26 sm bo‘isa, uning hajmini
topish uchun asosining yuzi 1774 sm=963 sm =1710000 kv.sm
ni topamiz, bunda bitla ragamni, ya’ni 1 ni qo‘shimcha qilib
oldik. Endi uni balandligiga ko*paytivamiz. U uch ragamli bo'lib,
bir qo*shimcha ragamani hisobga oclmaymiz.

1710000 kv.smx926sm=1583460000 kub sm=1600 000 000
kub sm=1600 kub m.

Bo‘lish. Taqribiy sonlarni bo‘lish amali taqribiy sonlarni
ko' paytirishdek bajariladi. Bunda bo‘luvehi va bo'linuvchilarning
gaysi birida anig raqam soni kam bo‘lsa, bo‘linmada shuncha
anig ragam soni saqlanadi.

Masalan, aytaylik bo*luvchi va bo‘linuvchilardan birining olti
ragami, ikkinchisining uch ragami anigq bo'lsa, bo‘linma uchta
anig ragamli ¢ilib olinadi. Shuning uchun ham bo‘linmadagi uch
ragamdan keyingi qoldiq bo‘luvchining yarmidan ortiq bo‘lsa, u
uchinchi ragamga bir qo‘shish kerak, agar yvarmidan kam bo'lsa,
uchta raqamni o‘zgarishsiz qoldirish kerak.

Misol. 234564:310=~ 757

_ 234564 | 210
2170 ] 756,65

_ 1756
1550

Masala ishlash vagtida bo'lishda ham ko'paytirishga o*xshash
anigroq hisoblash magsadida vaqgtincha bo‘linmada bir ragam
qo‘shimcha olish kerak. (Qo‘shimcha olingan ragam oxirgi
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natijada c’tiborga olinmaydi}. taqribiy sonlarni ko paytirish va
bo‘lishda komponentlarning biri aniq  son, birt tagribiy son
bo*lsa, natija tagribiy sonlarning aniq ragamiga garab aniqlanadi.
Aniq sonning ragamiga garalmaydi. Taqribiy sonlarni ko'pay-
tirish va bo‘lishda komponentlardan birining bosh raqamlari
1.2.3; natijaning bosh ragami 98,7 bo‘lib keclsa, natijani
yuqoridagi qoidadan, bir ragam kam olib hisoblash kerak. Shu
bifun birga ko‘p raqamli sonni kam raqamli songa bo‘lish uchun,
o'sha bo‘luvchining aniq rayami gancha bo‘lsa, bo‘linuvchini
ham shuncha raqamgacha bo‘lib, qolganlariga nollar gofyamiz.
Bunda qancha nol qo‘yamiz, degan savol tugiladi. Ma’lumki,
bo‘linmaning ragamlari soni bo’linuvchi bilan bofluvchining
raqamlari sonlarining ayirmasiga teng yoki undan bitta ortig
bo‘ladi. Qaysi vagtda teng bo‘ladi? Qaysi vaqtda bitta ortiq
bo‘ladi?

Agar bo‘lishni boshlashda bo luvechi gancha ragamli bo‘lsa,
ho‘linuvchining ham shuncha ragami unga yetarli bo*Imasa, unda
bo‘linmaning raqam soni bo'linuvehi bilan bo‘luvchining ragam
sonlarining aylrmasidan bitta ortiq bo‘ladi. Agar o‘sha birinchi
ho'lishda ho‘havchining ragami soniga mos (feng) bo'lgan
ho'linuvchining bosh ragami soni vetmasa, tag'in bir ragam
qo'shiladigan bo'fsa, v holda bo‘linmaming ragami soni bo®linuvi
hilan bo*luvchining ragami senlarining ayvirmasiga teng bo*ladi.

Tagribiy sonlaraing absolyut va nisbiy xatolari.

Ta’rif. Aniq son bilan tagribiy sonning farqini absolyut xato
deyiladi. Absolyut xatoning anig songa bo'lgan nisbatini nisbiy
xato deyiladi.

Misol. 90.3= 90; bunda 90.3 - aniq son, 90 - taqribiy son,
90.3 - 90 = 0.3 - absolyut xato.

Berilgan misolda nisbiy xato%% gateng.

Absolyut va misbiy xatolar quyidag xossalarga ega.

1-xossa. Bir necha taqribiy sonlar yig'indisining absolyut
xatosi go‘shiluvchilar absolyut xatolarining yig’indisiga teng.

2-xossa. lkki taqribly son ayirmasining absolyut xatosi bu
sonlarning ikkalasi ham ortig™1 bilan yoki ikkalasi ham kami bilan
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olingan bo'lsa, shu tagribiy sonlar absolvut xatolari ayirmasiga
icng bo'ladi.

3-xossa. Biri kami bilan, ikkinchisi ortigi bilan olingan ikkita
tagribiy son ayirmasining absolyut xatosi kamayuvchi va
ayriluvchining absolyut xatolari yig‘indisiga teng.

4-xossa. Tkki tagribiy son ko‘paytmasining absolyut xatosi har
gaysi son anjq givmatini ikkinchi sonning absolyut xatosiga
ko‘paytirish natijalarining va ikkala son absolyut xatolari
ko'paytmasining yig'indisiga teng.

5-xossa. Taqribiy sonni biror anig songa bo‘lishdan chiggan
bo*linmaning absolyut xatosi bo‘linuvchining absolyut xatosini
bo*luvchiga bo® lishdan chiggan bo® linmaga teng,

6-xossa. Taqribiy sonlarni bo‘lishda bo‘linmaning nisbiy
xatosi bo’linuvehi va bo’luvchining nishiy xatolari yig'indisiga
teng.

Xossalardan bittasini isbotini keltiramiz (boshga xossalarni
isbotini talabalarni mustaqil bajarishiga qoldiramiz).

Ikkinchi xossaning isboti:

a va b lar aniq sonlar, A va Blar mos ravishda ularning taqribiy
qiymatlari, & va flar mos ravishda laqribiy sonlarning absolyut
xatolari bo‘lsin. Agar a - kamayuvchi, b - ayriluvchi bo‘lib,
ikkalasi ham ortig*i yoki kami bilan olingan bo*isa, ikkinchi xossa
shartiga ko'ra

A — B ayirmaning absolyut xatosi, o — f ga (ortig‘i bilan
olinganda) yoki § — o ga teng (kami bilan olinganda) bo‘lishini
isbotlash kerak.

I - hol. A va Bortig’i bilan olingan taqribiy sonlar bo‘lsin, u
holda:

A=a+a
B=b+§
Qo'shish va ayirish xossalariga ko‘ra:
A-B=(a+a)-(b+f)=at+ta—b—p
= (a-b)+(@—f)

1I-hol. A va Bkami bilan olingan taqribiy sonlar bo‘lsin, u

holda
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A=a—a«a
B=bh-§
qo‘shish va ayirish xossalariga ko‘ra:
A—-B=(u—a)—(b—pBY=a—-a—b+f
—(a-b)+ (B -a)

‘Tagribiy sonlar ustida amallar bajarilganda xatolikni baholash
katta ahamiyatga ega. Xatolik ikki xil bo‘ladi: absolyut va nishiy
xato. Absolyut xato sonning aniq va taqribiy qiymatlari orasidagi
farqdan iboratdir, ya'ni agar X — biror sonning aniq, X esa uning
tagribly qivmati bolsa. absolyut xato AX = |X —El bo‘ladi.
Nisbiy xato sonning absolyut xatosini uning tagribily qiymatiga,
nisbatiga teng, ya'nié; = AX/X. Sonlarning aniq giymati ko'p
masalalarni  yechishda noma’lum  bo‘ladl. Shuning  uchun
pirovard absolyut xato tushunchasi kiritiladi: v absolyut xatolar
modullarining yuqori chegarasidir, ya’ni AX = {x]. Sonning aniq
qiymatt quyidagi oraligda bo'ladi:

X — AX € x <X+ Ax. Arifmetik amallar bajarishda absolyut
va nisbiy xatolarning o'zgarishini ko‘rib chiqaylik.

Yig‘indi (ayirina) xatoligi.

Ikkita X=Xx+Ax. y=y+Avy son berilgan bo‘lsa, ularning
yig‘indisi

X + u = X+y + Ax+Ay bo‘ladi. Yig*indining absolyut xatoligi

Ax+u: Ax - Au
Xuddi shunday. ayirmaning absolyut xatoligi
Bepu™ B8y =y

bo‘ladi.

Ko‘paytma xatoligi.

Berilgan sonlarning ko*paytmasi quyidagicha topiladi:

xy=EF+ANF+AY) =% - V+x-Av+v-Ax + Ax-Ay

Bu ifodada oxirgi ko‘paytma boshqa hadlarga  nisbatan
ikkinchi darajali kKichik migdordir.

Shuning uchun uni e’tiborga clmaymiz. Demak, ko‘payt-
maning absolyut xatoligi quyidagicha bo‘ladi:

Dyy= XAy +y-Ax
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Bo‘linma xatoligi.
Nisbatning absolyut xatosini topish uchun ayrim almash-
tirishlarni bajaramiz:
x x+Ax X+ Ax
y ¥y 544

Vv

Nisbiy xato 5_373 < 1 ekanligidan foydalanib (1 + ‘-“%)-‘ ifodani

qatorga yoyamiz:
ozl o4y
y ¥y ¥
Bu yerda ham ikkinchi va undan yugori darajali kichik
migdorlarni hisebga olmagan holda
x x Ax X

—=—+—=—-—=Ay
y ¥y ¥y o y2
ga ega bo‘lamiz. Demak,
Ax Ax X
y 5y yz
Arifimetik amallarni bajarishda nisbiy xatolar (b) quyidagicha
dadi: Ay X AV by X, o5
topiladi:f,y, = Sl +E+§ 5 s O +E+? 8y;
Mx—-y) X y .
Opmy = === ==—="0, —=—="0,;
xX—y x=y Xx—y
Ax x-A y Ax
Byy = At N e = 8, + 4y,
xy Xy Xy
¥ Ax Ax A y
sE By (——_—?’x)iz 5, — 8,
Yy  x/y y Y2 /x
Yugorida keltivilgan formulalar arifimetik amallar  bajarishda
yo'l gofyiladigan absolyut va nisbiy xatolarni baholash

imkoniyatini beradi.

O'‘z-0‘zini nazorat qilish nchun savollar
1. Sonlarni yaxlitlashni tushuntiring.
2. Tagribiy sonlar ustida amallar bajarishni misollar yorda-
mida tushuntiring.
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3. Taqribiy sonlarning absolut va nisbiy xatolariga ta'rif
bering.
4. Absolyut va nisbiy xatolar xossalarini ayting.

Taqgribiy senlar ustida arifmetik amallarni bajarishga daoir

fopshiriglar
1. Qiymatni hisoblang va o*ngacha, yuzgacha yaxlitlang.
ay | 7+18= b) 68917~ d) 9x8= €) 9999:11=
R720+17541= 751-579= 17x7= 1718:17=

2. Soniarni berilgan aniqlikda yaxlitlang, absolynf va
misbiy xatolar ni kiseblang.

44.732031 107

54.00356 107
17181629 107!
64164264 107
7589.4784912 1o

3. Senlarni o‘ngacha, yuzgacha, minggacha yaxlitlang,
amallarni bajaring va natijada nechta anig ragam borligini

yozing.
175+455= 195 x 285= 121314:112=
675-792= 675 % 641= 194175:155=
9756601 2-8788= 64164260+1275=
17181620--253040~ 15161718+252627=

4. Sonlarni 107, 107, 10° gacha yaxlitlang, amallarni
bajaring va natijada nechta aniq raqam borligini yozing.

6,7532 + 7589,42215 b) 72,21048 — 44,73279

d) 27,1586 x 4,7891 e) 54,0573 : 16,491

5. Natijani 107,107, 10aniqlikda hisoblang.

a) V3 + V2 V3 ~V2,V3 V2, V32

by V5 +V2,V5 — V2, V5 - V2. V542

O VIT+ V7,V11 = V7, V1T - V7, V1147

e)ﬁ+\/§,\/7—\/§.\f7-\/§, V7:4/3
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8.12. Kompleks sonlar. Mavhum son tushunchasi. Kompleks
son va uning turli shakllart

Kompleks son tushunchasi. Ixtiyoriy ko‘rinishdagi algebraik
tenglamalarni yechishda haqigiy sonlar to‘plami yetarii emas.
Hagiqatan ham, sonlar to‘plamida diskriminanti manfiy bo‘lgan
kvadrat tenglama yechimga ega emas.

Masalan, x*+1=0

Bu qiyinchilikdan quiulish maqgsadida kompleks sonlar
to‘plami kiritiladi. Bu to‘plamga haqiqiy sonlar to‘plami to'plam
osti sifatida kiradi. Kompleks sonlar to’plami C bilan belgilanadi.
D<0; x™+1=0 tenglama yechimi kompleks sonlar to‘plamida bor
deb, ya'ni i = v 1 bilan belgilanuvchi mavhum birlik kiritamiz.
Bu mavhum birlik yuqoridagi tengiamani yechimi bo‘ladi, va'ni
“+1=0; i*> —1. Shunday qilib, biz haqiqiy sonlar to‘plamini
mavhum sonlar bilan to'ldiramiz. Haqigiy « sonini mavhum bi
soniga go‘shishdan a+hi kompleks sonint hosil gilamiz.

Ta’rif. z=atbi 1fodaga kompleks son deviladi, bunda a. b
haqiqiy sonlar, 7 - esa mavhum birlik, #=_1.

a - kompleks sonining haqiqiy, bi - esa mavhum gistolari.

Re(z) = o - kompleks sonining haqiqiy kocffitsiyenti,

Im(z) = b - kompleks sonining mavhum koeffitsivent.

Masalan, 2+31, -5+2i. 8 —i,-2-14i - kompleks sonlar.

51,-31,0.5, -3 - sonlar ham kompleks sonlar. chunki

50451 5=5+0i 0=0+01 -3i=0+(-35i -3=3+0i

Bundan kelib chigadiki, barcha haqiqiy sonlar kompleks sonlar
bo'ladi, ya’ni haqiqiy sonlar to'plami  kompieks sonlar
to*plamining qism to*plami bo*ladi.

Nc/ZcQcRcC

51, =3 i va h.k. mavhum sonlar, 2+3i,-3+2i. 8 — 1. -2-14i
sonlar esa aralash kompleks sonlar deyiladi.

z=a+bi kompleks sonni haqiqiy va mavhum qismi nolga teng
bo‘lsa, ya'ni a=0 va b=0 bo‘lsa, u nolga teng bo‘ladi.

Agar a,+b;i va ay+b,;i kompleks sonlarida a;=az; b;=b; bo‘lsa,
ular teng deyiladi.
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Mavhum qismlar bilan farg gqiluvchi z=atbi va z =a-bi
komplcks sonlar qo‘shma deyiladi. Haqigiy va wmavhum
qismlarning ishoralari bilan farq qiluvchi ikkita z;=a+bi va z;=a—
bi kompleks sonlar qarama-garshi kompleks sonlar deyifadi.

Kompleks sonning geometrik tasviri. Dekart koordinatalar
sistemasida abtsissalar o'giga z=a+bi kompleks sonning haqgiqiy
koeffitsiyenti a ni, ordinatalar ¢"qiga esa mavhum koeffitsiyenti »
ni jovlashtirsak, tekislikda {a; b) nugtaga ega bo’lamiz. Shu nuqta
a+ bt kompleks sonni geometrik tasviri deb gabul gilinadi. Odatda
bu z nuqta deyiladi. Shunday qilib, tekistikning har bir bitta
nuquasi kompleks sonni ifodalaydi va, aksincha, har bir kompleks
songa tekislikning yagona nuqtasini mos qo‘yish mumkin,
Boshgacha aytganda, tekislik nugtalari bilan kompleks sonlar
to‘plami o‘rtasida o‘zaro bir qiymatli moslik o‘rnatiladi. Ox
o‘qida kompleks sonni haqigty gismi joyiashgani uchun haqiqiy
0*¢, ordinatalart o°gida mavhum gismga tegishlt son joylashgani
uchun mavhum o'y, xOy tekishgini o'zi esa kompleks tekislik

deyiladi.

Masalan, 8.6-rasmda quyidagi z1 , zz , z3 , z4 komplcks sonlar
ifodalangan:

Z,= 3421, 7= — 4+41 3= —2—31, =3 —i.

Kompieks  sonning  trigonometrik  shakli.  z=x+yi
ko*rinishdagi son algebraik ko‘rinishdagi kompleks son deyiladi.
Bu vyerda (x.y) komplcks sonning koordinatalari deyiladi.
Kompleks sonni boshga usul bilan ham berish mumkin: kompleks
soni tasvirlaydigan vektorning uzunligi va o - burchak orqgali (8.7-
rasm).

Koordinata to‘g'ri chizigida sanog boshidan x sonini
itodalovehi nugtagacha bo'Igan masola x haqiqiy sonining moduli
deviladi. Shunga o'xshash, kompleks sonning moduli deb
koordinata tekisligida sanoq boshidan z sonini ifodalovchi
nugtagacha bo‘lgan masofaga aytiladi.
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y Afi}

Z

24 FA

8.6-rasm

8.7-rasm

8.7-rasmga ko‘ra, ONM uchburchakdan Pifagor teoremasiga
asoslanib quyidagi formulani chigarish mumkin:
2] = r = /x* + 2 (0
ONM uchburchakdan: x = rcog; y = rcosg;  y=rsingp(2)
bunda r — z kompleks sonini tasvirlagan vektorning uzunligini
ifodalaydi va unga z sonning moduli, ¢ - burchakni esa z ning
argumenti deyiladi.
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Argument bir giymatli aniglanmay, balki 2nk qo‘shiluvchi
gadar aniglikda aniglanadi, bunda k - butan son.

Argumentning  barcha givmatiari  orasidan 0 < @ < 2nx
tengsizliklarni gancatlantiruvchi bittasint tanfaymiz. Bu givmat
bosh qiymat deyiladi va quyidagicha belgilanadi: ¢ = argz.

(2) tengliklarni hisobga olib, komplcks sonni  guyidagicha
ifedalash mumkin:

= r{cosg + ising) 3)

bu yerda r = vxZ + y?

arctgz. agarx > 0;y > 0 ho'lsa
x
@ = argz = T+ arctg%, agarx < 0 bo'lsa

im + arctgi,agai-'x >0,y < 0ho'lsa
x

(3) ga kompleks sonning trigonometrik shakli deyiladi.

1-misol. Kompleks sonning moduli 3 ga argumenti @ =Ega
teng bo*lsa, uning haqiqiy va mavhum gismlarini toping.

(2) formuladan x = rcosg = 3(105% = 3? = z—ﬁ

i = 3sin = 3 V2
y =rsing =3siny =3
2-misol. z=i kompleks somning argumentini toping. x=0;
yhr=1Le=2
3-misol. Qo‘shma va gqarama-qarshi kompleks sonlarni
chizmada tasvirlang va izohlang.

Qo'shma kompleks sonlar bir xil modulga ¢ga va absolyut
giymatlari bo*yicha teng argumentiarga ega bo‘lib, hagigiy o’qqa
stimmelrik bo'lgan nugtalar bilan tasvirlanadi. garama-qarshi
kompleks sonlar koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik
nuqtalar bilan tasvirlanadi.

4-misol. z=I-i Kompleks sommi trigonometeik  shakida
fodalang

x = 1;y=—1;r=\/§
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w In

tge = —1; ¢ =2n —artg(1) = ZH—Z =
Shunday qilib, z Zﬁ(cos%+ isin?—) . IEndi kompleks
sonlar to‘plamining ba’zi bir to‘plam osiilarini ifodalovehi

munosabatlarni geometrik nuqtai nazardan ko‘rib o*taylik.

a) jz2 bu munosabat kompleks tekisligida markazi
koordinata boshida radiusi 2 ga teng bo‘lgan aylananing
nugtalarint ifodalaydi.

b) 2<|z|< 3 munosabat esa markazi koordinatalar boshida
Joylashib ichki radiust 2 va 3 ga teng bo'lgan konsentrik
joylashgan aylanalar bilan chegaralangan xalga ichidagi nugtalar
to*plamini ifodaiaydi (8.8-rasm).

x
Y
A
an
) N EA
&y x
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d) arctgz = {—munosabatga kompleks tekisligida koordinata
boshidan 3G° burchak ostida chiquvchi nurdagi nugtalar to‘plami
mos keladi (8.8-rasm).

e) {ES argz = g munosabatga esa kompleks tekisligidagt
koordinata boshidan 45" va 60° burchak ostida chiguvchi nurlar
bilan chegaralangan nugtalar to'plami hamda nurlar ustida
votuvehi nugtalar to'plami kiradi (8.9-rasm).

U‘z- o‘zini nazorat qilish uchun savollar
I.  Kompleks songa ta’rif bering.
2. Kormpleks sonini geometrik shaklida tasvirlang.
3. Kompieks sonini trigocnometrik  ko'rinishga keltiring
(misollar yordamida ko'rsating).

3.13. Kempleks sonlar ustida amallar, Kompleks sonlar
to‘plamining xossalari

Qo‘shish. 7z, =a, +bhi va 2, =a,-+bi kompleks
sonlarning  yig'indisi  deb, z, +2z; = (a; + ay + (b + by
tengiik bilan aniglanuvchi songa ayiiladi. Kompleks sonlarni
qo‘shish vektorlarni qo‘shish formulasidan vektorlar  bilan
ifodaiangan kompleks sonlarni  go‘shish goidasi  bo‘yicha
bajarilishi  ko‘rinadi.  (8.10-

rasny). v
frmisol, 7=2+51 va 7z:=~1— .

3i kompleks sonlarm - ;;7{7

yig*indisini toping. P
2,472 =(2 4 5i)H (=13 1) =(2— SVt

V(53 y=1+2i ol *®
Ayirish. zy=a,+bji va '

zo=a;+byt kompleks  sonlarni

ayirmasi deb, shunday

kompleks songa aytiladiki, _
unga ayriluvchi kompleks somnmi  qo‘shganda kamayuvchi
kompleks son hosil borladi.
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21— = Thiy—(ay+bai)=(a—az)+i(br—bz)

Ikkita kompleks §
son ayirmasini e 7\\
moduli shu sonlar- 1 ‘/'
ni kompleks sonlar o) >
tekisligida T/ 4
tasvirlovehi . E2y
nuqtalar orasidagi g *
masofaga teng
(8.11-rasm).
21:261-[;50\,1';1 zo=d— Iy - 22|~ Jom - x2)% 0 O - y2)*

2i kompleks sonlarni ayirmasini toping: z;=6+51 va z,=4-21
222~ (6+31)~(4-213=(6-4)+i(3+2)=2+7i

Kompleks sonlarni ke‘paytirish.  z,=a,+bji va 7z:=a,t+hoi
kompleks sonlarning ko‘paytmasi deb, i'= —1 ekanligini hisobga
olgan holda kompleks sonlarni ko'paytmasi ikkita ko'phad
ko'paytmasi shaklida ko‘paytirishdan hosil  bo‘lgan kompleks
songa aytiladi.

z - Zy=(ay a3— by byt ar byt ax by i

z; va z> kompleks sonlar trigonometrik ko‘rinishda berilgan
bo'lsa, ya'ni z; = r(cosp, +ising,) va z, =r,(cosq, +
ising,) u holda ularning ko‘paytmasi z; - zy = ry - rp(cosg, +
@2+ isin(@l+@2) bo’ladi.

3-misol. z; = 2(cosg+ ising) va Zp = [2(cosg+ isinsz)
kompleks sonlarni ko' paytmasini toping.

Yechish. z; - 2, = 2v2|cos (5 4+ 1) + isin (£ +5)| =
2vZ (cosZ + isin® = 2v2i)

Kompieks sonlarni bo‘lish. Kompleks senlarni bo*lish amali
ko‘payiirish amaliga teskari amal sifatida aniglanadi. Boshgacha
aytganda z - z, = z; bo*lsa, 2 soni z; = x; + iy, uning z, = x, +
iy, kompleks songa bo’linmasi deyiladt.
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z = =L bo‘linmasini topish uchun kasrning surat va maxrajini
Z

2, ning qo‘shmasi z, ga ko' paytiramiz.
7 = 214 bundan » = 1’113“"}";}’2 -xz}’;_x;}'z
2z xyt¥y xz+y2
Agar kompleks sonlar trigonometrik ko'rinishda  berilgan
bo'lsa, ya'ni
z; = ry(cos@, + ising, jva z, = ry(cosg, + ising,), v holda
zy  ri(cos@, +ising,)
z,  1(cos@, +ising,)
ry (cosp, + ising,) - (cosg, — ising,)
- . {cos2p, + sinZg,)

i
= ;1— [cos(@, — ¢,) + isin(p, — ¢,)]
2

Shunday qilib, z—i = ::—;—[Cos(ga1 —@,) +isin(p, — ;)] va'ni
kompleks  sonlarni  bo'lishda  bo‘linuvehining  moduli
bo‘luvchining moduliga bo‘linadi, argumentlari esa ayriladi,

4-misol. z,=5+h =2 31

Yechilishi. zi+ z;=5+41 +2 —31=7+H

7y —7=5+4 -2 -3i=3+71 Z; = 5 — 4i7Z; = 2 + 3i

2072, = (5+4D(2-30) = 10— 15{ + 8i — 12i?
=10-7i+12=22-7;

zy  5+4i _ (3+40)(2+3{) 10+i5i+8i+12i? ~2423(

7, 2-3i  (2-30)(2+31) 4+9 13

5-misol. z=1+i
- T
|1+ =12+12 =v2 =
T fis
1+i= \[Z{COSZ + isin-é-}-)

6-misol. z; = V3 +iniz, = —3 — 3i ga bo‘ling.
a) algebraik; b) trigonometrik ko'rinishda bo*ling.
Yechish.



zy _ V3L (V3+i)-(=3+30)

a)

7z,  —3-3i  (—=3-30)(=3+3f)
-3v3-3+(¥3-3)i _ -3[v3+1(v3-1i| _ -v3-1 , V3-1
949 - 18 6 + 6 *
b) zl=\/§+i==2(cos%+isin%);zz=--3—3i=

3v2 (CGS-S;E + isin E}) ;

..
2 2 (cos— + isin E)

6
Z BVE(COS%-E +2isfn54n) -
%/zl 0s (———) +tsm(—-————)]
2
\/Z[COS( 13)+tsm =
2 13 13
:'é"\/‘:(COS( H) isin(lg—r)
_—[cos(n+ ) Lsm(ﬂr-!-nj
342 12
2
T_( rosn +lSl?1-——)
2 2
- [—cos T E) + isin(z——z)] =—
T3z 4 3 47732
i TI 4
. [Er-cu&g- cc: 7 5:15 .
——Z)+L(sm§-cosz—cos-§-wn—)]
N AT SR ]
T3vzl 2z 2 T
__+\/—+ T V3-1
- & 6

Darajaga ko‘tarish, Kompleks sonlarmi  ko'paytirish
goidasidan darajaga kotarish qoidasi kelib chigadi. z =
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r{cose + ising)} kompleks son uchun n — natural bo‘lganda
z" = r*{(cosng + isinng) . Bu formulani Muavr formulasi
deyiladi. Muavr formulasini tadbig qilishda i* =1, **! =
i, i**? = —1,i"%*? = — bo'lishini e'tiborga olishimiz kerak.
7-misol.(—1 + {)°® ni hisoblang.
z==1+i= V"Z(cosg—:- + isingff-')
z5 = (=14 1) = (V2)° - (C(].S‘Ef' + ising—f)5 =
4z (coss -+ isin 5 - 5) = 4V2(cos675° + isin675°) =
42[cos{720° — 45%) +isin(720° — 459 )=

4/7fcos 450 ~isin —45%) = av2 (L —iT) =4 — 4i =
(1-1).

Kompieks sondan ildiz chigarish. [ldiz chigarish amali
darajaga ko'wrish amaliga teskari amal. Kompleks sonning n —
darajali ildiz Yz deb, shunday z* - komplcks songa aytiladiki, z*
ning n — darajasi z soniga tengdir, ya'ni(z")" = z

Aviaylik., z =r(cose +ising) va z* = p(cosd + isind)
bo'lsin.

Muavr formulasiga asosan r{cose -+ ising) = p"(cosf +
isin®) bundan t = p",nf = @ + 2wkp va & nj topamiz.

Ru yerda ¥ - istalgan butun son, Yr- arifimetik ildiz. Demak,
Wr(cosg + ising) = Nr (CUS q”:rk + isin W:IK) . bu  verda
k=01.n-1

8-misol. Wning ildizlarini toping.

Yechish. Sonai  trigonometrik  ko‘rinishda  vozamiz. z =
1 bo‘lib, z = 1 = cos0 + isin0 bo‘ladi.

2nk 2k
5 L
V1= 5
k= 0; zy = cos0 +-isin0 =1
2 2T
k=1 2z, = cos? + L.sm? = cos 72° + isin72°

= 0,309 + 0,951
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4 4w o
k=2, 2z, = cos— + Lsm—S— = cos 144° + isin 144°
)

= ~(0,809 4+ 0,5871
ér 6w .
ky; =312z, = cos-g-+ Ian-'g;-“ = cos 216° + isin 216°
= (0,809 + 0,587
8m 8
k=4 2; = cos—§~ + isin——5~ = cos 288° + isin 288°

= -0,309 + 0,951i

O‘z-o°zini nazorat qilish uchun savollar
I. Kompleks sonlar ustida amallar bajarishni  misollar
yordamida tushuntiring.
2. Kompleks sonni darajaga ko‘tarish va ildiz chigarish
formulalarini keltirib chigaring.

Kompleks sonlar astida amallar bajavishga doir
topshiriglar
1. z;, z; komplcks soniar berifgan bo’lsa, kompleks sonlar
ustida amallarni bajaring:
(zy + 25,21 — 25. 21,25, 21 Zz:z )

!
2

A —3+2i 22:4 —i

. Z]:4+5i 22:4 ~51

L2152 Zo= -5 =2

VA -3+ L= -2 -3i

. 2521,4 —3i 22:2,6 —4i

L z1=3H81 7= —4 -5

L 2=5 -2 2=3+4

A 2431 2o=5 -2i

=3 2p=7 -4

. 21:2 —41 Z2:1+3i

.75 -3 =8 i

. Z==54+21 7,=8 -9

7,]:4 —5i Zz=42 —3i

. =143 2p=21+30

Do I N L B —

[ O S U —
WO
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15. z\=2+41 z=7+4i
16. z;= -6+21 zy=4 i
17. Z!:—3+2i L:ZS -
18. z1=44+21 z,=4 -3i
19. z=7+21 z=5+

20.

n= ~3+28 =1 —i

2. Kompleks sonni trlgonometrlk shaklda yozing.

1. z=1-¢ 2. z=1-i
3.z V34 4, z=-14+3i
5. 2=-2 6., z=1
7. z=1 9 z=—1
9. z=1+1 10 z:—-31+if-—2@
l,? g F
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IX BOB. GEOMETRIYA ELEMENTLARI

9.1. Geometrivaning vujudga kelishi haqida qisqacha tarixiy
ma’lnmot

Geometriva tarixi qadimgi dunyoning uzoq o'tmishidan
boshlanadi, lekin u shubhasiz, sharq mamlakatlarida paydo
bo‘lgan. Geometriyaning taraqgiyotini  to'rtta  davr  Dbilan
xarakterlash mumkin, lekin uning chegarasim biror ma’lum yitlar
bilan ajratib bo' lmaydi.

Birinchi davr — geometrivaning paydo bo-lish davri eramizdan
oldingi V asrgacha bo'lgan davrni o‘z ichiga oladi va qadimgi
Misr, Vaviloniya va Gretsiyada yer o'lchash ishlarining
taragqiyoti bilan chambarchas bog-ligdir (geometriya so'zi ham
grekcha: yew — yer va perpew— o'lchayman so'zlaridan olingan
bo’lib, lug‘aviy ma’nosi yer o°ichash demakdir}).

Grek tarixchisi Geradotning (tahiminan miloddan avvalgi 465-
425-y.) yozib qoldirgan ma’lumotlariga ko‘ra geometriyaga oid
dastlabki ma’lumotlar Misrda tarkib topa boshlagan. Aytish-
laricha, shohlar mistliklarga dehqgonchilik qilish uchun to'g'ri
to‘rtburchak shaklidagi yer maydonlarini tagsimlab berar va yer
egasidan mos ravishda solig undirishar ekan. Nil daryosining
toshib ketishi ogibatida buzilib ketgan maydonlar gaytadan
o‘Ichanar va unga varasha soliq miqdori gaytadan belgilanar ekan.

Yerlarni  tagsimlash, soliq migdorini  belgilash, yuzlarni
o‘lchash, sug‘orish, inshootlarini qurish kabi bir gator chtiyojiy
zaruriyatlar Misrda geometriyaning shakllanishiga omil bo*lgan.

Antik Misr geometriyasi hagidagi ma’lumotlar Rind va
Moskva papiruslarida keltirilgan.

Papirus Misr daryolari bo'yida, bo‘yi 3 m gacha yetadigan
ko'p yillik o'simlik po'stloglarini bir-biriga tekis yopishtirishdan
hosil gilingan.

Papiruslarning birinchisini ingliz sayyohi va misrshunos Rind
1858 yilda Nil daryosining o‘ng qirg‘og’ida joylashgan [.ugsor
qishlog‘idan sotib olgan. Papirusning cni 30 sm, bo'yi 20 m bo'lib
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unda 80 ta masala berilgan. Papirus uni ko‘chirib yozgan Axmes
nomi bilan ham ataladi. Uni yozib qoldirishicha papirus miloddan
avvalgi 2000-1800 yillarga tegishlidir. Papirusda keltirilgan 20 ta
geometrik masaladan 8 tasi hajmni, 7 tasi yuzam va 5 tasi qiya
piramida hajmini hisoblashga bag®ishlangan. Papirus matnini
birinchi marta misrshunos Geydelberg universiteti olimi Avgust
Evzenlar (1805-1880) o‘qishga muyassar bo‘lgan va nemis tiliga
tarjiima qilgan va sharhlar keltirgan holda chop gilgan. Papirus
bugungi kunda gisman Britaniya va Nyu-York davlat muzeyiarida
saqianmoqgda. Ikkinchi “Moskva” papirusini rus olimi, shargshu-
nos V.S.Golenishchev 1893-yilda Peterburg davlat Ermitajida
saqlanayotganini  aniglagan. 1930-yilda manba shargshunos
B.A.To'rayev va V.V .Struve tomonidan nemis tiliga tarjima
gilingan va nashr ettirilgan, Manbaning ¢ni 8 sm bo‘yi 5,44 m ni
tashkil etib, u o'z ichiga 18 ta arifmeiik, 7 ta geometrik masalani
oladi. Papirus Moskva nafis san’at muzeyida saqlanmoqda.

Rind va Moskva papiruslari qadimgi Misr yozuvida bitifgan.
Misriiklar yozishda iyerogliflardan fovdalanganlar. Iyerogliflar
vazifasini hayvonlar, gushlar, hashoratdar, odamlar, anjomlarni
ifoda qituvchi rasmlar bajargan.

Qog‘oz vazitasini o' tovchi papirus kashf gilingach iveroglhifiar
o'rnini ieratik yozuvlar egallagan. Rind va Moskva papirusiari
ieratik yozuvda bitilgan, fagat Rind papirusining yakuni iyeroglif
yozuvda bayon qilingan.

Papirusiar tahlili shuni ko'rsatadiki misrliklar kvadrat, teng
vonli uchburchak, teng yonli trapetsiya, doira yuzasini. asosi
kvadrat bo’lgan kesik piramida hajmini hiscblashni biiganlar.
Ularni  ckin  maydonlari  yuzini hisoblash, inahsulotlarni
tagsimlash, omborlar, idishlar sig®imini oflchashga tadbiq qila
olganlar.

Shuningdek ular bir noma’iumli chizigli tenglamani yechishni
bilganlar. Rind papirusuda shularga doir 15 ta masala, Moskva
papirusida esa 3 ta rasala keltirilgan.

Antik davr madaniyati o'choqlaridan yana biri ikkt Frot va
Dajla (Tigr va Efrat) daryo oralig‘i madaniyatidir. Bu madanivat
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tarixda Shumer - Bobil madaniyati deb nom qozongan. Tkki
daryo oralig’ida papirus o’smagani sababli bobilliklar yozuviarni
yumshoq loydan yasaigan taxtachalarga bambuk yoki suyak
yordamida yozganlar va ularni oftob. yelu ofovda quritganlar.

Quritilgan  taxtachalar papiruslarga qaraganda mustahkam
bo*iganidan bizgacha “mixxatlar” da voziigan matnlar papirus-
larga garaganda ko‘proq yetib kelgan. Hozirgi kunda dunyoning
turli mamlakatlari muzeylarida miloddan avvalgi I mingliklarga
taalugli bo*lgan 560 mingga yagin sopol matnlar saqlanmogda.

Bobilliklar shuningdek tenglamalar sistemasi va ikkinchi
darajali tenglamalarni yecha olganlar. Dobil matematikasi Misr
matematikast kabi ko*proq amaliy ahamivat kash etgan bolsada,
ular algebraik shakl almashtirishlar bajara olgantar va ularmi
tenglamalarni yechishga tadbiq gifa bilgan!ar.

Bobil matematikasida abstraktlashtirish jarayoni misrliklarga
garaganda ancha yuqori bo’lgan. Matematikaning keyingi rivoji
Yunoniston bilan bog’ ligdir. Misr va Bobilliklar bilan o'rnatilgan
alogalar Yunonistonga madaniyat  bilan bir qatorda to'plangan
matematik tushunchalarni ham olib keladi. Yunonlar ularni
o‘zlashtiribgina qolmay, balkt ularni asoslash. hulosalash va
isbotlashga harakat gilganlar.

Eramizdan oldingt VIl asrda geometrik ma’lumotlar grek tarix-
chilarning fikriga garaganda, Misr va Vaviloniyadan Gretsiyaga
o'tgan. Grek faylasuflari Misr va Vaviloniya donishmandlarining
ishlari bilan tanisha boshlagan. Ana shu vaqtdan boshlab
geometriya taraqgiyotining ikkinchi davri - geomctriyani fan
sifatida sistemali bayon qilish davri boshlanadi, bunda barcha
jumlalar isbot qilinar edi. Ular matematikani dunyoni bilish,
borligni anglash va unda insonning utgan o' roint aniglash magsa-
dida o'rganganlar va rivojlantirganlar. Shuning uchun bo‘lsa
kerak, Yunonistonda dastlab shakllangan makiablar falsafiy
yo‘nalish kasb etgan. Bu maktablarda matematika falsafa bifan
uzviy alogadorlikda rivojlangan. Ana shunday maktablardan
dastlabkisi Milet maktabidir. Maktabga grek matematikasining
otasi hisoblangan Miletlik savdogar Fales (640-556 ¢.0.) asos
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solgan, uning exrom balandligini soyasiga garab o'lchay olga-
nligi. deagizdagi kemadan girg*oqgacha bo’lgan masofasini
aniglaganligi, sirkul asbobidan birinchi bo‘lib toydalanganligi
e'tirof etiladi. Shuningdek eramizdan avvalgi 585 vil 28-mayda
bo‘lib o'tgan gquyosh tutilishini oldindan aytib berganligi tarixiy
munbalarda gayd etiigan.

Yunon matematikasining rivojiga Pifagor va uning shogirdlari
munosit hissa qo’shgan. Falsally yo‘nalishdagi Pifagor maktabi
yugori mavgepa ega bo'lgan. Pifagor va uning shogirdlari uch-
hurchak ichki burchaklari vigindisi, dunyoga Pifagor teoremasi
nomi bilan mashhur bo‘igan teoremani isbaot gilganlar, muntazam
ko*pyoqlar soni beshta ckanligi, o*lchovdosh bo*lmagan kesmalar
mavjud ckanligini anigiaganlar.

Demokirit (330-275 e.o.) “Bo'linmas zarrachalar” metodini
yaratadi. v dunyo bo‘linmas zarrachalar-atomlardan tashkil top-
gan degan fikrni ilgari suradi. Uning fikricha har bir geometrik
figura bir gancha elementar gismlardan tborat bo'lib, figura hajymi
elementar [iguralar hajmiarining yig-indisiga teng bo‘ladi.

Platon maklabida yasashga doir geometrik  masalalar
vechilgan. Sirkul va chizg'ich yordamida yechib bo‘lmaydigan
kub bajmini ikkilantirish masalasini Platon tomonidan varatilgan
ashob yordamida yechganlar. Yasashga doir geometrik masa-
Jalarni bosygichlab yechish metodi, geometrik o‘rin g'oyasi shu
maktabda asoslangan va bir qancha cgri chiziglar yasalgan.

Evdoks (410-355 e.0.) Platon maktabi vakili bo‘lib propor-
tsiyalar nazariyasiga asos solgan. Pifagor izdoshlari yaratgan
sonli nisbat tushunchasidan farqli o'laroq bu nazariyani u
o'lchovdosh bo'lgan kesmalar bilan bir gqatorda o‘lchovdosh
bo’lmagan kesmalar uchun ham qeo®llagan, natijada ircatsional son
tushunchasiga asos solgan. Nisbatlar nazariyasi yordamida pira-
mida, konus hajmini hisoblagan. Evdoksning shogirdi Mcenexm
nomi esa konus kesimlar gfoyasi bilan bog'langandir. Buyuk
faylasuf Aristote] mantig ilmining rivojiga munosib hissa
qo'shadi. Taxrli ravishda Aristotel, formalogika [ani va deduktiv
bayon asoschisi hisoblanadi.
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Eramizdan oldingi 111 asrga kelib Yunonisionda shakllangan
falsafly makiab namoyondalari Misr va Bobilliklar varatgan
matematik tushunchalar va g*oyalami tanqidiy o‘rganish asosida
ularni rivojlantirdilar, tushuncha va goyani asoslash, ilmty bayon
etish yo‘llarini isbotlash usullarini (tahlil, sintez, hulosa chigarish,
hukin chiqarish) yaratishga harakat qildilar va bu metodiarnt
mujassamlashtirdilarki toki ular mavjud bo*lgan tushunchalarni
tizimlashtirish tartibli bayon gilishni tagoza etdi.

Geometriyani deduktiv prinsipda qurishni grek olimi Yevklid
0'z zamonasiga nisbatan goniqarli hal qilib, 13 ta kitobdan iborat
“Negizlar”™ nomli asarini yaratdi. Yevklid hayoti haqida to'la
ma’lumotlar bizgacha yetib kelmagan u bizning eramizdan
avvalgi 300 yillarda yashagan ho'lib, Ptolomey podshohlik qilgan
davrda Alcksandrivada matematikadan dars bergan va shoh
tomonidan tashkil gilingan muzeyni matematika bo‘limini yarat-
gan.

Yevklid “Negizlar” kitobiga o'zidan oldin o'tgan olimlarning
eng muhim ma'lumotlarini  kiritdi va  geomefriyada unga
qancatlanarli bo‘linagan goidalarni asosli isbotini berdi. “Negis-
lar“dagi ba’zi teoremalarni Yevklid o‘zi kashf qilganligi
shubhasizdir. Lekin “Negizlar”™ kitobidagi mualifning asosiy
xizmati shundaki. u asrlar davomida yig-ilib kelgan geometrik
bilimlarni hammasini shunday bir sistemaga soldiki, bu sistema
uzoq vaqtlargacha aniglik va gat’iylik namunasi bo’lib keldi.
Hech bir ilmiy kitob Yevklidning “Negiziar” kitohi singari
bunchalik ko‘p umr ko‘rgan emas.

Bu kitob avval juda ko'p marta qo‘lda ko'chirilgan, so'ng
dunyodagi hamma tillarda qayta-qayta nashr qilingan. Yevklid-
ning bu asari 1482-1880 villar orasida dunyo tillarida 460 marta
nashr qilingan. Shulardan 155 tasi lotin, 142 tasu ingliz, 48 tasi
nemis, 38 tasi fransuz, 27 tasu italiya, 14 tasi golland, 5 tasi rus, 2
tasi polyak, qolganlari csa boshga tillarga tarjima qilingan.

“Negizlar’kitobining gisqacha mazmunt.

1-kitob 34 1a qoida, 48 ta teoremadan iborat bo'lib, uchbur-
chaklarning tenglik shartiari, uchburchak tomonlari bilan bur-
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chaklari orasidagi munosabatlari. parallelogramm va uchbur-
chakning yuzlari hamda Pifagor teoremasi hagida so‘z yuritiladi.

2-kitob 2 ta qoida va 14 ta teoremadan iborat bo‘lib, (a +
by =a* + 2ab + b?, (u—b)* = a® - 2ab+ b* va shu kabi
avalyatlar geometrik formada talqin gilinadi.

3-kitob aylanaga bag®ishianadi. Bunda asosan aylanaga o'tka-
zilgan kesuvchi, urinma, markaziy burchaklar, ichki chizilgan
burchaklar garaladi.

4-kitobda aylanaga ichki va tashqi chizilgan ko‘pburchaklar
garalib, muniazam to‘rtburchak, beshburchak, oltiburchak va
o‘nburchaklarni yasash ko‘rsatiladi.

S-kitobda asosan trapetsiyalar nazariyasi qaraladi.

G-kitobda proporsiyalar nazariyasining tadbigi  sifatida
uchburchaklar o'xshashligi nazariyasi va ko'pburchak yuzlarini
topish beriladi.

7-9 kitoblar arifmetika va sonlar nazariyasiga bag’ishlangan.

10- kitobda irratsional migdorlar nazariyasi qaraladi.

I1-13 kitoblar stercometriyaga bagtishlangan bo'lib, ularda
kopyeqlar va muntazam ko‘pvoqlar haqida ma’lumotlar beritadi.

Yevklidning “Ncgizlar™ asari matematika fanining tadrijiy
taraqqiyoti uchun ofta muhim ahamiyat kasb etadi. Yunon
matematikasida o' Ichovdosh bo‘lmagan kesmalar va trratsionallik
wshunchalarning  vujudga  kelishi  bilan  vujudga  kelgan
giyinchiliklarni to'g‘ri bartaraf qila olmaslik, ya'ni irvatsicnal son
tushunchasi, sonli to'plamlarni kengaytirish va haqiqiy sonlar
nazariyasini yaratish muammosini to'g'ri yecha olmaslik, ular-
ning yechimini geometrivadan, to’g'rirog‘i geometriya yasash-
lardan izlashga olib keladi.

Qadimgi qguldorchilik  tuzumining yemirilishi Gretsiyada
geometriya faraggivolining to'xtalishiga olib keldi, lekin geo-
metriya arab shargi mamlakatlari, O‘rta Osiyo va Hindistonda
taraqqiy gila bordi.

Al-Xorazmiy matematika taraqqiyotida vana muhim o‘rin
tutgan algebraga doir "Al-kitob al-muxtasar fi hisob al-jabr va al-
mugobala™ nomii asarini yaratadi. U bu asari bilan algebraga asos

299



soladi va algebrani alohida fan darajasiga ko‘taradi. Xorazmiy-
ning bu asari asosan uch bo‘limdan ithorat bo‘lib, birinchi
bo‘limda al-jabr va al-mugobala (tikiash va qarama-qarshi
qo‘yish) yordamida birinchi va ikkinchi darajali, bir noma’lumli
tenglamalarni yechish, ratsional va iratsional ifodalar bilan
amallar bajarish hamda tenglama vordamida sonli masalalarni
vechish vo‘llari beriladi. Ikkinchi bo‘lim geometrivaga tegishli
bo‘lib, unda migdorlarni o*lchash va o*ichashga doir masalalarga
algebraning ba’zi bir tadbiglari ko‘rsatiladi. Uchinchi bo*limida
algebraning amaliy tadbiqi, ya’ni meros bo'lishga doir masalalar
beriladi,

Beruniy geometrik miqdorlarni son deb garash bilan bu
miqdorlar ustida artfmetik amailarni bajarishda son tushunchasini
musbat haqiqiy sonlargacha kengaytirach.

Beruniy geomewivaning asoschisi Yevklidning asosiv geo-
metrik tushunchalar va geometrik shakllarga bergan ta'rifllacining
ayrimlarini aniglash va to‘ldirish bilan bu ta’riflarga teng kuchli
ta’riflar beradi.

Muxammad Xorazmivdan Kevinigi davrda Sharg matematiklari
algebra va geometriyaning ayrim sohalarini juda tez rivojlan-
tiradilar. Ular astronomiya va geometrivaga vid masalalarni hal
gilish kubik tenglamalarni yechimga keltirilishini bildilar. Kubik
tenglamani yechish masalasini Umar Xayyom o°zining 1069-
1071-yillarda yozgan "Al-jabr va al-muqobtla masalalarining
isboti hagida" nomlt asarida birinchi bo*lib hal qiladi. Kvadrat va
kubik tenglamalarni 24 xil kanonik ko‘rinishdagi tasnifini beradi.

Xurosonlik matematik Nasriddin Tusiy X1 asrda tekis va
sferik trigonometriyani bir tizimga soladi va trigonometriyani
alohida fan darajasiga ko‘taradi. Nasriddin Tusiy geometriya va
trigonometrivaning taraqqivotida muhim ahamiyatga ega bolgan
asarlar yozadi. U grek olim Yevklidning "Negizlar" nomli asarini
sharxlab, qo*shimchalar kiritish bilan "Taxrir Uxlidis" nomli asar
yozgan. Tusiy bu asarda Yevklidning fikelarint rivojlantiradi va
takomillashtiradi. Tusiyning eng muhim qo‘shimchalaridan biri
nisbatlar nazariyasidir. Tusiy nisbatlar nazariyasint ishlab chiqib,
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birinchi bo'lib, bir xil ismdagi miqdorlardan birining ikkinchisiga
aisbati, ismsiz sonlar nisbati degan tushunchani fanga kiritadi va
o‘lchavsiz miqdorlarning nisbati son deb hisoblaydi. Tusiy "To'la
io‘rtburchaklar” (shakl u! kit’a) nomli trigonometriyaga doir asar
yozib, sistemalashgan to'g'ri chizigli va sfera trigonometriyani
varatadi hamda trigonometrivaning alohida darajasiga o‘tishdagi
muhim masalani to’la-wo*kis hal giladi.

Jamshid Koshiy Samargandda Ulug‘bek rasadxonasini qurish
ishlariga taol gatnashadi, chugur Hmiy ishlar olib boradi. "Vatar
va sinuis hagida risola™ asarida bir gradusli burchakning sinusi
aniglanadi. "Aylana uzunligining diametriga nisbati” asari 1424
vilda Samarqandda fors-tojik tilida yozilgan.

Yevropada kapitalizmning paydo bolishi geometriya tarag-
giyotining vangi, uchinchi davriga olib keldi; XVII asming
bivinchi yarmida Dekart va Feemaning analitik geometriva vara-
tishi shu davrga mansubdir,

Analitik geometriya koordinaialar metodiga tayanib geometrik
shakllar xossalarini ularning algebraik tenglamalariga qarab
tekshiradi. Differentsial hisob va geometrik shakllarning lokal
xarakterdagi (berilgan nuqta atrofidagi) xossalarini tekshirish,
munosabati bilan Eyler va Monj asarlarida XVIIT asrda dif-
ferentsial geometriya varatildi. XVI asming birinchi yarmida
I Dezarg va B.Paskal asarlarida proyektiv geometriya paydo
bo‘la boshladi, bu geometriya dastlab perspektivalarni tasvirlashni
o‘rganishda, undan keyin esa fazoning biror nuqtasidan bir
tekislikni  ikkinchi tekislikka proeksiyalashda  shakllarning
o‘zgarmaydigan xossalarini o'rganishda paydo bo‘ldi va nihoyat
I.Ponsele asarlarida takomillashtirildi.

Geometriya  laraggtyotining  to‘rtinchi  davri  noyevklid
geometrivalarning varatilishi bilan nishonlanadi. Bu geomet-
rivalardan birinchisi Lobachevskiy geometriyasi bo'iib, uni
Lobachevskiy geometriyani asoslashni tekshirishda. jumliadan
parallel to‘gri chiziglar hagidagi aksiomani tckshirishda yarat-
gan. Oz geometriyasining mazmunini N. [ Lobachevskiy
birinchi marta 1826-y. da Qozon universiteti fizika-matematika
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fakulteti majlisida bayon qildi. Uning asari esa 1829-y. da ¢’lon
etildi. Venger matematigi Yanosh Boyai shu masala hagidagi
biroz xomroq ishni 1832-y. da e'lon qildi. lLobachevskiy
geometriyasining varatilishidan boshlab matematikada, jumladan
geometriyada aksiomatik metodning ahamiyati muhimlashib
goldi. Yevklid geometriyasi (maktabda o‘qitiladigan odatdagi
elementar geometriya) keyinchalik aksiomatik jihatdan asoslab
berildi. Lobachevskiy geometrivasi, proyektiv geometriva, affin
geometriva, ko'p o'lchovli (n-o'lchovii) Yevklid geometriyasi va
boshqa geometrivalar ham aksiomatik asoslandi.

Hozirgli vaqtda peometriya ko'p xil geometrivalar va
nazariyalarni o‘z ichiga olgan bo‘lib, ular orasida aniq chegara
yo*q. Shu bilan birga ayrim geometrik nazariyalar analiz
{(differentsial geometriya) bilan, to‘plamlar nazariyasi (nuqtalar
to*plamlari nazariyast, topologtya) bilan qo‘shilib ketgan. Har bir.
geometriya boshqasidan ganday fazont tekshirishi bilan (Yevidid.
Lobachevskiy geometriyalari}, ganday metodlardan foydalanishi
bilan masalan, analitik gecometriyada 2-tartibli egri chiziglarning
analitik nazariyasi, yoki sintetik geomeiriyada 2-tartibli egri
chiziglarning sintetik, sof geometrik nazariyasi, qanday obyekt-
larni (shakllarni} voki ularning xossalarini tckshirishi bilan
{masalan, ko'p vyoglilar va ularniig xossalarini, egri chizig va
sirtlarni va h. k. larmi tekshirish bilan) farq qgiladi. Metrika
masalalari (kesmalar uzunhiklari, burchaklar va vuzlarni olchash)
metrik geometriva tushunchasiga olib keladi. Insidensiya
(tegishlilik. joylanishlik) masalalari holat geometriyasi, ya'ni
proyektiv geometriya tushunchasiga olib keladi.

Geometrivani asoslash masalalari uning mantigiy asoslarini,
uning aksiomatikasi va tuzibishini o‘rganuvehi elementar geomet-
riya bo'limiga keltiradiki, bu ilmiy fan gcometriya asoslari deb
ataladi.

Geometriyalarning har birini Kleynning taklifiga ko‘ra uning
o'rganadigan almashtirishlar gruppast orqali xarakterlash mum-
kin. Masalan, elementar geometriya Yevklid harakatlari gruppasi
bilan, affin geometriya affin almashtirishlar gruppasi bilan,
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proyektiv geometriya barcha kollineatsiyalar (proyektiv almash-
tirishlar) gruppasi bilan xarakterlanadi.

Mavzu yuzasidan savollar

1. Geometriyaning vujudga  ketish  tarixi necha davrga
botlinadi?

2. Qadimgi Misr yozuvida bitilgan papiruslar haqida nimalarni
bilasiz?

3. Geometrik olimlardan kimlarni bilasiz?

4, Eramizdan oldingi va cramizdan keyin giolimlarning
qanday geometrivaga oid asarlarini bilasiz?

9.2. Maktabda o‘rganiladigan geometrik tushunchalar
sisternasi

Boshilang'ich (a’lim umumiy o‘rta ta’fim tizimida muhim
bo‘gtin hisoblanib, u mazmun va mohiyat jihatidan maktabgacha
ta’lim jarayoni bilan ta’limning navbatdagi vugori bosgichi
bo'lgan o'rta ta’ limni ofzaro bog'laydi.

Maktabgacha ta’lim yoshidagi bolalar egallashi lozim bo‘lgan
matematik bilim ko‘lami o‘ziga xos xususiyatlarga cga bo'lib. v
ilk matematik tasavvurlar ko‘rinishida  shakllantiriladi  va
maktabgacha yoshdagi bolalarning rivojlanishiga go® yilgan davlat
talablari asosida belgilanadi.

Oaviat alablarini amaliyotga fjorty etish borasida ishlab
chiqilgan tayanch dasturfarda ilk matematik tasavvuriarai shak!-
lantirish asosan son va sanoqga, miqdor, shakl, fazoviy tasavvur
va vaqtga oid (asavvurlarni shakilantirish yonalishiarida olib
borish tavsiya etiladi.

Maktabgacha ta’lim yoshidagi bolatarda harakatli konkret va
ko‘rgazmali obrazli mantigiy tafakkur vositasida uchburchak,
to'rtburchak, kvadrat, aylana, doira, oval, ko‘pburchak, kub,
silindr, shar kabi geometrik figuralar ularning ba’zi bir xossa va
xususiyatiari hagida tasavvurlar shakllantiriiadi.

Boshlang'ich maktab matcmatika kursi arifmetika, algebra va
geometrik materialni o’quvchilarni yosh xususiyatlarini hisobga
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olgan holda berilgan mavzu negizida mutanosib mujassamlashuvi
asosida o‘reatiladi. Makiabgacha ta’lim jarayonida tasavvurlar
shaklida egallangan gcometrik maierial boshlang‘ich ta’lim
jarayonida o'tkir, o‘tmas, to‘g'ri burchak, uchburchak, to‘g‘ri
to‘rtburchak, kvadrat, ko‘pburchak, kesma uzunligi, vuza,
perimetr. ko‘pyoq va uning elementlari, kub hajmiga oid
tushunchalar gadar kengaytiriladi.

Boshlang'ich sinflarda tushuncha shaklida egallangan geo-
metriyaga oid bilimlar yugori sinflarda  chuquriashtiriladi,
kengaytiriladi va aniglashtiriladi. Yuqori sinflarda asosan geomet-
riyaning sistemali kursi o‘rgatiladi. Sistemali kurs ikki gismdan
iborat bo'lib, ular «Planimetriya» va «Stereometriya» deb yuri-
tiladi.

Planmimetriya kursida bir tekislikka tegishli bo*lgan figura-
larning xossa va xususiyatlari, ularning clementlar! orasidagi
metrik munosabatlar, yuzalarni o'lchash masalalari o*rganijladi.

Barcha nugqtalari bilan bir tekislikka tegishli bo‘lmagan
figuralar xossa va xususiyatlari, ularning elementlari orasidayi
metrik munosabatlarni, hajmlarni o'lchash masalalari stereo-
metriya kursida o‘rganiladi.

Planimetriya va stereometriyaning sistemali kurslarini ofr-
ganish asosan boshlang'ich tushunchalar, beshlang'ich munc-
sahatlar, boshlang‘ich tushunchalar bilan boshlang‘ich munosa-
batiar orasidagi bog'lanishlarni ifodalovchi aksiomalar sistema-
sini keltirish orgali boshlanadi.

Geometriyaning bu tariga bayon qilinishi fanda mazmunli
aksiomatik bayon deb yuritilib uning ibtidosi Yevklidga borib
tagaladi. Yevklid «Negizlar» asarining har bir Kitobini deduktiv
bayon asosida yaratgan bo‘lib, kitobda dastlab ta'rillar, pos-
tulatlar, aksiomalar so‘ngra csa ta'rif. postulat va aksiomalar
vordamida isbotlanadigan xossa va xususiyatlarni ifodalovchi
teoremalar keltirgan, Shu tariga izchil tizimli asosli mantiqly
bayonning dastlabki namunasini birinchilar gatorida yaratadi. Oz
davrining vetuk asari hisoblangan «Negizlary olimiar tomonidan
tangidiy o‘rganilishi natijasida qator kamchiliklar mavjudhgi
anigqlangan.
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Yevklid tomonidan beriigan ta’riflarni o‘rganish ularda
uchraydigan «uzunlik», «kenglik» kabi tushunchalarning ozlari
ta’rifga muhtoj ekanligi, kitoblarda keltirilgan ta’rif, aksioma va
postulatlar tegishli teorema va isbot talab qiluvchi matematik
jumlalarni isbotlash uchun vetarli emasligi, hamda ular nugta,
to‘g'ri chizig va tekisliklar orasidagi munosabatlarmi asoslash
uchun vetarli emasligi aniglangan.

Yevklid sistemasini tangidiy o‘rgangan David Gilbert, birorta
ilmiy nazarivani asoslash uchun dastlab  ta’riflanmaydigan
boshlang‘ich tushunchalar, so‘ngra boshlang’ich tushunchalar
orasidagl bog‘lanishlarni zohlovehi boshlang’ich munosabatlar,
boshlang'ich  tushunchalar  va  boshlang’ich  munosabatlar
orasidagi bog‘lanishlarni izohlovchi aksiomalar gabul qilish
asosida mazkur ilmiy nazariyaga oid [aktlarni isbotlash lozim
degan g'oyani ilgari suradi, g'ovapa asoslangan holda fanda
aksiomatik metod qabul gilingan, Mazkur g'oyani u 1899 yikla
varatilgan «Geometriya asoslari» kitobida bayon qilgan.

D .Gilbert Bkviid geometrivasini asoslash uchun boshlang‘ich
tushunchalar sifatida «nugtan, «to'g'ri chizign, «tekislik» ni
boshlang‘ich munosabatlar sifatida, «yotadis, «orasida yotadi»,
«tegishliy  munosabatlarini, aksiomalar stfatida esa 5 guruh
aksiomalarni gabul giladi. Birinchi guruh tegishhlik aksiomalari
deb yuritilib, tarkibiga 8 ta aksioma, ikkinchi guruh tartib
aksiomalari 4 fa, uchinchi surih kongruentlik 5 ta, to‘rtinchi
gurch uzluksizlik 2 ta, beshinchi guruh paralleilik 1 ta
aksiomadan iborat bo‘lib. jami 20 ta aksiomani tashkil qilad:.

Planimetriyaning  tizimli kursi ta’riflanmaydigan asosiy
tushunchalar «nuqta» va «to'g‘ri  chizigeni, boshlangich
munosabat sifatida “yotadi”. “tegishli” munosabatlarni, asosiy
tushunchalar va asosiy munosabatlar orasidagi munosabatlar
mohiyati va xususiyatini ochib beruvchi 2 ta tegishlilik, 2 ta tartib,
3 ta o'lchash, 2 ta kongruentlik, 1 ta parallellik aksiomalari
vositasida bayon gilinadi.

Planimetriya kursida burchaklar, uchburchak, to‘rtburchaklar,
aylana, doira, ularning xossalari, perimetri, yuzlari, geometrik
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figuralarning xossalari, ulaming eclementlari orasidagi o*zaro
bog*lanishlar teorema sifatida isbotlanadi.

Sterecometriya kursida ta’riflanmaydigan asosiy tushunchalar
sifatida “nuqta”, “to‘g ri chiziq”, “tekislik™ tushunchalari olinadi.
Asosiy tushunchalar qateriga “tekishik™ tushunchasining kiritilishi
planimetrivada gabul qilingan aksiomalar sistemasini kengay-
tirishni talab etadi. Shuning uchun fazoviy figuralar xossa va
xususiyatlarini o'rganish, (eoremalarni isbot qilish magsadida
stereometriva kursida quyidagi aksiomalar qabul qilinadi. Maktab
geometriya kursida bu aksiomalar S gruppa aksiomalar deb
yuritifadi.

Si: tekislik qanday bo®lmasin, shu tekislikka tegishli nugtalar
va unga tegishli bo'Imagan nugtalar mavjud.

- Sar agar tkkita turli tekislik umumiy nugtaga ega bo‘lsa ular
to*g‘ri chiziq bo*ylab kesishadi.

S3: agar ikkita turli to'g'ri chiziq umumiy nugtaga ega bo'lsa
ular orqali bitta va fagat bitta 1ekislik o*tkazish mumkin.

Planimetriya kursi aksiomalari faqat bitta tekislikda joylashgan
nuqtalar va fo'g'ni chiziglar orasidagl munosabatlarni izohlagani
va stereometrivada esa bunday tekisliklar ko‘p sonli ekanligini
inobatga olib planimetriya kursi aksiomalari sistemasi stereo-
metriya kursiga moslashtirilgan holda qabul gilinadi. Bu aksio-
malar quyidagilardir.

Iy: To*g'ri chiziq qanday bo*lmasin, bu to*g'ri chizigqga tegishli
va tegishli bo*Imagan nuqtalar mavjud;

I Istagan ikki nugtadan to‘'g‘ti chiziq o‘tkazish mumkin va
faqat bitfa;

Mi: To'g'n chizigdagi uchta nugtadan bittasi va faqat bittasi
golgan ikkitasining orasida yotadi;

I,: Tekislikka tegishli to'g'ri chizig tekislikni ikkita varim
tekislikka ajratadi;

Hl,: Har bir kesma noldan katta tayin uzunlikka c¢ga. Kesma
uzunligi shu kesmaning har qanday nuqtasi ajratgan qismlari
uzunliklarining vig*indisiga teng;
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II1z: Har bir burchak noldan katta tayin gradus o’lchovga ega.
Yoyiq burchak 180" ga teng. Burchakning gradus oflchovi
o‘zining tomonlari orasidan o‘tuvchi har ganday nur vordamida
ajratilishidan hosil gilingan burchaklarning gradus oflchoviari
yig‘indisiga teng;

ill3: Tstalgan vyarim to‘gri chizigga uning boshlang‘ich
nugtasidan berilgan uzunlikda yagona kesma qo®yish mumkin:

1V;: Tekislikka tegishli bo’lgan yarim to‘g'ri chizigdan
berilgan yarim tckislikka 180" dan kichik bo‘lgan berilgan gradus
o' lchovli burchak qo‘yish mumkin va fagat bitta;

1Va: Qanday bo‘lmasin berilgan tekislikda undagi berilgan
yarim to‘¢°ri chiziqga nisbatan berilgan vazivatda jovlashgan shu
uchburchakka teng uchburchak mavjud bo*ladi;

V. Tekislikda berilgan to‘g'ri chiziqda yotmagan nuqtadan
berilgan to*g‘ri chizigaa bittadan ortiq parallel to'g'ri chizig
o‘tkazib bo*imaydi.

Yuqorida qayd gilingan -V guruh aksiomaiari va §), S, 85
aksiomalar birgalikda stereometriya aksiomalar sistemasini
tashkil giladi.

Maktab strcometriva kursida to‘g ri chiziglar va tekislikiarning
paralleilik, perpendikulyarligi, to'g‘ni chizig va tekislikning,
to g ri chiziglarning o’ zaro munosabatlari o‘rganiladi.

Fazoda Dekart koordinatalar sistemasini Kiritish orqali ikki
nugta orasidagi masofa, vektor, koordinatalari bilan berilgan
vektorlar wstida amallar, to*g‘ri chiziq tenglamalari, to‘g‘ri
chiziglar va tekishklar orastdagi burchak shuningdek, ko*pyoqlar,
ularning xossalari, yon va to]a sirtlari. hajmlari o‘rganiladi.

Mavzu yuzasidan savollar
. Maktabda o‘rganiladigan geometrik tushunchalar sistemasi
hagida nimalarni bilasgz?
2. Planimetriya nimani o'rgatadi?
3. Stereometriva nimani o‘rgatadi?
. Planimetriya kursining aksiomalarini ayting.
. Stereomctriya kursining aksiomalarini ayting.

[ /N
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9.3.Geometrik figuralar, ularning 1a’rifi, xossalari va
alomatlari

Ta’rif. Bir to‘g’ri chizigda yotmaydigan uchta nugta va uchlari
ularning har ikkalasiga tegishli bo‘lgan uchta kesmadan iborat
geometrik shakl wechburchak deyiladi. A, B, C wuchburchak
uchlari, AB, BC, AC tomonlari £BAC, ZABC, ZACB ichki
burchaklardivr. ZBAC=a, LABC=8, ZACB=y (9.1-rasm).

9 |-rasm

Uchburchaklarni  tomonlari va  burchakiariga nisbatan
klassifikatsiyalash mumkin. Agar uchburchakning uchta tomoni
o‘zaro teng bo‘lsa teng tomonli, ikki tomoni o'zare teng bo'lsa
teng yonli, uch tomoni o‘zaro teng bo‘lmasa turli tomonli
uchburchak hisoblanadi. Agar uchburchakning ichki burchaklari
o‘tkir burchakdan iborat bo‘lsa o'tkir burchakli, bir burchagi
o‘tmas burchak bo‘lsa o‘tmas burchakli, bir burchagi to'g'ri
burchak bo‘lsa to*g‘rt burchakli uchburchak deyiladi. (9.1-rasm)

Har ganday uchburchak uchta tomomni, bir tomoni va unga
yopishgan ikki burchagi yoki ikki tomoni va ular orasidagi bir
burchagi bilan to‘la anigfanadi.

Uchta a, b, ¢ tomonlariga ko'ra berilgan uchburchak mavjud
bo'lishi uchun uning ixtiyoriy ikki tomonining yig‘indisi uchinchi
tomonidan katta bo‘lishi shart.

a+b>cc+b>aa+c>b tengsizliklar  uchburchak
tengsizligi deyiladi. !kki tomoni va ular orasidagi burchagiga
ko‘ra berilgan uchburchak mavjud bo‘lishi uchun a < 180°
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tengeizlik; bir tomoni va unga yopishgan ikki burchagiga ko‘ra
berilgan

uchburchak mavjud bo'lishi uchun a 4+ f# < 180° tengsizlik
bajarilishi zarur va yetarlidir.

€ 9 2.rasm

To'g'ri burchakli uchburchakda to‘g'ri burchak garshisida
yolgan tomon gipotenuza, qoigan temonlari katetlar deb ataladi.
BC gipotenuza, AB va AC katetlar (9.2-rasm).

Ikkala katet1 teng bo‘lgan to‘g’ri burchakli uchburchakka teng
yonli to‘g‘ri burchakh uchburchak deyiladi va uning oftkir
burchaklari 45" ga teng bo'ladi.

LADC = 45°%, LACD = 45°.

Uchburchakda teng tomonlar garshisida teng burchaklar, teng
purchaklar garghisida teng tomonlar, katta burchak garshisida
katta tomon, kichik tomon qarshisida esa kichik burchak yotadi.
Uchburchakming ixtiyoniy ikkita ichki burchaklari yig*indisi uning
uchinchi burchagining qo‘shni burchagiga tengdir (9.3-rasm).

\Y\ME i

¢ 9.3-rasm

a+p+y =180
a+f =180°—y
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Uchburchakning bir uchidan chigib qarshi yotgan tomoniga
tushirilgan perpendikulyar uchburchakning balandligi deyiladi.

9.4a va 9.4b rasmlarda o'tkir va o'tmas burchakri uchburchak
balandliklari ko‘rasatilgan.

| 5]
A 3]

oy

9.4a-rasm 9.4b-rasm

Uchburchakning bir uchidan chigib garshi yotgan tomonini teng
ikkiga bo‘luvchi kesma mediana deyiladi  (9.5a-rasm).
Uchburchakning bir uchidan chigib shu burchakni teng ikkiga
bo* luvchi kesma bissektrisa deyiladi {9.5b-rasm).
Uchburchakning ixtiyoriy ikkita tomoni o'rtalarini tutashtiruvehi
kesma uchburchakning o‘rta chizig®i deyiladi. Uchburchakning
o‘rta chizig®i uning uchinchi tomoniga parallel bo‘lib, parallel
tomon vzunligining yarmiga ieng bo‘ladi.

9.5a-rasm. 9.5a-rasm

Teng yonli uchburchakda asos qarshisidagi uchdan asosga
tushirilgan balandlik mediana va bissektrisa vazifasini bajaradi.

To*gri burchakli uchburchak o‘tkit burchagi  qarshisidagi
katetning  gipotenuzaga nisbati shu burchakning sinusi, o'tkir
burchakka vyopishgan katetning gipotenuzaga nisbati  shu

310



burchakning kosinusi, o‘tkir burchak qarsishidagi katetning
yopishgan katetga nisbati shu burchak tangensi, yopishgan
katetning garshi yotgan katetga nisbati shu burchak katangensi
deyiladi.
LA, simﬂ:,ﬂ = r:oscr,?-E = tga,fl—c- = cta. 9.6a-rasm.
AB AB AC BC

Uchburchakning tomonlari  qarshisidagi  burchaklarning

sinﬁ __ siny

. . . stnce .
sinuslariga pmporsmna!-—a— === Bu munosabat sinuslar

teoremasi deb yuritiladi. (9.6b-rasmj.

1 J

To'g'ri burchakli uchburchakda gipotenuzaning kvadrati
katetlar kvadratlarining yig‘indsiga teng a’=b+c>. Bu munosabat
Pifagor teoremasi deb nomlangan. Yuqorida keliirilgan
munosabatlar isbotini talabaga havola gilamiz.

Uchburchaklar tengligi va o xshashligi alomatiari.

l-alomati. Agar bir uchburchakning hir tomoni wva unga
yvopishgan ikki burchagi ikkinchi uchburchakning bir tomoni va
unga vopishgan ikki burchagiga mos ravishda teng ho‘lsa, bunday
uchhurchaklar tengdir.

2-alomati. Agar bir uchburchakning ikki tomoni va ular
orasidagi bir burchagi ikkinchi uchburchakning ikki tomoni va
ular orasidagi bir burchagiga mos ravishda teng bo‘lsa, bunday
uchburchaklar tengdir.

J-alomati. Agar bir uchburchakning uchta tomoni ikkinchi
uchburchakning uchta tomoniga mos ravishda teng bo*lsa, bunday
uchburchaklar tengdir.

Agar  bir uchburchakning uchta tomoni ikkinchi bir
uchburchakning uchta tomoniga mos ravishda proporsional bo‘lsa
bunday uchburchaklar o‘xshashdirlar. Agar bir uchburchakning
ikki burchagi, ikkinchi bir uchburchakning ikki burchagiga mos
ravishda teng bo‘isa bunday uchburchaklar o*xshashdirlar.
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Agar bir uchburchakning ikki tomoni mos ravishda ikkinchi
uchburchakning ikki tomoniga proporsional bo‘lib proporsional
tomonlar orasidagi burchaklar teng bo'lsa bunday uchburchaklar
o‘xshashdirlar.

Uchburchakning medianalari uchburchak tomonlari  orqali
quyidagicha ifodalanadi:

1
m, = —2-\/2b2 + 2¢b? - a2,
1
m, = -2--.\/2a2 + 2¢? — b2,

1
m, = —j—\/2u2 + 2h% — 2,

Uchburchak balandligi uning tomonlari orqali quydigaicha
ifodalanadi:

_pr -0 (p-b)p -

hy

7
R I
b= 2 ’
AP —a) (b= b)p <)

C
1
p= E(u+ b+ )

To‘rtburchzklar. Tekislikda hech bir uchtasi bir to‘g'ri
chizigda votmaydigan to'rtta nuqta va ulami har ikkalasini
tutashtiruvchi, o‘zaro kesishmaydigan to‘rita kesmadan tashkil
topgan geometrik shakl to‘rtburchak deyiladi. A, B, €, D

to‘rtburchak uchlari, AB, BC, CD, AD tomonlari, AC, BD
diagonallar (9.7-rasm).

g &
P /\ N;\\“ u
ﬁ ,,f ] NPz
(»3 \
- J

9 7-rasm
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Toriburchaklarning quyidagi turlari mavjud:
Parallefogramm. Tomonlari parallel to'g'ri  chiziglarda
votuvchi to'rtburchak parallelogrammdir (9.8-rasm).

v

373

i

9_8-rasm

ABJCD |ABF(CD)| |AD=|BC]|
Parallellogramning bir uchidan chigib garshi yotgan tomonga
tushirilgan  perpendikulyar uning balandiigidie. BN, BM
haiandliklar.
Teorema. Parailelogramm diagenallari bir nuqtada kesishadi
va kesishish nugtasida tegg ikkiga bo*linadi (9.9-rasm).
% ¥

%
\

A £

9.9.rasm -

Ishbot. AC va BD diagonallari o‘tkazamiz. Diagonallar bir
nugtada kesishadi.
(ACYyn (BD) = {0}

£BAG = £DCO
£CD0O = £ABOV =
[4B] = |CD]

ga ko‘ra AAOB = ACOD bundan OB=0D OC=0A.

Xuddi  shuningdek ACOB = AAOD  tengliligimi - ko'rsatish
mumkin.

Romb. Hamma tomonlari teng bo'lgan paraiielogramm
rombdir (9.1 0-rasm).
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9. 10-rasm

AC rombning kichik diagonali, BD rombning katta diagonali.
AABC = AADC.AABC teng yonli uchburchak bo‘lganidan
OB L AC,A0 = OC,ABAD = ABCD. ABCD teng yonh BD L
QC, 0B = 0D bundan csa quyidagi xassani o'rinkli ekanini ko‘rish
mumkin. Rombning diagonallari kesishish nugtasida o'zaro
perpendikiriyar bo*ladi va teng ikkiga ho'linadi.

To‘g'ri to‘rtburchak., Hamma burchaklari to‘g‘ri burchak
bo‘lgan parallelogramm to‘g ri to‘rtburchakdir (9.11-rasm).

b ¢
g\_ ,/’/!

Q.| [-rasm

S~ R—-m-———.

To*g'ri tortburchakning AC diagonalt uni o‘zaro teng ikkita
ABC va ADC uchburchaklarga, BD diagonali esa BAD va BCD
uchburchaklarga ajratadi.

Bu uchburchaklar ikkita tomoni va ular orasidagi burchagiga
ko‘ra tengdirlar.

Bu esa bizga to‘g'ri to‘rtburchakning diagonallari o‘zaro
tengdir degan xulosani chiqarishga asos bo'ladi.

Kvadrat. Hamma tomonlari teng bo'lgan to’g i to‘rtburchak
kvadratdir. Kvadratning diagonallari ham to’g'ri burchak ostida
kesishishini xossa sitatida isbotlash mumkin (9.12-rasm).
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9.12-rasm

Kvadratni hamma burchaklari teng romb sifatida ham qarash
mumkin. Demak, kvadrat parallelogramm, romb, tog'ri
to'rthurchakka xos bo‘lgan barcha xossalarga ega bo*ladi.

Trapetsiya. lkki tomoni parallel golgan ikki tomoni parallel
bo*imagan to‘rtburchak trapetsiya deviladi (9.13-rasm).

b o
;‘j \ \M

9.13-rasm

Trapetsiyaning parallel tomonlari uning asoslari (AD va BC),
golganlari yon tomonlaridiv (AB va CD). Yon tomonlari
o‘rtalarini  tutashtiruvchi kesma  trapelsiyaning o'rta  chizig'y
deviladi va asoslariga parallel bo‘ladt (9.13-rasm). Trapetsiyaning
bir asosi uchidan ikkinchi asosiga tushirilgan perpendikulyar
trapetsivaning balandligidir (CN). Trapetsiyaning o‘rta chizig'i
asoslar y iv'indibining varmiga teng. Hagigatan ham rasmdan:

KO =22, OM ===, KO+ OM = KM.

KM = AD+BC AD+BC
T2 2 2



9.14rasmda teng yonli va to‘g‘ri burchakli trapetsiyalar
tagvirtangan.

B - a ¢
A ‘E“Z) *L‘*W., 7
9.14a-rasm 9.14b-rasm

Ko*pburchak. Birining oxiri bilan ikkinchisining boshi ustma-
ust tushuvehi kesmalar birlashmasiga sinig chizig deyiladi. Sinig
chiziqmi hosil gilayotgan kesmalar uning bo‘gfinlari, oxiri va
boshi bir nuqgtada bo‘lgan bo‘glinlar esa qo‘shmi bo'giinlar
sanaladi. Birinchi bo'g‘inning boghi va so'ngi bo’g‘inning oxiri
ustma-ust tushgan siniq chiziq yopiq sinig chizigdir.

Har ikkila bo'g‘inni fagatgina bila umumiy nugtaga ega
bo‘lgan siniq chiziq oddiy siniq c¢hizig sanaladi. 9.15-a, 9.15-b
rasmlarda oddiy siniq chiziglar. 9.15-a rasmda yopig siniq chiziq
tasvirlangan. 9.14-d va 9.15-e rasmlarda oddiy bo‘hmagan ynpiq

siniq chiziqlar tasvirlangan.
,\\/\

/

9.15a-rasm 9.15b-rasm

AN

9 15d-rasm 9.15¢-rasm
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Biz 92.15-a va 9.15-b rasmlarda tasvirlangan oddiy siniq
chiziglarning xossa va xususiyatlarni o‘rganamiz. Gddiy yopiq
sinig chiziq o'zt yotgan tekislikni ikkita ichki va tashqi sohalarga
ajratadi. Oddiy yopiq siniq chizig o‘zining ichki schasi bilan
birgalikda ko'pburchak deyiladi. Ko‘pburchakni chegaralab
turgan siniq chiziglar uning chegarasidir. Ko'pburchakni hosil
gilayotgan bo‘ginlar uning tomonlari, bo*g inlarining kesishish
nugtalari esa uchlari hisoblanadi.

Ko'pburchakning tomonlari soni bilan uchlari soni teng,
umumiy nugiaga ¢ga bo'lgan tomoniar qo*shni tomonlar deyiladi.
Ko‘pburchakiar botiq va qabariq ko‘pburchaklarga bo'linadi.
Agar ko‘pburchakaing har qanday ikkita nuqtasint tutashtiruvchi
kesma  to'laligicha ko'pburchakka tegishli  bo'lsa  yol<i
ko pburchakning ixtiyoriy tomoni orqali o‘tgan to g'ri chizigdan
ko‘pburchakning barcha nuqtalari bir tarafida votsa ko‘pburchak
gabariq ko*pburchakiar deviladi (9.16a-rasm).

N
7 .\\'-x_ T \L’.‘
ak \\ﬁ/ '
_7(?_ .
h 9.16b-rasm
9.16b- rasmda botiq ko‘pburchaklar tasvirlangan.

o
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4, Ag
9.17-rasm G 18-rasm
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Ko‘pburchakning qo‘shni tomonlari bilan chegaralangan ichki
sohasi uning ichki burchagi ichki burchagiga qo'shni bo'lgan
burchak esa tashqi burchakdir (9.17-rasm). Za —ichki burchak
ZB - tashqi burchak.

Ko‘pburchak o‘zining burchaklari sent bilan nomlanadi. Agar
ko*pburchakda burchaklar soni 3 ta bo*lsa uchburchak, 4 ta bo'lsa
to'rtburchak va hokazo. Ko‘pburchak ichki burchaklar vig‘indisi
180°(n-2) ga teng.

Ko‘pburchak tomonlari wzunliklari  yig‘indisi  perimetr
deyiladi. Keo'pburchaklarning go'shni  bo'lmagan  uchlarini
tutashtiriuvehi  kesma  diagonaldir.  Qavariq  n-burchakning

diagonallari soni ln(n —3) ga teng (9.18-rasmj. Hamma
tomonlari. barcha 1Lhkl burchaklari teng bo‘lgan ko‘pburchak

muntazam ko‘pburchak deyiladi.

Mumtazam  ko*pburchak ichki burchagi —-?(1n—_— 2a teng. n-

ko‘pburchak tomonlari soni.

Ko‘pburchaklar  o‘xshashligi  va  tenghgi  quyidagicha
ta'riflanadi: agar bir ko‘pburchakning tomonlari va burchaklari
mos  ravishda ikkinchi  ko‘pburchakning tomoniari  va
burchaklariga teng bo‘lsa bu ko'pburchaklar teng deyiladi. Agar
bir ko‘pburchakning tomonlari ikkinchi bir ko'pburchakning
tomonlariga mos ravishda proporsional bo‘lsa va proporsional
tomonlar orasidagi burchaklar teng bo*lsa bunday ko‘pburchaklar
o*xshashdirlar (9.19a- 9. 19b-rasmlar).

~
L L
N\
N\
\ a5, \
é )
9.19a-rasm 19b-rasm
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O*7-o‘zini nazorat gilish uchun savollar
1. Uchburchaklarni turlariga ta’rif berib, xossalarini ayting.
2. Uchburchaklar tengligi va o‘xshashligi alomatlarini tu-
shuatiring.
3. To'rtburchaklarga ta’rif bering, xossalarini ayting.
4. To‘rtburchaklarning turlari va o‘xshash ko‘pburchaklar
to'g‘risida ma’ lumot bering.

9.4, KengaytirilganYevklid geometriyasi. Uchburchak
geometriyasi. Pifagor teoremasi

Yevklid geometrivasining natijalari (teoremalari) matema-
tikadan kengaytirilgan o‘qitish kurslarida kamdan kam uchra-
eanligi tufayli. oxirgi 50 yil davomida bu bo'limni oliy ta’lim
matematikasi o' quv dasturiga kiritilishi shubha gilindi. Birog, oliy
ta’lim talabalarining mantigiy tafakkurini, deduktiv fikrlash
uslubini rivojlantirish muhim deb o'ylasak, Yevklid geometriyasi
bu olly magsadga erishish samarali vosita hisoblanadi.

Deduktiv fikrlashga katta ahamivat berish eng kamida gadimgi
vunonlardan boshlangan, milotdan oldin 4 asrda Aristotelning
bunday fikrlash asoslarini yaratishdan. Tahminan shu pavtda
yunon geometrivasi rivojlanib, Yevklidning 13 ta kitobi bitan o'z
yuqgori cho'qqisiga yetdi. Ushbu paytdan boshlab geometriya (va
arifmetika) har qanday ta’limning majburiy qismi bo‘lib,
deduksiya paradigimasi sifatida hizmat qildi,

Uchburchak geometrivasi. Asosiy shartli belgilar. Bu yerda
biz bir qancha shartli belgilarni keltiramiz va ayrim oddiy
natijalar hagida eslatib o‘tamiz. Ular quyidagicha:

AR, C Nugta belgilari

[AB] A va B nuqtalarni tutashtiruvchi kesma
AB [AB] kesmaning uzunligi

(AB) A va B nuqtalardan o‘tuvchi to*g'ri chiziq
A A nuqtadagi burchak

CAB [CA} va [AB] kesmalar orasidagi burchak
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AABC Uchlari A, B va C nuqtalarda bo‘lgan
uchburchak

AABC = AAB'C' AABC  va  AA'B'C'  wvchburchaklar
kongruent (teng)

AABC ~ AAB'C'  AABCva AA'B'C’ uchburchaklar o*xshash

b ..m,?,,.,,..,.ji C
Tl P R
\"“'% b;', :h \%
/'/’ ( | \»
e Ja ............. Y
N I/"/ E q P E
T B ‘b .................. - c .................. i

G.20-rasm g 22-rasm

9 23-rasm

Pifagor teoremasi. Hammaga ma’lum bo'igan Pifagor
tcoremasi — eng muhim fundamental tworemaliardan  biridir,
Katetlari a va b, gipotenuzasi esa ¢ ga teng bo‘lgan to'g'ri
burchakli uchburchakda a® + b? = ¢? bo'ladi.

9-20-rasmda ushbu fundamental teoremaning ko'p mashhur
isbotlaridan biri keltirilgan. Hagigatdan ham, “katta” kvadratning
yuzi (a + b)? kichik kvadratning yuzi va 4 ta teng bo*lgan to‘g‘ri
burchakli uchburchaklar yuzlari yigiindisi ko‘rinishda yoyilishi
mumkin. Ya'ni, (@ + 5)? = c? + 2ab, bu esa o'z navbatida
a® + b? = c? gateng.

Bu teoremaning eng mashhur bo‘lgan natijasini keltiramiz:
uchburchakning ichki burchaklar yig‘indisi 180° ga teng. Isbotini
. 9-21-rasmdan osonlik bilan chiqarish mumkin.

320



Topshiriglar

1. Yevklidning proporsional kesmalar haqidagi teoremasini
ishotlang, ya’ni berilgan to'g'ri burchakli uchburchak AABC
9-22-rasmda ko'rsatiiganday bo'lsa, h? = pgq, a® = pc, b = q¢
ni isbotlang.

2. ABCD tw'rtburchakning ichki burchakiar yig®indisi 360° ga
tengligini ishotlang.

3. 9-23-rasmda Pifagor tcoremasining AQSh Prczidenii
AD.GArtd  tomonidan  berilgan  sboti keltrilgan.  Mustaqil
o‘rganing

f i
#, ’l\, *-,,"l:
. " - )_" &
A ~ .
..\: N .,
Y "
9.24-rasm 9.25-rasm 9.26-rasm
Natijalarning ko‘pi  agar aksariyatr bo'lmasa — o‘xshash

uchburchaklarning  tomonlari  proporsionalligiga  tayanishini
ko‘rishimiz mumkin, Ushbu tasdiq quyidagicha.

O¢xshashlik. Berilgan uchburchaklarning o‘xshashligidan
AABC ~ AA'BC' quyidagi tenglikga ega bo'lamiz:

At _ BLr Aoy

AR BC  AC’
Va aksincha, agar
ArB BOU G

—— =—— =-— bo'lsa. berilgan uchburchaklar o‘xshash
AB  BC  AC

boladi:

AABC ~ AA'BC' (9-24-rasm).

Ishot. Birinchidan AAA'C" va ACA'C’ uchburchaklar bir xil
yuzaga ega. bundan esa AARL va ACA’'B uchburchaklar ham bir
x1l yuzaga ega (chunki oldingi uchburchakiar yuziga umumiy
bo‘lgan AAB'C uchburchak yuzi go*shildi) (9-25-rasm)..
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1 I 1 r T
A'B 5h A'B SAABC SaA'BC 3R BCT (Y
—— T = e = 7 = =
AB %h,AB SAABC™ SACA'B %h,‘BC BC
Shunga o'xshash % = %’?ﬁenglikni isbotlash mumkin.

Va aksincha,fiﬁ =5
AB BC
tenglik o'rinli deb faraz gilaylik.

9.26-rasmda €'’ nugtasi shunday joylashgan bo‘lsinki, [A'C"]
kesma [AC] kesmaga parallel bo'lsin. Unda AABC va AA'BC”

uchburchaklar o*xshash bo*lib,

Bl = 28 - 2 botfadi

BC AR BC ’

ya'ni BC" =BC' . Bundan €' = C" tenglik anig ko'rinib
turibdi va [A'C'] kesma [AC] kesmaga parallelligi kehib chigadi.
Bundan esa AABC va AA'BC' uchburchaklarning o‘xshashligi
kelib chiqadi.

Topshiriglar

9.27-rasm 9.28-rasm 9.29-rasm

1. Berilgan AABC  va AA'B’C’ uchburchaklarning ABC =
ABC’ va % = %g bo‘lsa, AABC ~ AA'BC' uchburchaklarning
o*xshashligini isbotlang.

2. 9.27-rasmdagi figurada

AD = rAB, AE = sAC.

S AADE o
——— = ry tenglikni isbotlang.

S AABC



3. Berilgan AABC  uchburchakda Y va 7 nuqlalari mos
ravishda [AC] va [AB] kesmalarining o‘rtalari bo‘lsin. (YZ)
to‘gri chiziq (BC) to*g’ri chizigqa parallelligini ko‘rsating. {Bu
oddiy natija ba’zan uchburchakning o'rta chizig'i haqgidagi
teorema deyiladi).

4. AABC uchburchakda (9.28-rasm).

AY X _BZ 1, ... ..

— = — == — = —ho'lsin, bu yerda x musbhat haqiqiv son.

YC XB  ZA X

AABC uchburchakning yuzi ! ga teng deb olinsa, AXYZ
uchburchakning yuzini x o'zgaruvchili funksiya sifatida
hisoblang.

5. Ixtiyoriy ABCD to‘riburchak tomonlarining orlalari mos
ravishda tutashtirilib £FGH  to‘rtburchak hasil gilingan. EFGH
to rtburchak parallelogrammiigini isbotlang.

6. 9.29-rasmdagi ligurada ARCD paralleiogramm va E nugta
[AD] kesmaning nugtasi bo'lsin. F nuqta (BE) va (CD) to'g'ri
chiziglarning kesishish nuqtasi.

AB X FB = CF X BE tenglikni isbotlang.

6. 9.30-rasmdagi figurada aylanaga B va C nuqtalarida
o'tkazilgan wrinmalar A nugtada kesishadi. Avylananing kichik
voyi BT da joylashgan P nogtadan o*tuvehi urinma (AB) va (AC)
to'gri chiziglarni mos ravishda D va E nuqtalarda kesib o*tadi. O
nugta berilgan aylananing markazi bo‘lsa, DOE =%BT)_C
tenglikni isbotlang.

9. 30-rasm

Quyidagi kesma migdorini "yo‘naltirilgan” miqdor sifatida
ko‘rish qulaydir, ya’'ni AB kesma migdorini uzunligi absolyut
giymati oddiy [AB] kesma uzunligiga teng bo‘lgan va AR
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kesmaning musbat va manfiy giymgtlariga ega bo‘lgan "yo'nal-
tiriigan” miqdor hisoblanadi. Bu migdorlar uchun bitta talab
bajarilishi kerak: agar A, B va C nugtalar kollinear bo’lsa, unda
quyidagi tenglik bajariladi
AB x BC = {:: g, agar Eﬁ_’lia BC bir xil yo’nrfulishda i:ao'lsa

s qgar AB va BC garama — garshi yo'nalishdu bo'lsa.

Bundan "yo‘naltirilgan” miqdor uchun quyidagi tenglik
bajariladi:
AB

Davom ettirishdan oldin, kitobxon “batandlik tushirish™ ko*p
hollarda yordamchi bosgich sifutida foydalanishiga ¢’tibor berishi
kerak.

Ushbu faslning ikkita teoremasi quyidagi holat bilan bo*g*lig:

ABC uchburchak hamda X, Y, Z nuqtalari mos ravishda (BC),
(AC) va (AB) to‘g'ri chiziqlarda berilgan.

Z

~ B

S

NS

I

| >

! ~L
Hord o

Cheva teoremasi (AX), (BY) va (CZ) to'g’ri chiziglarning bir
nuqtada kesishishi bilan bog‘liq. Menelay teoremasi X. Y va Z
nuqtalarining kollinearligi bilan bog'liq. Shuning uchun ushbu
ikkita teorema o' zaro bog'liq holda ko*riiishi mumkin.

Har bir holdagi ko'rinishlar quyidagi nisbatlar ko*paytmasidan
kelib chigadi:

AZ BX Y

__x-—_..... ——
7B Xxc *va
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E’tibor bering, yuqoridagi har bir nisbatning nomanfiyligi
aynan X, Y va Z nugtalari mos ravishda [BC], [AC] va [AB]|
kesmalarda yotganda bo'ladi.

Cheva teoremasining isbotida quyidagi lemma ahamiyatlidir.

Bro.
Foo

r/,

-~

-t
G v

H
I3

o
1"' J-}_,,-r"" X E ?.
Al N
9 32-rasm

Lemma. Berilgan ABC uchburchakda X nuqta A uchidan
chiggan to*g’ri chizigning (BC) to'g'ri chiziq bilan kesishgan
nugtast bo‘lsin. P nuqtasi ¢sa (AX) to'g‘n chizigdagi biror nugta

) $AAPR  BX
bo'lsin. Shunda —— = =,
SAAPC CX

Isbot. 9.33-rasmda BR va CS balandfildar tushirifgan.

Al e SR §

9.33-ras

1
. 4. SAAPB _ 3AP'BR  pp gy
Bundan ko‘rinadiki =—— =4——="—"==2

- Faarc ZAPCS c5  CX

Oxirgi  tenglik A BRX ~A (CUSX  uchburchaklarning
o*xshashligidan kelib chigadi.

Shuni hisobga olish kerakki. vugoridagi isbot (AP} va (BC)
to'g‘ri chiziglarning kesishish nugtasi  joylashaviga va D
nuqtasining (BC) chizigqa nisbatan joylashuviga bogliq emas (P
nuqta ikkala tomonda ham joylashish mumkin).

Cheva teoremasi. Berilgan ABC uchburchakda A, B va C
uchlardan chiqarilgan to'g'ri chiziglarning (odatda Chevianalar
deviladi) mos ravishda (BC), (AC) va (AB) to‘g‘ri chiziglar bilan
kesishgan nuqtalari X, Y va 7 bo'lsin. (AX), (BY) va (CZ) to‘g‘ri
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chiziglarning bir nuqtada kesishishi uchun quyidagi tenglik
bajarilishi yetarli va zarur:

AZ BX (Y
75 X Yo X A= +1
B Z/
Z/;%f\ Bf,f‘i%%:{ -
P e
A Y 934asm ¢y

Isbot. Faraz gilamiz, tcoremadagi to‘g'ri chiziglar bir P
nugtada kesishishadi. Oildingi lemmadan uch marta foydalanib,
quyidagiga cga bo'lamiz:

S AAPC SAAPB SABPC AZ BX (Y

1 = - " —_——— —
SABPC SAAPC SABPA ZB XC YA
Teskarisini isbotlash uchun (AX ). (BY ) va (CZ ) to'g'ri
chiziglar bir nuqtada kesishishidan quyidagi tenglik kelib chiqadi:
AZ . BX CY !
B xc*va~ ™
Q = (AX)na(BY);, 27 = (CY) n (AB) bo'lsin. Shunda
(AX), (BY) va (CZ") to‘g'ri chiziglar bitta nuqtada kesishadi va
AZ' BX CY

Z'B XC YA
dan quyidagi tenglik kelib chigadi
AZ" AZ
Z'B 7B
B

G 35-rasm
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Bundan £ = Z'tengligi kelib chiqib, berilgan (AX), ( BY) va
(CZ) to*gri chiziglar bitta nugtada kesishishini isbotlaydi.

Menelay teoremasi Cheva teoremasining ikki tomonlama
varianti bo'lib, to‘g*ri chiziglar (Chevianalar) hagida emas, balki
uchburchak tomonlari (yoki wlarning davomlari) da joylashgan
pnugtalar hagida. Ushbu uchta puqta bir to'g‘ri chizigda yotsa,
hosil bo‘lgan to'g'ri chizig tramsversal deyiladi. A ABC
uchburchak bilan bog‘lig ikkita helat borligini ko*rish mumkin:

Bf ", X \"‘\4\.
VAN BE
I; :-,\'\ /_f‘)\ \“'\,\
[IP \\ T y //’/ \\\ -
A C A C Y
0.36-rasm

Cheva teoremasiga o'xshab, holatlar soni quyidagi berilgan
nisbatlardan kelib chigadi:
AZ BX (Y

ZB XC YA’ -

Birog, bu holda koeffiteiventlardan yoki bitlasi yoki uchtasi
mantiy bo'lishi kerak, bu esa yuqorida ko'rsatilgan figuralarga
mos keladi.

Mcnelay teoremasi AABC uchburchakda berilgan X,Y,Z2
nugtalar mos ravishda (BC), (AC) va(AB) chiziglarda joylashgan
bolsin. X, Y, Z nuqtalar kolinearligi uchun quyidagi teniikning
bajarilishi zarur va yetarli

Az BX (Y
7B XC YA

Isbot. Yuqorida aytilganiday, ikki holatni ko‘rib chigish
mumkin. Birincht holatda X. Y. 7 nuqtalari uchburchak
tomonlarida joylashgan, ikkinchi helatda X, Y, Z nugtalaridan
birortasi ham uchburchak tomonlarida joylashmagan. lkkala holat
uchun ham ishotlar formal o‘xshash bo'lsada, yaqqol ko‘rinishi
uchun ularni alohida ko‘rib chigamiz.
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¢ - ¥9.37-rasm

1-holat. Dastlab, X, Y va Z augtalarning kollincarligi hamda
by, ha, hy balandliklarni  9.37-rasmdagiday tushirilganligini
tasavvur gilamiz. O*xshash uchburchaklardan quyidagilarni hosil

gilamiz
AZ h BX h;

£

_ e Y Ry
ZB 11 XC " hy VA Ry
bu holda quyidagi tenglik ketib chigadi
AZ B}’ cy 1
ZB “XC YA~
Teskarisini isbotlash uchun, X nugta [BC] kesmada, 7 nuqta
[AB] kesmada va Y nugta (AC) to‘g'ri chiziqda yotishini hamda
AZ BX CY
ZB XC YA
tenglik bajarilishini tasavvur gilamiz. X' nuqta (ZY) va |BC]
larning kesishish nugtasi bo'lsa, yuqorida aytilganlardan ushbu
tenglikni keltirib chigarish mumkin
A7 BX' C v

Bundan esa % gy X kelib chigadi va X = X' nuqtalarning
tengligi hamda X, Y, Z nuqtalarning kollinearligi kelib chigadi.
2-holat. A, B va C uchlaridan balandlikiarni tushirib, o‘xshash

uchburchaklardan quyidagilarni hosil gilamiz

9 38-rasm
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AZ _ hy BX by AY B

ZB hz X hg YC h3
bundan esa quyidagi tenglik kelib chigadi
AZ BX (Y
ZB XC YA

Teskari mulohaza yuqoridagiday isbotlanadi.

Cheva va Menelay teoremalarining natijalari. Odatda,
uchburchakning “markazi” degan bir nechta tushuncha mavjud.
Uilarni ko'rib chigamiz va Cheva tecremasiga alogasini ko‘rsatib
o‘tamiz.

Sentroid. AAEC uchburchakda (AX), (BY) va (€Z) chiziglar
shunday chiziladiki, (AX) chizig'i [BC] kesmasing, (BY) chizig*i
| CA| kesmasini, (CZ) chizig'i [AB] kesmasini teng ikkiga boladi.
(AX), (BY) va {(CZ) to'g'ri chiziglarning bitta nugtada kesishishi

Cheva teoremasidan kelib chiqgadi, chunki
AZ BX CY

o —=1x1xI=]

ZB XC YA

To'g'ri chiziglar kesishish nugtasi uchburchakning semtroidi
deyiladi. Chevianalar esa bu holda medianalar deyiladi.

9.39.rasm

Agar AACX uchburchagiga (9.39-rasm) Menelay tcoremasini
qo’llasak, B, Y va sentroid P nugtalaridan o*tuvechi to*g‘ri chizig
uchun quyidagi tengliklar o‘rinli bo*ladi:

_ Ay (B XP _XP XP 1

—_—
“YC'BX PA “PATPA 2
Shunday qilib, uchburchakning uchidan sentroidgacha bo‘lgan

masofa mos mediana uzunligining 2 /3 ga tengligi ko‘rinib
turibdi.

329



Ortomarkaz. AABC uchburchakda (AX),(BY) va (CZ)
chiziglar shunday chiziladiki, (AX) L (BC),(BY) L (CA) va
(CZ) L (AB) bo'lsin.

%"'-\ X ‘%\‘\Z/“/‘FB
£l
rZAVAANY Rt
SN Ay
A T T o
i b :‘: i ORSNE Ah .
f e A X ol
A Y RS
9. 40-rasm 9.4]1-rasm
9.40-rasmdan ko'rinib turibdiki, yoki 22,5 ¥ 5 0 voki bu
ZE XCTYA
nisbatlardan aniq bittasi musbatdir.
Bundan AABY~AACZ = 22 = X2
AY BY
Shunga o*xshash
AABX-ACBZ = BX = AX ACBY-ACAX = ey = BY
| Bz ¢z cx~ AX

Bundan kelib chigadiki,
AZ BX CY AZ BX CY (CZ AX BY

ZB XC YA AY BZ CX BY CZ AX

Cheva teoremasiga asosan (4X), ( BY) va (€Z) chiziglar bitta
nuqtada kesishadi va kesishish nuqtasi AARC uchburchakning
ortomarkazi deyiladt. ([AX], [BY] va [CZ] kesmalari esa AABC
uchburchakning balandliklari deyiladi.)

Bissektrisalar kesishish nuqtasi. AABC  uchburchakda
(AX), (BY) va (CZ) chiziqlar shunday chiziladiki, (4X) to'g‘ri
chizig BAC burchakni, (BY) to'g‘ri chizig ABT burchakni va
(€Z) to'g'ri chizig BCA burchakni teng ikkiga bo‘ladi. Quyida
biz (AX),(BY)va (CZ) 1o'g'ri chiziglarning bitta nugtada
kesishishini ko‘rsatamiz; kesishish nuqtasi AABC uchburchakning
bissektrisalari kesishish nugtasi deyiladi. Quyida ushbu faktning
Cheva teoremasiga asoslangan isbotini keltiramiz.

AABC uchburchak bissckirissalari bitta nuqtada kesishishining
isboti.
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,?: ‘ - \\l _ ’f‘ _L
vy L=

9.42-rasm 9.43-rasm

Bundan oldin burchak bissektrissasi haqidagi tcoremani isbot
qilish kerak.
Burchak bissektrissasi hagidag teorema.
AABC uchburchak [BP] kesmasi bilan berilgan bo®lsin (o°ng
tomonda ko‘rsatilganiday). Shunda,
85 87 o aBp = Piic
Bc_pc T 0T
Isbot (). P nugtadan (AB) va (BC) to‘g'ri chiziglarga
balandliklarni tushiramiz: balandliklarning asoslarini  mos
ravishda Z va YV nugtalari bilan belgilaymiz. B nuqtadan (AC)
to‘gri chizigqa balandlikni tushirib, uning asosini X nuqtasi bilan
belgilaymiz (9.44-rasm).

0. 44-rasm
Ko‘rinib turibdiki, PZ = PY , chunki APZB = APYB .
Bundan

AABX~AAPZ = AB = Bx = BX
| “ AP PZ PY
Bundan esa
CRB BX

ACBX~ACPY =5 —— = ——
TCP T PY

331



Demak,
AB AP -BX PY AP

BC  PY CP-BX (P
AB AP

(=) == o berilgan bo‘lib, P nugta ABC burchakning
bisscktrissasi  (BP’") bilan amglangan bo‘lsin.  Yugorida

. AB AP . . . . .
isbotlangandan Er:;ékehb chiqadi. Bu esa, o'z navbatida,

quyidagi tenglikni keltiradi:

B‘,
S
P \\,.
;: ‘{‘\‘ k \\-‘
/A >
i :'. Xw_,_.rw e C
-
A 0 45-rasm
AP_AP':P__P,
PC T PC B

Uchburchak bissektrissalari bitta nuqtada kesishishi hagqidagi
ishotning yakuniy gismi. Birinchidan, yaqgol ko‘rinib turibdiki,
harcha mos koeffitsientlar musbat. Rurchak bissektrissasi

. . AH AY B HZ Al BX . . .
haqidagi teoremadan, — = —, — ==, 2% kelib chiqad1.
"B Yc' ca za' Ac T XC

Az BX _c¥r _cA _AE  BC
Demak, =X =X — =X —x—=1
BZ = XC vya BC AC AB

Cheva teoremasi ho‘yicha isbotlandi.

Topshiriglar

. Burchak bisscktrissas: haqidagi teoremadan foydalanib,
uchburchakning biror ichki burchagining bissektrisasi o‘tkazildi.
{AC) to°g'ri chizigda [AC} kesmadan tashqarisida P nuqta olinsin.
Agar %?— = %z— bo‘lsa va fagat shundagina {#P) to'g'ri chizig B
uchidagi tashqi burchagining bissekirisasiligini korsating.

2. AABC uchburchak berilgan. X nugta BAC burchakning
bissektrisasi va JBC] kesmaning kesishgan nuqtasi, Y nuqta CBA
burchakning bissektrisasi va [AC] kesmaning kesishgan nugtasi
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bo‘lsin. Nihoyat, Z nuqta € wuchidagi tashqi burchagining
bissektrisasi va (AB) to'g'ri chizigning kesishgan nugtasi bo‘lsin.
X,Y va Z nugtalarining kollinearligini ko‘rsating.’

3. Berilgan AABC uchburchakda X nuqta {BC} to'g'ri
chizigda, Y nuqta (AC) to‘g'ri chizigda va Z nugta (AB) to'g'ri
chizigda joylashgan bo‘lsin. Agar (AX), (BY)va (CZ) chevianalar
bitta P nuqtasida kesishgan bo‘lsa, quyidagi tenglik bajarilishini

e PX | PY _PZ
korsating: —+—+-—-=1

A BY <z

4. AABC uchburchak va bissektrisalari kesishish nuqtasi P
nugta berilgan bo'lsa, markazi P nuqtadagi AABC uchburchakga
ichki chizilgan aylananing mavjudligini isbotlang. (Ichki
chizilgan aylana ko'pincha ichki aylana, uning r radiusi — ichki
radius deyiladi.)

5. AABC uchburchak temonlari uzunliklari a = BC

h = AC va c = AB bo’lib, r — uchburchakning ichki radiusi
bo*lsin. AAB{ uchburchakning yuzi r—(—ai;ﬂ ga tengligini ko'r-

sating. (K.o‘rsatma: bissektrisalar kesishish nuqtasi uchburchakni
uchta uchburchakka bo‘ladi; har bir uchburchakning yuzini
hisoblang.)

6. AABC uchburchak bertigan. A uchidagi ichki burchak
bissckirisasi, B va C uchlaridagi tashqi burchak bisscktrisalari
hitta nugtada kesishganligini ko*rsating.

9.46-rasm

7. AABC uchburchak va uning tekislikdagi shunday X, Y va
Z nugtalari berilganki

’ Agar C uchidagi tashgi burchagining bissektrisasi va (AB) to'g'ri chizig
parallel bo'lsa, nima bo’[adi?
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LABZ = £(CBX,
LBCX = 2£ACY,
£BAZ = £CAY

(AX),(BY) va (CZ) to'g'ri chiziglar bitta nuqgtada kesish-
ganligini ko‘rsating (9.46-rasm).

8. AABC uchburchakning yana bir "markazi” tushunchasi
mavjud. Xususan, L, L va L tog'ri chiziglar shunday
o‘tkazilsinki, [AB]. [BC] va [CA] kesmalarning mos ravishda
o‘rtalariga perpendikulyar bo‘lsin. Cheva teoremasi bu holatga
mos kelmasligi ko'rsatilib, 1), I va b3 to'g‘ni chiziglar bitta
nuqgtada Kkesishganligini isbotlang. Kesishgan nuqta A ABC
uchburchakning aylanma markazi deyiladi. (Ko‘rsatma: ikkita
o‘rta perpendikulvar chiziglar kesishgan nugtasi uchburchakning
barcha uchlaridan bir xil uzoglashgan). Agar P aylanma markazi
bo‘lsa, AP = BP = (P kesmalarning umumiy ¢iymati AARC
uchburchakga tashgi chizilgan aylananing radiusi deyiladi. (A, B
va C uchlaridan o‘tuvchi aylana AP radiusga ega bo’lganligi
uchun shunday bo‘ladi).

9. AABC uchburchakning tomonlari AB = 21, AC = 22 va
BC = 20 e¢a teng bo‘lsin. D va E nugralar [AB] va {AC]
kesmalarga mos ravishda tegishli bo‘lib, [DE] [l [BC] va [DE]
A ABC uchburchakga ichki chizilgan aylananing markazidan
o‘tsin. DE nt hisoblang.

10. Cheva teorcmasining yana bir isboti. AABC uchburchak
va P nugiada kesishuvchi [AX], [BY] va [CZ] Chevianalar
berilgan bo*lsin. [BY | Chevianaga parallel bo‘lgan [AN] va [CM]
kesmalar o‘tkazing. Uchburchaklar o‘xshashligidan foydalanib,
quyidagi tengliklarni keltirib chigaring

AY AN €X (M BZ EP
YC CM'XB  BP’'ZA AN

Bundan esa quyidagi tenglikni isbotlang
AZ BX CY
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9.47-rasm

11, AABC uchburchak, A" nugta [BC] ning o‘rtasi, B’ nuqta
[AC|] ning o'rtasi, €' nuqta [AB}] ning o‘rasi  bo’lsin.
Quyidagilarni isbotlang:

(D AA'B'C' ~AABC va mos tomonlarning nisbati 1: 2 ga teng.

(1) AA'B'C" va AABC bir xi! sentroidga ega.

(i A A'BC uchburchak bilan belgilangan A ABC
uchburchakdagi to‘rtta uchburchak o‘zaro teng.

(TV) AABC uchburchakga tashgi chizilgan aylananing markazi
AAB'C" uchburchakning ortomarkazi bo*ladi.

9.48-rasm

A AB'C' uchburchak A ABC uchburchakning medial
uchbuarchagi deyiladi.

12. 9.48-rasmda  ikkita  chizigga  “ichki  chizilgan”
geksagramma berilgan. Keltirilgan ko‘rsatmalardan foydalanib,
X, Y va Z nuqtalarning kollinearligini ko‘rsating. Ushbu natija
odatda Papp teoremasi deyiladi.
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1-gadam. (AE) va (FB) to*z‘ri chiziglarning kesishish nuqtasi
G deb belgilaymiz, quyida keltirilgan AGH! uchburchakni tahlil
gilamiz*.

9.49-rasim
2-gadam. Menelay teoremagini har biriga qo‘llab, trans-
versallarga garang:

GX ID HB
{DXB] chunki "ﬁ E E = -1
[AYF] hunk G4 1y HF 1
RN T YH FG

[CZE] shunga o*xshab

[ABC] shunpga o'xshab

|[DEF] shunga o‘xshab

J-qadam. Yuqoridagi beshta nisbatiar ko‘paytiriliib o'x-
shashlari qisgartirilsa — 1 ga teng bo‘ladi.

13. Bu masalada o'ng tomondagi rasmda ko‘rsatilganiday
geksogramma avlanaga ichki chizilgan bo‘lsin. [AC] va [FD]
kesmalarnt  kesishish R nuqtasigacha davom ettinib, A PQR
uchburchagiga asoslangan holda Paskal teoremasini isbotlang,
vani X, Y. 7 nuqtalarni kollinearligini. (Papp teoremasiga

£ {AF) va (FB) to’g'1i chiziglar parallel ham bo'lishi mumkin. Hagigatdan ham,
bunday to’g’ri chiziqlarning barcha jufiliklari parallel bo’lishi mumkin, bu esa
hozirgi bolaint  mavjud  emaslikka olib keladi. Bunga garamasdan, hozirgt
yondashuvda “metrik™ g’ovalarga asoslangan Menelay teoremasidan fargli ularoq,
Papp teoremasi koliinearlik baqgida bo’lib, “provektiv geometriva®a  tcgishli
teorema hisoblanadi. Shunday qtlib, (AE) va (FB) to'p'ri chiziglar parallel
bo’lganda, ular provektivlikka asosan “cheksizlikda™ uchrashadi, ularga proyektiv
shakl almashtirishni qo’llab. X, Y va Z nugtalarning kellinearligini saglagan holda
“cheksizlikda”gi uchrashish nuqtasini chekii tekislikga o’ tkasish mumkin.
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o‘xshab davom ettirish kerak: [BXF], [AYD] va [CZE] trans-
versallarni ifodalab, nisbatlarni bir-biriga ko‘paytirish lozim).
B

9.50-rasm

14. To‘g‘ri chizig PQRS to‘rthurchakning [PQ]. [QR], [RS]
va [SP] tomonlarini mos ravishda U, V., W va X nuqtalarida kesib
o‘tadi. Menelay teoremasidan foydalanib, quyidagi ienglikni
isbotiang:

PU QV RW SX
-‘-{-5 X W X m X X—P' =1
15. 9.51-rasmda markazlzari A, B va C nuqtalarida jeylashgan
turli radiusli avianalar ko‘rsatilgan. X, Y va Z nuqtalar
aylanalarga o‘tkazilgan urinmalarning kesishgan nugtalari bolsa,
X, Y va Z nugtalaming kollincar!ig.i‘ni tsbotlang.

¢ H S
1 4 .

9.5 I,'—rasrin

16. (Eyler chizig‘i.) Ushbu topshirigda A ABC uchbur-
chakning sentroidi, tashqi chizilgan aylananing markazi va
ortomarkazi kellinearligini isbotlanishi kerak. Hosil bo‘lgan
to‘g'ri chiziq Eyler chizig‘i deyiladi. 9.52-rasmda G nugta AABC
uchburchakning sentroidi. O nugla tashqt chizilgan aylananing
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markazi bo‘lsin, P nugtani OG nurda shunday joylashtirish kerak-
ki, GP:0G =2:1.

9_52-;'asm

{a) A' nuqta (AG) va (BC) larning kesishish nuqtasi bo‘lsa,
AOGA'~APGA o'xshashligini ko‘rsating. (Ko‘rsatma GA: GA' =
2: 1)

{(b) (AP) va {OA") o'g'ri chiziglarning parallelligini keltirib
chigaring, bu yerda P nuqta A uchidan tushirilgan balandlikda
yotadi.

(¢) Analogik tarzda P nuqta B va C uchlaridan tushirilgan
balandliklarda yotishini va AABC uchburchakning ortomarkazi
ekanligini ko‘rsating.

9.6. Algebraik natijalar, sinus va kosinuslar gonunlari,
Styuart va Appoloniy teoremasi

9.53-rasm
Sunus va kosinus qonunlari. A4BC to'g'ri burchakli

uchburchakda € 1o‘gri burchak bo‘lsa, u helda quyidagi
trigonometrik munosabatlar ma’lum: @ = A~ bo'lsa, sin@ =
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o b ‘ . . .
—,cos @ =— ga ega bo'lamiz. Qolgan trigonometrik munosa-

batlar (tg @ ctg 8, secf cosec) ma’lum sind va cos@ lardan
osonlik bilan ifodalanishi mumkin. Bu yerda hal qiluvchi fakt
shundaki. o*xshash vchurchaklar yordamida ushbu munosabatlar
faqaigina # burchagiga bog‘ligligi va lomonlarning aniq uzun-
liklariga bog*liq emasligi kelib chigadi’.

Biz tekislikdagi koordinatalardan foydalangan holda trigono-
metrik funksiyalarga ixtiyoriv burchaklar orgali kengroq tushun-
cha berishimiz mumkin. Shunday qilib, agar 8 x- o*gining musbat
yo‘nalishiga nisbatan ixtiyoriy berilgan burchak bo‘lsa, uning
o*lchovi -« va oo graduslari oraliglarida bo lishi mumkin hamda
agar {x,3) nuqta burchakning tomonidagi ixtiyoriy nuqta deb
hiyohiasak. unda quyidagiga ega ho'lamiz.

()
\\“-\ r?
3 54-rasm
X
sing = “me, cos = ————,

JxE +y? Jxé 4yt
Yugorida keltirilgan tz'rifga asosan sin(180°- ) = sinf va
cos(180"+ 8) — -cost) tengliklar o‘rinli.
Pifagor tenglamasi Bundan esa kelib chigadi: sin" 8 1 cos” 0
=1

B
.’Ah\\.
c/ 8
7 T
i e
AT, C
9.55-rasm

* Buni ko'rsatishning enpg vaxsbi voli. trigonometrik funksiyalar o’xshash
uchburchakiar yordaimida aniq belgilanganligin eslash.
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Sinuslar qosuni. Tomonlari a,b,c bo‘lgan A4BC berilgan
bo‘lsa, u holda biz

sin A sinB sinc c .
= = . ga ega ho'lamiz.
[

a b
29 _ B
p | \.‘\ N G [,i“‘\,\\
?;!f } \\‘x,\_\ C ._.:"/ A c\l\
i . \\\ /'! N
A"““n- b e C ;’:J \‘\
c
9.56-rasm A b
9.57-rasm
Ishot. Agar
1 . 1 .
-z-bc SitA =S, apc = -Z—ba sinC
ni hisobga olsak, u holda
sinA _ sin{
a ¢ .
O‘xshash mulohazalar shuni  ko‘rsatadiki, 8 ham

yuqoridagilarga tengdir.
Kosinuslar qonuni. Tomonlari o, b, ¢ bo'lgan A4BC berilgan
bo*lsa, u holda biz
¢ =d + b -2ab cos C gaegabolamiz.
B
..’"JI'\‘
|
|

c/

.
9.58-rasm

Isbot. 9.58-rasmdan va Pifagor teoremasidan foydalargan
holda biz quyidagi xulosaga kelamiz:

= (h-acosCyl+a sin* C=b*-
2abcosCra’ cos’C+a’sin C=a’ +b°- 2abcosC.

Styuart teoremasi. 9.59-rasmda ko‘rsatilgan figurada 448C
va AX berilgan bo'lsin. Unda

ap’+ rs) = br+ c’s.
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9 59-rasm

Isbot. = AXB bo‘lsa kosinuslar qonunini qo‘llagan holda
AAXB uchburchakdan cos @ = M?Ti—cz

A44XC ga kosinustar qonunini go*flasak

costf = if-:—;—:i’fi bo’ladi.

[kki ifodani bir biriga tenglashtirib a= r+s ni hisobga olsak

oxirda kozlangan natijani olishimiz mumkin.

Naitija [Appoloniy ieoremasi|.

9.60-rasmdagiday 4A4BC uchburchakning a, b, ¢ tomonlari
hamda 4.X medianasi berilgan ho'lsin.

Shunda b°* = 2m’+ /2.

Agar 5~ ¢ (uchburchakning ikki yoni) bo‘lsa, unda yugoridagi
ma’lumotga ko‘ra

m’ a2y = B

Bu esa darhol Styuart teoremasidan kelib chiqadi.
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9.7. Doira geometriyasi. [chki chizilgan burchaklar.
Shteyner teorcmasi va nuqtaning kuchi. Siklik to‘ rtburchak
va Ptolomey teoremasi

L.emma. Agar AAB Cuchburchak doiraga ichiki chizilgan bo'lib,
[AB]-diametr bo*1sa, unda ACB to‘g*ri burchak bo"ladi.

Isbot. 9.61-rasmdagi diagramma oydintik

kiritadi; 260 + 2¢p = 180%dan 6 + @ = 90° ni hosil gilamiz

LN

9.61-rasm

Ichki chizilgan burchak haqidagi teorema.
Doiraga ichki chizilgan burchakning o*lchovi mos yoyning
yarmiga teng.

9.62-rasm

Isbot. Ko‘rsatilganidek  diametr  chizamiz, yuqoridagi
lemmadan 8, + ¢ = 90° ni ko'rishimiz mumkin,
Buesa® = 20; ga Uiib kcladi

9.63-rasm
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Huddi shunday ¢, = 28, ga teng va teorema isbot qilindi.

Davom eftirishdan oidin, quyidagi foydali tushunchani
kiritishimiz kerak. 9.64-rasmda korsatilganidek bizga doira, 4, B
va P berilgan bo'lsin. Biz aytishimiz kerakki, APB burchak AB
yoyni ochadi.

Agar B va P nugtalar ustma-ust tushsa, burchakning sho
tomoni urinmaga aylanadi.

9.64-rasm

Bu holatda ham biz berilgan burchak AByoyni ochadi deb
aytishimiz mumkin.

lehki chizilgan burchak haqidagi teoremasining natijasi sifatida
hiz quyidagilarai gabul qilamiz.

Natija. Bir xil voyni ochadigan burchaklar tengdir.

Appoloniys Deirasi, Faraz qiling, ¢ # 1 doimiy va 4 va B
berilgan nuqalar bo®Isin.

[Pi ;-% = c} Nugtalarning geomerrik o°rni aylana bo*ladi.

Isbot. Bu odatda burchak bisektrissasi haqidagi teoremasidan
kelib chigadi. /; va P, (4B) chiziq“ida votgan bo'lib, quyidagi

tenglik bajarilsin .

—_— J————

B BR,

9 .65-rasm
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Agar biz P nuqtani ixtiyoriy nuqta deb oladigan bo‘lsak bu
ham huddi shu jarayonga misel bo'la oladi. va buichak
bisektrissasi haqidagi teoremasidan biz

APP, = P,PBR va BPP, = 180°— APR ni xulosa gqilishimiz
muimkin. Bundan darxol

P,PP, burchak to‘g ri burchakligi kelib chigadi, bundan esa P
auqta [P; P,/ diametrli doiraga tegishli ekanligi bilan teorema
ishotlandi.

Kesuvchi va urinma teoremasi. Bizga avlana urinwnasi (PCj
va kesuvchisi (P4) berilgan. Bu yerda C urinish nugtasi va /AB]
kesuwvchi bilan bir chizigda yotuvchi vatar.

-
C \,);.:.’..:.H__
,J‘A-f ‘J;-!:’ ;l‘ \ \‘l
2 "/ ‘: "{ \= )
p . __,'{: e
A \\,___‘_‘_‘,__//B
9.66-rasm

Shunda, PC*= PAx PB

Isbot. Bu unchalik qiyin emas; shunchaki PCA va AGC yoylar
bir xil burchak ochadi. Shuning uchun APCA ~ APBC. Shundan
xulosa qilish mumkin.

Shuningdek buning algebraik isboti ham berilgan.

Xulosa. (Shieyner tcoremasi). Bizga aylana, (P4) va (PC)
kesuvchilari berilgan bo‘lib, (PA) aylanani B muqtada va (PC)
aylanani D nuqtada ham kesib o'tadi,

PAXPE-PCXFD

9.67-rasm
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9.68-rasm
Isbot. Faqatgina I’ aylana ichkarisida bo*lgan holatnigina
ishotlash zarur. Shunday qilib, CBP va P D A bir xil yoy
ochilzanligi uchun, ular tengdir. Shu sababli APDA ~ APBC
devish mumkin va bundan yuqoridagi natija kelib chigad: (9.69-
rasm).

9.6%-rasm

PAXPB ya'ni P nuqiadan o‘tuvchi chizigning aylana bilan
kesishish nugtalari va P orasidagi masofalar ko paytmasi chiziqqa
boglig emas; u bu aylanaga oid nugtaning kuchi deyiladi. Bu
yerda o'lchov belgisini go'llash odat be‘lib qolgan, shunda
gachonki P aylana ichida bo'isz aylana kuchi manfty bo'ladi.
Shuni ham esda tutish kerakki, 7' nuqlaning ¢ aylanadagi kuchi
fagatgina " aylana markazidan P gacha masofaning funksivasidir.

Shteyner teoremasining ikkinchi holati ba’zan “Kesishuvchi
Vatarlar Teoremasi” deb ham ataladi.

Siklik to‘rtburchak va Ptolomey teeremasi.

Biz ko'rib turganimizdek, har ganday uchburchak aylana
ichiga chizilishi mumkin; bu ayvlana beritgan uchburchakka tashqi
chizilgan bo'ladi. Tashqi chiziqdan aylana to‘rburchaklar uchun
har doim ham maviud bo'lmaydi. Aylana ichiga chizish mumkin
bo‘igan to‘rtburchakiar siklik to‘rtburchak deb ataladi.
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Teorema. ABCD to‘rtbrchak avlanaga ichki chizilgan bo‘lishi
uchun

ABC+CDA = DAB + BCD = 180 tenglik bajarilishi zarur va
vetarlidir. Boshqacha aytganda, garama-garshi burchaklarning
vig‘indisi /8¢° ga teng.

}

b

Ly i
. )/
P

wAy=180=043
0.70-rasm

Ishot. Agar to‘rtburchak avlanaga ichki chizilgan bo‘lsa, natija
osonlik bilan ichki chizilgan burchak haqidagi tcorcma orgali
kelib chiqadi. Aksincha, holatni to‘g’ri deb faraz qilaylik.
aylana A4B( ga tashqi chizilgan aylana ho'lsin. Agar I} nugia
aylana ichida bo'lsa, ABC +CD A >186°. Agar D aylana
tashyarisida bo‘lsa ABC +CDA <180°. Bu esa o'z navbatda
lemmani isbotlaydi.

Teorema. ABCD to‘rtburchak aylanaga ichki chizilgan
bo-lishi uchun DAC=DBC bo*lishi zarur va yetarli.

Isbot. Ko‘rsatilgan burchaklar bir xil yoyni ochadi. Teskarisini
isbotlash talabalarga goldiramiz.

a=p
9.71-rasm

Simson chiziq‘i (Wallacening chizig'i). Berilgan uchburchak
AABC bilan vana bir uyg unlashadigan Simson chizig‘i bor.
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Berilgun A ABC uchburchakka tashqi chizilgan, aylanada
ixtivoriy P nuqta tanlanadi. P nugtadan BC, AC va AB
chiziglarga perpendikulyar chiziladi. Bu kesishgan nuglalar XY,
7 deb belgilab olinadi.

Tesrema. Yugoridagi XV va 7 nuqtalar kollinear nuqtalar
hisoblanadi. Bu chizig AABC uchburchakning Simson chiziq‘i
deb ataladi. (Wallacening chizig®i)

>3

8.72-rasm

Isbot. Yuqoridagi diagrammani hisobga olganda burchak PZB
va burchak PXB ikkalasi ham to‘g'ri burchaklardir. Bu degani
XP7+-7ZBX=i80° va PXBZ siklik to‘rtburchakdir. Xulosa gilib,
natija PXZ - PBZ. Shuningdek, PXZY ham siklik to'rtburchak
va shuning uchun burchaklar PCA =PCY=PXY. Shuning uchun,
PXZ = PBZ PRZ = PBA. PXZ = PCA. PXZ = PCY, PXZ = PXY
burchakiar bir xit yoyni ochadi.

Bundan X, ¥ va Z nugtalar kollinearligi kelib chigadi.

Ptolomey teoremasi. Agar ABCD siklik to‘rtburchak bolsa,
trapetsiyaning ikkala diogarallart ko‘paytrast (rapetsiyaning
garama-garshi tomonlar uzunligi ko‘paytmalarining yig-indisiga
teng.

9.73-rasm

AC-BD — AB CD+ AD - BC.
Qachonki to*rtburchak siklik bo‘Imaganda,
AC-BD < AB-CD + AL - BC.
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Isbot. To‘rtburchak sikiik bo‘lish bo‘lmasligiga garamasdan
uchburchak ACAD va uchburchak ACEB teng bo‘lishi uchun biz

E nugtani belgilab olamiz. Bundan £ -8 -3 pyndan esa

N CA €D DA
BE = “222 (1.2) tenglik kelib chiqadi.
Shuningdek, burchaklar ECA = BCD;

Demak

Biz AECA~ ABCD deb xulosa qilishimiz mumbkin. Shuning
uchun,
£EA €A
BD (D
Soddalashtirishga, FA = C_i%ﬁ (1.3
Faraz gilamiz, 1o*rtburchak A8CD siklik bo*lmasa,
CBE + ABC — ¢DA+ ABC = 180°
Bu degani A, B va E nuqgtalar collinear va E4 =AB + BE,
yuqoridagi formuladan foydalangan holda quyidagi formulani
hosil gilamiz:

CA-DB CB-DA . . C
o = AB = bunda Ptolomey teoremasining birinchi

gismi isbotlandi.
Agar ABCD siklik emas deb faraz gilsak. u holda guyidagi
munosabat hosil bo‘ladi:
CBE + ABC = CDA + ABC = 180°
Bundan EA <4AB + BE munosabatdan A, B FE nuqtalar
uchburchakni hosil giladi va yuqoridagi (1.2) va(1.3) ni go*llagan

CADB CB-DA
< AB +
cp oo

va undan

holda biz quyidagiga ega bo‘lamiz
teskarising isbotlaymiz.
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CA - DB<AB-CD+ CB- DA,
Natija. Bizda a va p burchaklari bor edi.
sin(at-f3) = sin o cos ftsin B cos o; cos(a+{}) = cos @ cos § —
sk o sin 3.
Isbot. Biz diametri AC=1 bo'lgan aylana ichiga siklik tort-
burchak chizamiz va talabaiarga qolgan ishotni tashlab ketamiz.

Q. 75-rasm

98 Ichkiva 3353.‘{1‘5 nishatda bo'lish, G armonik proporjjya,
Aylananing 9 ta nuqtasi. Massalar markazi geometriyasi

¢t

i "

J 4

;).76-rasm

Kesmani ichki va tashqgi nisbatda bo'lish tushunchasi
uchburchakka ichki va tashqi chizilgan bissekirissalar orgali
vorititishi mumkin. 9.76-rasmni hisobga olgan holda, X nuqtasi
AR kesmani ichki nishatda bo*ladi va ¥ nuquasi A5 kesmani tashqi
nisbatda bo‘ladi. Umuman olganda, .1, 8 va X nugqtalari collincar
hisoblanadi va A; X; B = AX/BX. Agar 4; X° B > 0 bo‘lsa, bu AB
kesmani ichki nisbatga bo‘lish hisoblanadi. Agar 4; X; B < 0
bo‘lsa, bu A# kesmani tashqi nisbatga bo‘lish hisoblanadi.
Natijada. kolinear nuqgtatar 4, B, X va Y garmonik nisbatda
bo'linadi deyiladi, 4; X; B — —4. Y Bbo'lsa,

Ya’'ni, ALy

XH YB
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Bu uchburchakning bisgektrisalari hagidagi teoremasidan kelib
chigadiki, (C’X) ichkaridan C burchakning bisgektrisasi va (CY)
tashqi burchakni bisgektrisa bo‘lganda, 4, B, X va ¥ nuqtalar
garmonik nisbatda bo'ladi.

Aylananing 9 ta nuqtasi. Geometriyaning eng muhim
sirlaridan biri bu "io'gqgiz-nugtali aylana”. Ya'ni, to’qgizta
oldindan belgilangan nugtadan yagona aylana o‘tadi.

Bu mo‘jiza shundan iboratki, birinchi ko‘rinishda, bu uch
nokollincar nugtadan o‘tadigan aylana yasasih oson: uchburchakka
tashgt chizilgan aylana bu nuqtalar bilan belgilapadi va
uchburchakning markaziga ega bo'ladi (aylananing markazi).
Lekin, yuqorida ko'rilganidek to'rtta nuqgtadan o‘tadigan aylana
inavjud bo lmasligi mumkin.

Hamma holatlarni takrorlashimiz shart emas. Ko'rib turga-
nimizdek, agar to'qqizia nuqialar aniglik bilan tahlil qilinsa,
bunday aylana mavjud ekanligini ko*rishimiz mumkin.

s
i3

fne-fairet Cindle
AN
ra A S
9. 77-rasm

Teorema: Berilgan ARC uchburchakning quyidagi ¢ ta nuqtasi
orqali vagona aylana o’tadi:

(1) uchta balandliklarning asostari;

(1I) uchta tomonning o' rlalari pugtasi;

{IlI) wchburchak uchlarint ortomarkaz markaz bilan tutash-
tiruvchi kesmalarning o'rtalari.

9.78-rasm
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Ishotlash: 9.78-rasmda, A4, # va C nuqtalar uchburchak uchlart
va X, Y hamda Z tomonlarining o‘rtalari o'rta chizig'i teoremasiga
ko'ra { 44CO, (Y P) chizig parallel {£4X"). Xuddi shunday, (¥YZ)
chizig parallel (BC) chirigga. Bu £PYZ to g'ri burchak degani.
Xuddi shunday, A48C, ACBO lar uchun va (XZ) (AC) hamda
{PX) va (BY) parallel ckanligini nazarda tutiladi. Shuning uchun,
£PXZ to*g'ri burchak siklik to‘rtburchaklar hagidi teoremaga
ko'ra, to‘rtburchak YPXZ siklik bo‘ladi va shu sababli tegishli
nugtalar barchasi umumiy deirada yotadi. Xuddi shu tarzda,

io‘rtburchak  PXZZ" siklik bo'ladi va uning uchlari majbur
aylanada yotadi.

8. 79-rasm
Shunday qilib, P, X, ¥, Z va Z’ hammasi umumiy aylanada
yotadi. Shunga o‘xshash to‘rtburchaklar YXQZ va ¥YXZR lar
siklik bo*ladiva P, @ R X Y, Zva Z' nuqtaiar hammasi umumiy
avlanada yotadi. Yana tahlil qiladigan bo‘lsak, shu aylanaga ¥’
va X nuqtalar ham tegishli be'fadi.

2.9. Genmetrik masalaiar yechish metodiari haqida.
Geometrik masalalarning turlar, o‘lckash bilan bog‘liq
amaliy, hisoblashga oid hamda isbotlashga doir masalalar

Masalada qo‘yilgan shartning xususiyati yoki mohiyatiga qa-
rab geometrtk masalalernt hisoblashga oid, isbotlashga oid va
vasashga oid geometrik masalalarga ajratish mumkin.

Yasashga oid geometrik masalalarga alohida to‘xtalamiz.

Geometrik masalalar ham har ganday masala kabi olingan
nazariy bilimlarni mustahkamlash, afarni amaliyotga tadbiq cta
bilish, geometrik figuralarning xossz va xususiyatlaridan o‘rinli
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va magsadli foydalana olishga oid malaka va ko*nikmalarni hosil
qilishmi maqgsad qiltb go‘vadi. Malaka va ko'nikmalar amaliy
mashglar bajarish jarayonida shakllantirifadi.

Hisoblashga o1d masalalar geometriyaning har bir bo‘limida
mavjud bo‘lib vlar asosan egallangan nazariy bilimlar, ularni
o‘rganish jarayomda chiqarilgan xulosalar, geometrik figuralar
elementlari orasidagi bog*lanishlarni ifodalovehi xossa va xusu-
sivatlardan foydalangan holda burchak, uzunlik, yuza, hajm kabi
kattaliklarmi topishni magsad qilib qo‘yadi. Masalan, uchbur-
chakning tomonlari va burchagiga, tomon uzunliklari, asosi va
balandligiga ko’ra yvuzasini hisoblash. asosining vuzi va baland-
ligiga ko‘ra hajmini topish kabi masalalarni hisoblashga oid
masalalar tarkibiga kiritish mumkin.

Hisoblashga oid quyidagi masalani ko‘raylik.

G.89-rasm

Masala. Uchburchakning asosi 26 ga, yon tomonlari 13 va 19
ga teng. Asosiga tushirilgan medianasini toping.
Ber.
AB=13
BC=19
AC=26
Tk: BN=?
Uchburchak medianasini uning tomonlari orqali ifodalash
formulasiga asosan
ny, = %*JZQZ + 2¢? —b?,
my, = V2192 + 2137 — 267,

my = 238 = 2% = 46,
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Ishotlashga oid geometrik masalalar tarkibiga geometrik [igu-
ralarni xossa va xususiyatlarini. geomefrik liguralar elementlari
orasidagi bog‘lanishlarni nazariy jihatdan asoslashga bag*ishlan-
gan masatalarni kiritish mumkun.

Isbotlashga oid geometrik masalalarni yechishda masalada
berilgan va topilishi so‘ralganlarni, ya'm masalaning sharti va
xulosasini aniq airatish, mustahkam nazariy bilimga ega bo‘lish,
tafakkur amaliaridan, tahli] va sintez metodlarini to*g'ri qollay
bilish lozim bo®ladi.

Umuman matematika kursida isbotlashga oid masalalarni,
teoremalarni isbotlash. ayniyvatlarni isbhotlash va tengsizlikni
isbotlashga oid masalalarga ajratish mumkin.

O‘rta maktab matcmatika kursidan ma’lumki deyarli barcha
woremalar isbotlaniiadi.

Tushunchalarning asosiy bo‘lmagan va ta'riftarga kiritilmagan
xossalari odatda ishbotlanadi.

O‘rta maktab geometriya kursida bunday masalalar tarkibiga
quyidagilarni kiritish mumkin bo"ladi:

sina _ sinf __ siny

Sinuslar teoremasini isbotlash: ==

Kosinuslar teoremasini isbotlash:
a* =b*+¢? —2bccosa, b? =a*+c* - 2accos B,
c? = a? + b%? — 2abcosy
Uchburchak yuzini hisoblash formulalarini ishotlash:
S =Jpp —a)p — b)p — ¢) - Geron formulasi (bu yerda p--
yarim perimetr):

§= %\/m(m—ma)(m —m,)(m —m.) - medianalar orgali;

S = QZ& = :ﬂ = rThC - tomonlari va balandliklari orqali.

Uchburchak  medianasini  hisoblash, formulalarini  keltirib
chigarish

1
m, = E-\[Zb?- +2c% —a?

1
mb=-;\/2a2+2c2—b2,

LaJ
Lh
Lad



m, = é\/Z(;z2 4+ 2h? — 2
Uchburchak balandligini  hisoblash formulalarini  keltirib
chigarish,
B = 2{pp—a)(p~b)p —c)
0=
a

b = 2/plp—a)p—b}(p—c)
b )

h = 2/pip—a)(p—k)(p—c)
[

= (1)

[
Isbotlashga doir quyidagi masalani qaraymiz.
i

[ 5
b lN \
: &
9 90-rasm

Masala. Uchburchak balandligi uning tomonlari orgali (1)
formulalar bilan ifodalanishini isbotlang.
Isbot. Faraz qilaylik bizga ABC uchburchak berilgan bo‘lib,
uning tomonlari uzuniiklari
AB =c¢, BC=aqa, AC=b bo'lsin. B uchdan » tomonga
tushirilgan  balandligi BN = h, bo‘lsin. Agar AN =x dcb
belgilasak NC = b — x bo‘ladi.
' ABNC = hi=a? -- (b — x)* )]
ABNA = hi=c? — x* 3)
2y 3= c?—x?=a* —(b* —2bx + x*) =
c?=x?=a?—-(h® - 2bx +x?) =
c?—x?=a* - b’ +2bx—x"=
=a? — b + 2bx — ¢c? =0=
2bx=ct—a*+ b =
2bc —c*+a* = b2 =a®* — (b* - 2hbc+ c®) = a? — (b —c)?
=(a—bt+tcHa+hb—-2)
2bc+ i -af+bh =0+ ~at=b+c—a)b+c+a)

2 _ (ei—a?4p?)? _ ci-q?ip?

X

4b* x z2h
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(c?—a’ +b?)?  4b%c? = (c® —~a® +b%)

h: = ¢? - = e
4h? ap?z

_ (2bc —c?* 4 a® —b?){2bc + c? —a’ +b?)

B 4h?
a—b+c=2p—2b=2(p—b); a+b+c=2p;
b+c—a=2p=~a); atc—-b=2(p-b)
hZ = 2p-2(p=bl2(p—c)zlp—a),

b 4b?

hy = o520 20— @) 2(p ~ ) 2P — ¢,
hy =2 \[plp = )P — B)(p — C).

Tekisliklarda yechishga oid masalalarni yechishda geometrik
tushuncha. xossa va xususiyatlarga tayamb, geometrik o'rinlar,
simmetriva, paralic] ko‘chirish, o‘xshashlik yoki gomotctiva,
inversiva hamda algebraik tushuncha, xossa va xususiyatlarga
tayanib ish ko'ruvchi algebraik metodlardan foydalaniladi.

9.10. Yasashga doir geometrik masalalar haqida tushuncha.
Geometrik figuralarni sirkul va chizg‘ich yordamida yasash
bosqichlari

Geometrivada har qanday figura nuglaviy obraz yoki nugtalar
to'plami sifatida qaraladi. Barcha nuqtalari bir tekishikka tegishli
bo'lgan figura tekis, barcha nuqtalari bir tekislikka tegishli
bo*Imagan figuralar fazoviy figuralar deyiladi.

Bir yoki bir nechta vasash qurollari vositasida ma’lum
shartlarga javob beruvchi geometrik figura yasashni talab giluvehi
masalalar yasashga oid geometrik masalalar deb yuritiladi.

Geometrivaning figuralar  yasash hamda yasashga oid
masalalar yechish metodlarini o’rganuvehi bo*limi konstruktiv
peometriya deb ataladi

I3iz asosan tekislikda bajariladigan yasashga oid geometrik
masalalar hagida so‘z yuritamiz. Tekislikda yasashga oid geomet-
rik masalalar antik Misr. Bobil, Yunon matematikasida alohida
o'rin egallagan. Tekislikda yasashga oid geometrik masalalarni
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bir gancha yasash asboblari vositasida yasash mumkin. Biz esa
faqat chizg‘ich va sirkul vositasida yasaladigan masalalarni ko‘rib
chigamiz.

Shuning uchun geometriyaning bu gismi konstruktiv geomet-
riya yoki sirkul va chizg‘ich geometriyasi deb ham ataladi.

Tekislikda yasashga doir geometrik masalalarni yechish jara-
yonida yasashga oid quyidagi umumiy aksiomalardan foyda-
laniladi.

YaA,. Har bir F, F,, F, ..., E, figura vasalgandir.

Yad,. Agar Fva F,figura yasalgan bo'lsa F} U F, yasalgandir.

Yads. Agar F; N F,bo'lib, F; va F, figuralar yasalgan bo’lsa
F; N F, figura yasalgandr.

Yad,. Agar F; va F, figura yasalgan bo'lib F, ¢ F, F #
F,bo*lsa, u holda F;\F; yasalgandir.

Yad.. Agac F, figuea vasalgan ho'lsa unga tegishli augta
yasalgandir.

YaAy. Agar F figura yasalgan bo'lsa (F # E} F ga tegishli
bo‘lmagan nuqtani yasash mumkin (E Yevklid fazosi nazarda
tutiladi).

YaA,. Agar A va B (A # B) nuqtalar yasalgan bo’lsa [AB)
nurni yvasash mumkin.

YaA; va YaA, ga asosan [AB] kesmani yasash mumkin.
[AB) n [BA) = [AB]

Yady. Agar O nuqla va [AB] kesma yasalgan bo‘lsa markazi O
nuqtada va radiusi AB kesmaga teng aylanani yasash mumkin.

{YaA,,YaA,, Yads, Yad, Yah;, Yah,, YaA;, Yadg}
yasash aksiomalari sirkul va chizg'ich  yordamida yasash
aksiomalari deb ataladi.

Mazkur yasash aksiomalari bizga sirkul va chizg®ich vositasida
quyidagi oddiy yasashlarni bajarish imkoniyatini beradi.

OyA,. Agar A va B nuqtalar yasalgan bo‘lsa [AB) nurni
yvasash mumkin.

OyA,. Agar A va B nugqtalar yasalgan bo‘lsa [AB] kesmani
yasash mumkin.

OyA,. Agar A va B nuqtalar yasalgan bo’lsa (AB) to'g‘ri
chiziqni yasash mumkin.
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Oy4,;. Agar O nuqta va aylana radiusiga teng [AB] =7
vasalgan bo*lsa S{0, AB) aylanani yasash mumkin.

OyAdg. Ozaro parallel bo'lmagan ikkita to‘g‘ri chizigning
kesishish nugtasint yasash mumkin.

OyA,.Yasalgan S(0,7) avlana va (AB) to‘g‘ri chiziglarning
kesishish nuqgtasini topish mumkin (agar ular kesishsa).

OyA,. Yasalgan ikkita S(O,7v) va 5(0,r;) aylanalarning
kesishish nugtalarini topish mumkin (agar ular kesishsa).

OyAg. Yasalgan F figuraga tegishli A nugtani A € F vasash
mumkin.

OyAg. Yasalgan F figuraga tegishli bo‘lmagan A nuglani
yasash mumkin A ¢ F (bizga bu erda F figuraning figura
yasalgan tekislikka teng bo‘Imasligi talab qilinadi).

Tekislikda birorta  F figurani yasash uchun chekli sondagi
oddiy yasashlarni chizg'ich va sicku) yordamida bajarish lozim
bo‘ladi. Agar figurani yasash uchun qo‘Haniladigan oddiy yasash-
lar soni chekli bo‘lsa, bunday yasashlarni so‘zsiz bajarish
mumkin, agar talab qilingan oddiy yasashlar katta sonni tashkil
qilsa bu yasashlarni bajarish ko‘p vaqtni olishi hilan bir gatorda
zerikarli ham bo®ladi

Shuning wuchun talab qilingan figurani yasashni oddiy
vasashlarga emas balki, bir qancha oddiy yasashlar yordamida
hajariladigan asosiy yasashlar deb nomlanadigan yasashlarga
keltirish magsadga muvofig bo‘ladi.

Tekisiikda yasashga oid masalalarni yechishda quyidagi asosiy
vasashlardan foydalaniladi.

AyA,. Berilgan uch tomoniga ko‘ra uchburchak yasash.

AyA,. Berilgan kesmani teng tkkiga bo*lish.

AyA,. Berilgan burchakka kongruent bo*lgan burchak yasash.

AyA,. Berilgan burchakni teng ikkiga bo*lish.

AyA;. Berilgan nugtadan berilgan to'g'ri chizigga perpen-
dikulyar o'tkazish.

AyA,. Berilgan bir tomoni va unga yvopishgan ikki burchagiga
ko'ra uchburchak vasash.

AyA-. Berilgan ikki tomoni va ular orasidagi bir burchakka
ko'ra uchburchak yasash.
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AyAg. Berilgan nugtadan berilgan to'g'ri chiziqga parallel
chiziq o“tkazish.

AyAg. Berilgan gipotenuzasi va o‘tkir burchagiga ko‘ra to*g‘ri
burchakli uchburchak yasash.

AyAyg. Berilgan bir kateti va gipotenuzasiga ko‘ra 10°'g'ri
burchakli uchburchak yasash.

AyAq,. Aylana tashqarisida olingan nuqtadan aylanaga urinma
o'tkazish.

Yasashga oid geometrik masalalarni yechish jarayoni qaysi
metod bilan amalga oshirilishidan qat’iy nazar, u bir gancha
bosqichlarda bajariladi va ular tekistikda vasashga oid masalalarni
yechish bosgichlari deb yuritiladi. Bular wahlil, yasash, isbot va
tekshirish bosqichlari bo‘lib, har bir bosqich masala ycchish
jarayonida ma’lum bir magsadni amalga oshirishni nazarda tutadi.

Tahlil bosgichi: Masata yechishning eng muhkim. ijodiy
bosgichi bo‘lib, bunda yasalishi lozim bo‘lgan F figura, masala
talablariga mumkin qadar to‘la javob beradigan darajada tax-
minan chizib olinadi. Tahlil rasmida masala shartida berilganlar
bor-yoqgligi aniglanadi. agar ular rasmda aks etmagan bo'lsa,
(o shimcha chizib olinadi. Natijada asosiy, ya'ni yasalishi lozim
bo‘lgan figura bilan hamjihatlikda bo‘lgan bir gqancha yordamchi
figuralar hosil bo'ladi. Yordamchi figuralarda masala shartida
berilgantar bilan bir qatorda, izlangan ya'ni yasalishi lozim
bo‘lgan asosiy figuraning nuqtalari ham joylashadi. Shu tariga
berilganlar va izlanganlar orasidagi bog‘lanishlami o'rnatish
natijasida asosiy figurani yasash imkoniyatlari axtariladi va aniq-
lanadi. Yasash mumkin bo-lgan yordamchi figura orqali izlangan
figurani yasashga o‘tiladi.

Yasash _bosgichi: Tahlif bosgichida aniglanganlarni amaliy
jihatdan bajarilishini nazarda tutad:.

Bunda yasalishi mumkin bo’lgan yordamchi figuralar yasash
vositalari yordamida wyasaladi va ular orqali yasahishi lozim
bo*lgan asosiy {iguraning nuqtalart va clementlari yasab olinadi.

Isbot bosgichi: Masala ycchimining sinash bosqgichi bo’lib,
tahlil bosgichida taxminan chizib olingan asosiy figura bilan
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yasash bosqichida yasalgan figuraning masala shartlariga javob
berishi isbotlanadi.

Tekshirish bosqgichi: Masala yechishning yakunlash bosgichi
hisoblanib, unda masala shartida berilganlarga asosan figurani
yvasash mumkinmi, agar mumkin bo‘lmasa berilganlarni qanday
tanlash lozim ganday hollarda yechim mavjud, berilganlarga
asoslanib nechia figura yasash mumkin, masala nechta yechimpa
ega ekanligi aniqlanadi.

Yuqorida qayd gqilinganlarga asoslangan holda quyidagi
vasashga doir masalalarni ko‘rib chigamiz:

1) Berilgan kesmani teng ikkiga bo‘lish masalasi. Faraz
qilaylik, bizga [AB]kesma berilsin. [AB] kesmani o'rtasini topish
kerak. Buning uchun OyA, dan foydalanamiz. Kesmani A uchini
markaz qilib taxminan kesma ofrtasidan katta bo'lgan kesmani
radius  gilib S{A,r) aylanani, so‘ngra esa S(B,r) aylanam
chizamiz. Aylanalar kesishish nuqtalati orqali Op4, ga asosan
kesma o'tkazamiz. O‘tkazilgan kesma bilan bertlgan [AB]
kesmani kesishish nugtasi, {AB] kesmani o'rtasi bo*ladi.

1. [AB] yasaladi.

(AT, T > 122

2
SB Yy, r >

i~

148]
S

L]

4.5N 58 ={X,, X,}.

5. X, X,

6. [X,. X, 1n[AB] = {0}

7. A0 = 0B.

0 nuqta AB kesmani teng ikkia bo*ladi.
N o T
,/'A -\,\"\

Ao

\\ ‘__‘,f‘
- ;’é.zm
9.91-rasm
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2) Berilgan burchakka kongruent bo‘lgan burchak yasash
masalasi.

1. £BAC beriigan bo'lsin.

2. |A,C; ) yasaymiz,

3. S(A, ), ni yasaymiz, bunda r = AX,.

4.5(A,r) 0 £BAC = {X;,Y;}.

5.5, (A4, 7) niyasaymiz bunda r = AX,.

6.5, N[A () = {X,} bunda AX, = AX,.

7.8,(X,,7) ni vasaymiz bunda S, = [X,¥;].

8. 83 (X5, ) ni yasaymiz.

9.5,05, = {¥}

10. £Y,A. X, = £LBAC.

K,/ f}/ e Vs '//];l
% ey

g [

A/ /xi : £ /]\M &

9.92-rasm

9.93-rasm

3) Berilgan burchakni teng ikkiga bo*lish masalasi.
. £BAC berilgan bo‘lsin.

. £BAC yasaladi.

. 8(A,r} aylana yasaladi, bunda r < |AC].
.S{A4;7) N LBAC = {X, X, }.

.8, (X,, rva S, (X, ry )aylanalar o tkaziladi.

WS N W T N
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6.5 NS, = {y}.
7. 1Ay).
8. £YAC = £YAB.

O'z-ozini nazorat gilish uchun savollar
. Matematik masalalarn tushuntirib, klassifikatsiyalab bering.
. Sirkul va chizg'ich aksiomalarini aytib bering.
Yuqorida keltiriigan 3 ta masalani yasash bosqichlari
ko'rsatilgan. Ushbu masalalarning 4 1a bosqgichini topib keltiring.
4. Lchburchakning uchta tomoniga ko‘ra ganday yasash
mumbkinligini tushuntiring.

) P ==

9.11. Ko‘pyongqlar. Ko‘pyoqglar haqida Eyler tearemasi.
Prizma, to'g*ri burchakli parallelepiped, piramida

Ikkita yarim teckislikdan va ularni chegaralab turgan umnimiy
to'z'r1  chizigdan tashkil topgan figura ikki vogli burchak
deyiladi. Yarim tekisliklar ikki vogli burchakning yoqlari. ularni
chegaralovehi to'g'n chizig esa 1kki yoqli burchakning girrasi
deyiladi. Tkki yoqgli burchakning qitrasiga perpendikulyar tekisitk
o'tkazilsa, u yoqlarni jkiita yarim to*g'ri chiziglar bo‘yicha kesib
o‘tadi. Bu yarim to‘g'ri chiziglar tashkil qilgan burchak ikki
yoqli burchakning chizigli burchagi deyiladi.

Uchta yassi burchakdan tashkil topgan figura uch yogli
burchak deyiladi. (ab). (bc) va (ac) lar yassi burchaklar, (abc)
esa uch yoqit burchak.

VL \“‘ // ¢

9.94-rasm 9.95-rasm
Yassi burchaklar uch yoqli burchakning yogqlari, ularning
tomonlari esa uch yoqli burchakning qirralari, umumiy uchi esa
uch yeqli burchakning uchi deyiladi.
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Uch yogli burchak, uchta ikki yoqli burchakdan tashkil topgan.
Shunga o‘xshash ko‘p yoqli burchak ham yassi burchaklardan
tuzilganligini gayd gilish mumkin.

RN

k . ¥

996”]’&8[’!‘[

Ko‘pyoglar. Sirti chekli migdordagi yassi tekisliklardan iborat
Jism ko‘pyoq deyiladi. Agar ko‘pyoqning o'zi uning sirtidagi har
bir ko‘pburchak tekisligining bir tomonida yotsa, bunday ko*pyoq
qavariq ko'pyoq deyiladi. Qavariq ko'pyogning sirti bilan bunday
tekislikning umumiy qismi yogq deyiladi. Qavariq ko'pyogning
yoglari gavariq ko'pburchaklardan iberat. Ko‘pyoq yogqlarining
tomonlari uning qirralari, uchlari esa ko'pyogning uchlari
deyiladi.

Bu ta'rifni biz kub misolida tushuntiramiz. Kub gqavariq
ko*pyogdir. Uning sirti oltita kvadratdan tashkil topgan: ABCD,
BB,C,C,... Bu kvadratiar kubning vyoglaridir. Bu kvadratiarning
4B, BC, BR, .. tomonlari kubning qirralari bo'ladi.
Kvadratlarning A, 3, C, D, A,, ... uchlari kubning uchlari bo*ladi.

Ko‘pyeqlar haqida Eyler teoremasi.

Ko*pyoglarning uchlari - I/, yoqlari - ¥,. qirralari - O orasidagi
bog' lanishni quyidagi Eyler teoremasi ifodalaydi.

Teorema, Qavariq ko‘pyoq uchun quyidagt munosabat o'rinli:

U+Y,-0=2

Bunga qavarig ko*pyoq uchun Eyler xarakteristikasi deyiladi.
(Eyler xarakteristikast 2 pa teng).

Biz bu teorema isbotini xususiy holda muntazam ko‘pyoqlarda
ko‘ramiz.

Muntazam ko'pyoglarning 5 ta turi mavjud. Bular: tetraedr,
kub, oktaedr. ikosaedr, dodekaedr.
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[Tamma yoqlari teng muntazam ko‘pburchaklardan tashkil
topgan ko pyoqlarga muntazarn ko pyoqlar deyiladi.

Muntazan tetraedrning voglari muntazam uchburchaklardan
iborat bo*lib, har bir uchida uchtadan girra birlashadi. Tetraedr
hamma qirralari teng bo’lgan uchburchakli piramidadan iborat. U
414 voq, 6 la qirra, 4 ta uchga ega (9.97-rasm).

Kubning hamma vogqlari kvadratiardan iborat, har bir uchida
uchta girra birfashadi. Kub guralart teng bo‘lgan to*gn burchakli
parallziepiped. U 6 ta yog, /2 ta girra, & ta uchga ega (9.98-rasm).

Gktacdrning voglari muntazam uchburchaklar bo‘lib, tetra-
edrdan farqi shundaki. uning har bir uchida to‘rtta qirra birlashadi.
U & ta yog, 12 ta girra, 6 ta uchga ega (9.99-rasm).

Dodekaedrning yoqlart muntazam beshburchaklardan 1borat.
Uning har bir uchida uchtadan girra birlashadi. U 12 ta yoq, 30 ta
qirra, 20 ta uchga ega (9.100-rasm).

Ikosgedrning  voglari muntazam uchburchaklardan iborat
bo'lib. tetracdr va oktacdrdan farqi shundaki, uning har bir uchida
beshtadan girra birlashadi. U 20 ta yoq, 30 ta qura /2 ta uchga
cga (9.101-rasm).

Eyler teoremasi yugoridagi barcha muntazam Ko'pyoqlar
uchun o°rinli.

S
£ t‘\\\a
PRI
A PN
Sy,
i }
E Yoo
RS
-\"N“w '\:1, ’,

9.97-rasm  9.98~rasin 9.99-rasm

ottt

9.100-rasm 9.101-rasm
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Bizga ma’lum bo‘lgan ko‘pyoglar: prizma, paralleiepiped,
piramidalardir.

Prizma. 1kki yog'ining mos tomonlari bir-biriga parallel
bo‘lgan teng ko'pburchakdan iborat bo‘lib, boshga voglari esa
parallelogrammdan iborat bo‘lgag ko‘pyoq prizma deyiladi,

o

B
9.102-rasm

Prizma deb, ikkita parallel tekislik orasiga joylashgan barcha
parallel to‘g'ri chiziglar kesmalaridan tuzilgan ko‘pyogqa
aytiladi.

Prizmaning asoslari ikki teng ko‘pburchakdan iborat bo‘lib,
ularning mos tomonlari paralleldir.

Prizmaning yon yoglari parallelogrammadzan iboratdir.

Yon qirralari asos tekishgiga og'ma bo'lgan prizma og'ma
prizma deyiladi. Yon qirralari asosga perpendikulyar bolgan
prizma to*g'ri prizma deb ataladi.

Asoslari muntazam n-burchaklar bo‘lgan to*g'ri prizina
muntazam deyviladi. Parallel tekishklardagi uchiarning hirdan
ikkinchi tekislikka tushirilgan perpendikulyar prizmaning baland-
ligi deviladi.

ABCDE va A;B,C,D;E;-asoslar, A4, BB, CC;, DD, EE;-
yon girralar, D F- balandlik.

1) Prizma hajmi V=S,-H Si - asos yuzasi. H - prizma
balandligi, to'g'ri prizmaning kajmi V=S$,,, £, £ -44; yon qirra
uz.uniigi.

2) Prizma yon siti Syon= Py-£, Py — perpendikulyar kesim
perimelri, £ -yon qirrasi.

Tog ri prizmaning yon sirti, Syen = Pue- €, Pae- as0s perimetri.
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3y Prizmaning tola sirti Sy 10=Syen ™ 2845 Sa- @808 yuzasi.

Parallelepiped. Asosi  parallelogramm  bo‘lgan  prizima
parallelepiped  deyiladi. Yon qirralari asosga perpendikulyar
bo‘lgan parallelepiped to‘g‘ri deyiiadi.

9.103-rasm

Asosi to*g ri to'rtburchak bo'lgan to'g'ri parallellepiped to'g'ri
burchaklt deyiladi.

Kub — barcha girralari teng bo‘lgan to‘g'ri burchekli paral-
lelepiped.

Parallelepipedning xossalari:

i} Parallelepiped  diagonalining  ofrtasi uning  simmetriya
markazidir.

2) Parallelepipedning garama-qarshi voglari juft-juft kong-
ruent va paralicldir.

3) Parallelepipedning barcha diagonallari bir nugtada kesisha-
di va bu nuqtadz teng ikkiga bo'linadi. Parallelepipedning to'la
sirti yuzi yon sirtining yuzi bilan ikki asosi yuzlarining
yig'indisiga teng.

To g'ri burchakli parallelepipedning yon sirtining yuzi asos
perimetri bilan balandligining ko‘paytmasiga tengdir. To'g'ri
burchakli parallelepipedning barcha diagonallari teng uzunlikda
bo*tadi.

9.104-rasm
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Piramida. Asosi ixtiyorty ko‘pburchak, von yoglari esa
umumiy uchiga ega uchburchaklardan iborat bo'lgan ko‘pyog
piramida deyiladi.

Kesuvchi tt‘klshkmng ko'p yoqli burchak yoqglari orasidagi
bo‘lagi piramidaning asosi deyiladi.

ABCDEF-asos, SAB, SBC, ....- yon yoqlari, S-umumiy uch.

5S4, §B, ... — yon qirralar; SK —balandlik (asosga tushirilgan
perpendikulyar).

Piramidaning hajmi V—l Sas-H. Sqs— asos yuzasi, H-balandlik,
Muntazam piramida yon slm

Sion= nph p-ascs perimetri, A-apofema.

Asosgz parallel tekishik piramidani ikki gismga ajratadi. U
holda qismlardan biri yana piramida bo‘ladi, ikkinchi ¢ism esa
kesik piramida deyiladi.

Kesik piramidada ABCD v A B D) -asoslar,
AAL BB, CC. DD, -yon qitralar, O,(); —balandlik, 1); K - apofema.

9.105-rasm

Kesik piramida hajmi V=2 H (S,+Sx+/SS; ) H-balandlik. S,
va ‘Sn asoslarning yuzalari. Muntazam kesik piramida von sirti

Svon™ h {pi+p;), h-apofema, p; va p, asoslarning perimetrlari.
Ofz-0'zini nazorat qilish uchun savollar
1. Ko'p yoqli burchaklarga ta’rif bering.
2. Ko'pyeq deb ganday jismga aytiladi? Qavariq ko‘pyoqqa
ta’rif bering.
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3. Prizma deb ganday ko‘pycqqa aytiladi?

4. Piramida deb qanday ko‘pyoqqa aytiladi?

5. Muntazam ko‘pyogqga ta’rif bering va uning turlarini aytib,
tushuntiring.

9.12. Aylanma jismiar. Silindr, konus, shar

Biror to’g'ri chizigni yoki egri chizigni bir to'g‘ri chiziq
atrofida aylantirishdan aylanma sirt hosit bo' ladi.

Agar aylanma sirtni o'q deb ataluvchi to‘g'ri chiziqga
perpendikulyar bo'lgan parallel ikkita tekislik bilan kessak
avlanma sirt va doira hilan chegaralangan aylanma jism hosil
bo*ladi.

00;- aylanma jismning o'qi, jismning egri sirtl ayianma sirt

deviladi.
e
[t

- H ~

K i

_

9.106-rasm

Avlanma sirt paralic! tekisliklar bilan kesilsa, kesim doira-
lardan iborat bo‘ladi.

Silindr. O°q atrofida unga parallel bo'lgan to'g'rt chiziq
aylantirilsa, silindrik sirt hosil bo‘ladi. U o'qqa perpendikulyar
ikkita paraliel tekislik hilan kesilsa, vlar orasida silindrik jism
hosil bo*ladi.

Doiralar silindrning asoslari deyiladi, doira aylanalari mos
nuqgtalarini  tutashtiruvchi  kesmalar  silindrning  yasovchilari
deyiladi. Silindrning sisti asoslaridan va vyon sirtidan tashkil
topadi. Yon sirt yasovchilardan tuzilgan. '
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Silindening yasovchilari asos tekisliklariga perpendikulyar
bo‘lsa, bunday silindr to*g'ri silindr deyiladi. To'g'ri silindrni
to‘g*ri to‘rtburchakni uning biror tomoni atrofida aylantirishdan
hosil qilingan jism deb garash mumkin.

Silindr asosining radiusi silindraing radiusi deyiladi. Silindr
asosining tekisliklari orasidagi masofa silindrning balandligi
deviladi. Asoslarining markazlaridan o*tuvehi tog‘ri chizig silin-
drning o'qi deyiladi. Bu o‘q yasovchilarga parallel bo*ladi.
Silindrning ofqi orgali o'tuvchi kesim o°q kesim deyiladi
Silindrning yasovchisi orqali o‘tib, bu yasovchi orgali oftadigan
o‘q kesimga perpendikulyar tekislik silindrning vrinma tekisligl
deyiladi.

T
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9.108-rasm

Teorema. Silindr o'qgiga perpendikulyar tekislik uning yon
sirtini asos aylanasiga teng aylana bo®yicha kesadi (9.108-rasmy}.

Silindrga ichki chizilgan prizma deb shunday prizmaga
avtiladiki, uning asoslari silindraning asoslariga ichki chizilgan
teng ko‘pburchaklardan iborat. Uning yon qirralart silindrning
yasovchilari bo ladi(9.109-rasm).
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9. 10-rasm 9.11)-rasm

Silindrga tashgi chizilgan prizma deb shunday prizmaga
aytiladiki, uning asoslari silindrning asoslariga 1ashqi chizilgan
teng ko'pburchaklardan iborat. Uning yon vaglar tekistiklar
silindrning yon sirtiga urinadi(2.110-rasrn),

Konaus. Konus (doiraviy konus) deb shunday jismga
aytiladiki, u doira — konus asosidan, shu doira tekisligidagi
yotmaydi nugta-konusning uchidan va konusning uchini asosining
kamma nuqtalari bilan tutashtiruvehi kesmalardan iborat bo'ladi.
Konus uchini asos aylanasi nugtalari bilan utashtirsvehi kesmalar
konusning yasovchilart bo*ladi. Konusning sirti asosidan va yon

girtidan iboerat,
3

% el
N Ry
9.1 } ]ul’dbm 9.112-rasm

Konusning uchi bilan asos aylanasining markazini tutashti-
ruvchi to*g‘ri chiziq ases tekisligiva perpendikulyar bo'lsa,
bunday konus to'g'ri konus deyiladi,

To*g’ri konusni to’g*ri burchakli uchburchakni kateti atrofida
aylantirishdan hosil gtlingan jism deb garash mumkin.

Konusning uchidas uning asosiga tushirilgan perpendikulyar
konusning balandligi deyiladi. To*g*ri konus balandligining asosi
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asos markazi bilan ustma-ust tushadi. To‘g'ri  konusning
balandligidan oftuvchi to'gri chizig uning o'gi deyiladi.
Konusning o°qi orqali o‘tuvchi tekislik bilan kesimi o'q kesim
deyiladi. konusning yasovchisi orqali o*tuvchi va bu yasovchi
orqali o'tkazilgan o°q kesimga perpendikulyar tekislik konusning
urinma tekisligi deyiladi.

Teorema. Konusning o'giga perpendikutyar tekislik konusni
doira bo'yicha kesadi, yon sirtini esa markazi konusning o'qida
joylashgan aylana ho‘yicha kesib o‘tadi (teorecmani isbot qilish
talabalarga mustaqil ish sifatida topshiriladi).

Konusning o°giga perpendikulyar tekislik undan kichik konus
ajratadi. Qolgan qismi kesik konus deyiladi.

9.115-rasm 9 l 13- n;bm 9. 114 ~rasm

Asosi konus asosidagi aylanaga ichki chizilgan ko pburchak
bo'fib, uchi esa konusning uchida bo*lgan piramida korusga ichki
chizilgan piramida deyiladi. Konusga ichki  chizilgan
piramidaning yon girrasi konusning yasovchilari bo'ladi. Asosi
konusning asosiga tahqi chizilgan ko*pbubrchak bo*lib, uchi esa
konusning uchi bilan ustma-ust tushgan piramida konusga tashqi
chizilgan piramida deyiladi. Tashqi chizilgan piramida yon
yvoqlarining tekistikiari Konusning urinma tekisliklari bo*ladi.

Shar

Ta’rif. Fazoning berilgan nuqtasidan berilgan masofadan katta
bo‘Imagan uzoqlikda yotgan hamma nugqtalaridan iborat jism shar
deyiladi. Berilgan nuqta sharning markazi, berilgan masota esa
sharning radiusi deviladi. Sharning chegarasi shar sirtt yoki sfera
deb ataladi. Shunday qilib sharning markazidan radiusga teng
masofa gadar uzoglashgan hamma nuqtdlarr shar sirti voki sfera
deb ai:aladl
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Shar sirtining ikki nugtasini tutashtiruvehi va  sharning
markazidan o‘tuvchi kesma diametr deyiladi. Istalgan diametrning
uchlari (oxirlari) sharning diametral aarama-garshi nugtalari
deyiladi.

9.116-rasm

Shar ham aylanma jism bo‘lgani uchun uni yarim doirani
o‘zining diametr1 atrofida aylantirishdan ham hosil qilish
rumkin,

1-teorema. Sharning har ganday tekislik bilan kesimi doiradir.
Bu doiraning markazi sharning markazidan kesuvchi tekislikka
tushirilgan perpendikulyarning asosidir.

Ishot. Aytaylik r - kesuvehi tekislik va ) — sharning markazi
bo‘lsin. Sharning markazidan a tekislikka 0O0' perpendikulyar
tushiramiz. 0'bilan perpendikulyarning asosini belgilaymiz. X —
sharning « tekislikka tegishli ixtivoriy nugtasi bo‘lsin. Pifagor
teoremasiga ko'ra

’ s e,
; B — 2%,
s ,
i L
%

9.117-rasm

0X? =00 +0'0%. Ammo OX kesma sharning R radiu-
sidan katta bo‘lmagani uchun 0'X < VRZ Demak, X nugta
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markazi 0’ nuqtada va radiusi R = VR? — 00’? ga teng doiraga
tegishli. Aksincha, bu doiraning istalgan X nuqtasi sharga tegishli.
Bu ¢sa sharning a tekislik bilan kesimi markazi ' nugtada
bo*lgan doira demakdir,

9.118~rasm

- Teoremaning isbotidan sharning tekislik bilan kesirnida hosil
qilingan doiraning radiusini R = vR? — 002 formula bo‘yicha
hisoblash mumkin degan xulosa chigadi. Bu esa shar markazidan
bir xil uzoqlikdagi tekistiklar bilan kesilsa, teng doiralar hosil
bo’lishini ko‘rsatadi. o tekislik sharning markaziga gancha yaqin
bo‘lsa a tekislik kesimidagi doira shuncha katta bo‘ladi. Sharning
markazidan otgan tekislik kesimida eng katta doira hosil bo*ladi.
Bu doiraning radiusi shar radiusiga teng (9.119-rasm).

9.119-rasm

Sharning markazidan o'tadigan tekislik diametral tekislik
deyiladi.

2-teorema. Shaming istalgan diametral tekisligi  uning
simmetriya tekisligi bo‘ladi. Sharning markazi uning simmetriya
markazidir,
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Shar sirridagi A nugtadan o°tib shu nuqtaga o‘tkazilgan
radiusga perpendikulyar tekislik urinma tekislik deyiladi. 4 nuqta
urinish nuqtasi deyiladi (9.120-rasm)

3-teorema. Urinma tekislik shar bilan faqat bitta vmumiy
nugtaga — urinish nugtasiga ega.

4-tcorema. Shar sirtidagi istalgan nuqtadan cheksiz ko'p
urinma o‘tadi, ularning hammasi sharning urinma tekisligida
yotadi.

(2-4 teoremalarni isboti talabalarga mustaqil ish qilib beriladi).

Sfera tenglamasi. Sfera deb, fazoning berilgan nuqtasidan
baravar uzoglikda joylashgan noqtalar to‘plamiga aytiladi. Sfera
tenglamasini tuzamiz. S feraning markazi 4 (o, b, ¢) nugtada.
radiusi esa R bo'lsin (9.120-rasm). Sferaning nuqtalari fazoning
shunday nuqtalaridan, bu nugtadan A nuqgtagacha masofa R ga
teng. Sferaning ixtiyoriy (x, . z) nuqtasidan A nuqiagacha
masofaning kvadeati (x —a)? + (y = b)? + (2 — )% ga teng.
Shuning uchun sieraning tenglamasi
(x —~a)® 4+ (y — b)* + (2 — ¢)* = R* ko'rinishga ega. Sferaning
markazi koordinatalar boshi bo‘lsa, sferaning tenglamasi quyidagi
ko‘rinishda bo’ladi.

X2+ y?+z2*=R*

9.120-rasm

Ikkita sferaning kesishgan chizig®i aylanadan iborat bo*ladi.
Bun isbot gilish ham mumkin

(¥*z-o0‘zini nazorat qilish uchun savollar
1. Aylanma siriga ta’rif bering.
2. Silindr va konusga ta’rif bering.
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3. Sharga ta’rif bering.
4. Sfera tenglamasini keltirib chiqaring.

Geometriya elementlariga doir testlar
1. Qo*shni burchaklarning yigindisi necha gradusga teng?
a)270 B 180 &) 110 e) 369
2. Qanday burchak o*tmas burchakli uchburchak deyiladi?
a) bitta burchagi o‘tmas bo‘lgan;
b) ikkita burchagi o tmas bo'lgan;
d} uchta burchagi o‘tmas bo*lgan.
3. Burchak bisscktrissasi nima?
a) Burchakni teng ikkiga bo‘luvehi nur;
b) Burchakni 1:3 nisbatda bo’luvchi nur;
d) Burchakni 1:4 nisbatda bo'luvchi nur.
4. Uchinchl 10 gri chizigga paralied oo'igan 2 w'gn thizig
o'zaro ... bo'ladi.
a) parallel;
b) perpendikuliyar;
d) ayqash.
5. Uchburchak ichki burchaklarining yig'indisi necha gradus-
ga teng?
a) 290° b) 90° d) 180° ) 100°
6. Uchburchakning tashqi burchagi ... ga teng.
a) 0‘ziga qo'shni bo' Imagan jchki burchaklar yig“indisiga teng;
h) o*ziga go*shni burchakka;
d) 360° ga teng.
6. Agar to‘riburchakning diagonallari kesishsa va kesishish
nuqtasida teng ikkiga bo‘linsa, bu to‘riburchak ... bo'ladi.
a) ko'pburchak;
b} paralielogram;
d) trapetsiya,
e) teng yonli trapetsiya.
7. Ikkita garama -—qarshi tomonlarigina parallel bo‘lgan
to'rtburchak ... deyiladi.
a) kvadrat;
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b} to‘g‘ri to‘rtburchak;

d} parallelogramm;

e) trapetsiya.

8. Aylana uzunligi ... gateng.

a) R,

b) 2aR;

d) 2R;

e) nR.

9. Kubning barcha girralari yig‘indisi 96 sm ga teng.Uning
hajmini toping,.

a) 256 by 216 d) 384 ) 512

10. Bilta tekislikka perpendikulyar ikki to‘gri chiziq o‘zaro
.. bo'ladi.

a} perpendikulyar;

k) parallel;

d) avqash.

11. Paralcllopipedning garama-garshi tomeonlari ... .

a) paralel va teng;

b) perpendikulyar va teng;

d} teng va ayqash.

12. R (-3: 0) nugtaning koordinata boshi arroﬁda 90° ga
burganda hosil bo‘ladigan nugtaning koordinatalarini toping.

a) (3:0) b)Y (0:=3) dy(3:3 ) (03) £ (3 -3)

13. Har bir ichki burchagt  135° bo‘lgan gavarig
ko‘pburchakning nechta tomont bor ?

25 b6 d)8 el H 12

14. To‘rtburchakli muntazam piramida asosining tomoni 4
marta kattalashtirildi. Balandligi esa 4 marta kichiklashtiriidi.
Hosil bo‘lgan piramida hajmininig dastlabki piramida hajmiga
nisbatini toping.

a)l:16 bylée:l d1:l e)t:4 D4l

I5. Kub uchun nechta simmetriya tekisligi mavjud?

a)8 b)9 d)7 e 10 f 6

16. Kvadratning yuzi ... .

a) uning tomoni uzunligining kvadratiga teng;
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b) uning tomoni uzuntigining kubiga teng;

d) uning tomoni uzunliklari yigindisining yarmiga teng.

17. Agar to'gri to‘rtburchakning yuzi 48 sm asosi § sm
bo’lsa. uning bo‘yini toping.

a)9 bBI10 d) 6 e 8

18. Agar uchburchakning asosi 9 sm balandligi 15 sm bo'lsa,
yuzini toping,

a)y 67 b)675 dy76  e)70,5

19. Parallelogramning asosi 6 m va mos balandligi 7 sm bo‘lsa
uning yuzini toping.

40 by4s  d) 42 e) 36

20. Trapetsiyaning balandligi 5 m kichik asosi 6 sm va kaita
asosi kichik asosidan ikki yarim maria katla bo*lsa trapetsiyaning
yuzini toping.

ay372  by42 dy35 e) 38

21. 3 ta tomoniga ko*ra uchburchakning yuzini toping.

a=3, b=5, =6

a) 9 by {1 d) 10 e) 12

22. 0g'madeb... .

a) R to'g'ri chizigqa perpendikulyar kesmaga aytiadi:

b} R to’g'ri chizigga paralel bo‘lgan kesmaga aytiladi;

d) R to'g'ri chizigga perpendikulyar har gqanday chizigga
aytiladi;

¢) perpendikulyarning asosi bilan og‘maning ascsini tutash-
tiruvchi kesmaga aytiladi.

23. ABS uchburchakda A uchidagi tashqi burchagi 120° ga, S
uchidagi ichki burchak 80° ga teng. B uchidagi 1ashgi burchakni
toping.

a6 by150°  d) 130°  e)120° ) 140°

24. Uchburchakning birligi tomoni k (x >7) sm, ikkinchi
tomoni undar 4 sm gisqa. uchinchi tomoni esa birinchisidan 3
sm uzun. Shu uchburchakning perimetrini toping.

a) 3x-1  b)3x+4 d)3x-3  e)3x+7 1) 3x-4

25. Tkkita to‘gri chizigning kesishishidan hosil bo’lgan
qo‘shni burchaklar 6:7 nisbatda boisa, shu burchaklarni toping.
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a) 36°: 144° b) 75°: 105°  d) 42°:138° ¢) 38°:142°
) 85°:95¢

26. Bitta nuqtadan  tekislikka og‘ma va perpendikulyarniki 4
sm, og‘maning tekislikdagi proyeksiyasi necha sm?

ay 2 by 3 dy 25 e) | fy 3.5

Topshiriglar
l. Kompleks tekistikda
|z +16] = 4|z + 1| tenglamaning grafigini chizing. Bu
masala qaysi jihatiga ko'ra yuqoridagilardan biriga alogador?
2. “Sinuslar teoremasining natijasi”ni ishotlang. Agar bizga

tomonlari a, b, ¢ bo'lgan AABC berilgan bo‘lsa va R tashqi

. : I @ b [+ , .
chizilgan avlana radiusi bo‘lsa, —— = v = —— =2k ni
¢ StnA sin B sind

isbotlang.

hE VTS

5 \\‘ \“\ }-;; //
N
9,121 -rasm

Uchburchakning perimetri

u+ b t+ec—- 2R (Gin A+ sin B+ sin C)ga tengligini
ko‘rsating.

3. C aylana va p haqigiyv son berilgan, C ga nisbatan p kuchga
cga botizan barcha P nuqtaiqrning o‘rnini tasviriang.

4. P nugta, C aylana. 44 (aylananing diametri C aylanaga doir
P ning kuchi PA - PA". orqali berilishini ko‘rsating. (Eslatma:
Agar O nugla C aylananing markazi bo‘lsa,

PA= PO+ 0AvaPA = PO — OA ekanligini isbotlang.

5. (4B va fAC] chiziglar O markazli ayilananing vatarlari. X
va Ylar esa [48] va fAC] chiziqiarining markazlaridir. O, X, Y va
A nugqtalarni bitta aylanada bo-lishini isbotlang.
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6. Sinus uchun qo‘shimchas formuladan foydalaning agar
ABCD sikiik to‘rtburchak bo'lsa, keyin AC-BD=A8-DC+AD BC.

7. Agar ABCD siklik to‘rtburchak bo‘lsa a,b,c va d tomonlari
bilan birga. yuzasi K quyidagi formla bilan topilishini isbotlang.

K=\s(s —a)(s — b)(s ~ c)(s — d), buyerda s = (a +
b+c+dy2

8. 4. B va C nugtalar kollinear bo‘lsinva (4; B, C)(8; 4, C}
= —1. Yuqoridagi tenglikdan Oliin nisbatni chap tomonda musbat
bo‘lishini ko'rsating.

9. 4, B va C nuqtalari kollinear va 4 — A 8 C bolsin. 6-=3!
asosida 4, B, (' ofrin almashtirishlarning  mumkin bo‘lgan
qiymatlari 4; 8, C lar quyidagilarga tengligint ko'rsating:

1 1+4 A

A T T T TR

10, 4 B X va ¥ nugtalasi kollinear bo'lsin va kesishuvehd
nisbat quyidagi formula orgali hisoblanishni ko rsating

ABX, AX YB
[ vl= AY 'XB

Agar garmonik nisbat /4, B, X. Y] = -1 bo'lsa,uholdad. B X
va Y kollinear nuqtalar ckanligini ko‘rsating.

11. 4, B X va Y kolinear nuqtalar uchun quyidagilarni
ko‘rsating

[AB; X, Y]=[X Y;A B =B 4; Y, X] =Y, X; B, A].

Xulosa qiiing 4/=24 asosida 4 B X va Y larmi o‘rin
almashtirishlari kesishuvchi nisbatida

6 xil giymatlariga ega.

12. 4, B X va Y kollinear nugtalar va Ai=f4, B, X Y]
bo‘lsin. 4 factorial ostida 4, B X va Y o‘rin almashiirishlar

kesishuvchi munosabatlarning tasodifiy qiymatlari
quyidagichaligini ko’ rsating

) o i A-1

., .,1 — T

1-4"A-1"A-1" A
13. Agard, B, Xvat l"uqtal’ﬁ‘ garmonik nisbatda bo‘lsa, o'rin

almashtirishlar ostida kesishuvchi munosabatlaming  tasodifiy
giymatlari nechta bo*lishi mumkin?
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14. A va B berilgan nugtalar bo'Isin.

(a) {M | MP — 3 M(}} nugtalarning geometrik o'rni aylana
ckanligini ko‘rsating.

{b) {a) da ko'‘rsatilganday (4B)ni bo‘luvchi X va ¥ nuqtalar
berilgan bo'lsin. 4, B, X wva VY nuqtalar garmonik nisbatda
bolishini ko rsating.

15. Agar f4, B: X, Y]=] bo'lsa, A=B yokit X=V bo*lishini
ko'rsating.

16. Ikkita haqigiy a va b sonlar uchun o'rta garmonik sont
zi% bo'yicha topiladi. 4, B. Y va ¥ nuglalar garmonik nisbatda
bo‘lishini tasavvar gilamiz. AX va 4V larni o*rta garmonik soni
ADB ga tengligini ko*rsating.

XN

al oog leo s
v !
NS
T

i

9.122-rasm
17. Quyida diagrammada ( markazli va XZ dijametrli
varimaylana  ko‘rsatilgan. /P¥] kesma [XZ] kesmaga
perpendikulyar va fQY] kesma [OP/ kesmaga perpendikulyar
bo'lsin, POQXY va YZ larning  o'rta garmonik soni bo'lishini
ko'rsating.

9.123-rasm
18. AXYZ ning to‘gqiz-nuqta aylananing markazi ekanligini
isbotlash.
19. Yugoridagi diagrammada to‘qqiz nuqia aylananing
rmarkazi o'rta nugtasida yotadi /NO/, N nuqta AABC o'rta
markazining qayerida joylashgan.
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20. Uchburchak ABC, D bu [BC] markaziy nuqtasi va E [AC]
yogilgan AF: EC=1: 2. & bu {BE/[ va [A[)] keshishgan nuqtasini
toping AG:GD va BG:GE.

21. Uchburchak ABC, D nuqgtasi AD chizig'ida, AD=3 va DB
= 2. E nuqtast [BC] chizig'ida BE=3, EC—4 FF FA nisbatint
hisoblab bering.

22. To‘riburchak ABCD. E, I, (¢ va H triseksiya nugtalari shu
AAB] [BCJ. [CD], chizilar uchun. D4 chizig’y 4, (' va A
yaginrod. EFGH parallelogramligi ko‘rsatib bering. (Diagonallar
bir-birga bisektrisaligi ko rsatib bering)

23. fAD] ABC uchburchakning bir balandligi, £B-=45- va
£C=060° bo'lsin. F nuqtasi JA('] chizig'ida shunday joviashgan.
|BF] £ Bning bisektrissasidir. £ nuqtasi f40] va fBF] chiziglarni
keshishdan nuqtasida joylashgan bo'lsa, AE:ED va BEEF
hisoblab bering,

24, Uchburchak ABC da D JBC] chizig'idagi nuqta, CD—2 va
DB= 5 Fouqta fAC] chizigfida, CE=1 va F4—3, AB=8 va fAD]
bilan /BE] P nugtasida keshisadl. £ va R nugtalar 4B} chisigida
joylashgan, shundayki, /PQ] parallel [CAJ va [PR] parallel [/CB/.
FPOR uchburchak yuzini ABC uchburchak yuziga nisbatiai oping.

25, Uchburchak AB8Cda, E nuqtasi fAC] chizigida va
AE:EC=1:2, F nuqtasi [BC] chizig'ida va BF-FC~2:1, GG nugias
[EF] chizigtida va EG:GF=]:2. Nihovat, faras qilingki D nuqtasi
AB chizigrida va C, D, collinear. CG:G 2 va 40 DB ni toping

26. Berilgan g, h, ¢ tomonlari bo'yicha uchburchak yasang
aya=2smb=3smc=4sm
bya=3smb=4smc=5sm

Qa=4smb=5s5smc=6sm

dya=2smb=4smc=5sm

27. Berilgan radiusi bo'yicha berilgan ikki nuqgtadan o‘tuvchi
aylana yasang.

28. ABC uchburchak berilgan. Unga teng boshqa bir ABD
uchburchak yasang.

29. 1kki tomoni va tashqi chizilgan aylananing radiusi bo‘yicha
uchburchak yasang.
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30. Quyidagi ma’ lumotlarga ko‘ra ABC uchburchakni yasang:
1) Ikki tomeui va ular orasidagi burchakka ko'ra:
a) AB=5sm,AC = 6sm,2A = 40°
b) AR =3 sm,AC = 55sm, LA = 70°
2) Bir tomoni va unga yopishgan burchaklari bo‘yicha:
a) AB = 6sm, A = 30° 4B =50°
b) AE = 4 sm, LA = 45° 4B = 60°

31. Ykki tomoni va bu tomonlardan kattasi qarshisida yotuvchi

burchagi bo*vicha uchburchak yasang:

a)a=6smb=4smca=70
bya=4smb=>5sm, 28 =100°
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X BOB. MIQDGOGRLAR VA ULARNE O‘LCHASH

10.1. Migdor tushunchasi va uning turlari. Skalyar
miqdorlarning asosiy xossalari. Migdorlarni o‘lchash
tushunchasi

Matematikaning turmushga tadbiqi ko'pchilik hollarda ikkita
masalaga olib keladi: chekli to’plam elementlarni sanash, migdor-
larni oflchash. Biz miqdorlarni o°lchashga to'xtalamiz. Bizga
ma’lumki migdorlar bilan o‘quvchilarni boshlang‘ich sinflarda
tanishtiriladi va ular uzunlik, yuz. tezlik, narx. hajm kabi
miqdorlar to°g‘risida tassavvurlarga ega.

Migdorlar anig obyeki yoki hodisalarning mahsus xossalaridir.

Masalan, narsalarning vraligga ega bo‘lish xossasi uzunlik
deviladi. Narsa. buyumlar oraliglari to'g'risida so’z ketganda
uzuntik so‘zini ishiatamiz va bu migdorfarni bir jinsli deymiz. Bir
jinsli migdorlar biror to‘plam elementlarini ayni bir xossasini
ifodalaydi. Turli jinsli miqdorlar esa obyektlarning turli xos-
salarini ifodalaydi.

Masalan, vzunlik, yuz, massa — turli jins miqdorlar.

Migdorlar quyidagi xossalarga ega:

1. Har ganday bir jinsh ikki migdor taqqoslangach, bir jinsli
migdorlar uchun «katta», «kichik» va «teng» munosabatlari
o‘rinli. Bir jinsli @ va b miqdorlar uchun quyidagi muno-
sobatlardan birio'rinlia > b, a < b,a = b;

Masalan, uchburchak ikki tomoni uzunligining yig‘indisi,
uchunchi tomoni uzunligidan katta; to*g'ri burchakli uchburchak
istalgan katetining uzunligi gipotenuzasi wzunligidan kichik;
parallelogramin qarama-qgarshi tornonlari uzunbiklari teng.

2. Bir iinsli migdorlarnt go‘shish mumkin, go‘shish natijasida
yana bir jinsli miqdor host bo'ladi. Boshqacha aytganda ava b
bir jinsli miqdorlar uchun a + b migdor bir jinshi aniqlanadi va u
a va b miqdorlarning yig'indisi deyiladi. Masalan. a —
AB kesmaning, b — BC kesmaning uzunligi bo’lsa, u holda AC
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kesmaning uzunligi AB va BC kesmalar uzunliklarining yig‘in-
disiga teng bo*ladi (10.1-rasm).
A, B ¢

10.1-rasm
3. Migdor haqigiy songa ko‘paytiriladi, natijada shu jinsli
migdor hosil bo'ladi. Boshgacha aytganda, har ganday a migdor
va har qanday nomanfly hagiqiy son uchun yagona b =x-a
miqdor mavijud: b migdor a migdorni x songa ko'paytirish
deyiladi. Masalan, AR kesmani a uzunligini x=3 ko-paytiriisa.
vangi AC kesmaning 3a uzunligi hosil bo‘ladi {10.2-rasm).

A g B8 A 3a

'
Ls L] T
10.2-rasm

1o

4. Bir jinsli miqdorlar ayirilads, bu yerda migdorlar ayirmasi
migdorlar yigiindisi orgali aniqlanadi: @ va b migdorlarning
ayirmasi deb, shunday ¢ miqdorga aytiladiki, uning uchun
a = b + ¢ tenglik o'rinlt bo‘ladi.

Masalan, @ — AC  kesmaning, b — AB kesmaning uzunligi
bo'lsa, BC kesmaning uzunligi AC va AB  kesmalar
uzunliklarining ayirmasiga teng bo*tadi (10.3-rasm).

A | B | ¢

el
P ]

-

10.3-rasm

5. Bir jinsli migdoriar bo‘linadi, bunda bo‘linma bir jinsli
miqdorlarni songa ko‘paytmasi orqali aniglanadi. Bir jinsli a va b
migdorfarning bolinmasi deb. shunday x nomanfiy haqiqiy songa
ayliladiki. uning uchun a = x - b tenglik o‘rinli boladi. x son
a va b migdorlarning nisbati deyiladi va -E= x ko‘rinishida
voziladi.

Masalan. AC kesma uzunligining AB kesma uzunhglga nisbati
3 ga teng (10.4-rasm) -
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10.4-rasm

Skalyar miqdorlarning asosiy xossalari. Miqgdorlarni
o‘lchash tushunchasi. Migdorlarni taqgoslash bilan ularni teng
emasligini aniqlashimiz mumkin. Ammo taggoslash yo'li bilan
aniq mnatijaga ega bo'linmaydi, shuning uchun migdorlarni
o‘lchash zarur. Migdorlarni o‘lchash natijasida ma’lum sonli
qiymatga ega bo‘linadi.

i-ta’rif. Agar a miqdor bertlgan va e migdor birligi ianlab
olingan bo‘lsa, u holda a miqdorni o‘lchash natijasida shunday
X hagiqiy son topildiki. uning uchun a = x e bo'ladi. Bu x
soni @ migdorning e migdor birligida sonli giymati deyiladi. Bu
a’rif simvolik ravishda quyidagicha yosiladi:

x = my(a)

Ta’rifea asosan istaigan miqdorni biror son bilan shu migdor
birligining ko’ paytmasi shaklida tasvirlash rmumkin.

Masalan, 15 sm = 15-1sm,25 kg = 25-1 kg, Migdor va
migdorni songa ko'paytirish ta’rifidan foydalanib migdorning bir
birligidan boshqasiga otishni ko*rsatish mumkin.

Masalan, -_f: kg ni grammlarda ifodalash mumkin. %kg :é-
1kg va 1kg = 1000gbo‘igani uchun i—kg = 2 1000g = E?—O =
666'—:-‘9. Shuning bian birga miqdorlar ham jkki xil bo‘lishini
eslatib o'tish kifoya.

2-ta’rif. Bitta sonli giymat bilan to'la aniglanadigan migdorlar
skalyar migdorlar deyiladi.

Bunga uzunlik, yuz, hajm, massa misol bo*la oladi.

3-ta’rif. Son ¢iymati va yo'nalishi bilan to*la aniqlanadigan
migdorlar vektor migdorlar deyiladi.

Bunga tezlik, kuch, tezlanish, maydon kuchlanganligi kabilarni
ko rsatish mumkin.

Biz musbat skalyar miqdoriarni qaraymiz. Skalyar miqdorlar

quyidagi xossalarga ega:
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1) Agar ¢ va b migdoriar ¢ migdor birligida o‘lchangan bo‘lsa,
a va b migdorlar orasidagi munoesabat ularni sonli giymatlari
orasidagi munosobat kabi bo*ladi.

a=he m,(a) =m,(b)
a > b e myla) > m.(b)
a < bemla) <m,(b)

Masatan, apgar ikki kesma uzunligi AB =8sm,CD =5 sm
bo‘lsa, u hoida AB kesma uzunligini CD kesma vzunligidan katta
deymiz, chunki 8 > 5:

2} Agar a va b migdorlar e migdor birligida o‘lchangan bo‘lsa,
u holda a + b yig'indining senli giymatini topish uchun @ va b
miqdoriarning sonli giymatlarini qo-shish yetarli.

atb=ce m(a+b)=mla)+m,(dh)

Masaizn, @« = 15m, b =8m bo'lsa, a+b =15m+8m =
(8+15)m=123m

3) Agar a va b migdorlar uchun b = xa tenglik o'rinli bo‘lsa
(a kattalik e kattalik birligida o*lchangan, x - musbat haqiqiy son),
u holda & migdorning sonli givmatini e birligida topish uchun
A sonini me(a) soniga ko' paytirish yetarlik.

Masalan, agar b ning massasi a ning massasidan 5 marta Katta,
vanib=5avaa=2kgbo'lsa,uholdab=5-a=5(2kg) =
(5-2)kg = 10 kg boladi.

O*z-0‘zint tekshirish uchun savollar

Migdorlar deganda nimani tushunasiz?
Miqgdorlar ganday xossalarga ega?
Bir jinsli. turli jinsh migdorlarni tushuntiring.
Miqdorning sonhi giymatiga ta’rif bering.
Skalyar va vektor miqdorlarga ta’rif bering.

6. Miqdoriar yig'indisiga va migdorm scnga ko‘paytirishga
ta’rif herib, micollar vordamida tushuntiring.

pw-mwmﬂ

16.2. Kesma nzunligi va uning asosiy xossalari

Ta’rif. Kesma uzunligi deb, ixtiyoriy kesma uchun quyida-
gicha aniglangan musbat migdorga aytiladi:
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a) teng kesmalar teng uzuniikka ega:

b) agar kesma chekli sondagi kesmalardan iborat bo*lsa, uning
uzunligi bu kesmalar uzunliklarining vig‘indisiga teng.

Kesma uzunligi quyidagi xossalarga ega:

1) Tanlab olingan uzunlik birligida har ganday kesmaning
uzunligi musbat hagiqiv son bilan ifodalanadi va har bir musbat
hagigiy son uchun uzunligi shu son bilan ifodalangan kesma
mavijud.

Hagiqatan bu xossani to‘g'riligini isbotlash uchun kesmalar
to'plamidan birorta e kesma tanlab olamiz va uni uzunlik birligi
uchun gabul gilamiz. a kesmada uning oxirlaridan biridan birin-
ketin ¢ ga leng kesmalar go*yamiz. Agar ¢ ga fteng kesmalar n
marta go‘yilgan bo'lsa va oxirgisining uchi a kesma uchi bilan
ustma-ust tushsa, a kesma uzuniigining giymati n natural songa
teng deyiladi va bunday voziladi: a =ne. Agar e ga teng

kesmalar n marta qo‘yilganda yana ¢ kesmadan kichik kesma
ortib golgan bo'isa, bu kesmaga e, =f§e ga tong kesmalar
qo'yamiz.

Agar ular to‘laligicha n marta joylashsa, a = n, n,e bo‘ladi va
a kesma uzunligining giymati chekii o'nli kasr bo‘ladi. Agar

e, kesma n, marta qo“yilib, yana ¢, dan kichik kesma ortib qolsa,
';:;-6(3 ga teng kesmalar qo’yiladi.

Agar bu jarayonni cheksiz marta davom ettirsak, a kesma
uzunligining qiymati cheksiz o'nli kasr bo‘ladi. Shunday gilib,
tanlab olingan birlikda har qanday kesmaning uzunligi musbat
haqiqiy son bilan ifodalanadi. Teskarist ham to'g'ri: agar musbat
hagigiy son n,74,71,,... berilgan bo'lsa, uning tagribiy giymatini
ma’lum aniglikda olib va bu son yozuvidagi vasashlarni bajarsak,
uzunligining son giymati n,7n,,n,... kasr bo'lgan kesma hosil
qilamiz,

Bu bilan biz kesmalar uzunliklarining asosiy xossalaridan
birini isbotladik. (Keyingi xossalarni isbotlashda kesmalar
uzunbklari  bir xil wzunlik birligi bilan o'lchanadi deb
hisoblaymiz).

unga e, =
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2) Agar ikkila kesma teng bo‘lsa ular uzunliklarining son
giymatlari ham teng bo‘ladi, va aksincha: agar ikkita kesma
uzunligining son giymatlari teng bo*lsa, kesmalarning o‘zlari ham
teng bo'ladiza = b @ m,(a) = m.(b) hagiqatan, agar kesmalar
teng bolsa, ular uzunliklarini o' ichashda e ga teng birlik kesmami
va uning ulushini bir xil son marta qo‘yamiz, demak, teng
kesmalar vzunliklarining qitymati bir xil bo*ladi.

Aksincha: agar ikkita kesma uzunliklarining son qiymatlari
teng bo’lsa, ular teng kesmalarni yasash jarayonini ifadalaydi.

3) Agar berilgan kesma bir nechta kesmaning vig“indisi bo‘lsa,
uning uzunligint son qiymati bu kesmalar uzunliklari son
(iymatlarining vig“indisiga teng bo*ladi: agar kesma uzunligining
son giymati bir nechta kesma uvzunliklarining son (iymatlari
vigfindisiga teng bo'lsa, kesmaning o'zi bu kesmalar yvig‘indisiga
teng bo'ladi:

c=atbemc)tmya) t m,b) « va b kesmalar
uzunliklari,

r o

~va % - lar mos ravishda ularning son qiymatlari ya’ni ¢ = e,
n

= e bo'kin.

a + b yig‘indining giymatini hosil qilish uchun ie gateng p1a
kesma qo‘yamiz, keyin yana shunday kesmalardan q tasini
qu'yamiz. Natijada berilgan kesmalar yig‘indisimng uzunligi
E + % son bilan ifodaianishini topamiz.

atb=pletqie=Le+te=(E+2)e Aksincha 2+ 2

n n b d n n 1] 3 n
yig indi %e gitsmni p | g marta qo*shishni bildiradi, ya’ni
! 1 1 r q ] . .

(p +tql-e=p-etq-e=~e+_e=a+ b kesmani hosil
gilamiz.

Demak. agar kesmalar uzanlikiarint son qiymatlari go‘shilsa,
ularga mos kesmalar ham go’shilar ekan.

4y Agar a va b kesmalar uvzunliklari b = xa munosabatni
ganoatlanitirsa (bunda x - musbat haqiqiy son), b kesmaning
e birlikdagi vzunligini topish uchun x sonni e birlikda o‘lchangan
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a kesmaning son giymatiga ko‘paytivish yetarli.
b=xaemMB)=x-m(a)b=xavaa= %e bo*Isin,

U holda, b =x -Ee = (x-z) e, ya'ni my(b) = x-m.(a)}.
x % ko‘payima e kesmani x -E marta go‘shish kerakligini
bildiradi, ya'ni (x-S)e=x-Le = xa = b.

5) Uzunlik birligini almashtirganda yangi uzunlik birligi eski
uzunlik birligidan necha marta kichik (katta) bo’lsa, uzuniikning
son giymati shuncha marta ortadi (kamayadi). lkkita uzuntik
birligi e va e; mavjud bo'lsin va e; = ke, ya'ni yangi uzuntik e
birhilcda % qiymatiga ega bo‘lsa, ya'nia = %e bo‘lsa. shu a kesma

uzunligi e, birlikdagi son giymati kmarta kamayadi: a = %e E.

fl

n
~g =-—g, "7-3; son  esa % sondan k marta kichik. Kesmalar
uzunliklarining isbotlangan xossalaridan yana quyidagilar kelib
chigadi:

aya > b e m,(a) >m.(b)

Pc=a—bem () =m.(a) —m.(b)

Vix=a:b e=x=m,(a):m,(b)

O‘z~0‘zini tekshirish uchun savollar
1. Kesma uzunligi deb gqanday migdorga aytiladi?
2. Kesma uzuntigi ganday xossalarga ega?
3. Uzunlik birligini almashtirganda kesma wuzunligi son
qiymatini o‘zgarishini tushuntirib bering.

10.3. Figuralarning yuzi. Figuralar yuzini o‘lchash usullari

Har bir talaba maktabgacha ta’lim muassasasidan boshlab,
liguraning yuzi haqgida tushunchaga ega. Ular xonaning yuzi, yer
uchastkasining yuzi, bo‘yash lozim bo‘lgan pol sirt yuzi kabilar
boshqalar hagida eshitganiar va biladilar. Biz yer uchastkalari bir
xil bo‘lsa, ularning yuzalari tengligini; katta uchastkaning yuzi
katta bo‘lishini; uysing yuzi undagi xonalar yuzalarining
yigindisiga tengligini bilamiz.
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Geometrik figuralar turlicha tuzilganligi uchun yuz haqida
gapirganda figuralaning alohida sinflari farq gilinadi.

Masalan, ko‘pburchak va chiegaralangan qavariq figuralar yuzi,
doira yuzi yoki aylanma jismlarinmg sirtlari sinflarini qarash
mumkin. Biz fagat ko‘pburchak va chegaralangan yassi qavarig
figuralar vuzlari boshga Giguralardan tuzilgan bo®lishi mumkin.

10.5-rasmda tasivrlangan F figura F,, F,, F;va F, figuralardan
tuzilgan, bu figura £, F,, F;, F, figuraning birlashmasidan iborat
va berilgan har qanday tkkita figura umumiy ichki nuqtaga cga
emas.

Ta’rif. Figuraning yuzi deb har bir figura uchun quyidagicha
anigqlangan nomanfiy migqdorga aytiladi:

10.5-rasm 10.6-rasm

1} teay (guralar teng yuzalarga ega;

2) agar figura chekli sondagi figuralardan tuziigan bo‘lsa,
uning yuzi bu figuralar yuzalarining vig‘indisiga teng.

Ta'rifdan ko' rinadiki. youza 12'nfh kesma vzunligimng ta’mfiza
o‘xshash. Yuz ham uzunlik tavsiflangan xossalar bifan tavsiflan-
ganini, ammeo ular torli to'plamlarda: uzunlik-kesmalar top-
lamida, yuz-yassi figuratar 1o‘plamida berilganini ko‘ramiz.
F figuraning yuzini S(F) bilan belgilashni shartlashib olamiz.

Figuraning yuzini o‘lchash uchun yuz birligiga ¢ga bo‘lish
kerak. Odatda yuz birligt uchun tomoni birlik kesma e ga, ya’ni
uzunlik birligi uchun tanlanib olingan kesmaga teng bo‘lgan
kvadrat yuzi olinadi. Tomoni e bo*lgan kvadratning yuzi e? bilan
helgilanadi.

Masalan, birlik kvadrat tomonining uzunligi sm bo‘lsa, uning
yuzi sm’ bo‘ladi. Yuzni o‘lchash berilgan figura yuzini birtik
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kvadrat yuzi e® bilan taqgoslashdan iborat. Bu tagqoslashning
natijasi S(F) = xe® ni ganoatlantiruvchi x sondan iborat. x son
tanlab olingan birlikda yuzning son giymaii deyiladi. Masalan.
agar yuz birligi sm? bo‘lsa, u holda 10.6-rasmda keltirilgan
figuraning yuzi 4 sm? ga teng bo‘ladi.

Figuralarning yuzlarini o‘lchashning quyidagi usullarini ko‘rib
o‘tamiz.

1. Yuzni paletka yordamida o'lchash (paletka — shaffof mate-
rialga chizilgan kvadratlar to'ri). Yuzi o'lchanayotgan F figura
ustiga tomoni g bo‘lgan kvadratlar to'ri tashlangan bolsin (10.7-
rasim). U holda bu figuraga nisbatan Kvadratlarning ikki turini
ko‘rsatish mumkin:

a) butunlay F figura ichida votadigan kvadratlar;

b) bir qismi F figura ichida, bir qgismi uning tashqarisida
yotadigan va figura konturi orgali o'tadigan kvadratlar.

AN

i

L
o 0 I TER i—puiee i
I . il 4
] T ‘
' o

o 1(7).17~rasm

Birinchi tr kvadratlar m ta, ikkinchi tur kvadratlar n ta
bo‘lsin. U holda, F figuraning yuzi me® < S(F) < (m + n)e?
shartni qanoatlantiradi. m — S(F) ning kami bilan olingan, m + n
ortig'i bilan olingan tagribiy giymati. Bundan ko‘rinadiki, paletka
yordamida F figuraning yuzini katta aniglikda o‘lchay olmaymiz.
Anigrog natija olish uchun paletka kvadratlarint maydarog gilish
kerak, buning uchun dastlabki kvadratlarni maydaroq kvadrat-
larga bolish kerak,

Masalan, tomoni e; = ;%e bo‘lgan kvadratlar to‘rini yasash
mumkin. Natijada F figura yuzining Kattaroq aniglikdagi boshqa
tagribiy giymatini hosil gilamiz. Bu jarayonmi davom ettirish
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mumkin. Quyidagicha savol tug’iladi: o'lchashning kami bilan
olingan har ganday tagribiy qiymatidan katta va ortig'i bilan
olingan har qanday tagribly giymatidan kichik bo‘*lgan hamda
o‘lchanayolgan yuzning aniq son givmati bo‘la oladigan haqiqiy
son mavjudmi? Matematikada yuzning tanlab olingan birligida
har ganday yuz uchun bunday sonning mavjudligi va uning
vagonaligi, yuz ta'rifida ko‘rsatilgan birinchi hamda ikkinchi
xossalarini qanoatlantirishi isbotlangan.

Paletka vyordamida figuralarning yuzini oflchash  usulini
go‘llash ancha noqulay. chunki. v juda ko'p vaqt talab qiladi.
shuning uchun uncha katta bo'lmagan figuralarning yuzigina
palcika yordamida topiladi.

Figuralarning  yuzi figuralarga tegishii bo‘lgan  {omonlar,
balandliklar va boshqa kesmalarni o*lchash bilan topila boshlandi.

Masalan, to‘s‘ri to‘rtburchak yuzining son qiymatini topish
uchun uning tomonlart vzunliklarining son qiymatlan ko‘pay-
tiriladi. Bu yuz ta'rifi va uni o’lchash mohiyatidan yuzlarni
tayqoslashning hamda vlar ustida amallar bajarishring ma’lum
goidalari kelib chigadi. Ulardan ba’zilarini ko‘rib chigamiz.

a) Agar (iguralar teng bo'lsa, u holda ular yuzlarining son
giymatlari teng bo‘ladi (bir xil yuz birligida). Yuzlari tong bo*lgan
figuralar teng yuzli (tengdosh) figuralar deyiladi.

Masalan, 10.8-rasmdagi to'g'ri to‘rtburchak va uchburchak
teng yuzli figuralardir.

10.8-rasm
by Agar F figura #,F,, .., £, figuralardan tuzilgan bo‘lsa,
F figura yuzining son giymati Fy, F,, ..., E, figuralar yuzlari son
qiymatlari yig*indisiga teng bo‘ladi (bir xil yuz birligida).
Masalan, 10.9-rasmda tasvirlangan F {iguraning yuzini topay-
lik. Bu figurani ikkita Fyve F, to‘g'ri to‘rtburchakdan tuzilgan
deb qarash mumkin (£ to‘g'ri chiziq F figurani bunday shaklga
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ajratgan). U holda S(F) = S(F,) + S(F,) = 3sm - 1sm + 3sm-
4sm = 3sm? + 12sm*? = (3 + 12)sm* = 15sm?>.

v} Yuz birligini almashtirganda vangi birlik eski birliklardan
gancha kichik (katta) bo‘lsa. yuzining son qiymati shuncha marta
ortadi (kamayadi).

il R 4 y )
10.9-rasm 10.183-rasm

Masalan, 5 sm® ni kvadrat detsimetriarda ifodalaylik.
Ma'lumki, 1sm? = 0,01dm? demak, Ssm? =5 -1sm?*=75"
(0,01dm*) = (5 0,01)dm? = 0,05 dm?.

Boshiang'ich sinfiarda o*quvchilar figuralarning vuzlari haqi-
dagi dastlabki tushunchalar bilan tanishadilar. Figuraning yuwi
haqidagi tasavvur figuralarni taqqoslash asosida vujudga keladi:
kvadrat doira ichida yotgani uchun uning yuzi doiraning yuzidan
kichik, doiraning yuzi kvadratning yuzidan katta (10.10-rasm).

O‘quvchilar figuralar yuzlarini paletka yordamida o‘lchash
bilan tanishadilar. Aytaylik, m — Ffigura ichida butunlay yotgan
kvadratlar soni, n — F figura konturi o‘tadigan kvadratlar som
bo‘lsin. U holda me? < S(F) < (m+ n)e? Ffigura yuzining
taqribiy giymatini topish uchun yuzning qiymatlarini qo*shish va
bu yig'indini teng 2 ga bo'lish yetarli: S(F) = M) o

Shakl almashtirishdun keyin topamiz:

” m+(m+n) 5 2min o2

S(F) ~ ———¢° = e‘=(m+ )e

Oxirgi ifoda F figura yuzining tdqubiy qiymati F figuraning
ichida butunlay yotadigan kvadratlar soni bilan shu figura konturi
otadigan kvadratlar soni yarmining vig'indisiga tengligini
bildiradi.

2. Figuraning yuzlari aniq integral yordamida ham toplladl {bu
usul boshlangich sinflarda qo*lanilmaydi).
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Masalan, yuqoridan y = f(x) funksiya grafigi, chapdan x = a
o‘ngdan x = b ordinatalar, pastdan {ox) abssissa o’qi bilan
chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning yuzi § = f:f (x)dx
aniq integral bilan hisoblanadi (bunda y = f(x) funksiva musbat
L4, b] kesmada uzluksiz, 10.11-rasm ).

A
‘ )
Eal
T
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il
igi
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| Hin
Z1 Pty x'es:"t) >

(0.11-rasm

To'g ri to‘rtburchak va bushga figuralarning yuzini topish.
Yuzalarni ofichash mavzusida to'g‘ri to‘rtbucchakning  yuzi
S = ab formula bilan hisoblanishini ko‘rsatgan edik. Endi ba’zi
sodda figuralarning vuzlarini topishni ko‘ramiz.

B »
/
;
/
/
¢ E I
10,12-rasm 19.13-tasm 10.74-rasm

Parallelogrammning yuzi. ABCD beriigan parallelogramm
bo‘isin (10.12-rasm). Parallelogramm to*g*ri to‘rtburchak bo*Ima-
ganidan, uning burchaklaridan bir o°tkir burchak bo'ladi,
Masalan, 4 yoki B o‘tkir burchak bo'lsin. Aytaylik B o‘tkir
burchak bo'lsin. B uchidan DC tog'ri chizigga BE perpen-
dikulyar o‘tkazamiz. U holda ABED trapetsivaning yuzi ABCD
paralcliogramm bilan SCE uchburchak yuzining yig'indisiga teng
bo'iadi. 4 uchidan DC to'g'ri chiziqga AF perpendikulyar
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tushiramiz. ) holda ABED trapetsiyaning yuzi ABEF to'g'ri
to‘rtburchakning yuzi bilan ADF uchburchak yuzining yig'in-
disiga teng bo‘ladi. To g ri burchakli ADF va BCK uchburchaklar
teng, demak, ularning yuzlari teng. Bundan esa ABCD paral-
lelogrammning yuzi ABEF to‘rtburchakning wuziga, va'ni
AB * AF ga teng degan natija chiqadi. AF esa parallelogram-
mning balandligi. S,,0p = AB = AF.

Demak, parallelogrammning yuzi uning tomonini shu tomonga
tushirilgan balandligiga ko‘pavtirilganiga teng.

1-masala. Agar paraliclogrammning tomonlari 2m va 3m,
burchaklaridan biri csa 70° ga teng bo‘lsa, uning yuzini toping
(10.13-rasm).

Ber: AB = D =3m
AD =BC =2m

ZADE = ZABC = 70°

Tl\ SABCD ;?
Yechish: AADE dan:

AE =2sin70 "

Sapcp = DC-AE =3 -2-5in70° = 6-5in70° =~ 6 -0,6397

= 5,64m?

Uchburchakaing yuzi. ABC uchburchak berilgan bo‘lsin. Bu
uchburchakni rasmda ko'rsatilganidek ABCD parallelogramga
to‘Idiramiz. Parallelogramaing yuzi ABC va BDC uchburchaklar
yuzlarining yig-indisiga teng. Bu uchburchaklar teng bo'lgani
uchun parallelogramning yuzi 4BC uchburchak vuzining ikkilan-
ganiga teng (10.15-rasm).

Parallelogrammmping AC tomoniga mos balandligi ABC
uchburchakning AC tomoniga o°tkazilgan balandligiga teng.
Demak, uchburchakning yuzi uning torgoni hilan shu tomonga
tushirilgan balandligi ko' paytmasining yarmiga teng:

SﬂABC =§'AC 'BE

E

A , o
— = 5{n70°;
AD
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2-masala. Tomonlari § sm va 4 sm bo'lgan uchburchakning
shu tomonlariga balandliklar o‘tkazilgan. & sm i tomonga
o‘tkazilgan balandlik 3 sm ga teng. 4 sm li tomonga o‘tkazilgan
balandlik qanchaga teng? (10.15-rasm)

F
B A
N
E
4 ;
£ ¢
10.15-rasm
Ber: AC = 8sm
AB = 4sm
Saasc =3+ AC - BE (1)
BE = 3sm
5= %AB - CF (2)
T TK.:CF=?
Yechish:
0. @ :;'“‘:”‘ _ ABZ-CF
crACBE_8°3_
o= = o= Ay
AB 4

Uchbuschak yuzini hisoblashning bu tformulasidan tashqari
quyidagi formulalari ham mavijud:

SaaBC =%bc sing (bunda @ - b va ¢ tlomonlar orasidagi
burchak).

Saape = \/rp(jp —a)(p—b)(p —c) (bunda a,b va ¢ lomonlar,
p-varim perimeir)

Trapetsiyaning yuzi, ABCD berilgan trapetsiya bo‘lsin AC
diagonaini  o'tkazamiz (10.16-rasm). AL  diagonal ABCD
trapetsiyani  tkkita 4BC va 4CD  uchburchakka ajratadi.
Trapetsiyaning yuzi shu uchburchaklar veziarining vyig‘indisiga
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teng. Uchburchaklarni mos ravishda 4EF va CF balandliklarini
o‘tkazamiz. U holda

1

10.16-rasm

Spasc = 7AD" CF +2AD - CF =222 ¢F

Demak, trapetsiyaning yusi, uning asoslari yig'indisl yarmi
bilan balandligi ko*paytmasiga teng.

3- masala. Teng yonli trapetsivaning kalla asosy 44 m yon
tomoni /7 m va diagonali 39 . Shu (rapetsiyaning yuzini toping?
(101 7-rasm)

10.17-rasm

Ber: AD =44 m

AB=CD =17m

AC =39m

TK: Spupen=?
Yechish: Belgilashlar kiritamiz.

ED =x; AF =44 —x: CE=h
1) x ni topamiz: AACE va ACDE lardan: AC? = AE? +
CE?; CD* = ED? + CE?
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39 =44 -3 +h*) =39~ (44 —x)? =17" —x* = 88x
= 704 = x = 8(m)
178 = x* +h*
2) b ni topamiz: h? = 17?2 —x? = 225 = h = 15(m)
3) BC ni topamiz: BC=AD-2[D=44-16=28(m)

4) Sapen = m - b= T 15 = 540(m?);

Trapetsivaning yuzini quyidagi formula bilan ham topish
mumkin

S=FEF-h (bunda EF - trapeisivaning o'rta chizig'i,
h-balandlik.

Rombning yuzi. ABCD berilgan romb bo'lsin. (10.]18-rasm).
AC va DB diagonallarini o‘tharzamiz. AB8CD rombni ADE va DBC
uchburchaklarga ajratamiz. ABCD rombning yuzi ADB va DBC
uchburchaklar yuzlarining yig‘indisiga teng. 40 va OC bu
uchburchaklartiing balandliklari. U holda

Saapc = %DB AG; A

Sasape = %DB L0C;
SAABc:T:'DB‘AO +%DB-0C= o L

%DB(AO +0C) = -;_DB - AC.

g

10.18-rasm

DB, AC rombning diagonablari. Demak, rombning yuzi uning
diagonallari ko*paytmasining yarmiga teng ekan,

4-masala. Balandligi /0 sm, o‘tkir burchagi esa 30° ga teng
bo‘lgan rombning yuzini toping (10.19-
rasm).

Berilgan: .

£ ABC=30"

CE = h=10sm
Tk Spapc=?

10.19-rasm
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Yechish:
10

5= 1 = 20sm

DABECdan —- = sin 30° BC =

simn 30°
2
Demak, AB=BC=CD=DA=20 sm
2) Sppc = 3AB - EC = %20 .10 = 100sm?
3) Sapce = 2 Sage = 2100 = 200sm?

O*z-0‘zini tekshirish uchun savoliar
1. Qanday miqdorga figuraning yuzi deyiladi?
2. Figuraning yuzini o*Ilchashning vsullarini tushuntiring.
3. Igura wuzmi paletka yordamida o'lchaganda yuzani
hisoblash formulasini keltirib chiqaring.

10.4. Jismning hajmi va uni o‘lchash

Biz turmushda shofyor mashinaga 65 kg suyuq gaz yoki 50/
benzin quygan yoki idishning hajmi 28 kub dm ga teng ekan
degan gaplarni eshitamiz. Bu birlikiar esa idishning hajmini
bildiradi. Tkkita idish suyuqlik bilan to‘ldirilgan bo‘lsin {i0.20-
rasm). Ularning birinchisini mkg, ikkinchisini csa nkg suyuqlik
bilan to*ldirish mumkin.

10.20-rasm

Bunda 13 sont birinchi idish ikkinchi idishdan necha marta
katta ekanini ko‘rsatadi. Mana shu songa birinchi idishning hajmi
deyiladi. Bunda ikkinchi idish o' lchov birligi hisoblanadi.

Haym tushunchasining bu ta’rifdan uning quyidagi xossalarn
kelib chigadi:
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1) har bir idish ma’lum musbat hajmga ega;

2} teng idishlarni hajmlari teng;

3} agar bir idish ikki gismga ajralsa, u idishning hajmi gismlar
hajmlari yig‘indisiga teng.

Bu ta'rifga ko'ra jismni hajmini bilish uchun uni suyuqlik
bilan to*ldirish kerak bo‘ladi. Amalivotda esa buni teskarisini
qiiishga to*g ri keladi. Boshqacha aytganda, idishni suyuqlik bilan
to‘ldirmasdan, uni to‘ldirish wuchun zarur bo‘lgan suyuqlik
migdorint bilish talab gilinadi, Agar idish hajmi ma tlum bo'lsa,
idish hajmini birlik  bajmini to'ldirish uchun zarur bo‘lgan
suyuglik migdoriga ko‘paytirib, suyuqlik migdorini topgan bo‘lar
edik. Berilgan jismning hajmi qanday topiladi? Agar jismuoi chekli
miqdordagi tetroedriarga, ya'ni uch burchakli muntazam pira-
midalarga ajratish mumkin bo’lsa, bu jismni oddiy jism deb
ataladi. Oddiy jismlaming hajmini lisoblashda, hajmning
vuqoridagi xossalariga asoslaniladi, va'ni:

1} har bir oddiy jism berilgan o'ichov birligida ma’lum
hajmga ega;

2} teng jismlarning hajmlari teng;

3Y agar oddiy jism bir nechia oddiy jismga ajratilsa, bu
Jismning hajmi uning qismlar? bajmlrining yig'indisiga teng.

Oddiy jismlarni hajmlarini  hisoblashni jumladan, to‘g‘ri
burchakii parallelepipedning hajmini hisoblashdan boshlaymiz.

4 T
10.21-rasm

10.21-rasmda hajm o‘lchovi birligi bo‘lgan kub va hajmi
o'lchanishi  lozim bo'lgan to‘g'ri  burchakli parailelepiped
tasvirlangan. Kubning qirrasi uzunlik birligi bo'lib hizmat giladi.
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Avval parallelepipedning a. b, ¢ girralarining uzuntiklari chekli
o‘nli kasrlar bilan ifodalangan hamda verguldan keyingi xonalar
soni n dan ashmagan holni garab chigamiz. Kubning bitia uchidan
chiggan qirralarini 10" ta teng bo‘lakka ajratamiz va bo‘linish
nuqtalaridan bu girralarga perpendikular ickisliklar o*tkazamiz.
Bunda kub girralari ;01;1- ea teng bo'lgan 10°-10"10" =10"" ta
kichik kubga ajraladi. Kichik kubning hajmini topamiz. 1lajmning
xossasiga ko‘ra katta kubning haimi kichik kublar hajmlarning
vig'indisiga teng. Katta kubning hajmi birga tengligi, kichik

kublar soni esa 10°® ga tengligi uchun kichik kubning hajmi

gateng. —=a-10" —S~=5h-10" T =c-10"

Lo™ " 10" . .
sonlar butun sonlar bo'lgani uchun parallelepipedning

1037

1 . . . .
— ga teng bo‘lgan butun sondagi qismlarga ajratamiz.

a girrada ular a-10" ta, b girrada h-10" ta, ¢ qirrada ¢ 10" ta
bo‘ladi. Qirralarga perpendikular tekisliklar o‘tkazamiz. Bunda

qirralarini

biz parallelepipedning tomoni 1—3; bo‘igan kichik kublarga
ajratamiz.

Ularning soni al0™b10™c10"=abci0™ ga teng.

Parallelepipedning hajmi undagi kichik kublar hajmlarining
vig‘indisiga teng. Kichik kubning hajmi 1-0—13; ga, ularning soni esa
abc-10™  ga  tengligi uchun  parallelepipedning  hajmi

.1n3n. 1 3t
abc 10 oo gateng.

Endi a.b.c qirralardan kamida bittasi cheksiz o'nli kasr bilan
ifodalanadigan holni qgarab chigamiz. A sonining n ta o'nli
ragamiga kami bilan va ortig‘i bilan olingan taqribiy ¢iymatiarini
a; ba a, bilan belgifaymiz, b va ¢ sonlarning shunday aniglikdagi
tagribly qiymatlarini mos ravishda b, va b, ¢; va ¢; bilan
belgilaymiz.

Qirralari a;, b;, ¢; bo‘lgan parallelepipedning hajmi berilgan
parallelepipednikidan kichik, chunki uni berilgan
parallelepipedning  ichiga joylashtirish mumkin. Ishotga ko‘ra
qirralari ¢, b;, ¢, bo'lgan parallelepipedning hajmi esa a,. b ¢
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ga teng, qirralari a.. 4. ¢; bo‘lgan parallelepipedning hajmi
ax hx c: ga teng. Shunday qilib, berilgan paratlelepipedning
hajmi a;. by ¢; va a». by, c; orasida votadi. g, by ¢y va ax ba. ¢
miqdoriar ¢sa « b ¢ sonining oldindan berilgan aniglikdagi
taqribiy giymati bo‘lgani uchun, » yetarlicha katta bo‘lganda
V=abc  bo'ladi.  Shunday  qilib, to‘g‘nn  burchakli
parallelepipedning haymi /'=abc tormula bo*yicha hisoblanadi.

Ofz-o‘zini tekshirish uchun savollar
1. Jismning hajmi deganda nimani tushunasiz?
2. Hajm tushunchasining xossalarini avtib bering.
3. To'g'ri burchakli parallelepiped hajmini  oflchashni
tushuriirib bering.

10.5. Jismning massasi va uni o‘lchash

Massa-asosly fizik kattaliklardan bividir. Jismning massasi tu-
shunchasi og'irlik-kuch tushunchasi bilan chambarchas bog‘lan-
gan.

Oghirlik kuchi ta’sirida jism Yerga tortiladi. Jismning og*irligi
Jismning  o‘zigagina bog'liq emas. Shuning uchun v Aurli
kengliklarda turlicha: masalan, qutbda jism ekvatordagiga
qaraganda 0.5% og'ir. Og‘irlik kuchi bunday o‘zgaruvchanligiga
garamay quyidagi xususiyatga ega: har qanday sharoitda ham ikki
jism og’irligining nishati bir xildir.

Jismning og‘irligini boshqa jism og'irligi bilan taqqoslab
o'lchashda jismning vangi xossasi kelib chigadi. bu xossa massa
deb ataladi.

Faraz qilaylik, richagli tarozining bir pallasiga birorta a jism,
ikkinchi pallasiga b jism qo’yilgan bo'lsin. Bunda quyidagi hollar
bo‘lisht murakin:

1) tarozinitg ikkinchi pallasi tushib. birinchisi shunday
ko‘tariladiki, ular barobar bo'lib goladilar, bu holda tarozi
muvozanatda. a va b jismlar bir xil massaga ega deyiladi:

2) tarozining  ikkinchi  pallasi  birinchi  pallasidan
balandligicha goladi: bu holda a jismning massasi b jismning
massasidan katia deyiladi:
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3) tarozining ikkinchi pallasi tushdi, birinchi pallasi ko'~
tarildi va ikkinchidan baland bo*ladi: bu holda a jismning massasi
b jismning massasidan kichik deyiladi.

Shuni eslatamizki, agar jism ekvatorda richagli tarozida
oflchansa, keyin jism va tarozi toshlari qutbga olib borib
o‘lchansa, o‘sha natijani beradi, chunki jism ham, tarozi toshlari
ham o'z og'irliklarini bir xil o‘zgartiradi. Shunday qilib, jismning
massasi o'zgarmaydi,u gayerda bo'imasin, uning massasi doim
bir xil bo*ladi.

Matematik nuqtai nazardan massa-quyidagi xossalarga cga
bo‘lgan musbat migdor:

Iy tarozida bir-birini muvoezanatlovchi jismlarning massasi bir
xil;
2) jismlar bir-birlari bilan birlashtirilsa, massalar qo‘shiladi:
birgalikda olingan bur nechta jismning massasi ular massalarining
yigindisiga teng.

Bu ta’rithi uzuniik va yuz uchun beriigan (a’riflar bilan
solishtirsak, massa ham vzunlik va yuz ega bo'lgan xossalarga
ega bo‘lishini, birog u fizik jismlar to‘plamida berilganligini
ko‘ramiz. Massalar tarozilar yordamida quyidagicha oichanadi:
massasi birlik sifatida gabul qilinadigan e jism tanlab olinadi
{(bunda massaning ulushlarini ham olish mumkin). Tarozining bir
pallasiga massast oflchanayotgan jism qo‘yiladi, ikkinchi
pallasiga massa birligi qilib olingan jismlar, ya'ni tarozi toshlari
qo‘'yiladi. Bu toshlar tarozi pallalari muvozanatga kelguncha
go'yiladi. O‘lchash natijasida berilgan jismning massasining
gabul gilingan birligidagi son giymatini jism massasining taqribty
giymati deb garash kerak (masalan, 3kg 125 ¢ bo‘lsa, 3725 soni).

Uzunlikdagiga o‘xshash massalarni taqqoslash, ular ustida
amallar bajarish massalarning son giymatlarini taqqoslashga va
ular ustida amaliar bajarishga keltiriladi.

Massaning asosiy birligi-kilogramm. Bu asosiy birlikdan
massaning boshqga birliklari: gramm, tonna va boshqalar hosil
bo‘fadi.
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10.6. Vaqt oraliglari va ularni o‘}chash

Vagt tushunchasi uzunlik va massa tushunchalariga nisbatan
ancha murakkabdir. Kundalik hayntda vaqt bir vogcani ikkinchi
vogeadan ajratib turadi. Matematika va fizikada vaqt skalyar
kattalik (miqdor) sifatida qaraiadi, chunki vaqrt oraliglari uzunlik,
yuz, massalar xossalariga o*xshash xossalarga ega.

Vaqt oraliglarini taqqoslash mumkin.

Masalan. bir xil yo'lga velosipedchi yengil avtamobilga
garaganda ko*proq vaqt sarflaydi.

Vaqt oraliglarini qo*shish mumkin.

Masalan. oliygohiarda bitta ma’ruza o°qish uchun ketgan vaqt
maktabdagi ikki darsga kelgan vaqtga teng. Vaqgl oraliglarini
avirish, musbat haqiqly songa ko'paytirish wmumkin, Vagt
oraliglari o'lchanadi. Vagqt oraligini ¢'lchash uchun vaat birligi
gabul gilingan.

Xalgaro sistemada vaqt birligi qilib sckund olingan. Sckund
bilan bir gaiorda vaqtning boshga birliklari; minut, soat, sutka, yil,
halla, oy, asr ishlatiladi. Yil va sutka birliklari tabiatdan olingan.
soat, minul, sekund birliklarini kishilar o‘ylab t1opgan. Yil-
Yerning Quyosh atrofida aylanish vagti. Sutka Yerning o'z o‘qi
atrofida avlanish vaqti.

Yil taxminan 365i sutkaga teng. Lekin, kishilarning bir yilg:
hayoti sutkalarning butun sonlaridan tuzilgan. Shuning uchun har
yilga 6 soatdan qo‘shish o‘rniga har to‘rtinchi yilga butun sutka
go'shiladi. Bu yil 366 kundan iborat bo’lib, kabisa yili deyiladi.

Birliklar sistemasining rivojlanish tarixi. Birliklarning
xalgaro sistemasi. Kishilik jamiyatni rivojlantirish bosqichida
har xil migdortarni o’ lchash va o'lchash shlarini anigroq bajarish
kerakligini bilganlar. Anig o°lchashlarning asosi bo’lib esa
birliklarning  anig  namunalari  (etalonlari) xizmat qiladi.
Namunalarning anigligi esa mamlakat fan texnika va sanoati
rivojlanishini ko‘rsatib, uning ilmiy-texnik potensialini belgilaydi.

Miqdoriar o‘lchov birliklarining rivojlanishi tarixi ham bir
gancha davrni o'z ichiga oladi. Eng gadimgi davrda uzunlik
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birligi bo*lib, kishi tanasining gismiari olingan. Masalan, uzunlik
o'lchovi birligi sifatida kaft (bosh bormogsiz to‘rtta barmogq
kengligi), tirsak (tirsak uzunligi), fut (oyoq tagi kafli vzunligi),
duym (katta barmoqning bir bo‘lagi uzunligi,

1 duym=2sm 5 4 mim)} va boshqalar.

Shu davrlarda yuz birligi sifatida quduq (bir quduq suvi bilan
sug‘oriladigan maydon), qo‘sh yoki plag (qo‘sh yoki plig bilan
bir kunda ishlov berilgan o'rtacha maydon) va boshgalar olingan.

XIV-XVI asrlarda savdo-sotigning rivojlanishi bilan migdor-
laming o‘lchashning obyektiv birliklari vujudga kela boshiadi.
Masalan, Aagliyada duym (uchia arpa donachasining uzuniigt),
fut (yonma-yon qo‘yilgan 64 ta arpa donachasining kengligi).

Massa birligi sifatida  grant (boshog  massasi) va  karat
(dukkaklii o‘simlik turlaridan biri urug’wning massasi) qabul
gilingan, Migdorfar o‘lchov birliklari rivojlanishining keyingi
tarixida bir-biri bilan o‘zaro bog‘langan birliklar kiritildi.

Masalan, Rossiyada uzunlik birligi gilib milya, chagirim
(versta), sarjin va gaz (arshin) kiritildi. 3 gaz | sarjinga, 500 sarjin
1 chagqirimga, 7 chagivim I milvaga teng (Idengiz milyasi 1852 m
ga teng, 1geografik milya 7420 m). Ammo miqdoriar birliklari
orasidagi bog'lanish ixtiyvoriy bo‘lib, turli mamiakatlarda turlicha.
hatto mamlakat ichidagi oblastlar ham o‘zlarining uzunlik, yuz,
massa birliklariga ega bo‘lgan.

Bu esa sanoat va qishlog-xo‘jaligining rivojlanishiga to'siq
bolgan, ilm-fan va savdo-sotiq rivojlanishiga halagit bergan.
XVIIT asrga kelib Transiyada birliklarning yangi sistemasi-
Xalqaro sistemaning asosi bo*lgan sistcma vujudga keldi.

Bu sistemada uzunlikning asosiy birligi qibb metr («inetr»
so'zi grekcha «metro» so‘zidan olingan bo‘lib. «o'lchov» ni
bildiradi)

Parijdan o'tadigan Er meridiant uzunligining 40 milliondan bir
qismi gabul gilingan. Bundan tashqari yuz, hajm, massa birliklari
gabul gilingan. Tomonining uzunligi /0 m bo'lgan kvadratning
yuzi | ar, girrasining uzunligi 0,/ m bo‘lgan kub hajmiga teng
suyuqlik yoki sachrovchi jismlar hajmi 1 litr: girrasining uzunligi
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(.01 m bo‘lgan kub ichidagi toza suv massasi-/ gramm deb gabul
qilingan,

Shuning bilan qo*shimcha yordamida hosil bo‘ladigan ¢‘lcham
Karralari va ulushli birliklar: mega (10%), kilo (10°). gekto (10°),
deka (107), detsi (107), santi (1677), milli (107°) kiritildi.

Massa birligi uchun 1°S haroratdagi 1 dm’ suvning massasi |
kilogramm deb qabul gilindi. Yuqoridagi migdorlarning hamma
birliklari uzuniik birligi metr bilan bog'langani uchun miqdor-
larning yangi sistemasi o'lchovlarning metrik sistemas: nomini
oldi. Shu davrda metr va kilogrammning platina etaloni fayyor-
landi: metrai oxirlarida shtrixlar qo*yilgan chizg'ich, kilogrammni
esa silindrik tarozi toshi ifodalaydi. Bu ctalonlar Fransiyaning
milliy arxiviga saqlash uchun berilgan. Ammo tez orada bu
sistemaga ham o‘zgartirishlar kiritishga to*g’ri keldi. Bunga sabab
mieridian uzunligining etarlicha anig hisoblanmagani sabab bo*1di.
Oflchovlarning metrik sistemasi darrov tan olinmadi. Rossivada
bu sistema 15899 yilda ishlatila bushladi.

XX asraing 50 villariga kelib oflchovlarning metrik sistema-
sint to‘ldiruvchi va rivojlantiruvehi turli xil birliklar sistemasi
vujudga keldi. Shu sababli yagona universal birlik sistemasini
barpo qilish muammosi tug*ildt.

1660 yilda o‘ichov va og'irliqlarning X1 bosh kenferensiyasi
xalgaro birliklar sisternasi (SIy (ruscha ralgini S1, “Xalgaro™,
“FS-I” deb o‘giladiy ni kiritishi bilan, bu muammo hal giiindi.

Butun dunye uchun yagona hisoblangan bunday sistemaga
be*lgan talab yugori bo’lgani uchun u qisqa vaqi ichida keng xalq
ommasi orasida tan olindi va butun dunvoga targaldi.
Sl sistemada cttita asosiy birlik (metr, kilogramm, sekund, amper,
kelven, mol va kandela) va 2 ta qo'shimcha birlik (radian va
steradian) bor.

Ma’lumki, ucunlik birligi metr va massa birligi kilogramm
o Ichovlarning metrik sistemasida ham bor edi. Ular yangi
sistermaga ganday o'zgarishlar bilan kiritilgan? Metrning yangi
ta'rift kiritildi — u yassi elekiromagnit to‘lginining vakuumda

{havosiz bo‘shligda} sekundning mqismida o‘tgan vo'li

405



sifatida qaraladi. Metrning bunday ta’riflanishiga o‘lchashlarning
anigligiga bo‘lgan talabning oshganligi va har ganday sharoilda
ham o'zgarishsiz qoladigan migdor birligiga ega bo'lishiga
erishishdir.

Massa birligi kilogrammmning ta’rift o‘zgarmadi, kilogramm —
1889 yilda platina va iridiy aralashmasidan tayyorlangan silindr
massasi. Bu etalon Fransiyaning Secvre shaharida o‘lchov va
og‘irliklarning xalqaro byurosida saglanadi. Xalqaro sistemaning
uchinchi asosty birligi vaqt birligi — sekunddir. 1960 yilgacha

sekund Quyosh sutkasining gismiga teng deb olingan, ya’ni

6400
sckund yerning o'z o°qi atrofida aylanishi bo'yicha hisoblangan.
Bunday hisoblashda bir sutkada 86400 sckund bo‘ladi, bu 1440
minut yoki 24 soatni tashkil qiladi. 1960 yilda olchov va
og'irliklarning Bosh konferensivasi yerning Quyosh atrofida
orbita bo‘ylab harakatiga asoslanib, vaqtning yangi birligiga
o'tish hagida qaror qabul qildi. Sckund yilning Tenrerier; dismi
sitatida olindi.

Ammo bu ham olimlarni ganoatlantirmadi. 1967 yilda
sekundni boshgacha hisoblash taklif gilindi. “Sekund seziy-133
atomi asosiy holatining ikki o‘ta nozik sathlar crasidagi o‘tishga
mos bolgan nurlanish davridan 9192631770 marta katta vaqtga
teng” deb olindi.

Umuman oiganda fan va texnikaning rivojlanishi muntazam
ravishda miqdorlar birliklarining ta’riflariga tuzatishlar kiritib
turadi.Amalda hamma uzunlikfarni metr bilan, massalarni kilog-
ramm biian, vaqini sekund bilan o°lchashga to*g'ri kelavermaydi.

Shuning uchun asosiy birliklardan ularga karrali va ulushli
bo'lgan yangi birliklar hosil qilinadi, Karrali birliklar asosiy
birliklardan 70, 107, 10°, 10°, 10°, 10", 10”.10°° marta katta,
ulushli birtiklar asosiy birliklaruing 207, 1077, 107, 107 107, 10
210778, 1077 qismiga teng. Birliklarning yangi nomlari “metr”,
“eramm”, “sckund” lar va jadvalda ko‘rsatilgan old qo'shim-
chalarni go‘shish yordamida hosil gilinadi:
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Ol Old Ko'pay | OM Otd Ko‘pay

ge'shi | qo'shim- | tuvchi | go'shi | go'shime | -tuvchi
m- chalarning mchala | halarning
chalar | belgilanishi T belgilanis
hi

Mega M 10° | Santi s 10~
Kilo k 10° | Milli m 10”7
Gekto g 10° | Mikro mk 10°
Deka da 10 Nano n 107
Detsi d 10"

Masalan, kilometr-karrali birlik, 1&km = 10% - tm = 1000m;
millimetr-ulushli birlik. Tmm = 1072 - 1m = 0,0001m . Umu-
man, uzunlik uchun karrali birlik kilometr (k#2). uiushli birliklar-
sasitimetr (sa), millimetr (mm), mikrometr (mkm), nanometr {nm),
massa uchun karrali birlik megogramm (mg), ulushli birliklar-
gramm (g}, milligram (mg), migrogramm {mkyg), vaqt uchun
karrali birlik kilosekund (ks), ulushli birliklar-millisekund (mms),
mikrosekund (mks), nanosekund (ns). Uzunlik, massa va vagqt
orgali amglanadigan migdorlar hosilaviy migdor deyiladi.
Ularning birliklari asosiysi bilan mos tushishi kerak. Ba'zi bir
hosilaviy migderlarni va ularning birliklavini aytib o tamiz:

1. Ywz. Yuzuing birliklari-kvadiat iy (_mf)_ﬁ kvadrat kilo-
retr (km‘j_), kvadral detsimnetr (dm?), kvadral sanumetr (sz),
kvadrat millimetr (mm?).

2. Hajm, sig'im. Hajm birliklari-kub metr (#°), kub milli-
metr (mum’), litr (/). gektolite (gf), millilitr (ml). SI da litr kub
detsimetrning o°ziga xos boshqacha nomi sifatida qaraladi. ya'ni
11 = tdm’.

3. Tezlik. Tezlik birliklari-sekundiga metr {m/s), soatiga
kilometr (km/soat). sekundiga santimetr (sm/s).

Mamlakatimirda ishlatiladigan migdorlar  birliklari, ular
nomlari (atalishi), belgilanishi va qo‘llanish qoidalari Davliat
standarti tomonidan tayinlanadi. Bu standart esa birliklarning
Halgaro sistemasiga asoslangan. Shuningdek. SI dagi birliklardan
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tashqari birliklar gruppasi mavjud. Xususan, massa uchun tonna
(¢) birligini; vaqt uchun minut (min), soat, sutka, hafta, oy, th asr:
yuz uchun gektar (ga); temperatura uchun selsiy gradus ("C) kabi
birliklarini ishlatishga ruxsat berilgan. Ammo massa uchun
sentner, yuz uchun ar birliklar Davlat standartiga binoan qo‘l-
lanitmaydi. Migdorlarning birliklari bilan bog'liq bo‘lgan termin-
larning to‘g‘ri go‘llanilishi goidalart ham Davlat standartida
tasdiqlangan.

Shuning bilan birga ayrim adabiyotlarda uchraydigan ba’zi bir
o'lchov birliklarini talabalar bilib go‘ysa, magsadga muvofig
bo‘lar edi:

Miskol ~ 4.1 - 4,4 gr. Qarich — 20 sm.
Qadoqg — 400 gr. Arshin - 71,1 sm.
Nimcha -2 kg. Gaz.— 70 — 90 sm.
Dipor - 4,8 kg. Chagrim - 1,5 km.
Pud-— 16 kg Tosh—7-8 km.
Botmon — 20 kg. Farsax — 8,5 9,5 km.

Tutam — 8 sm.

O*‘z-o*zini tekshirish uchun savoliar

lismning massasi deganda nimani tushunasiz?
Jismning massasi va og*irligi orasidagi farq nimada?
Tism massasi xossalarinj aytib bering?
Massa ganday o Ichanadi?
Vagqt oraliglari va ularni o*lchashni tushuntirib bering.

6. Qadimgi o'lchov birliklari to‘grisida (kaft, tirsak, fut.
duym) gapirib bering.

7. XV asrda Fransivada Xalgaro birfiklar sisicmasining
vujudga kelishini so'zlab bering.

8. 1060 yilda birliklar sistemasi SI ni gabul gilinishi va bu
sistemada ettita asosiy birliklar haqida ma’lumotlar bering.

9. Asosiy va karrali birliklar qanday hosil gilinadi.

10. Hosilaviy migdorlar va ularning birliklari to‘g‘risida
nimalarni bilasiz?

il i A e
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X1 8B0OB. MATNLI MASALALAR

11.1. Matnli masala tushunchasi. Matnli masalalar tarlari,
matnli masalalar vechish jarayvonini modellashtirish

Matnli masala teshunchasi. Boshlang®ich ta’limda mainli
masalalarni vechishga katta e’tibor beriladi. Chunki bunday
masalalar matematikaning hayot bilan bog‘ligligini ta’minlaydi,
o'quvchiiarning fanga bo'lgan gizigishini orttiradi va hayotiy
vaziyatlarning matematik modelini tuzishga o'rgatadi.

Boshlang®ich sinf o'gituvchisi matnli masalalarning tuzilishi,
turlari va yechish usullart haqida anig tasavvuarga ega bo'lmogti
lozim.

Matnii masala deb, bayotiy vazivatga oid sonli ma’lumotlar
asostda noma’lum bo'lgan kattelikni topishga oid topshiriqga
aytiladi.

Mainli masala ikki gismdan iboratl, sharti va talabli. Masala
shartida ob’ektlar, ularni xarakterlovehi sonli ma’lumotlar va ular
orasidagi munosabatlar ifodalanadi. Masalaning talabi nimani
topish kerakligini ko‘rsatadi. Masalaning talabi savol yoki buyrug
ko'rinishida bo*ladi.

Matematik masalalar sodda va tarkibli masalalarga ajratiladi.
Bitta amal bilan yechish mumkin bo‘lgan masalalar sodda
masalalar jumlasiga kiritiladi. Bir nechta sodda masaladan
tuzilgan va shu sababli ikki yoki undan ortig amal yordamida
yechiladigan masalalar tarkibli masalalar deyiladi.

Har qanday sodda masalaga doir ikkita 1eskari masala wzish
mumkinki, ularning har biriga o*sha syujet bo‘yicha izlanayotgan
son ma’lum deb hisoblamb, izlanayotgan son sifatida esa to g‘ri
masala shartida ma’lum bo‘lgan son qatnashadi. Masalan: hovlida
5 ta giz o'ynayotgan edi. Ularning 2 tasi uyga ketdi. Hovlida
nechta giz qoldi? Masalaga 2 ta teskari masala tuzish mumkin.
Birinchisi «Hovlida bir nechta qiz o ynayoigan ¢di. 2 ta qiz uyiga
ketgandan so'ng, hovlida 3 ta qiz goldi. Oldin hovlida nechta giz
bo‘lgan?» lkkinchisi «Hovlida 5 qiz. Bir nechta giz uyiga
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ketgandan so‘ng hovlida 3 ta giz qoldi. Nechta gtz uyiga ketgan?»
Bu masala berilgan 1-masalaga nisbatan, shuningdek 2-masalaga
nisbatan ham teskari masala sifatida garash mumkin.

Boshlang‘ich sinflarda matematikadan wmasalalarning rtrli
ko‘rinishlari beriladi: nostandart masalalar, muammoll masalalar,
ortigcha ma’lumotli masalalar, ma’lumotlari yetishmaydigan
masalalar, ko‘p vechimli masalalar, mantigiy masalalar va
hokazo.

Boshlangich sinf o*qituvchisi

1. Har bir masalada qanday maqsad ko‘zda tutilganligini;

2. Bu masalaning masalalar tizimidagt o’rni gandayligini;

3. Boshlang‘ich sinflarning matematika  kursida matnli

masalalar tuzilishini;

4, Boshlang‘ich sinflarda matematika kursida oftiladigan
masala turlarni;

5. Boshlang®ich sinflarda matnli masalalarni vechish bos-
qichlarini;

6. Masalani tahlil etishni;

7. Masala yechishning turli usullarini bilishi;

8. Masala vechimini tekshirishning turli usullatidan foydalana
olishi;

9. Masalalar yechimidan xulosa chigarishni bilishi kerak.

Matnli masalalar tuarlari. Sodda masalalarning asosiy tur-
larini quyidagicha tagsimlash boshlang*ich maktablarda qo*lla-
nish uchun qulay:

Arifimetik  amallar mazmunini  ochishga doir mmasalalar:
yig‘indini, qoldiqni topishga doir masalalar, bir xil qo‘shiluvchilar
vig‘indisini topishga doir masalalar, bo'lishga (mazmuniga ko‘ra
bo‘lishga va teng qismlarga bo’lishga} doir masalalar.

Amalning noma’'lum komponentlarini {qo'shiluvehi, kama-
yuvchi, ayriluvchi, ko*paytuvchi, bo*linuvchi, bo*luvchi) topishga
doir masalalar.

Bir necha birlik (yoki bir necha marta) ortig (voki kam)
munosabati bilan bog‘lig masalalar sonni bir nechta birlik (yoki
bir nechta marta) orttirish, yoki kamaytirishga doir bevosita (yoki
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bilvosita) ifodalangan masalalar, sonlarni ayirmali (yoki karrali)
taqgoslashga doir masalalar,

Migdorlarning proportsional bog‘lanishlariga doir masalalar.

Hamma turdagi sodda masalalar o‘quvchi uchun quyidagi
maqsadlarda kerak bo*ladi:

1} matematik masalalning strukturasi (tarkibi) bilan tanishish,
ya'ni uning sharti — berilganlari, savoli ~ izlanayotgan miqdorlari,
masalaning yechimi, javobi, va hk. atamalari bilan (bular
matematiik munosabatlarni ifodalaydi) tanishish.

2) masala savoliga javob berish uchun bajarish kerak bo'lgan
amallarni ongli tanlashni o‘rganish (masalalar, amallar maz-
munini ochishga yordam beradi).

3) shatrga kirgan kattaliklar orasidagi clementar tfunksional
munosabatiarni, amallarning komponentlari va natijalari orasidagi
bog*lanishlarni tushunish.

Sodda masala matnint o*zgartirish ustida ishlash o‘quvchiga
ko‘prog abstrakt matematik tushunchalarni egallashga vordam
beradi. Masalan, ushbu «Malika 7 ta daftar sotib ofdi. Daftar 200
so'm turadi. Malika gancha pul to'lagan?» Masalaning shartini,
masalun, dafiarning bahost 200 so*m, 7 ta daftar gqancha turishini
viling, kabi talab bilan o*zgartirish mumkin.

O*quvchini tarkibli masalalar yechishga tayyorlash.

Birinchi bosqichda o'gituvchi ko‘rilayotgan turdagi masa-
lalarni yechishga tayyorgarlik ishini olib boradi. Bu bosqichda
o‘quvchiiar mazkur masalalarni yechishda tegishli amallarni
tanlash uchun asos bo‘ladigan bog'lanishlarni o*zlashtirishlari
lozim.

Ikkinchi bosgichda o‘qituvchi ko‘rilayotgan turdagi masa-
lalarni yechilishi bilan o'quvchilarni tanishtiradi. Bunda o quv-
chilar berilgan sonlar va noma’lum son orasidagi bog'lanishni
aniglash, buning asosida aritmetik amatlarni taniashni o'rga-
nadilar, ya'ni masalada ifodalangan konkret, vaziyatdan tegishli
arifmetik amalni tanlashga o‘tishni o‘rganadilar. Bunday ishlarni
oiib borish natijasida o‘quvchilar ko‘rilayotgan turdagt masa-
lalarni yechish usuli bilun tanishadilar,
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Uchinchi bosqgichda o'gituvchi ko‘rilayotgan turdagi masa-
lalarni yechish uquvini shakllantiradi. O‘quvchilar bu bosqichda
ko‘rilayotgan turdagi istalgan masalani uning konkret mazmu-
nidan gat’iy nazar yechishni o‘rganishlari kerak, va’'ni bu turdagi
masalalarni yechish usullarini umumlashtirishlari lozim.

U yoki bu turdagi masalalarni yechishga tayyorgarlik ko‘rishi
arifmetik amallarni tanlashda berilgan sonlar va izlanayotgan son
orasidagi qanday bog'lanishning tayanishga bog‘liq. Shunga
muvofiq ravishda maxsus mashglar o‘tkaziladi.

1. Ko'p hollarda — masalalar yechishga qadar to* plamlar vstida
amallar bajaradi. Masalan, ko*p sodda masalalarni yvechilishi bilan
tanishtirish oldidan to‘plamlar ustida amallarga doir mashglar
berish lozim. Bunda to‘plamlarning c¢lementlari konkret pred-
metlar bo‘lishi kerak (cho'plar, gog‘ozlar, giyiigan geometrik
figuralar, rasmlar va hokazolar). Masalan, ytg'indini topishga doir
masalalarni yechishda to‘plamlarni birlashtirishga oid mashqglar
taklif gilinadi. Ayirishiga doir masalalarni yechishda to'plamning
bir -qismini ajratish, ko‘paytirishda teng quvvatli to’plamliarini
birlashtirish, bo‘lishda to‘plamni teng quvvatli to‘plam ostilariga
ajratish kabi tayyorgarlik ishlari bo‘ladi. To‘plamlar ustida
amallar yordamida «... ta katta, ortig» . «... ia kichik» . «... marta
kattan , «... marta kichik» ifodalarning ma’nosi achib heriladi, bu
avirmali va karrali munosabat bilan bog’langan masalalarni
kiritishga tayyorgariik bo*ladi.

2. Arifmetik masalalar miqdorlar (uzunlik, massa, hajm, vaqt
va boshqalar) bilan bog'langan. Bunday masala yangi miqdor
bilan tanishtiradi,

3. Ko‘p masalalarni yechishda amallar beriigan kattaliklar
orasidagi mavjud bog*lanishlarga asoslanib tanlanadi. Amallarni
tanlashda o‘quvchilar bu bog*lanishlarni idrok qila olishlari va
foydalana bilishlari uchun Kkattaliklar orasidagi bogz’lanishlarni
ochib berishi kerak.

4. Murakkab masalalarni vechish qator sodda masalalarni
yechishga keltiriladi, shuning uchun murakkab masalalarni
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yechishga tayvorgarlik tegishli sodda masalatarni  yechishga
o‘rgatish bo‘ladi.

Matnli masalalar yechish jarayonini modeliashtirish.

Yugorida matnli masala deb, hayotiy vaziyatga oid sonli
ma’lumotlar asosida noma’lum bo'lgan katalikni topishga oid
topshiriqga aytilgan edi. Bunday masalani yechish uchun uni
matematik amallar tiliga ogirish, ya’ni uning matematik modelini
tuzish kerak.

Matnli masalaning matematik modeli bu uning yechimining
sonll ifodasi (amallar ketma-ketligh) voki tenglamadir, Bu esa
masalaning arifmetik yoki algebraik usul bilan yechilishiga
boglig.

Masalani yechishni modellashtirishning uch bosqichi bor:

i. Masala shartini maicmatika tiliga o'girish: bunda bertigan
va izlanayotgan kattatiklar orasidagi bog’lanish matematik usulda
ifodalanadi;

2. Tuzilgan ifoda yoki tenglamani yechish;

3. Interpretatsiya: javobnt berilgan masala tiliga o*girish.

Masalani yechishni modellashtirishning 1-bosqgichi eng qiyini
hisoblanadi. Bu bosqichni oscnlashtirish uchun turii shartli
belgilar, sxema, chizma, jadvallardan foydalaniladi.

Masaila modellari urnuman olganda sxemali va belgili bo*ladi.

Sxemali modellar predmetli va grafik modellarga bo*linadi.

Predmetli modellarda masala sharti predmetlar yordamida yoki
jonli ravishda ko‘rsatib beriladi (rol o"ynash orgali).

Crrafik modellarga rasmlar, shartfi rasmlar, chizma yoki
sxemalar kiradi.

Belgili modellar so‘zlar va matematik beigilar yordamida
tuziladi. So‘zlar yordamida tuzilgan model masalaning qisga
yozuvidir. Bu yozuv jadval korinishida bolishi ham mumkin.

Matematik  belgilar yordamida  tuzilgan  modellar  bu
masalaning ifodasi va yechimidir.

O¢z-o°zini nazorat qilish uchun savollar
f. Matnli masala tushunchasi.
2. Matnli masalalar turlarini sanab oting.
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3. Matnli masalalar yechish jarayonini modellashtirish
deganda nimani tushunasiz?

11.2. Matnli masalalarni vechish metodlari

Matnli masalalarni yechish metodlari. Masalalar vechish
boshlang*ich matematika kursining muhim tarkibiy gismlaridan
biridir. Masalalar yechish orqali o’quvchilar arifmetik amallar
komponentlari va natijalari orasidagi bog'lanish. sonlar o‘rtasi-
dagi turli munosabatlar geometrik tushunchalar mazmuni, miq-
dorlar, ularning oflchovlari, miqdorlar orasidagi bog‘lanishlar
hilan tanishadilar.

Masalani yechish uchun masalani tinglash va mustaqil o*qib
tushmisk kerak.

Masalani o‘qish maboynida u dastlabki analiz qilish amalga
oshadi: nimalar ma’lum va nima noma’lum, ma’lum sonlar
nimani bildiradi va ular o‘zaro qanday bog‘langan, ma’lum sonlar
bilan izlanayotgan katltalik ganday boglanishga ega?. degan
savollarga javob izlanadi.

Ayrim turdagi masalalarni yechishda yechish usulini umum-
lashtirish ustida ishlashni eslab qolish ishi bilan almashtirish
kerak cmas, chunki bu holda o‘quvchi tanish turdagi masalani
taniy biladi va uni yechishdagi amallarni bajarish tartibini eslaydi,
avval qo‘shaman so'ngra bo‘laman... va hokazo. O*quvchining
butun harakati berilgan sonlar va izilanayotgan son orasidagi
tegishli bog‘lanishlarni ochib berishga qaratilgan bo'lishi kerak,
uning asosida u tegishli arifmetik amalni tanlaydi. Bolalarga
umumlashtirish uchun yordam beradigan usullarni ochib beramiz.

Ma’lum turdagi masalalarni yechish usullarim tog'ri umunt-
lashtirish uchun, masalalarni tanlash va joylashtirish sistemasi
katia ahamiyatga ega. Sisterna ma’lum talablarni qancatlantirishi
lozim. Eng avvalo masalalar asta-sekin murakkablashib borishi
kerak. Murakkablashtirish masala yechiladigan amallarning sonini
orttirish yo‘li bilan berilgan son va izlanayotgan son orasida
vangt, bog‘lanishlarni kiritish yo'li bilan olib borishi mumkin.
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Masalan, baho, narx, migdor kabi kattaliklar bilan 4-propor-
sionaini topishga doir masala bilan tanishgandan so‘ng ikkitadan
ortiq amal bilan yechiladigan masalalar kiritiladi.

Ma’lum turdagi masalalarni yechish usullarini to*g'ri umum-
fashtirishda harfiy ma’lamotli masalalar yordam beradi.

Yangi (urdagi masalani yechish uquvini hosil gilishda shu
turdagi masalalarning yechilishlarini ilgari garalgan, yangi turdagi
masalaga ma’lum  darajada o°xshash masalalarning yechilishlari
bilan taqgoslash yordam beradi. Bunday mashqlar bir turdagi
masalalarning yechilish usullarini aralashtirib yuborishning oldini
oladi. Masalan. sonni bir necha birlik orttirish yoki kamaytirish
bevosita yoki bilvosita bayen qilingan masalalarni tagqoslash
lozim. shu magsadda masalzlrni jufti bilan kiritish kerak:

[. Noma'lum son 15 dun 8 ta ortiq. Noma’lum sonni toping.

2. 12 noma’lum sondan 7 ta ortiq. Noma’lum sonni toping,

Bu masalalar yechiigandan so’ng, nima uchun ularning har
birida ham, ... dan ... ta ortiq deyilsa ham har bir amal bilan
yechilishi oydinlashtiriladi. O‘quvchilar ikkinchi masalada 12
soni nema’lum sondan 7 la ortiq. demak noma’tumn son 12 dan 7
ta kam va masalani ayirish amali bilan yechish lozim deb javob
berishlart kerak. Bu 3-bosqgichda bo'ladu

Bunda masalalar shunday maqgsad bilan olinadiki, yengil
masalani har bir o'quvchi yecha olishi kerak, bu esa qiyinrogq
masalani mustaqi yechishga tayyorgarlik bo‘ladi. Masalan,
quyidagi bir juft masala taklif gilinadi.

. Uch tup olma daraxtidan 310 kg olma terib olindi. Birinchi
wpdan 120 kg , ikkinchi tupdan 90 kg olma terib olindi. Uchinchi
tupr olma daraxtidan necha kilogramm olma terib olindi?

2. Uch tup olma daraxtidan 280 kg olma terib olindi. Birinchi
tupdan 96 kg, ikkinchi tupdan birinchi tupdan terib olingan

olmaning S Qismi terib olindi. Uchinchi tup olma daraxtidan necha

kg olma terilgan?
Z-masala. 1-masalaga qaraganda qivinroq, lekin avval birinchi
so‘ngra. ikkinchi masalani yechtlsa, 2-masalani ham yechish oson

bo* ladi.
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Masalaning yechilish usulini umumiashtirish uchun vaqti-vaqgti
bilan harfiy ma’lumotli, shuningdek, son ma’lumotli masala-
laming yechilishlarint elementar tadbig qilib o‘takazib turish
fovdali. Bu masala yechimga ega bo‘ladigan voki yechimga ega
bo‘lmaydigan bitta yoki bir nechta yechimga ega bo‘ladigan
shartlarni, shuningdek bir kattailik qivmatining o‘zgarishiga
bog‘lig ravishda ikkinchi kattalilk giymatining o‘zgarish shart-
larini anigqlash demakdir. Quyidagi masalani yechish  talab
gilinsin: "Singlisi bir oyda x bet kitob o‘qidi, akasi esa yndan y
bet kam o*gidi. Akasi gancha bet kitob o°qidi?”. Masala bo*yicha
o'quvchilar x- tfodani yozadilar. Qanday ifoda hosil qilindi?
(Ayirma). x harfiga ganday giymatlar berish mumkin? y harfidan
katta yoki teng gqiymatlarni. chunki kamayuvchi ayriluvchidan
katta yoki teng bo‘lishi kerak. Hayotda bo’ladigan giymatlarni
olish kerak, bir oyda 1000 yoki undan kam bet kitob o'qish
mumkin. Bolalar harflarga turli qiymatlar bera turib, fagat sonki
ma’ tumotlari bilan farg gtiuvehi barcha masalalar bitta amal bilan
vechilishiga  ishoneh  hosil  qiladilar.  Masala  vechilishini
umumlashtirish shundan iborat. Bundan tashgari hosil gilingan
sonli ma’lumotlarni tagqoslab o quvchilar gaysi hollarda akasi
o‘qigan kitoblar som ortishini va qaysi hoilarda kamayishini
kuzatish mumkin.

Ko*p masalalar turli usullar bilan yechilishi mumkin. To*g ri
yechish yollarini izlash bolalarni beriigan sonlar va izlanayotgan
son orasidagi vangi bog*lanishlar ochishga shuningdek endilikda
bolalarga ma’lum bog'lanishlardan yangi sharoitlarda foydala-
nishga olib keladi, bu esa vechish usulini umumlashtirishga
keltiradi.

Masalalarni analiz va sintez metodlaridan foydalanib yechish.

Boshfang‘ich sinflarda masalalarni analiz va sintezdan foy-
dalanib vechiladi.

Shu o'rinda analiz va sintez metodlariga to*xtalib o’tsak.
Analiz va sintez bilish jarayonlari bo‘lib, agliy faoliyat turlari
hisoblanadi.
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Mana shu jihatdan ular psixologiyaning obyektlaridir. Analiz
va sintez fanda yangi bilimlarni hosil qilishning mantigiy
vo'tlaridir.

Maktab o*quvchilarining bu yo'llarni egallashlart o°quv mate-
riallarini faol ofzlashtirish, mantigiy, ijodiy fikrlashni rivojlan-
tisshning  zarurly shartidiv. O°guvchilarni analiz va Sintezga
o‘reatish vazifasini ko'p darajada boshlang‘ich sinflarda wate-
matikant o°qitishda hal etishi mumkin va hal etilishi lozim.

Matematikada apalz deyilganda. asosan isbotlanayotgan
da’vodan rostligi ilgari isbotlangan yoki qabul gilingan da’volarga
olib kelinadigan fikrlar ketma-ketligi tushuniladi. Analiz jsbot-
ning tuzilishiga cmas, balki fagat uning g*oyasiga olib keladi,

Sintez — bu iopilgan isbotlash g‘oyasi asosida rost da’volar
shartida berilgan ma’lumotlardan ganday qilib isbotlanayotgan
da’ve hosil bo‘lishint ko' rsatuvehi vo*idir.

Masala masmuni og‘zakt analiz qilingandan so‘ng uning qisqa
yozuvi tuziladi, ya’ni masala matni matematik belgilar tiliga
o‘giriladi. Shuni nazarda tutish kerakki, gisga yozuvni bajarish
vaqtida ham masala shartining analizi davom etadi: gisqa yozuv
masaladagi sonli ma’lumotlarni o‘zaro bog ligligini va noma’jum
kaitaliklar qaysilar, ular nimaga bog'liq holda topilishinj
ko'rsatadi.

Shundan so'ng amiqlangan bog'lanishlarga ko'ra sodda
masalani yechish amali tanlanadi va asoslanadi, murakkab masala
esa bir necha sodda masalalarga ajratiladi.

Masalaning sintetik tahlili deganda mulohazalarning shunday
rivojl tushiniladiki. bunda ikkita sonli ma’lumotni birlashtirish
orqali bu ma’lumotlardan nimalarni bilish mumkinligi aniglanadi,
shundan keyin yangi topilgan ma’lumot bilan boshqa ma’lumot
birlashmasiga o°tiladi va masala savoliga javob topilguncha shy
ish davom ettrilaveradi.

Masalalar tahlilining analitik usuli shunday mulohazalar
zanjiridan iboratki. bu zanjir boshida masalada berilgan savol
turadi. Masala savoliga javob topish uchun zarur kattaliklar
aniqlanadi, bu kattaliklar esa, masalada berilgan katialiklar orqalj
topiladi.
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Umuman olganda, analiz sintez bilan uzluksiz bog'lig.
Murakkab masalani sodda masalalarga ajratish mumkin bo‘igan
fagat bitta operatsiya mavjud va bu operaisiva ikki yo'nalishda
bajarilishi mumkin, vya'ni berilganlardan noma’lumga yoki
noma’lumdan berilganlarga, Shunday qilib, masala tahlili analitik-
sintetik metod bilan amalga oshiriladi, chunki masala
yechuvchining fikri hanima vaqt beritganlardan izlanayotganlarga
va izlanayotganlardan berilganlarga borishi kerak. Masala tahlilini
uning savolidan ham va berilganlaridan ham boshlash mumkin.

Shunisi muhimki, yechish yollarini izlash maqsadga yo‘natl-
tirilgan mazmunda bo‘lishi kerak, berilgan ma’lumotlar bo‘yicha
topish mumkin bo‘lgan katwaliklar vechimga yordam beradimi va
aksincha, masala savoliga javob berish uchun nimani bilish kerak
degan savollar berilib boradi.

Quyidagi masala tahlilini ko‘raylik:

"Ustaxonada ko*ylaklar va koylaklar gancha bo'lsa, shuncha
kostyum tikildi. Har bir ko‘ylakka 3 metr, har bir kostyumga
bo*lsa, 4 metr material ketdi. Ko'ylaklar uchun 24 metr material
ketgan bo‘lsa, kostyumlar uchun qancha material ketgan?”

Masala gisqa yozuvi jadvalga vozilishi mumkin:

1 ta kiyim | Kiyimlar soni | Material jami
uchun
Ko'ylak 3m Bir xil 24 m
Kostyum 4m ?

— Masalaning analitik  tahlii  masala savolidan sonli
ma’ lumotiarga garab boradi.

— Masalada nimani bilish talab qilinadi?

— Kostyumlarga qancha material ketgani.

— Buni birdaniga bilib bo*ladimi?

- Yo'q.

— Nima uchun?

— Kostyumlar sonint bilmaymiz.
Kostyumlar ko‘ylaklar nechta bo'lsa, shuncha. Ko‘ylaklar
sonini bifish mumkin. Chunki bitta ko‘ylakka 3 metr, hammasiga
24 metr material ketgan.
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— Ko’ylaklar soni qanday topiladi?

~ 24 ni 3 ga bo'lamiz: 24 :3 =8 (1a) kostyumlar soni,

— Endi nimant topamiz?

— Hamma kostyumga ketgan materialni 8 ni 4 ga ko‘paytirib
topamiz: 84 =32(m) ~hamma kostyumga ketgan material migdori.

—Masala yechimining umumiy ifodasi ganday bo‘iadi?

—4-(24:3)

Korinib turibdiki, masala tahlili, yechish rejasi va yechim bir
vaqtda amalga oshiriimogda.

Xuddi shu masalaning sintetik tahlili, va’ni sonli ma’lu-
motlardan masala savoliga boradigan vo'hi quyidagicha bo*ladi:

~ Jadvalga garaymiz va berilgan ma’lumotlarga ko‘ra nimani
topish mumkinligini aniglaymiz. Jadvalning birinchi gatoridan
nimani topish mumkin?

— Bitta ko*ylak uchun 3 metr va hamima ke*ylak uchun 24 metr
material sarflanadigan ko'ylaklar sonini topish mamkin.

— Buni qanday topamiz?

—24 ni 3 ga bo’lib.

— Shani topish masala yechimi uchun kerakiimi?

— Kerak, chunki kostynmlar soni ko‘ylakiar soniga teng.
Kostyumlar soni topiisa, hamma kostyumga gancha material
sarflanganini topish mumkin bo*ladi.

~ Kostyumlar uchun gancha material ketganini ganday
bilamiz?

— 4 ni birincht amal natijasida chiqqan songa ko*paytiramiz.

— Shu bilan masala savoliga javob beriladimi?

—Ha.

Yechish rejasi aniglangandan so”ng yechimni vozish, javobini
aytish va javobni tekshirish kabi bosgichlarga o tiladi.

Masalalarni tozish va ofzgartirish. Masalalarni tuzish va
o‘zgartirishga doir mashglarning ba'zi  bir turlarini  garab
chigamiz.

1. Masalaning berilgan shartiga savol qo‘yish va berilgan sa-
volnt o‘zgartirish. Bunday mashqglar berilgan sonlar va izlana-
yotgan son orasidagi bog'lanishlar haqidagi bilimlarni umum-
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lashtirishga yordam beradi, chunki bunda bolalar ma’lum berilgan
sonlar bo‘yicha nimalarni bilish mumkinligini o‘zlashtiradilar.
Masalan: "Bitta qutida 48 ta qalam, 2-qutida csa 12 ta galam bor”.
O-quvchiar quyidagi savollarni qo‘yishiari mumkin: Bir qutida
ikkinchi quliga qaraganda nechia ko*p {kam) qalam bor? lkkala
qutida ncchta galam bor? lkkala qutida baravar galam bo‘lishi
vchun biridan ikkinchisiga nechta galamni olib solish kerak? Va
hokazo. Tezlik, baho haqida va hokazo so‘ralsin, yoki masalada
ko'rsatilgan amal bilan wyechilsin, Ba'zi masalarni  yechib
bo‘fgandan so‘ng, bolalarga masala savolini o‘zgartirishni taklif
gilish foydalidir.

2. Berilgan savol bo‘yicha masala shartint tuzish. Bunday
mashgqlarni bajarayotganda o*quvchilar izlanayotgan sonn topish
uchun gqanday berilgan sonlarga ega bo‘lish kerakligini anig-
laydilar. Bu ham berilgan son va izlanayotgan son orasidagi
bog‘lanishlar hagidagi bilimlarni umumlashtirishga olib kladi,
Masalaning savoli quyidagicha bo’lgan masala shartini tuzish
haqida topshiriq berilsin: 2ta bochkada necha chelak suv bor?
Bolalar masala shartida har bir bochikada necha chelak suv borligi
yoki bochkalarning birida chelaklar soni va birinchi hamda
ikkinchi bochkadagi suv chelaklar sonintng ayirmasi yoki nisbati
perilishi mumkinfigini aniglaydilar. Tuzilgan masalalarning har
birini bolalar mustagil yechadilar.

3. Sonli ma’lumotlarni tanlash yoki ulami o*zgartirish. Bunday
mashqlar asosan o‘quvchilarni reai migdorli munosabatlar bilan
tanishtirish magsadiga hizmat giladi. Masalan, bolalarga berilgan
sonlari umuman tushurib qoldirilgan masala matni tolig beriladi:
“Bir xil ... ta ko*ylakka ... metr material ketdi. ... mctr shunday
materialdan nechta shunday ko‘ylak tikish mumkin?” O*quyvchilar
ganday sonli ma’lumotlarni birdaniga qo‘yish mumkinligini
aniglaydilar. Ko‘ylaklar sonini birdaniga berish mumkin, sarf
qilingan material metrlari soni esa, hisoblash yo'li bilan topiladi.
Bu masalaga kiritilmagan vana 1son bitta ko“ylakka sarf qilingan
material metrlari sonidir. Ba'zi sonh ma’lumotlarni boshqalari
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bilan almashtirishga doir mashqlar alohida qizigish tug‘diradi,
bunda rmasala qandaydir boshqga usul bilan yechilishi Kerak.

4. O*xshash masala tuzish. Bir xil matematik strukturaga ega
bo‘lgan masalalar o'xshash masalalar deyiladi. O‘xshash masa-
lalarni o*quvchilar tomonidan tuzilishi turli hayotiy vaziyatlarda
berilgan sonlar va izlanayotgan son orasidagi umumiy bog‘la-
nishlarni aniglashga yordam beradi. O‘xshash masalalarni beril-
gan tayyor masalant yechib bo'lgandan so'ng tuzish kerak, shu
bilan birga bunda iloji bo'lganda masalaning fagat syujeti va
sonlarini emas, balki kattaliklarni ham ozgartirishni taklif etish
jozim. Masalan, agar 3-sinf o*quvchilari baho, migdor, narx kabi
kattaliklarga doir masalari yechishgan bo*isa. endi unga o’xshash
masalani Jekin, boshqa kattaliklar - tezlik, vaqt. masofa bilan
berish kerak.

5. 'leskart masalalar tuzish. Teskar masalalar tuzish va
vechishga doir topshiriglar migdorlar orasidagi beg‘lanishlarnt
o‘zlashtirishga yordam beradi. Teskari masalalarni berilgan sodda
masalaga nisbatan ham tuzish mumkin. Birog, o‘gituvchi bu
teskari masalaga bolalarning kuchi yetish-yetmasligini har doim
tekshirib turishi lozim. Teskari masalalarni tuzishni masalalarni
tekshirish bilan birga olib borish kerak.

6. lyustratsiyaga garab masala tuzish. Berilgan rasm, chizma
yoki qisqa yozuvga garab masalalar wgzishga doir mashgiar
foydalidir. Ular masalani bolalar konkret vaziyatda ko‘rishga
yordam beradi. Masalan: berilgan rasmga garab holalar bir nechia
masala tuzishlari mumkin: «somsa 500 so'm. [ stakan choy esa
300 so*m turadi. Bir stakan choy va 1 ta somsa necha pul turadi?»

Bolalarga u voki bu illyustratsiya bo‘yicha masala tuzishni
taklif qilishdan avval bu illyustratsiyani analiz qilish, va’ni suhbat
o‘tkazish va Hyustratsiyada nima tasvirlanganini, sonlar nimarni
ifodalanishini. nimant bilish kerakligini zniglash kerak.

7. Berilgan yechimga qarab masala tuzish. Buni masala
yechilishiga nisbatan teskari deb atash mumkin. Faqat ragamlar
ba'lgan mashglar yordam beradi — bu masalani uning yechilishiga
garab tiklashdir.
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Masalaning vechilishi ixtiyorily shaklda berilishi mumkin:
aolhida amallar, ifoda yoki tenglama bilan, tushuntirish yozuvlari
bilan va ularsiz. Bunda masalaning vechilishi bitta yoki bir nechta
amalni ham o'z ichiga olishi mumkin. Faqat ragamlar yordamida
emas, balki harflar bilan ham yozilishi mumkin, Masala tuzishni
taklif' gilishdan avval masalani berilgan vechmini analiz qilish
kerak.

Ayrim hollarda bolalarga masala syujetini yoki kattalikning
nomini aytib berish magsadga muvoiigdir. Masalan o*gituvchi 3-
sinf o‘quvchilariga berilgan ushbu ifoda bo‘yicha, tezlik, vagt,
masofa kattaliklari qatnashgan masala tuzishni taklif qiladi.
(12:3)-2. Bu yerda qaysi amal birinchi berilgan (bo*lish), so‘ngra-
chi? (ko‘paytirish}, Bu ifodaga ko'ra tezlik, vaqt, masofa
kattaliklari gatnashgan masala tuzish kerak. Ko*paytirish amali
bajarilgandan so*ng nimani bilamiz? (masofani). Demak 2 soni
nimani bildiradi. (harakat vagtini). 12:3 ifoda nimani bildiradi?
(tezlikni). Agar bu iloda tezlikni bildirsa, unda har bir son nimani
ko'rsatadi? (12 o'tilgan masotfani, 3 esa harakat vagtini). Masala
tuzing. Bolalar masalan quyidagi masalani tuzishlari mumkin:
“Yo'lovchi bir xil tezlik bilan yurib 3 soatda 12 km yo'lni bosdi.
Shunday tezlik bilan yursa, yo‘lovchi 2 soatda gancha yo'lni
bosadi?”

Ko'rsatilgan amallar bo*yicha masalalar tuzishni taklif gilish
ham mumkin. Masalan, o*gituvchi yechilishida avval ko' paytirish
amali bajarilishi lozim bo'lgan masala, yoki yechilishida avval
qo’shish amali, so‘ngra bo’lish amali bhajarish zarur bo‘lgan
masala tuzishni taklif gilishi mumkin.

8. Berilgan masalalarni wularga yagin bo’lgan turdagi
masalalarga almashtirish. Bir-biriga vyaqin turdagi masalalar
jumlasiga migdoriar bir xil bogliglik bilan bog‘langan masalalar
kiradi.

Masalan to rtinchi proportsionalni topishga doir, proportsional
bo‘lishga va ikki ayirmaga ko‘ra noma’lum soniarni topishga doir
masalalar  bo‘ladi, chunki ularda miqdorlar proportsional
bog* liglik bitan bog‘langan.
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Bir masalani unga yaqin bo*lgan masalaga katialiklarning sonli
givmatlari ustida arifmetik amallarni  bajarish  natijasida
almashtirish mumkin.

Bir-biriga yagin turdagi masalalarning yechish usullarini
bunday almashtirish va taqqosiash natijasida bolalarni bunday
masalalarnt yechish usullarini umumiashtirishga olib keladi.

O¢z-o*zini nazorat qilish uchun savollar
1. Matnli masalalarni yechish metodlarini sanab bering.
2. Masalalarni analiz va sintezdan foydalanib vechishni
tushuntiring.
3. Masalalarni tuzish va o‘zgartirish tuurlarini sanab oting.
4. Masalalarni zish va o‘zgartirishga doir misollar keltiring.

11.3. Nostandart masalalar. Mantigiy masalalar

Muammoli mazmundagi masalalar, Muammoli o‘gitishning
eng asosiy xususiyati —muammoli vaziyat hosil gilishdir.

Dyidaktika tilida muammoli  vaziyat hosil qilish shuni
bildiradiki, bunda o‘gituvchi o*quvchilar oldiga shunday savel
goyadiki, ular bu savolga hilimlari yetarli bo* lmagani uchun to‘la
Javob bera olmaydilar.

Har ganday matematik masalaning savoli uning asosiy
elementlaridan biri hisoblanadi. Tlar ganday matematik masala
o'quvchilar uchun muammoli xaraklerga ega bo'ladimt yoki
boshgacha aytganda. masaladagi har qanday savol masalaning
asosiy elementlaridan biri bo'la turib, muammoli vaziyat hosii
giladimi?

Agar masala matni o'quvchini ma’lum  yechimga olib
keladigan fikelash jarayonlarini bajarishda agliy zo'rigishni talab
giladigan  giyinchiliklarga duch Kkeltirsa, bunday masalani
muammoli deviladi.

Muammoli masalalarni quyidagi turiarini ajratish mumkin:

1) muammolt savollarga oid masalalar;

2) turli usullarda yvechish mumkin bo‘lgan masalalar;
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3) mazmuni bir xil, ammo yechilishi har xil bo’lgan masalalar;

4) sharti yetarli bo*imagan masalalar;

5) ortigcha ma’ lumotlarga ega bo'igan masalalar;

$) butunlay noto'g'ri ma’lumotga ega bolgan masalalar;

73 turli xil faolivatni umumlashtirishga oid bo‘lgan masatalar;

8) fanlararo alogaga doir masalalar.

Muammoli masalalarning ba’zilarida “nechta?”, “sig‘adimi?”,
“yetadimi?”, “joylashadimi?”, “o*rnashadimi?”, “uchrashadimi?”
savollari uchraydi.

Muammoli  mazmundagi masala yechilishining  yozilishi
odatdagi masala yechilishi yozilishidan birmuncha farq giiads
Bunday masalalarda hisoblashlarnigina bagarish talab gilinmay,
balki masaladagi son ma’lumotlarni voki miqdoriar orasidagi
munosabatlarni taggoslash, umumlashtirish, isbotlash, hagiqat-
ligini aniglash, gonuniyatni o'rnatish, imkoniyatni. yetarltlikni
aniqlash talab gitinadi.

Muammoli masalalar yechish, mustaqil masala tuzishga oid
topshiriglarni  bajarish, keyinroq masalalarni yechish  ham
bolalarning tafakkuri va bilimlarini rivoflantirish vesitasi bo’ladi
va bunday masalalarni yechilishi analiz va sintez kabi mushohada
usuli  orqali amalga oshadi va bolaning bilim doirasini
kengaytiradi.

Krutetskiyning ilmiy izlanishlarida o'quvchilarning masalalar
orgali tafakkurini oshirishda quyidagi masalalar turini keltiradic

— savoli ifodalanmagan masalalar;

— ortigcha ma’lumotlari bor masalalar;

—  bir necha yechimi bor masalalac;

—  mazmuni o’zgaruvchan masalalar;

— ishotga mo‘ljallangan masalalar;

— mazmuni mantiqiy fikrlashga qaratilgan masalalar.

Ushbu masalalar tizimi amaliy ahamiyatga egadir. Ushbu
masalalar mustaqil fikrlashni tashkil qilish metodliarini tanlashga
yordam beradi.

Ko‘p yechimli masalalar. Boshlang‘ich sinf o*quvchilarin
ko'p yechimli masalalarni vechishga o‘rgatish orqali ularning
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mantigiy iafakkuri o‘sadi, mustagit fike yuritish ko‘nikmasi
tarkib topadi, matematika faniga bo‘lgan qiziqishi oshadi va
atrof-muhitda sodir bo‘layotgan o‘zgarishlarga teran nazar bilan

boga oladi.
Shu orinda “Ko'p yechimli masala mima?”, yoki “Qanday
masala?’, - degan savol tug'iladi. Talabalarga shu savolni

berganda, ulardan aksariyat qismi ikki va undan ortig usul bilan
yechiladigan masalalarni misol keltirishdi.

Misol gilib quyidagi masalani olsak.

I-masala: Tomonlari 6 sm va 8§ sm bo'lgan to'g'ri to'rt-
burchakning perunefrini toping.

R=2-{at+b) formulasidan foydalanib, to’rtburchakning pcri-
metri topiladi. R=28 sm ckanligini o‘quvchilar juda oson topadi.
Endi masalaga boshgacha yondoshsak. Perimetri 28 sm bo'lgan
to'gr1 to'rtburchaklarning tomonlarini toping. Bunda o*gituvchi
bergan savol o'quvchini o' ylashga majbur qiladi.

a =8sm. b =6sm ligidan a m 1 sm ga kamavtirib, b ga | sm ni
qo‘shish natijasida bir necha javoblarni topamiz.

Shunga o‘xshash, a =7 sm, b =7 sm;a =6 sm, b =8 sm; a =5
s, b=9 smia=4sm, b=10sm;a=3sm,b=11sm;a=2sm, b
=2 sm;a=1sm,b=[3sm.

Endib ni 1 sm ga kamaytirib, a ga | sm ni go‘shish natijasida
bir necha javoblarni topamiz: a=9sm, b=3sm ni hosil gilamiz.
Olingan natijalariga 1 ni qo'shish va ayrish orgali a=10sm, b
=4sm; a =11sm. b =3sm; a =12sm, b =2sm; 2 =(3sm. b =] sm
larga ega bo’lamiz.

Bu vyorda o‘quvchilar yigiindisi 14 ni tashkil giluvehi ikki
natural sonning yig'indisidan foydalanishadi. Qisqacha ayiganda
masalani jadval shaklida vechsa ancha tushunarli va sodda
ko‘rinishga keladi.

a [t l273 4567890 t][12]13
b d I3 2 109 | 8 7]6 41312 1

. - - S,A__q,, -
arb | 14| 14, 4] 4[4 a4 4] 1a a4 14

R

Jadvaldan to‘rtburchak tomonlari oson aniglanadi.
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Masalaga boshgacha yondoshsak, berilgan to‘rtburchakni
yuzini topish kerak bo*Isin. To‘g ri to‘rtburchakning yuzini topish
formulasini esga olamiz.

S= a-b dan toydalanamiz.

Natija $=48 sm’ ni tashkil giladi. Natijadan foydalanib boshga
masala tuzsak:

Yuzasi =48 sm® ga teng to‘g‘ri to‘rtburchaklar tomonlarini
toping degan savol qo‘yiladi. Bunda o‘quvchilar ko‘paytmasi 48
ga teng ikkita natural sonlar gidira boshlaydi. Ular:

- a =8sm, b =6sm,

—a=16sm, b=3sm,

—a ~12sm, b =4sm;

~a =24sm.b =2sm;

-a =48sm, b =1sm; va hokozo

Uchbu magalani ham yuqoridagi masalaga o‘xghatib jadval
asosida ishlasak, magsadya muvolig bo ladi.

2-masala: Feruzaning oyisi 3500 so‘mga ertak kitob olib berdi.
U tw'lovni 2 ta 1000 so‘mlik, golganlarini 500 se‘mlik, 200
so'mlik va 100 so‘mlikiarda to‘ladi. Feruzaning oyisi ertak
kitobimi setib olishda ganday pullar ishlatgan?

1000 so'm 2 2 2 ] 2 2 2
500 so'm 2 2 ] ] | |
200 so'm 2 | 4 3 12 ]
100 so'm 1 3 2 4 0 8

Jadvaldan ko'rinib turibdiki, masalaning yechimlari ko‘p.
Shuning uchun bunday yechim o‘quvchilar uchun ancha tushu-
narli va oson bo‘lady. Jadval ko‘rinishida masalalarni vechishda
o"quvchilarga ancha tushunarli bo*ladi.

2-masalada ming so'mliklarni chegaralab go‘yilgan. ming
so‘mliklarni sonint aylmasdan masala berilsa, masalaning yechimi
bundan ham ko‘proq bo‘ladi va yangi tuzilgan masalani uyga
vazita gilib berib yuborish mumkin.
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2-masala(l): Feruzaning oyisi 3500 so‘mga ertak kitob olib
berdi. U to*lovni 1000 so'mlik, 500 so*mlik, 200 so‘miik va 100
so‘rmuliklarda to'ladi. Feruzaning ovisi ertak kitobini sotib olishda
ganday pullar ishlatgan?

Yechilgan muayvan masala shartlarini o‘zgartirish asosida,
vangi masala tuzish unchalik mehnat talab gilmaydi. Albaita
buning uckun masalani o‘zgartirishning eng asosiy vositalari:
umumlashtirish, ixtisoslashtirish, analogiya, bo‘laklash va vangi
kombinatsivalar tuzish bo yicha yetarli ko'nikmaga cga bo*lishi
kerak. Berilgan masalani vechish jaravonida, masala shartini
o'zgartirish asosida yangi masalalarni hosil gilamiz. Bu vangi
rmasalalardan, o'z navbatida, sara masalalarni lantab olamiz, Ya’ni
bir masaladan 1kkinchisi. unday foydalanib uchinchisini tuzish,
yechish va h.k.

Shu sababli o'qituvchi dastlabki yechilgan masaladan ganday
qilib yangilarini hosil gilish mumkinligini ko'rsatib berishi zarur.
Bu bilun u o'quvchilarda qiziquvchanlikni uyg'otadi. O quv-
chilarning yangi masalani bunday usulda ixtiro gilishda ishtirok
etishi muhim.

Shartiga o‘zgartirish kiritilgan masalalar. Masala shaklini
voki jumlasini  turli  vo'nalishlarda quvidagi usullardan
fovdalanilgan holda o' zgartirsh mumkin.

. Masala matnini o‘zgartirish: terminni mazmunli tavsif bilan
almashtirish, ayrim so‘zlarni sinonimfari bilan almashtirish,
matnning yechimga ta'sir gilmaydigan bir qismnini chigarib
tashlash, ayrim so‘z, terminlarni nisbatan umumiy yoki xususiy
tushuncha itfodalaydiganiga almashtirish, so*z va gap tartibini
o'zgartirish, ragamli ma’ lumotiarni boshga «ko‘rgazmalisrog'iga
almashtirish, ragamli ma'lumotlarni  harflilariga  almashtirish,
harfli ma’ fumotlarni ragamlilariga almashtirish.

2. Masala matnini tasavvur qilish, shaklini o‘zgartirish —
modellar qurish: predmetli (masalani aniq predmetlarda namoyish
qilish, «rollarda» ko‘rsatish), geometrik (masalani geometrik
shakilarda va modellarda shakilar xossalari va ularning munosa-
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batlaridan foydalanib ko‘rsatish), grafik (chizma, rasm), sharili
predmetli (rasm), grafik (qgisga sxemalik yozuv), jadvalli (jadval).

3. Ixtivoriy birlikiarni kiritish va matnni tegishlicha gayta
tzohlash.

Masala matni ustida ishlash uni izohlansa. qayta tuzilsa,
yanada samarali bo‘ladi. Uning maqsadi — jiddiy bo‘lmagan
predmetlarni  olib tashlash, wmasalaning jiddiy elementlar
ma’nosini aniglashtirish va achib berish. Masala matnini gayta
tuzish masalada berilgan qandaydir varziyat tasvirini barcha
munosabatlar, aloqalar, sifat mazmunini saglab qolgan. birog
ularnt  yanada yorqinroq ifodalagan boshga tasvir bilan
almashtirishdan 1borat. Ortigeha, jddiy bo'lmagan axborotning
barchasi ohb tashlanadi, masala matnt uning vechimini zlash
yo'linl osunlashtiradigan shaklga o zgartiriladi. Qayta tuzish
davomida masalada gap horadigan asosiy vaziyatlar ajratilad,
zaruratga ko‘ra masalaning vordamchi modell quriladi: gisga
yozuv, jadval, rasm, chizma va hk. O‘quvchilarni bu usuiga
dastlab standart masalalarda o'rgatish zarur. Ushbu usuldan
fovdalanishni masala misolida ko'rib chigamiz:
ruchka galamdan 50 so'm qimmat bo'lsa, 18 ta ruchka uchun
necha so'm to'Jash kerak bo‘ladi?

Bu masala mamini o'zgartirish narx, wmigdor, giymat
terminlarini kiritishdan iborat bo'lishi mumkin. natijada, matn
quytdagi ko‘rinishga keladi:

Barcha qalamlarning qiymati {000 so*m. Qalamlar migdori 10
ta. Narxl noma’lum. (1- qism).

Ruchkalar migdori 18 ta. Narxi noma’lum. Xarid gilingan-
larning umumiy qiymati noma’ lum, unt topish kerak (2-qism).

Ruchkaning narxi galamnikidan 56 so‘m ortiq (3- gism).

Yechish rejasini topish va bajarish uchun uchta kattalik: narx,
miqdor va qiymat o‘rtasidagi bog‘liglikni bilish, beriigandan 18
taga ko'p sonni topa bilish yetarli. Qayta tuzish natijasi gisga
vozuvda aks ettirtlishi mumkin. Hosil qilingan matnni og‘zaki
gayta yaratish bilan cheklanish ham mumkin. Magsadli gayta
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tzishga o‘rgaiish — masala yechishga o'rgatishnimg muhim
jihatlaridan birl, Undan fovdalanishning dastlabki tajribasiga
bolalar oddiy masalalarni gayta tuzish ko nikmasiga ega bo‘lishi
kerak., Buning uchun o'gituvehi o'quvchilarga masalani idrok
ctgandan keyin masala sharti va savolini ular uchun eng asosivsini
ajratib  ko‘rsatgan holda takroriashni taklif' giladi, bunga
vordamlashadi. Bolalarga masala mazmunini uning savoliga
javob topish uchuo qulay shaklda ifodalashni taklif gilish zarur.
Ularni muhokama qilish va eng yaxshi usuini taniash magsadga
muvofiq. Masalani izohlashning alobida turi masalada so'z
yuritilgan kattaliklarni o'lchashaing qulay bicliklarini kiritish
sanaladi. Quyidagi masalani ko‘rib chigamiz:

1700 so'm to'ladi. Agar kundalik daftar daftardan 16 marta
gimmat bo‘lsa. kundalik daftar va dafiar necha so*m turadi?

Ushbu masala o°qitishning an’anaviy tizimi bo‘yicha odatiy
metodiar bilan yechilishi mumkin. O*quvchilar uni sxematik
modelashtirish metodidan fovdalanib, bitta kesmani bitta dattar
deb bilib, vecha oladilar.

1700:17=100 {so*'m)—daliar narxi

100 16=1600 (so'm)—kundalik daltar narxi.

An’anaviy sintlarda bu masalani giymatning vangi birligini
kiritish va masala matnini gayta twzish yo‘li bilan yechish
mumkin. O°qgituvchi quyidagicha tikr yuritadi. Qiymat va narx—
kattaliklar. Masaladi faqat narx qiymat kattaligi tilga olingan.
Biroq qiymart har qanday kattalik kabi boshga ko*plab birliklarga
ega bo'lishi mumkin. O°ichov sifatida shu kattalik bilan
tavsiflanadigan istalgan obyektni olishga va unga birlikka teng
giymat berishga. ya'ni bu obyckidagi «kattalik migdorini» birlik
deb gabul qilishga haglimiz. Masalada kundalik daftar va daftar
narxi bilan tavsiflanadigan ikki xil predmetgina tasvirlangani
uchun, o‘lchov sifatida ulardan birini tanlash va uning narx
qiymatini birlik sifatida qabul gilish quiay. Tanlov uchun ikkita
imkoniyat mavjud bo‘lgani sababli, ko‘rilavotgan masalani qayta
tuzishining ehtimoliy yo'li ham ikkita. O‘lchov sifatida nishatan
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arzon predmet - daftarni olamiz. Uning narxini birlik sifatida
gabul gilamiz va bu birlik nomini beramiz. Nom turlicha bo*lishi
mumkin. Yangi terminlar o‘ylab topmaslik uchun narxning
“yangi” birligipa pretmet nomimi beramiz—‘dafiar”. Endi biz
vangi givmat birligiga egamiz—bitta daftar. Masalada tasvirlangan
predmetlar narxini yangi birliklarda keltiramiz, daftar narxi-bitta
daftar. Kundalik dafiar narxi shartga ko‘ra daflar narxidan 4 marta
ortiq.- Yangi birlikni hisobga olib, masalaning yangi talqinini
olamiz,

2.t-masala: O*quvchi 2 ta kundalik dafiar va 3 ta daftar uchun
3500 so‘'m toladi. Agar kundalik daftari daftardan 16 marta
gimmat ho'lsa, kurdalik dafiar va daflar necha so“m turadi?

2-masalaning berilganlaridan foydalanib masalani vechamiz,

Narxni daftarlarda o*Ichasak, | ta daftar narxi | daftarga feng,
kundalik datiar esa 16 marta qimmat. Kundalik dafiar va  daftar
narxini so'mlarda aniqlang.

Yechich:

1} 1-3=3 (daf)-3 ta daftarning givmati;

2) 1-16=16 {daf)-kundalik dattar narxi;

3) 16-2=32 (daf) —ikkita kundalik daftar narxi;

4) 32+3=335 (dah-xaridning umumiy giyvmati,

51 3500:35=100 (so*m)-daftar narxi;

6) 100-16=1600 (so*m)-kundalik daftar narxi.

Masalant tahh] qilishning keyvingi usuli — qisqa vozuv. Qisqa
yozuv tuzishga o'rgatish boshqa metodlardan foydalanishdagi
kabi namunalarni ko‘rsatish orgali olib boriladi. O*quvchi uning
vazifasini tushunganida, gaysi masalalarga qisqa yozuv bajarishni
aniglay oleanda, uni tuzish bo‘vicha barcha gadamlarni {matnni
gismlarga bo‘lish va qayta tuzish, sxema tanlash, so‘zlar,
ragamlar, rasmlarni sonlar, kattaliklar o°rtasidagi munosabatlar va
alogalarga muvofiq joylashtirish, yozuv shaklini tanlash, gisqa
yozuvning masala mazmuniga muvofigligini aniglash va
boshgalar.) bilgani va bajara olganidagina ta’sirli bo‘ladi, ya’'ni
qisqa yozuv tuzishga tegishli o'quv amallarini tashkil gqilish orqali
maxsus o'rgatish kerak.



Qizigarli va mantiqiy masalalar. Matematika fanining
salohiyati — o‘quvchilar aqliy gobilivatini rivojlantirish bilan
belgilanadi. Shu bois matematika o‘gitishning muhim vositasi
masalalardir.

Korib  turibmizki, boshlang‘ich  matematika  kursida
masalaning mazmuni juda kattadir. Mantiqiy masalani yechish
orgall xotira, tafakkur, diqgat, ijodiy tasavvur rivojlanadi.
O‘qituvchi matematika darslarida bolalarning mantigiy tafak-
kurlarini tivoplantivishning ma’lum imkoniyatlariga ega. ana shu
imkonivatdan to*la fovdalanish kerak. Shu magsadda mantigiy
masalalar yechishga ham alohida ¢’tibor garatiladi.

Mantigiy masala ustida ishlash o*gituvchidan alohida e’tibor
talab qiladi. Mantiqiy masalaning oddiy aritmetik masaladan
tarqi, butunlay yoki gisman arifmetik amalilarsiz fike — mulohaza
yuritish bilan yechilishi o*quvchilardan dastlab giyinchilik tug'-
diradi. Shunmg uchun mantiqiy masalani soddadan murakkabga
qarab asta — sckinlik bilan darsga kiritib bortladi. Avval faqat
mantiqiy savollar berish magsadga muvofiq bo'ladi.

Masalan: **1 kg temir og‘irmi, yoki lkg paxta og‘irmi?”,

“Uchta ot go‘shilgan arava 30 km yurdi, har bir ot necha km
vurgan?”, “Xo'roz bir oyoqda 2 kg, ikki oyoqda tursa necha kg?”,

“Bir oyda 5 ta yakshanba bolishi mumkinmi? 6 tachi?”

Bunday savollar bir giymatli javob talab gqilgani uchun
o‘quvchilar arifmetik amal bajarishga intilmaydi. Shundan so'ng
matnli mantiqiy masalalar kiritib boshlanadi:
katta, Vali (G*anidan katta. Kim katta: G animi yoki Ali?”

2-masala: “Uchta giz shaharga ketayotib, 5 ta gizni uchratdi.
Shaharga nechta qiz ketyapti?”

Mantiqiy masala odatda qo‘shimcha tahlilsiz yechiladi. Ya’ni
o‘quvchiga fikrlash, o‘ylab olish inkonivati beriladi, “Kim
topgirroq?” degan musobaqa ketadi. Lekin masalani javobini
iopish givinlik qilsa, o'qituvchi yordamchi savollar beradi va
masala javobini topishga o‘quvchi fikrini yo‘naltiradi. Aslida
yordamchi savollar berish magsadga muvofig emas.
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Masalan:

1-masala: "Yettita sham yonib turibdi. Ularning ikkitasi
o‘chirildi. Nechta sham qoldi?” :

Mulohaza yuritish quyidagicha olib borilishi kerak:

1y Ikkita sham o'chirilsa nechta sham yoniq qoladi?

“57 ta

2) Yonib turgan sham nima giladi?

- “ertydi”

3) Biroz vaqtdan keyin nima bo‘ladi?

~ “erib tugaydi”

4) Unda nechta sham qoiadi?

—= ikkita™

2-masala: “Bu qizning otagi — mening otamning o'g‘li. Lekin
mening onam ham, vkam ham, singlim ham, opam ham yo'q.
Qizning otasi kim?”"

Yordamchi savollar:

1) Masaladagi gizga so*ziovchining qarindoshlik joyi bormi?

2} So'zlovchining onasi ham, opasi ham, singlisi ham yo'q.
Unda kim bo’lishi mumkin?

3) Ukasining gizi desak uning ukasi ham yo°q.

4) Unda qizning otasi kim?

Xulosa qilib aytganda, nostandart va mantiqiy masalalarni
vechish orgali boshlang’ich sinf o'quvchilarini matematik
tafakkorini shakilantiriladi.

‘z-0zini nazorat qilish uchun savollar
. Muammoli mazmundagi masalalar.
. Ko'p yechimli masalalar.
. Shartiga o'zgartirish kiritlgan masalalar.
. Qizigarli va mantiqiy masalar.
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11.4. Boshlang‘ich sinflardagi iqtisodiy va statistik
masalalar

Igtisodiy-statistik mazmundagi masala deb. ma’lum  bir
iqtisodiy yoki statistik tushunchani yoki uni yoritib beruvchi
axborotni o‘z ichiga olgan masalaga avtiladi.

Boshlang‘ich matematika kursida o‘rganilishi mumkin bo‘lgan
eng sodda iqtisodiy tushunchalar quyidagilar: tejamkorlik. ish
unumi. mahsulotning narxi, bahosi, sifat, foyda, iqtisod kabilar
bolib, statistikaga oid dastlabki  tushunchalar: kuzatuv va
ma’lumot to‘plash. to*plangan ma’lumotlarni tartiblash, variatsion
qator, o‘rta arifmetik qiymat, chastota, msbiy chastota, moda,
jadval va diagrammalardan iborat.

Bunday mazmundagi masalaiarni boshlang‘ich sinf matema-
tika darsliklarida uchratish mumkin, ickin ularning tarbiyaviy
ahamiyatini  kuchaytirish va o‘quvchilarning igtisodiy ongini
shakllantirishga yo‘naltirish muhim ahamiyat kasb etadi.

Igtisodiy tarbivaning muhim vazifalaridan biri ofquvchilarni
tejamkorlikka o*rgatishdir. Atrofimizdagi barcha predmetlar: jonli
va jonsiz tabiat, uy-ro‘zg'or buyumlari, maktab jihozlari, shaxsty
buyumiar va hoshgalarni avayiab-asrash, buzmaslik, sindirmaslik,
virtmashk. atrof’ muhitm ozoda saglash, ehtiyotlik bilan muno-
sabatda bo‘lish kerakligini bolalar ongiga singdirib borish kerak.
Bu vazifa matematika darslarida 1gtisodiy-statistik mazmundag)
masalalarni yechish orgali amalga oshiriladi.

Quyidagi masalani ko raviik:

Maktab oshxonasidagi 1 kunlik non qoldiglari 1 kg ni tashkil
etdi. Agar har kuni shunchadan non goldiglari golsa, maktabdagi
210 o‘qish kunida gancha non isrof bo‘ladi? Shuncha nonni
ortacha oila necha kun iste’mol gilishi mumkin?

Bu masalani yechish uwchun o'rtacha oila tushunchagini
oydinlashtirish va bunday oila bir kunda gancha non iste’mol
qilishini aniqlash kerak bo*ladi.

Yechish:

1. tkg-210=210kg
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2. O‘rtacha oila tushunchasini oydinlashtirish uchun har bir
o‘quvchining oila a’zolari sonini aniglaymiz. Olingan natijalarni
ketma-ket yozib olamiz:

3,10,4,3,2,5,4,5,4,4,4,8,5,5.4.3.6,4,4,5,6,4.

Variatsion qator tuzamiz:

Oila a’zolari soni 2173141516718 10
Qilalar soni 1131975411 ]

Variatsion gatordan shuni xulosa qilish mumkin-ki, 4 kishilik
oilalar ko‘pchilikni tashkil etar ekan. Ular 9 ta. Demak, 4 kishilik
oila bu sinfda moda bo‘ladi. Endi o’rtacha qiymatni topaylik.

Jami oilalar soni:

1+3+9+5+4+1+1=24(ta)

Jami odamlar soni:

2-1+3-3+4-9+5-5+6-4+8- 1+10- 1=122(ta)

O‘rtacha oila a’zolari soni:

122:24=5(2 qoldiq)

Demak o*rtacha cila a’zolari soni 5 ga teng. Agar bu oilada har
kuni o‘rtacha 2kg non iste’mol gilinsa,

210:2=105(kun)

210 kg nonni bu oila 195 kun, ya'ni uch yarim oy isie’mol
qilishi mumkin ekan.

Bu masalani yechishda tejamkoelik, isrof, ma’lumot 1o°plash,
to‘plangan ma’lumotlarni tartiblash, variatsion qator, o‘rta arif-
metik giymat, moda, jadval kabi tushunchalar ma’nosi ochib
berildi.

Ish unumi deganda, vaqt birligida bajarilgan ish hajmi
tushuniladi. Ish unumdorligi tushunchasi ¢'quvchining mehnati
bilan bog*lanadi. O*quvchining ish vnumi uning bilimi, tezkorligi.
ya'ni, tez 0*qishi, tez yozishi, tez misol ishiashi kabilarga bog'lig.
Agar u vazifani tez va xatosiz bajarsa, ishi unumli bo’ladi. Shunga
ko‘ra | minutda o‘quvchi bajarishi mumkin bo‘lgan ish hajmi
aniglanib, taqqoslansa, juda foydali va ko'rgazmali bo*ladi.

Masalalar.

1. 2-sinf o‘quvchilarining o'qish tezligi tekshirilganda
quyidagi natijalar olindi: 60, 71, 35, 54, 49, 72, 69, 80, 62, 66, 75,
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65,69, 57,72, 67, 76, 70, 85, 78. Bu ma’lumotlarni 10 tadan so‘z
oralig'ida guruhlab, variatsion jadvalga joylashtiring. O‘rtacha
o‘qish tezligini va eng tez, eng sekin o'gigan o‘quvchini,
ko*pchilikning tezligini aniglang.

2. Ikki duradgor stollar yasab, sotuvga qo‘vishdi. Birinchi
duradgorning stollari sifatli va chiroyli bo*lgani uchun 150 ming
gimmatrog sotildi. Agar ular 8 tadan stol solgan bo‘lsa, birtnchi
duradgor gancha qo‘shimcha foyda olgan?

3. Sinfda 20 ta o*quvchilar stoli bor. Stolning bo'vi 110, eni 50
sm. Agar Im” yuzani bo‘yashga 100gr bo'voq sarflansa, hamma
stellar yurzasini bo‘yashga gancha bo'yoq kerak boladi? Agar
stollarni yaxshi saglab, 2 yil mobaynida bo‘yalmasa, gancha
bo*voq tejalishi mumkin?

4. lkki bichiqehi, usta va shogird, matodan bir xil ko‘vlak
bichishdi. Shogird 60m matodan 15 ta, usta esa undan 5 {a ortig
ko‘vlak bichdi. Har bir ko*ylakdan usta gancha matoni tejagan?
Har bir ko‘ylak 350 ming so'mdan sotilsa, usta qancha
(o shimcha foyda olgan?

3. Darsdan keyin sinf xonasida 300 gr gog‘oz chigindilari
golgani ma’ium bo'ldi. Agar har kuni shunchadan qog oz isrof
bo'lsa, 210 o'qish kunida gancha qog oz isrof bo‘ladi? Agar 1ia
daraxtdan 50kg qog'oz olinsa, bu tashlangan qog'ozlar gancha
daraxtni kesilishdan asrab qolishi mumkin edi?

6. Brigada ishchilarining ish unumi haqida quyidagi
ma'lumotlar olingan (ish unumi deganda 1 soatda ishlab
chiqarilgan detallar soni ko‘zda tutilgan):

26,25,24,25 28,39, 28,32, 24, 37, 20,22, 30, 31, 35, 26, 23,
27, 28.

Ma’lumotlarni 5 tadan detal oralig’ida tartiblang, o‘rtacha ish
unumini toping. Varutsion gatorning modasini aniglang.

7. Matematikadan yozma ish natijasida o'quvchilar quyidagi
baholarni oldilar: 4. 5,3, 3,5, 4.2, 3,4,3,2,3,.4,5, 2,4, 4,3, 4,
5, 3, 2, 3. 4. Har bir bahoning chastotasi va nisbiy chastotasini
toping. Variatsion gatorni to‘ldiring. Ma’lumotlar asosida diag-
ramma tuzing.
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XH BOB. TENGLIK, TENGSIZLIK VA TENGLAMALAR

12.1. Sonli va o‘zgaruvchili ifedalar, ayniyat va ayniy shakl
almashtirish

Sonli ifodalar. Ayrim masalalarni yechishda sonli ifodalarga
duch kelamiz. Quyidagi masalani qaraylik.

Masala: 4 va B punktlar orasidagi masofa 1760 km. 4
punkidan B punktga qarab soatiga 80 km/s tezlik bilan yuk
avtomashinasi chigdi. 2 soat o‘tgandan kevin ¢sa B punktdan
soatiga 120 km/s tezlik bilan yengil avtomashina A punkt tomoen
jo'nadi. Yengil avtomashina yo‘lga chiqgandan necha soatdan
keyin yuk avtomashinasi bilan uchrashishdi.

Masalani yechish uchun dastlab yuk avtomashinasini 2 soatda
bosib o‘tgan yo'lini hisoblaymiz. Buning uchun 80 ni 2 ga
ko' paytiramiz. Bu amaini bajarmasdan uni 80-2 deb beigilaymiz.

Shundan keyin vuk avtomashinasi B punktdan qancha
masotada ekanligini aniglaymiz. 1760-80-2.

Keyinchalik yuk va wvengil aviomashinalarning birgalikdagi
tezligini topamiz. 80+120.

Eng oxirida ikkita aviomobilning uchrashishi uchun ketgan
vagtni hisoblaymiz.

(1760-80-2):(80+120)

Masalani yechish jarayonida biz yuqoridagi ko‘rinishdagi sonli
ifoda qiymatini sonli ifodada amallarni bajarish dasturiga asosan
topamiz, ya’ni

(1760-80-2):(80+120)=(1760-160):200=1600:200-=3

Demak, ikkita aviomashina 8 soatdan keyin uchrashadi. Bunda
biz fagat sonlar bilan ish ko‘rdik.

1-ta’rif. Sonlar, arifinetik amallar va qavslar ishtirok etuvchi
yozuv sonli Hoda deytladi.

Umumiy holda sonli ifoda quyidagicha aniglanadi:

1. Har bir son sonlt ifodadir;
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2. agar A4 va B lar sonli ifodalar bolsa, u holda
(A) + (B}, (A) — (B), {A) - (B),(A): (B} lar ham sonli ifoda-
tar ho‘ladi.

Sonli ifodada ko‘rsatilgan har bir amalni ketma-ket bajarish
natijasida hosil bo‘lgan son sonli ifodaning qiymati deyiladi.

Agar yugoridagy goidaga amal gilsak, qavslar soni ko'payib
ketadi. Shuning uchun har bir sonni gavsga olmaslikka kelishib
olinadi.

Shuningdek, bir qancha ifodalar qo‘shilsa, ayirilsa, ko‘pay-
tirilsa yoki bo'linsa qavslar qo*yillmasdan amallar chapdan o‘ngga
qarab bajariladi. Masalan,

35-4+56-12-34 yoki 80.2-5-8:5.

Amallarni bajarishda avvalo ikkinchi bosqich (ko'paytirish va
bo‘lish), keyinchalik birinchi bosqich (qo‘shish va ayirish)
amallar bajariladi.

Shuni hisobga olsak, sonli ifodalar giymatlarini hisoblashda
quyidagi qoidalarga amal gilinadi:

1} agar sonli ifoda qavslarsiz berilgan bo'lsa, sonli ifoda
qo‘shish amallarini va ayirish amallarini o‘zida saqlovehi
bo‘laklarga ajratiladi. Bu bo‘laklarni har birida ko‘paytirish va
bolish amallari chapdan o'nega qarab hajarilib, bo‘laklar
giymatlari hisoblanadi, keyinchalik hisoblangan giyuatlar o‘rniga
qovilib, sonli ifoda ¢ivmati qo'shish va ayirish amallarini
chapdan o‘ngga bajarib topiladi;

2) agar sonli ifoda o‘zida gavsni saglasa, u holda chap va ong
qavs ichidagi ifoda I-goidaga ascesan hisoblanadi va qavslarning
o'rniga hisoblangan qiymat qo’yiladi, keyingi hisoblashlar 1-
qoida asosida bajariladi, aks holda, yana 2- qojda qo°llaniladi.

Masalan,

1)32:2—=7-544:2—5-3 + 8: 2 ifoda berilgan bo‘Isin,

32:2-7-5+4:2-5-3+8:2=32-2+4:2+8:2~7-
5—5:3=64+2+4935-15=70-50=20;

2)(24:2+12-3) = (44:11+5)+ 12 =12+ 36) —
(4+5)+12=48—-9+12=48+12-9=60-9 =51



Shuning bilan birga barcha sonli ifodalar qiymatga cga
bo‘lavermasligini gayd etamiz. Masalan, 9: (3-3) va (8-8): (3-3
ifodalar iymatga egu emas, chunki nciga bo'lish mumkin emas.

2-ta’rif. Sonlar va harflardan tuzilib, amal ishoralart bilan
birlashtirilgan  ifoda  harfiy ifoda deyiladi. Masalan,

b _ b s fat 2h va hokar
atc 2a+h 4

Harfiy ilodada harflarning ofrniga qo’yish mumkin bo‘lgan
sonlar to*plami harfiy ifodaning aniqlanish sohasi deyiladi.

Sonli ifodalarning tengligi va tengsizligi

3-ta rif. «Teng» (=) belgisi bilan birlashtirilgan ikki ifoda
tenglik deyiladi (agar ifoda sonlardan jborat bo‘lsa sonli tenglik
deyiladi).

Ikkita A va B sonll ifoda berilgan bo‘lsin. Biz bu ifodalardan

A = B tenglikni hosii qilishimiz mumkin. Bular mulohazalar
bo'lib, rost yoki yoigfon bo'lishi mumkin. A = B tenglik fayat va
faqat A va B ifodalar son qiymatlarga ega bo’lib, bu giyvmatlar
teng bo‘lsagina rost bo*ladi.

Masalan, 3+8-4+7 rost; 7:(3-3)=6 volg‘on, chunki 7: (3-3)
son qiymatga cga emas.

Shuningdek, natural sonlar to‘plamida 2-5+11=2-4 yolg‘on,
chunki N to*plamda 2-5 ifoda aniglangan emas.

Ammo sonlar 1o‘plami kengaytirifgandan keyin, ya'ni manfiy
sondar kiritilgandan keyin vuqoridagi tenglik orinli. chunki
tenglikning ikkala tomoni ham 8 ga teng qiymatga ega bo*ladi.

Sonli ifodalarning tenglik munosabati refleksiviik, simmet-
riklik va tranzitivlik xossalariga ega, shu sababli ekvivalentlik
munosabatidir.

Shuning uchun bir xil giymatlarga cga bo'igan sonl ifodalar
to‘plami ckvivalentlik sinflariga bo‘linadi.

Masalan, 7+2, 6+3, 11-2, 18:2, 3-3 va hokazo — bulami
barchasi 9 qgiymatiga ega. Yugoridagi ta'riflardan, agar
A, B, C,D lar sonli ifodalar bolib, 4 = B va € = D tengliklar rost
bo‘lsa, u holda quyidagi tengliklar ham rost bo*ladi.
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A+ @)=+ A-C)={B)~(D)
(4) - (€) = (B) - (D); (4): (C) = (B): (D)

4-ta’rif. «Kattan (>), «kichik» (<), «katta yoki teng» (=),
«kichik yoki teng»( <) belgisi bilan birlashtirilgan ikki ifoda
tengsizlik deb ataladi. Agar A va B lar sonii ifedalar boflsa,
A < B tengsizlik, A va B ifodalar son qiymatlarga ega bo‘lib,
A ifodaning senli giymati B ifodaning sonli giymatidan kichik
bo*lganda rost bo™ladi.

Masalan: (16 —4):3 < 2 4+ b tengsizlik rost, chunki (16 —
4):3 ning giymati 4, 2 + 5 ning qivmati 7, shu sababli 4 < 7.

A=B,C<D (AB,C,D})— sonliifodalar ko'rinishidagi
yozuvlarni mulohazalar  deganimiz  uchun  ularning  ustida
kon'yunksiya, diz’yunksiva, implikatsiya va boshga mantigiy
amallarni bajarish mumkin.

Masalan, A<B=(A<B)viA=R) Bu  munosabat
A < B; A = B muloharalardan biri rost bo'lganda rost.

Magalan, (12:3+5)-2 < 254+ 13 rost, chunki {12:3 45}
2 ifoda qiymati 18, 25413 itoda qiymati 38, 18<38 tengsizlik esa
rost,

A < B < qo'sh tengsizlik esa A < B va B < C tengsiziiklar
kon'yunksiyasini ifodalaydi. Bu kon'yunksiya ikkita tengsizlik
rost bo‘lganda rost.

Masalan, 5 + 12 < 441:21 < 2 - 17 rost, chunki 5+ 12 ning
giymati 17,441:21 ning giymati 21,2-17 ning qiymati 34.
Shunday qilib 17 < 21 va 21 < 34 bo‘lgamt uchun qo'sh
tengsizlik rost. Biz endi tengsizlik tushunchasiga tartib
munosabati orqali kelamiz.

Bizga ma’lumki. haqigiy sonlar to‘plamidagi kichik
munosabati  fartib  munosabatiga misol bo‘la oladi. Kichik
munosabati «<» belgi bilan ifodalunadi. Bu munosabat qat’iy
chizigli tartiblangan munosabat, bhoshqacha aytganda, u
asimmetrik va tranzitiv. Hagiqiy sonlar to‘plamidagi ixtiyoriy x
va y sonlari uchun x<y yoki y>x munosabatlardan fagat bittasi
bajariladi.
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Shuningdek, x<y munosabat fagat va fagat y-x>0 bo‘lganda
o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatish mumkin. Shu sababli a>0 va b>0
bo‘lganda, a + b > 0 va ab > 0 tengsizliklar o‘rinli bo*lishi keiib
chiqadi.

Tengsizlikni shu xossasidan qolgan xossalarini ham keltirib
chigarish mumkin.

1. Tengsizlikni ikkala tomoniga bir xil sonni qo‘shsa, x<y
munosabati saqlanadi bu munosabatga qo‘shishga nisbatan tartib
munosabatining monotonligi deyiladi. Boshgacha aytganda, agar
x <y bo'lsa, u holda ixtiyoriy a soni uchun x +a<y+a
tengsizlik  bajariladi. Haqigatan ham, x <y tengsizlikdan
¥ —x > 0 kelib chigadi. Ammo (y+a)—-(x+a)=y—x>0
bo‘lganidan x + a < y -+ a kelib chigadi.

2. Agarx < yvaa < bbo'lsa,uholdax+ a<y+ bbo'ladi
Hagigatan ham, bu holda y —x > 0 va b —a > 0 bo’lganidan
(y+b)—{(x+a)=(yv—x)+ (b -a)>0boladi.

3. Tengsiziikni ikkala tomoni bir xil musbat songa ko'paytrilsa
X < ¥ munosabat saqlanadi, ya'ni X <y va ¢ > 0 munosabatdan
ax < ay tengsizlik kelib chigadi.

Hagqigatan ham x < y tengsizlikdan y —x > 0 kelib chigadi.
Ikkita musbat son ko‘paytmasi mushal son boclishidan
a(y = x) > 0 bo’lishi ravshan.

a{y — x) = ay — ax bo‘lishidan ax < ay kelib chigadi.

4, Agar x,y,a,b ~ sonfari musbat sonlar bo‘lsa, x <y va
a < b tengsizliklardan ax < by tengsizlik kelib chigadi.

Hagigatan ham, x < ¥ va a sonining musbatligidan ax < by
ga ecga bo‘lamiz. Tengsizlik munosabatining tranzitivlik
xossasidan esa ax < ay va ay < by, bu tengsizliklardan ax < by
ga ega bo'lamiz.

vy >x va x <y tengsizliklar ekvivalent bo‘lganligidan bu
ikkala tengsizlik bir vaqtda rost yoki bir vaqtda yolg on. Shu
sababli «>» va «<» tengsizlik belgilari o*zaro teskari belgilar.
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5. Tengsizlikda sonlarning ishoralarini o‘zgartirsak, tengsizlik
belgisi feskarisiga o‘zgaradi, ya'ni x <y bo'lsa, —x > —y
bo‘ladi. Haqgigatan ham, x <y bo‘lishi y —x > ¢ bolishini
bildiradi. Ammo y ~x = (~x) — (—y). Shu sababli {—x) ~
(=y) > 0.va'ni —y < —x.

6. Tengsizlikning ikkala tomomi manfiy songa ko‘pastirilsa,
tengsizlik belgisi teskarisiga o‘zgaradi, ya'ni x <<y va a manfiy
son bo‘lsa , u holda ax > ay bo‘ladi.

7. Agar 0 < x <y yoki x <y <0 bo'lsa, u holda %<J—t
bo'ladi.

. . 1 1 -2
Buni isbotlash uchun =--21=22% munosabatdan
x y @ xy

foydalanamiz. Shartga ko'ra x va v sonlari bir xil ishoralarga ega,
shuning uchun xy - ham musbat son, shu sababl: }cgf i—ham
musbat, bundan esa -31: < )l

x >y va x <y munosabatlar bilan birgabikda x <y, x>y
riunosabatlar ham qo Haniladi x < y tengsizlik ¥ < y tengsizlik
va x = y tenglik diz’yunkstyasini ifodalaydi. Ulamni bittasi rost
kolea, diz’ yunkisiya rost bo*ladt.

x<y={(x <yiV{x = y). Masalan, 5 < 9 rost, chunki 5 < 9

rosi.

x<y<z tengsizik x<y wva y<z tengsizliklar
kon’yunksiyasi bo‘lib, u ikkala tengsizlik rost bo‘lganda rost
bo‘ladi. Masalan, 5<7 <9 rost, chunki 5<7 va 7<9
tengsizliklar rost, 3 < 7 < 6 bu yoig‘on, chunki 3 < 7 tengsizlik
rost bo‘lsa ham, 7 < 6 tengsizlik yolg*on.

O¢z-u‘zini tekshirish uchun savollar
I. Sonli, harfiy ifodalarga ta’rif bering, ularmi aniglanish
sohasiga misollar keltiring.
2. Sonli itodalarning tengligi va tengsizligiga 1a’rif bering.
3. Sonli tengsizlik xossalarini aytib, tushuntiring.
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12.2. Sonli tenglik va tengsizlik, ularning xossalari, bir
o‘zgaruvehili tenglama va tengsiziiklar

O zgaruvchili ifoda tushunchasi ham senli ifoda tushunchasi
kabi aniqlanadi va unda sonlar bilan birga harflar ham ishlatiladi.

Agar x va y o'zgaruvchilarga ega bo‘igan ifoda berilgan
bo‘isa, u holda har bir sonli (a, b) kortejza sonli ifoda mos keladi.
U ifoda x ni a ga y ni bga almashtirish natijasida hosil boladi.
Hosi! boigan ifoda giymatga ega bo'lsa, u holda bu qiymat x = a
va y = b bo'lganda ifodaning qiymati deyiladi. O zgaruvchihi
ifoda A(x),B(x;y} va hokazo ko'rinishda belgilanadi, Agar
o‘zgaruvchili  ifoda B(x;y) da x =16, y =5 sonlariga
almashtirilsa, B(16;5) sonli ifoda hosil bo*iadt.

O‘zgaruvchili ifoda predikat hisoblanmaydi, chunki harflarni
o‘rniga son qo'yganda mulohaza [osil bo‘lmasdan, sonli ifoda
hosil bo*ladi. Bu ifodaning giymati rost yoki yolg®on bo'huasdan,
son kelib chigadi.

x o‘zgaruvchini o‘zida saglovchi ifodada x ning o‘rniga
go‘yganda ifoda anig qiymatga ega bo‘luvchi sonlar to'plami
mavjud. Bu sonlar to‘plamiga berilgan ifodani aniglanish sohasi
deyiladi. Masalan, 7: {x — 5) ifodani anigianish schasi 5 sonidan
boshqga barcha sonlardan iborat. Ayrim hollarda x faqat naturai
sonlar to'plamidan giymatlar gabul gifishi mumkin, Masalan, x -
guruhdagi talabalar to'plami. Shuningdek, o‘zgaruvchili ifoda
ozida bir qancha o‘zgaruvchini saqlasa, aytaylik, ifoda x va y
o'zgaruvchini o'zida saglasin, u holda ifodaning aniglanish sohasi
(a; b) juft sonlar to*plamidan itborat bo‘lishi  mumkin. Masalan:
8:(x —y) buni aniglanish sohasi barcha sonlarning ( a; b )
juttliklardan iborat bo*lib, bunda faqat a + b.

O*zgaruvchili ifodada o‘zgaruvchini faqat sonlar bilan emas,
balki boshga harfiy ifodatar bilan ham almashtirish mumkKin.
Masalan, 2x + 3y ifodada x ni 3a+2b y ni 2a —4b bilan
almashtirsak 2(3a + 2b) + 3(2a — 4b) ko'rinishdagi ifodaga ega
bolamiz.
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Agar A(x) va B(x) o'zgaruvchili ifoda ifodaga kiruvchi
harflarning gabul qiliishi mumkin bo‘lgan giymatlarida bir xil
giymatiar qabul gilsa, A(x) va B{x) lar aynan teng deyiladi.

Ta’rif. Agar ofzgaruvchilarning aniglanish sohasidan olingan
ixtivoriy qiymatida ikki ifodaning mos giymatlari teng bo‘lsa, bu
ikki ifoda aynan teng dcyiiadi

Maqalan (x + 3)? va x* + 10* + 25 aynan teng.

an
X

- va 5o dynan fteng cmas, chunki x = 0 da birinchi ifoda 0

q13matga ega, ikkinchisi esa, son giymatga ega bo*lmaydi. Ammo
noldan farqli sonlar to‘plamida ular aynan teng. Ofzgaruvchili
ikkita ifodaning aynan tengligi tasdig‘i mulohosza hisoblanadi,
Yuqoridagi (x +5)% va x? + 10x + 25 ifodalarning  aynan
tengligini (Vx)((x + 5)? = x? + 10x + 25) ko‘rinishida vozish
inuimkin. Odatda qisqalik uchun Vx ni tashlab quyidagicha
voziladi: (x + 5)* = x* + 10x + 25.

O‘zgaruvchining ixtiyorly qiymatida to‘g‘ri bo‘lgan tenglik
ayniyat deyiladi. Barcha haqigiy sonlarmng ko'paytirish va
qo‘shish gonunlari, yig*indidan sonni ayirish, sondan yig'indini
ayirish goidalari, yig indini songa bo‘lish va boshgalar ayniyat
hisoblanadi. Shuningdek, O va 1 lar bilan bajariladigan amallar
qoidalari  ham ayniyat hisoblanadi.  Ifodani ayniy shakl
almashtinsh  deganda, umumiy qoidalarga tayanib, berilgan
ifodadan ungs aynan teng bo‘lgan boshqa ifodaga ketma-ket
o'tish tushuniladi.

-y X xity
Masalan, -+ (= — 2L — .} jfodani soddalashtiring.
(e+y}s “x—y yoi-x x+y”

x-y ( x x24y? x _x~y (x(x+y)+x'+y‘-x(x-y}) . Xy
(xtyy2 “x-y  yiex? xty (x+¥)? y2-x? (x+y)?
iy txdrytextiny x-y .x2+2xy+y: _ xenx+n)? 1

xtoy? (rtvyt xiew? Y e (xw)  xby |
2442 3
-¥ x xe+y x 1
Demak, -~ - (-m— ) = ——
{x+y) x—y b x+y x+y

Bir o‘zgaruvchili tenglamalar, Bizga x o‘zgaruvchini o‘zida
saglovchi, aniglanish sohasi X te‘plamdan iborat f;(x) va f,(x)
itodalar berilgan bo'lsin.
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1-ta’rif. £, (x) = fo(x) bir o'rinli predikatga bir o‘zgaruvchili
tenglama deyiladi, bunda x € X. Tenglamani yechish deganda, x
o‘zgaruvchining  tenglamani  rost  tenglikga  aylantiruvchi
qiymatlarini yoki boshqacha aytganda, berilgan predikatning
rostlik to'plami T ni topish tushuniladi. Demak. f(x) = f,(x)
x € X predikatning rostlik to‘plamiga tenglamaning  yechimi,
to‘plamga kiruvchi sonlarga esa tenglamaning ildizlari deyiladi.

Misol. (x ~ 2)(x + 3) = 0 tenglama ikkita 2 va --3 ildizlarga
ega. Bu tenglamani yechimlar to‘plami T = {2; =3}.

Cheksiz ko‘p yechimlar to‘plamiga ega bo'lgan tenglamalar
ham mavjud.

Masalan, x = x| tenglamaning yechimlar to'plamm barcha
normaniiy senlardan iborat.

X wiplamdan olingan biror & giymatda fi(x) va fo(x)
ma’noga ega bo'imastigi mumkin. Bu holda f; (x)=f(x) tenghk
yolgon hisoblanadi va & f;(x)=f,(x) tenglamani jldizi bo‘la
olmaydi.

Masalan, ;——i—;—k 5= ;—};+ 6 tenglama uchun 3 va 7 sonlari
ildiz bo‘la olmaydi, ¢hunki x = 3 da ;%—3; kasr, x = 7 da x—;— kasr
Ima’roga ega emas.

Shuning uchun fi(x) = f;(x) tenglamani yechishdan oldin
fi{x)vaf,(x) anig giymatlarga ega bo‘lgan A to‘plamni topish
kerak. Bu A to'plamga x o'zgaruvchining gabul qilishi mumkin
bo‘igan giymatlari to*plami yoki tenglamaning aniglanish sohasi
deyiladi. Yuqoridagi tenglama uwchun bunday scha 3 va 7
sonlaridan tashqari barcha haqiqiy sonlar to‘plami hisoblanadi va
u guyidagicha yoziladi. A=] — oo; 3[U]3; 7[U]7; +ool.

fi1(x) = f,(x) predikatning aniglanish schasi X to'plam chekli
bo‘lsa, u holda tenglama ildizini topish uchun X to’plamdagi
sonlarni birin-ketin qo*yish yordamida tenglama ildizlarini topish
mumkin. Agar X to'plam cheksiz bo’lsa, u holda tenglamalar teng
kuchliligidan foydalanamiz.
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2-ta’rif. Agar ikkita f;(x) = f(x)va g,(x) = g;(x) teng-
lamalarning yechiralar to'plami teng bo‘lsa, bu ikki tenglama teng
kuchl deyiladi.

Masalan, (x —1)* =9 va (x —2)(x + 4) = 0 tenglamalar
haqigiy sonlar to*plamida teng kuchli, chunki birinchi va ikkinchi
tenglamaning yechimiar to'plami {—4;2}. Bunda ikki tenglama
ham bir xil aniglanish sohasiga ega.

Boshgacha aytganda, fi(x) = fo{x), g,(x) = g,(x) predi-
katlar ekvivaleni bo'lsa, ikkita tenglama teng kuchii bo*ladi.

Agar fi{x) = f,(x) tenglamaning yechimlar to‘plami g, (x) =
32(x) tenglama vechimlar to'plamining to’plam ostisi bo‘lsa.
g:(x) = g,(x) tenglama f,(x) = f,(x) tenglamaning natijasi
deyiladi. lkkita tengiama Tfaqat va faqat biri-birining natijasi
bo’lgan heldagina teng kuchli bo*ladi.

Agar g,(x) = g,(x) tenglama fi(x} = f£,(x) tenglamani
qancatiantirmaydigan ildizlarga ega bo‘lsa, bu ildizlar fi(x) =
f>(x}) tenglama uchun chet ildizlar boladi,

Umuman olganda, agar tenglamani yechishda vni natija bilan
almashtirilsa, (teng kuchli tenglama bilan emas), u holda natija
tenglamaning barcha ildizlarini topish kerak va ularni berilgan
tenglamaga qo’yib tekshirish va chet ildizlarni tashlab yuborish
kerak.

12.3. Teng kuchli tenglamalar va tengsiziiklar haqgida |
teoremalar

1-teorema. f; (x)={; (x) (1) tengiama X to‘plamda berilgan va
F (x) esa shu to'plamda aniqlangan ifoda bo‘lsin. U holda
Hx)=0(x) (1) va GOOHF)=HEOFF(X)  (2) tenglamalar X
to‘plamda teng kuchli boladi.

Bu teoremani boshqacha ta’riflash mumkin, ya’ni, aniglanish
sonasi X bo‘lgan tenglamaning ikkala gismiga shu X to‘plamda
aniqlangan o'zgaruvchili bir xil ifoda qo'shiisa. berilgan
tenglamaga teng kuchli bo'lgan yangi tenglama hosil bo*ladi.
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Ishot. (1) tenglamaning yechimlari to‘plamini T, bilan (2)
tenglamaning yechimlar to‘plamini I bilan belgilaymiz.

Agar T\=T; bo'lsa, (1) va (2) tenglamalar teng kuchli bo*ladi.
Ammo bunga ishonch hosil gilish uchun T, dagi istalgan ildiz (2)
tenglamaning ham ildizi bo‘lishini va aksincha, T dagt istalgan
ildiz (1) tenglama ildizi bo‘lishini ko‘rsatish lozim.

Aytaylik, a soni (1) tenglamaning ildizi bolsin. U holda aeT,
va u(l) tenglamaga qo‘yilganda uni fi(a)=f:{a) to'g'ri sonh
tenglikka, F(x) ifodani sonli ifoda F(a) ga ayiantiradi. fi(a)=f(a)
to‘g'ri tenglikning ikkala gismiga F(a) sonli ifodani go‘shamiz.
Natijada sonli tenglikning xossasiga ko'ra to'g'ri sonli tenglik
hosil bo‘ldi: fi{ay Fay=h{a)tF(a)

Rur tenglikdan ko‘rinib turihdiki, a soni (2) tenglamaning ham
ildizi ekan.

Shunday qitib, (1) tengtamaning har bir ildizi (2) tenglamaning
ham ildizi bo‘lishi isbotlandi, ya'ni T,=T5 .

Tenglamalarni yechishda kopincha bu teoremaning o‘zi emas,
balki undan kelib chiggadigan ndtl_ja]d[' qo‘llaniladi:

1. Agar tenglamaning ikkala gismiga ayni bir xil son
qo‘shilsa, berilgan tenglamaga teng  kuchli tenglama hosil
bo’lad.

2. Agar tenglamaning birorta go‘shiluvchisini bir gismidan
ikkinchi  gismiga ishorasini  qarama-qarshisiga  o‘zgartinb
o‘tkarilsa, berilgan tenglamaga teng  kuchli englama  hosil
bo*ladi.

2- teorema. f\(x)=i(x) tenglama X to*plamda berilgan hamda
F (x) shu to‘plamda aniglangan va X to‘plamdagi x ning hech bir
giymatida nolga aylanmaydigan ifoda bo'lsin. U holda fi(x)=12(x)
va f0OFO)=H0OF(x) tenglamalar X to‘plamida teng kuchli
bo‘ladi (teorema isboti mustaqil ish sifatida goldiriladi).

2-tecoremnadan lenglamalarni yechishda ko'p qo‘Haniladigan
natija kelib chiqgadi.

Natija. Agar tenglamaning ikkala qismi noldan fargh ayni bir
songa ko'paytirilsa, bertlgan tenglamaga teng kuchli tenglama
hosil bo*ladi.

446



Bizga x o'zgaruvchini o'zida saqlovchi aniglanish sohasi X
o'plamdan iborat f; (x)vaf,(x) ifodalar berilgan bo‘lsin.

Ta'rif. fi(x) < L(x). x € X yokifi(x) > f,(x). x € X bir
o‘rinii predikatlarga bir o*zgaruvchili tengsizlik deyiladi.

Bunday tengsizliklarni yechish deganda, x ning o‘rniga
qo‘yganda tengsizlikni rost sonli tengsizlikka aylantiruvehi sonlar
to'plami 1 ni topish tushuniladi. Bu sonlar to‘plami tengsizlikni
vechimlar to'plami deyiladi. Bir tengsizlikni har bir yechimi
ikkinchi tengsizlikning yechimi bo'lishi mumkin. U holda
ikkinchi tengsizlik  birinchi  tengsizlikning natijasi  deyiladi.
Masalan, x > 3 va x > 6 tengsizliklarni olaylik. Bunda 6 dan
katta son 3 sonidan ham katta bo‘ladi. Shuning uchun x > 3
tengsizlik x > 6 tengsizlikning natijasi. Shu sababli berilgan
wngsizlik natijasi bo‘lgan tengsizlikning yechimiar to‘plami @
berilgan tengsizlik vechimiar to*plami T ni o‘z ichiga oladi ya’ni
T < Q. Agar ikkita tengsizlik bir xil yechimlar to‘plamiga ega
bo'lsa. u tengsizliklar teng kuchli deyiladi. U holda bu
tengsizlildar bir-birining natijasi bo*ladi.

Masalan, biror a soni 7 dan katta deyish bilan a + 1 soni 8 dan
Katta deyish teng kuchli, Shuning uchun x>7x+ 1> 8
tengsizliktar teng kuchli. x ni o‘zida saglovchi tengsizliklar
predikatiar  bo'lgani  uchun, ularning  kon’yunksiyasi  va
diz’yunksiyasi to*g risida gapirish mumkin.

Masalan, a soni 3x —8 >1 va Zx -+ 5 < 15 tengsizliklarni
qanoatlantirsa, bu son tengsizliklarning (3x — 8> 1)a(2x + 5 «
15} konyunksiyasini ham qanoatiantiradi. Bu a soni esa 4
sonidan iborat. Maktab kursida kon’yunksiya deb aytmasdan, uni
quyidagi sistema ko'rinishida yozish gabul gilingan:

3x-8>1

{Ex +5<15

Agar biror a sonida ikki va undan ortia tengsizliklardan
‘kamida bitta tengsizlik rost qiymatga ega bo'lsa, u holda
tengsizliklar diz’yunksivasi shu a sonida rost giymatga ega

bo‘ladi.
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Masalan, -2 soni (2x > 8)V(3x < —3) (1) tengsizliklar
diz’ yunksiyasi yechimlar to‘plamiga tegishli. Haqigatan ham bu
sonni birinchi tengsizlikga go®ysak, 2 - (—2) > 8 degan volgon
tengsizlik kelib chigadi. lkkinchi tengsizlikga qo‘ysak. 3(—2) <
—3 degan rost tengsizlik hosil bo‘ladi. Demak, — 2 sont (1)
tengsiziiklar diz’yunksiyast yechimlar to‘plamiga tegishli.

Agar 0 sonmi olsak, bu son tengsizitklar diz’vunksiyasi
yechimlar to'plamiga tegishli emas, chunki 0 sonini (1) ga
kiruvchi tengsizliklarga qo‘ysak, 2-0 > 8 va 3-0 < —3 degan
yolg‘on tengsizliklarga cga bo‘lamiz. Quidaga ko‘ra tengswliklar
vechimlar  to'plami  cheksiz, bunt  koordinatalar  o'qida
ko‘rgazmali tasvirlaydilar. Bunda yechimlar to‘plami bir gancha
Juft-jufii bilan kesishmaydigan nugtalar, kesmalar, oraliglar va
nurlar orgali ifodalanadi.

Teng kuchli tengsizliklar uchun quyidagi teoremalar o'rinli
(leoremalar 1sbotsiz keltiriladi).

l-teorema. Agar F(x) ifoda ixtivoriy x € X giymatlarda
aniglangan bo‘lsa, u holds f,(x) < fo(x)}va fi(x) + F(x} < f; -+
F(x) tengsiziiklar teng kuchlt.

2-teorema. Agar F(x) ifoda barcha x € X iarda aniqlangan
hamda X sohada musbat bo‘lsa u holda f{x) < f,(x) va
f1GOF (x) < fo(x)F(x) tengsizliklar teng kuchli.

Boshgacha aytganda. F(x) manfiy bo‘lmasa. u holda f(x) <
fo(x) va fLO)F(x) < f5(x)F (x) tengsizliklar ham teng kuchli.

Bu teoremadan quyidagi natijalar kelib chigadi:

1-natija. Agar a soni musbat, ya'ni a > 0 bo‘lsa, u holda
fi(x) < fo(x) va af; (x) < af,(x) tengsizliklar teng kuchhidir.

2-natija. Agar a <0 bo'lsa, fi(x) < fo{x) va ufi{x) <
af,(x) tengsizliklar teng kuchli. Demak, tengsizlik manfiy songa
ko*paytirilsa, tengsizlik belgisi teskarisiga almashadi.

[ i 1 .
3-teorema. 0 <fi(x) <f,(x) va 0 < o < o tengsizliklar

bir-biriga teng kuchli.
1-misol. 3x — 4 > x + 6 tengsizlik yechilsin.
Yechish:1-teoremaga asosan 3x -x > 6 + 4 yoki 2x > 10
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2-teorema nattjalariga ko‘ra x > 5.
Demak, tengsiziik yechimlar to"plami }5; +oe[ nurdan iborat.
2-misol. 2x-3<5)ABx—-5>1) tengsizlikiar
kon’vunksiyasi yechilsin,
Yechish; Dastlab  Dbirinchi, keyin  ikkinchi  tengsizlikni
vechamiz.
2x—3<5e2x<8®x<4
3x=5>1e3x>6x>2

Bu tengsizlik kon yunksivasini ganoatlantiruvchi sonlar ikkita
tengsizlikni ham ganoatlantirishi kerak. Shu sababli kon'yunksiya
vechimlari to'plami topilgan yechimliar to‘plamining kesishma-
sidan iborat bo'ladi, ya'ni x < 4vax > 2 nurlarning kesish-
masidan iborat bo‘ladi. Demak, yechimlar to‘plami 2<x<4 sonlar
intervaiidan iborat.

(x—aj{x—az)..(x—a,) > 0 ko'rinishdagi tengsizliklarni
yechish quyidagicha olib boriladi.

(x—a)x—ay)..(x—a,) >0 ko‘paytma o'z ishorasini
ko'paytuvchilardan biri ishorasini o‘zgartirganda o‘zgartiradi,
boshgacha aytganda a4, a,, ... a, nugtalardan o'tishda o*zgantiradi.
Bu nuqtalar sonlar oqini

| —o0;a,{,1ay; 830, ... Jag; +oof oraligiarga bo*ladi (57-rasm)

-

A /'/ \‘» / -
/’ R Ry ){
CI; ,(12 -a3 Q!? It Cp

12.1-rasm

Har bir oraligda ko'paytma o'zgarmas ishoraga ega. Shu
sababli ko paytmaning har bir oraliqdagi bitta nugtada ishorasini
bilish yetarli. Shunday qilib, barcha ko*paytuvchilaming barcha
oraliglardagi ishoralarini aniglaymiz. Ko paytma musbat bo‘lgan
oraliglarni birlashtiramiz. Bu birlashma (x —a;)(x —az) ..(x —
a,) > 0tengsizlikning yechimlar to*plami bo*ladi.

J-misol. (x—2)(x+3){x—7)}x+5)>0 tengsizlikning
yechimiar to’plami topilsin.
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Yechish: 2, -3, 7, -5 nuqtaiar sonlar o‘qini

}—oo;—5L1—5;-3[1—3;20,12;7[.17 + oof oraliglarga
bo‘ladi.

Oraliglarda ko‘paytma ishorasini aniglaymiz. ] ~ vo; —5{ ora-
liqdagi ishorani aniqlash uchun shu oraligdan --10 sonini olib,
ko*paytmadagi x o'rniga qo‘yamiz, ya'ni

(—10 - 2}(—10+ 3)(-10—-7)(—-10+ 5) >0  — musbat,
qolgan oraliglardagi ishoralarmi ham aniqlab, sonlar o‘giga
joylashtiramiz (58- rasm).

R e TN S s
SN = 3 :\ -~ / B 3

12.2- rasm

Musbat oraliglar: | —o0; —5[,] — 3; 2[,17; +oo[ Bu oraliglerni
birlashtirsak, u tengsizlikni yechimlar to‘plami bo‘ladi: T=] —
oo; ~5[U]—3;2,[U]7; +oo{. Rasmdagi chiziqqa ishoralar egrisi
deyiladi.

Ofz-o*zini tekshirish uchun savollar

[. Tenglamaga ta’rif bering. Tenglamani yechini deganda
nimani tushinasiz?

2. Teng kuchli tenglamalarni misollar yordamida tushuntiring.

3. Teng kuchh tenglamalar haqidagi teorcmalarni ayting va
isbotlang.

4. Bir o‘zgaruvchili tengsizlikni ta’riflang.

5. Tengsizliklar kon’yuksiyasi va diz’yunksiyasini misollar
yordamida ko‘rsating.

6. Teng kuchli tengsizliklar haqidagi teoremalarni aytib bering.

7. Bir o‘zgaruvchili tengsizliklarni intervallar usuli bilan
yechishni misol yordamida tushuntiring.
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