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KIRISH

Ushbu darslikda zamonaviy ehtimollar nazariyasi va matematik 
statistika fanining asosini bayon qilish m aqsad qilib olingan. 
Darslikda fanning asosiy tushuncha va da’volari imkoniyat darajasida 
keng qamrab olingan bo‘lib, uni yozishda m ualliflarning 0 ‘bekiston 
M illiy universitetida ko‘p yillar davomida olib borgan m ashg‘ulotlari 
materiallari asos qilib olingan.

Darslikda oliy ta ’lim m uassasalarming aniq va tabiiy fakultetlari 
bakalavriat ta ’lim yo‘nalishlarida tahsil olayotgan talabalar m a’ruza, 
amaliy m ashg‘ulot va m ustaqil ta’lim materiallarini chuqur o‘zIash- 
tirishlari uchun u lar zarur tipik masala va misollar bilan ta’minlan- 
ganlar. Darslik tuzilishi bo‘yicha nomiga mos ravishda ikki qismdan 
iborat b o iib , uning “ Ehtimollar nazariyasi” qismi (I-VT boblar) 
professor T.M .Zuparov va “M atematik statistika” qismi (VII-XIII 
boblar) professor A.A.Abdushukurov tomonidan yozilgan. Mazkur 
darslik hozirga qadar o 'zbek  tilidagi mavjud o ‘quv qoMlanma va 
darsliklardan farqli ravishda yagona butunlik prinsipiga amal qilgar 
holda fanning har ikkala qismida magistrantlar va ilmiy xodimlar 
tadqiqotlar olib borishlari uchui* zam r bo‘lgan materiallarni ham o 'z  
ichiga olgandir.

Hazirda ehtim ollar nazariyasi va matematik statistika usul- 
larining qoMlanish doirasi fan, texnika va amaliyot bilan bog‘liq 
deyarli barcha tadqiqotlarda kengayib bormoqda va ular tadqiqotlar- 
ning muqarrarligini aniqlashda yuqori mutasaddi tasliki'otlar tomoni­
dan talab etilmoqda. Shu munosabat bilan mualliftar ushbu darslik 
nafaqat talabalarga, balki mutaxassislar uchun ham foydali bo iish iga  
ishonch bildiradilar.

Mualliflar kitobxonlarning darslikka oid fikr va nuilohazalarini 
m innatdorlik bilan qabul qiladilar. Ushbu darslik qo ‘lyozmasini 
tayyorlashda qimmatli yordami uchun m uailiflar 0 ‘zbekiston Milliy 
universiteti katta ilmiy xodim-izlanuvchisi N.S.Nurmuxamedovaga 
tashakkur bildiradilar.
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I  BOB. EH TIM O LLA R FAZOSI

l-§ . Tasodifiy hodisa. Elem entar hodisalar fazosi

Ehtim ollar nazariyasining asosiy tushunchalaridan biri tasodifiy 
hodisadir. Bu tushuncha tajriba bilan chambarchas bog‘liqdir. Tajriba 
sun’iy ravishda yaratiluvchi yoki uni o 4tkazuvchi shaxsning ixtiyoriga 
bogcliq bo‘lmagan holda vujudga keluvchi rna’lum  shartlar kom pleksi 
bajarilganida, o ‘tkaziladigan sinovdan iborat. Tajribalarni ikki sinfga 
(turga) boMish mmnkin. U lam ing birida tajribaW tijalari tabiat qonun- 
lariga tayangan holda oldindan aytib berilishi mumkin. Bunday tajri- 
balar deterrainistik (aniqlangan) degan nom  bilan yuritiladi. Tajriba- 
larning ikkinchi sinfida esa bir xil shart-sharoit bajarilganda ham 
sinov natijasida bir-birini rad etuvclii xilma-xil hodisalar ro 'y  berishi 
mumkin. Bunday xilm a-xillik masalan, elektr lampochkalarining ish- 
dan chiqish hodisasini kuzatganda, elementar zarrachalar bir-birlari 
bilan to bqnashganda, individum lam ing biror tibbiy preparatga ta ’sir- 
chanligi kuzatilganda va hokazolarda uchraydi. Bunday tajribalarni 
o ‘rganish ehtim ollar nazariyasining predmetini tashkil etadi. U lar 
tasodifiy (stoxastik) yoki ehtimollik tajribalari deb ataladi. Biz bun­
day tajribalarni istalgancha qaytarish mumkin, deb faraz qilamiz.

Tasodifiy tajribaning har qanday natijasi elem entar hodisa 
deyiladi. Tajriba natijasida ro ‘y berishi m umkin bo ‘lgan barcha ele­
mentar hodisalardan tashkil topgan to ‘plamni b iz  elem entar 
hodisalar fazosi yoki tanlanma fazo deb ataymiz va Q  orqali 
belgilaymiz, har bir elem entar hodisani esa a), ( c o e Q )  orqali bel- 
gilaymiz.

Elementar hodisalar fazosining tuzilmasini izohlash uchun 
quyida misollar keltiramiz.

1-misol. Tajriba bir jinsli sim m etrik tanga tashlashdan iborat 
bo‘lsin. Raqamni «г» va gerbni «g» orqali belgilasak, u holda 
elem entar hodisalar (o} = g  va co2 = r bo4ib , elem entar hodisalar fazosi
Q  ={<»,,0)2} to ‘plamdan iborat bo‘ladi.
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2-m is ol. Tajriba nomerlangan kubni (yoqlari birdan oltigacha 
nomerlangan bir jinsli kubni) tashlashdan iborat bo ‘lsin. Bunda ele­
mentar hodisalar fazosi £l = {l,2 ,3 ,4 ,5 ,6} to‘plamdan iborat.

3-misol. Faraz qilaylik, biz telefon stansiyasining ishini bir soat 
ichida kuzatib, chaqirishlar (talablar) soni bilan qiziqaylik. Kuzatuv 
vaqtida bitta ham chaqirish kelmasligi, bitta chaqirish kelishi, ikkita 
chaqirish kelishi va hokazo hodisalar ro‘y berishi mumkin. Bu 
tajribada elem entar hodisalar fazosi Q  ={0,1,2,...} ko‘rinishga ega.

4-misol. n ta sharni m  ta turli sharlarni o ‘z  ichiga olgan idish- 
dan tanlash bilan bogliq boclgan murakkabroq tajribani ko‘rib o'tam iz. 
lia r  bir tanlovda olingan shar idishga qaytarib qo‘yiladigan tajribaga 
takroriy (yoki qaytuvli) tanlash deyiladi. Bu holda n  ta shardan 
iborat har qanday tanlanma Q = { u l,u29...,ufl} ko‘rinishda yozilishi 
mumkin, bu yerda ui orqali i -qadamda olingan sham ing raqami bel- 
gilangan. Takroriy tanlanmada har bir un  1 , 2 , 3 qiymatlardan 
birini qabul qilishi mumkin. Elementar hodisalar fazosini tasvirlash 
bir xil tarkibli, masalan, (5121234) va (1251243) kabi tanlanmalarni 
b ir xil tanlanma yoki har xil tanlanma deb hisoblashimizga qarab 
tubdan farq qiladi. Shu munosabat bilan ikki holni farqlaymiz: 
tartiblangan tanlanmalar va tartiblanm agan tanlanmalar.

Tartiblangan tanlanmalar qaralgan holda elementar hod isah r 
fazosi Q = |fi);a> = (w l,w2,...,ww);w/ =  l,2 ,...,/w | ko‘rinishga ega va ele­

mental' hodisalar soni Af(Q) =  ///" ga teng. Tartiblanmagan tanlan- 
m alan'i b iz  (0 = [ulyu2,...,un] shaklida ifodalasak, bu holda elementar 
hodisalar fazosi Q =  {(0 \a> = [w,,w2,...,wrt];wy = 1,2,...,m}ning elemenl- 

tari sonini K (m ,n )  orqali belgilaymiz, u  holda

7V(Q) =  ̂ ( m ,W) =  C l /_1 (1)

tenglik o‘rinli boMadi. Bu yerda C Jk -  A:—ta  elementdan

j  tadan tuzilgan guruhlar soniga teng. (1) tenglikning isboti ushbu

AT(l,/7) = 1, K ( m , n )  =  ' £ K ( m - l 9s )  (2)
5=1



rekkurent m unosabatdan kelib chiqadi. (2) tenglikdagi K ( m  — l9s)  
avval m — 1 ta turli sharli idishdan s  ta shardan iborat tartiblanmagan 
tanlanma olib, so‘ngra m -sham i n — s  marta qo‘shib olishdan hosil 
boMgan elem entar hodisalar soniga teng.

5-m isol. Bu misolda endi tanlangan shar idishga qaytarib 
qo ‘yilmaydi. Bunday tajribaga qaytarilmas tanlash deyiladi. Bu 
holda rt<,m deb faraz qilamiz. Qaytarilmas n  ta shardan iborat 
tartiblangan tanlash o ‘tkazilgan holda elementar hodisalar fazosi

Q  = =  (w„w2,...,w,r); w, Ф и2Ф ... *  un9u j  = 1,2,..., w}

to ‘plam orqali ifodalanadi va bu to ‘plamning elem entlari soni

(т)я =  m (m  — l)...(/w— n  +1)

m  elementdan n tadan o ‘rinlashtirishlar soni A"m ga teng. Tartib­
lanmagan tanlash o 'tqazilgan holda elementar hodisalar fazosi

Q  ={co;(o =  .,«„];«! ■■■* u,*uj  ~ 1.2,...,w}

to 'p lam dan iborat bo 'ladi va har bir tartiblanmagan turli elementli 
tanlanm adan »! la turli tartiblangan tanlanmani hosil qilish mumkin 
bo 'lgani uchun barcha elem entar hodisalar soni

Л Г ( т = - ^ = ^ = С "
x 7 n! n\ m

ga teng bo ‘ladi.
6-misoI. Navbatdagi misol sifatida sham olning yo‘nalishini 

aniqlashdan iborat boclgan tajribani ko‘raylik. A gar biz natijani в  
orqali belgilasak, u holda в  [ 0 ,2 я )у а п т  intervaldan qiym atlar qabul 
qiladi. Shunday qilib, tabiiy ravishda Й  elem entar hodisalar fazosi 
chekli yarim  intervaldan (yoki aniqrog‘i aylananing nuqtalaridan 
iborat bo‘ladi). Bir vaqtning o ‘zida shamolning yo ‘nalishi 9  va uning 
v tezligini kuzatish yana ham aniqroq tajriba bo4lar edi. Bu holda 
elem entar hodisalar fazosi fi={<a =  (0 ,v); O £ 0 < 2 ;r ;v > O } , y a ’ni
ikki oMchovli vektorlardan tashkil topgan cheksiz to ‘plam  orqali 
ifodalanar edi.
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7-misol. Broun harakati. Mikroskopda molekulalar tomonidan 
ko‘p miqdordagi zarbalar natijasida tartibsiz (xaotik) harakat qila- 
yotgan kichik zarrachaning holati kuzatilayotgan bo‘lsin. Kuzatuv 
[0 ,Г ] vaqt oraligida o'tkazilayotgan bo 'lsin . Bu tajribaning natijasi

zarrachaning harakat trayektoriyasidan iborat bo Mad i. Agar bizni zar­
rachaning biror yo ‘nalish bo ‘yicha siljishi qiziqtirsa, u holda vaqtning 
ixtiyoriy t momcntida ( t e  [0,7*]), uni tanlangan yo‘nalishdagi 
proyeksiyasining vaziyati x(t)  koordinata orqali ifodalanadi. Bu holda 

elem entar hodisalar fazosi Q={x(ty , tG  [0,Г]} =  С[ОП[0,Г ] oralig‘ida

aniqlangan haqiqiy uzluksiz fiinksiyalar to‘plamidan iborat bo ‘ladi.
Demak, elem entar hodisalar fazosi chekli, sanoqli va hatto 

kontinium quvvatga ega bo ‘lishi mumkin ekanligi yuqorida keltirilgan 
misollardan yaqqol k o ‘rinadi.

Elementar hodisalar fazosi bilan bir qatorda endi eng muhim 
tushuncha tasodifiy hodisa yoki (boshqa tipdagi hodisalami biz bu 
darslikda ko‘rmayotganligimiz sababli) hodisa tushunchasini kiri- 
tamiz. Hodisalar elem entar hodisalardan tashkil topgan to‘plamlar 
bo ‘lib, ular odatda lotin alifbosining bosh harflari A yB,C,.. .  lar bilan 
belgilanadi. Tajriba natijasida albatta ro ‘y beradigan hodisaga bi/. 
m uqarrar hodisa deymiz. Aksincha hech qachon ro‘y bermaydigan 
(ya’ni birorta ham elem entar hodisani o ‘z  ichiga oimagan) hodisaga 
mumldn b o im agan  yoki bajarilmaydigan hodisa deb aytaymiz va 
uni 0  orqali belgilaymiz. Birorta berilgan hodisalar sinfiga tayanib 
“yoki” , ’’va'Y’inkor qilish” kabi mantiqiy bog‘lanishlar yordamida 
yangi hodisalarni “hech boMmaganda” hosil qilish mumkin; bu 
mantiqiy bogManishlarga to ‘plam lar nazariyasida “birlashma”, 
”kesishma” va “ toMdirma” kabi amallar mos keladi.

A  hodisaga teskari (qarama-qarshi) A hodisa deb, A  hodisa 
ro‘y bermaganda va faqat shundagina bajariladigan hodisaga aytiladi.

A va В  hodisalarning yigindisi Л + В (yoki deb, A  yoki
В  hodisalar, yoki ikkalasi ham bajarilganda va faqat shundagina baja­
riladigan hodisaga aytiladi. A  + A  = Q  -  muqarrar hodisa ekanligi o ‘z- 
o ‘zidan ayon.
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A va В  hodisalarning ko ‘paytm asi AB (yoki A C \B )  deb, A  va 
В  hodisalar birgalikda bajarilganda va faqat shundagina bajariladigan 
hodisaga aytamiz. A A = 0  — m umkin boMmagan hodisa ekanligi 
ravshan.

A gar A B = 0  bo ‘Isa, A  va В  hodisalar birgalikda bo‘lmagan  
(yoki birgalikda bajarilm aydigan) hodisalar deyiladi.

A  va В  hodisalarning A \ B  ayirmasi deb, A  hodisa bajarilib, В  
hodisa bajarilmaganda va faqat shundagina bajariladigan hodisaga 
aytiladi.

Agar A  hodisaning ro ‘y berishidan В  hodisaning ham ro‘y 
berishi kelib chiqsa, u holda A  hodisa Z?%hodisani ergashtiradi 
deymiz va buni A c :  В  ko‘rinishda yozamiz.

Agar A ^ B  va й с  A  bo1 Isa, u holda A va В  hodisalar teng 
kuchli yoki teng hodisalar deyiladi va A = B  orqali yoziladi. Teng 
kuchli hodisalar bir xil elementar hodisalardan tashkil topgan ekan- 
ligiga ishonch hosil qilishim iz mumkin.

8-m isol. Tajriba sim m etrik bir jinsli tangani uch marta 
tashlashdan iborat bo ‘lsin. Elementar hodisalar fazosi 
Q={cov a)2,co$,co^9(0 5,co69(o79co^ to ‘plam dan iborat bo 'lib , unda

= (ggg), C0 2 =  (ggr), <y3 = (grg), (0 A = (rgg), 0)5 = (grr), Q)6 =  (rgr), 
co7 = (rrg), o)t = (пт). A  hodisa tanga uch marta tashlanganda ikki 
marta gerb tushishidan, В  esa kamida ikki marta raqam  tushishidan 
iborat bo ‘Is in, u holda A={cd2,ci)390)4} va В =[со59(о69со1У(о^\ ekanligi

ravshan. Demak, A +  В ={co29cov (ov (ob9o)b9(oly(o%̂ -  kamida bir marta 

raqam tushish hodisasi, A B  = 0 , A \ B  = A ,  A ={(oi,(os,o)by(o79coz}
kamida ikkita raqam  yoki birorta ham raqam  tushm aslik hodisasidan 
iborat.

9-misol. Tajriba birlik kvadratga tavakkaliga zarracha tash­
lashdan iborat bo‘lsin. A  tashlangan zarrachaning doiraga tushishi, 
В  esa tashlangan zarrachaning kichik kvadratga tushishi hodisalari
bo ‘lsa, u holda A+B , A B , A \ B  va A  hodisalar zarrachaning mos 
ravishda A va В  figuralaming birlashmasi, kesishmasi, ayirm asi va 
birlik kvadratgacha to‘ldirmasi orqali hosil qilingan (1-shaklda 
tcgishli sohalar shtrixlangan) sohalarga tushishidan iborat.
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l-shakl.

Hodisalarning yigindisi va ko'paytm asi amallarini ulam ing 
chekli yoki cheksiz to ‘plam i (У°к* )>  ̂y °^ i Р |Л * )

cr a  , a a

uchun kcngaytirish mumkin.
T o‘plam lar ustidagi amallarning barcha xossalari hodisalar 

uchun ham o‘rinlidir, masalan:

2 Х  = 1 Я .  f K = U ^ .  л = а \ А , а = 0 ,
a  a  a  a

A \ B  = A \ A B  = A B ,  A \ ( A \ B ) = A B ,  A ^ B = > B q A,

A + A  = A,  (A + B)C  = A C + B C , ( A r > B ) ' u C = ( A < j C ) n ( B u C ) .

2-§. Tasodifiy hodisalar algcbrasi va o - algebrasi. Ehtimollar 
nazariyasining aksiomalari. Ehtim ollik fazosi

Elementar hodisalar fazosi cheksiz bo ‘lgan umumiy holda biz 
barcha hodisalami qarash o ‘m iga, hodisalarning algebralari yoki o -  
algebralari deb ataluvchi ba’zi sinflarinigina qaraymiz. Shunday qilib, 
elem entar hodisalar fazosi Q  ixtiyoriy to‘plam dan iborat va Я  esa Q 
to‘plamning qism  to‘plam laridan tashkil topgan birorta sistema 
bo ‘lsin.

1-ta’rif. Agar
V .Q e A ;  i «
2 . Ae Я  va B e  Я  munosabatdan A + B e  Я  ekani kelib chiqsa;
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3 . Ае  Я  munosabatdan A e  Я  ekani kelib chiqsa, u holda Я  
sistema algebra deb ataladi.

2-ta’rif. Я  -  hodisalar algebrasi, P = P (A );  А е Я  esa Я  da 
aniqlangan va [0; 1 ] to‘plamdan qiymatlar qabul qiladigan to‘plam 
funksiyasi bo‘lsin. Agar Я  dan olingan va birgalikda bajarilmaydigan 
ixtiyoriy A va В  hodisalar uchun

P (A  + B) = P (A )  +  P(B)

tenglik o ‘rinli bo ‘lsa, u holda J i  da chekli additiv o'lchov kiritilgan 
deyiladi. / >(Q ) = 1 shartni qanoatlantinivchi chekli additiv o ‘lchovga 
esa Я  da aniqlangan chekli additiv ehtimollilfco‘lchovi deyiladi.

A gar Я  hodisalar algebrasi bo* Isa, u holda Ae Я  va B e  Я

hodisalar uchun А П В  = A i ) B  va А \ В  = А Г \В  munosabatlarga 
ko‘ra AD B e  Я  va А \ В е Я  ekanligi kelib chiqadi. Shu kabi 1° va 3° 
shartdan 0 = О е Я > yani 0 е Я  ekanligi kelib chiqadi.

Hodisalarning Я  algebrasi b a ’zan hodisalar halqasi deb ham 
ataladi, chunki Я  da halqaning barcha shartlarini qanoatlantinivchi 
ikkita algebraik am al (qo‘shish va ko‘paytirish: Ц П )  kiritilgan. 
Hodisalarning Я  algebrasi, bo ‘lgani uchun birlik halqani
tashkil etadi.

Algebra tashkil qiluvchi hodisalar sistemasining “eng kichigi'9 
^= { 0 ;Q }  ekanligi ravshan. Shu bilan birga Q  to‘plam ning barcha 
qism  to‘plamlaridan tashkil topgan hodisalar sisteinasi «M(Q) ham  
algebradan iborat ekanligini tekshirish mumkin.

Agar Q chekli fazo boMsa, u holda uning barcha qism to bp- 
lamlaridan tashkil topgan JVl(Q) sistema ham chekli to ‘plam  bo‘ladi.

10-misol. Tajriba bir jinsli simmetrik tangani ikki marta 
tashlashdan iborat boMsin. U  holda elem entar hodisalar fazosi 
£2= {gg,gr,rg,rr} 4 ta elementdan tashkil topgan chekli to ‘plamdan 
iborat bo ‘ladi va JVt(Q) algebraning barcha hodisalarini yozib chiqish 
mumkin:

JK (Q )= {0 ; {gg}; {gr}; {rg}; {rr}; {gg,gr}; {gg,rg}; {gg,rr}; {gr,rg}; {gr,rr};

{rg,rr}; {gg,gr,rr}; {gg,rr.gr}; {gg,rr,gr}; {gr,rg,rr} ;П }.
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Bu misolda Л1(£2) algebra 24=16-ta elem entar hodisalardan 
tashkil topgan. A gar n  to 'p lam  N  ta elem entdan tashkil topgan 
bo ‘lsa, u holda .M(Q) to‘plam  2 v ta elementdan iborat. Ilaqiqatan 
ham 0 va 1 lardan tashkil topgan uzunliklari N  ga teng b o 'ig aa  
kctm a-ketliklam ing soni 2 V ga teng va bunday ketm a-ketliklar bilan 
Al(JJ) orasida o ‘zaro  birqiym atlik moslik o ‘m atish mumkin

( 2 * = c £ + c}, + ...+ CjJ).
3 -ta ’r if . Agar Q  to 'plam ning qism to ‘plam laridan tashkil top­

gan hodisalarning ̂ -algebrasida (2° shart o ‘m ida):
CO

2 *.A„e A ;n =  1,2,...dan \^}ЛП&Я  ekanligi kelib chiqsa, u holda Я  c r -
И-1

a lgeb ra  yoki Borel a lgebrasi deyiladi. £2 fazo va uning qism to‘p- 
lamlaridan tashkil topgan Я  cr -algebra birgalikda oMchovli fazo deb 
ataladi va (£2J 1) orqali belgilanadi.

11-misol. 1 )  Q  = R = { x ;  -< » < * < « > }  sonli to ‘g‘ri chiziq 
bo 'lsin. ^ o r q a l i  chekli yoki cheksiz kesmalardan, intervallar va 
yarim  interval lardan tashkil topgan to‘plamlar sistemasini belgi- 
laymiz. algebra tashkil qilmaydi. M asalan, A  =  (—oo;—1) va 
Z? =  (l;+°o) to 'p lam lar yig‘indisi (-< » ;-1 )^ (1 ;-k o ) to‘plam T 0 siste- 
maga kirmaydi. Agar 5^ ni, undan olingan to 'plam lam ing barcha 
chekli yig‘indilari bilan to‘ldirsak, u  holda hosil bo 'lgan  yangi 
to 'plam lar sistemasi T  algebrani tashkil qiladi.

У  algebrani o ‘z  ichiga olgan barcha a  -algebralami qaraymiz. 
У  с  «W(Q) va M (£2) a  -algebrani tashkil qilgani sababli, algeb­
rani o ‘z ichiga olgan kamida bitta cr-algebra mavjud. Bunday <r- 
algebralaming kesishm asi (ya’ni a  -algebralarning barchasiga tegishli 
boMgan to 'p lam lar sinfi) yana a  -algebrani tashkil qiladi. Bu barcha 
intervallami o ‘z  ichiga olgan minimal a  -algebra bo ‘lib, B orel a - 
a lgebrasi deyiladi va (B = (E(R) orqali belgilanadi.

2°) £2= Rn ={дг = (х1,дг2,...,хя); xt e  R}  -  n  oMchovli Evklid 

fazosi bo 'lsin. R„ fazo nuqtalarini дг=(х| ,.т,,...,.г„) ko ‘rinishida ifo- 
dalaymiz. 10 orqali

II



{лгеЛ„; о, < х, ^ Ьх,а2 <хг <,Ьг,...,ап <хя < />„} (3)

ko‘rinishdagi barcha п oMchovli yarim ochiq parallelepipedlardan 
tashkil topgan to‘plamlar sistemasini belgilaymiz, bu yerda -0 0  <at < b, 
haqiqiy sonlar. (3) ko‘rinishdagi yarim ochiq parallelepipedlarning 
chekli yig‘indilaridan tashkil topgan ЙЦRn) sinf algebra tashkil qili- 
shini tekshirish qiyin emas. Й(,(Л„) algebrani o‘z ichiga olgan minimal 
£8(Ля) = й?я a  -algebraning mavjud ekanligini l°-xossadagi kabi isbot- 
lash mumkin. (Bn cr -algebraga n o‘lchovli Evldid fazosidagi Borel 
to‘plamlarining a  -algebrasi deyiladi.

4-ta’rif. Bizga (Qj?)-o‘lchovli fazo berilgan bo‘lsin. Agar Я 
a  -algebrada aniqlangan P sonli funksiya ucliun quyidagi aksiomalar 
o‘rinli bo‘lsa:

K l. Istalgan As Я  uchun P(A)> 0 (P  ning nomanfiyligi);
K2. P(Q) = 1 (Pning normalanganligi);
КЗ. Jufl-jufti bilan birgalikda bo‘lmagan AlyA2,...,An9... hodi­

salar ketma-ketligi uchun

I  0 0  CO

L k  P(An) ( P ning sanoqli additivligi),
Л - 1 /7=1

u holda Я  cr-algebrada P ehtimollik o‘lchovi yoki ehtimol kiritilgan 
deyiladi.

(£2,AP) uchlikka ehtimollar fazosi yoki ehtimollik mode I i 
deyiladi, bu yerda Я  hodisalarning a  -algebrasi, P Я  da aniqlangan 
ehtimol, P(A) ( A g Я) songa A hodisaning ehtimoli deyiladi.

Demak, ehtimollik modelini yaratish o‘lchovli fazoda manfiy 
bo‘lmagan, sanoqli additiv Q fazoning o‘lchovi 1 boMgan o‘lchov 
kiritishdan iborat ekan.

Ehtimollar nazariyasining, yuqorida kiritilgan, aksiomatikasini 
A.N. Kolmogorov taklif qilgan. K l, K2, КЗ aksiomalar sistemasi, 
ulami qanoatlantiruvchi real obyektlar mavjud boMgani sababli o‘zaro 
zid emas.

12



3-§. Ehtimolning asosiy xossalari

Yuqorida keltirilgan aksiomalardan ehtimolning quyida kelti- 
rilgan asosiy xossalari kelib chiqadi.

1°) P(0) = 0.
l°-xossaning isboti 0 u f i= f i  tenglikdan va K l, КЗ aksioma­

lardan kelib chiqadi.
2°) Agar A c  В bo‘lsa, u holda P(B\A)=P(B)-P(A). B=A\J(B\A) 

va А П (B \ A) = 0  tengliklardan КЗ aksiomaga ko‘ra

Bu xossaning isboti AUB = A\J(B\(Af|S)) tenglik va 2°-xossadan 
kelib chiqadi:

P(A U B)= P{A) + P(B\ (А П В)) = P(A)+ P(B)—P(A f) B).

5°) P(A) = \-P(A)  tenglik A\JA = n ,  Af)A = 0  munosabatlar va 
КЗ aksiomadan kelib chiqadi.

6°) Agar Ane A, n= l,2,...bo‘lsa, u holda

Quyidagi teorema ehtimollik o'lchovi bilan chekli additiv

P(B) = P(A)+P(B\A).

Bu tenglikdan ushbu xossaning isboti kelib chiqadi: 
3°) Agar A c  В bo‘lsa, P(A)< P(B) bo'ladi.
4°) Agar A,Be A bo'lsa, u  holda

P(A U B) = P(A) + P(B) -Р(АП В).

б’-xossani isbotlash uchun (J  A„ = |Jj?„ tenglikka murojaat etamiz,

bu yerda Я, =A,, B, = А1Г\.-Г\А1г_1ПАп, n = 2,3,..., BiC\Bl = 0 ,  i * j  
tenglik o‘rinli. Demak КЗ aksiomaga ko‘ra

to‘plam funksiyasining uzluksizligi orasidagi bog'lanislini ko'rsaladi.
13



1 -teo rem a . P — Я-algebrada kiritilgan chekli additiv ehtimollik 
oMchovi bo‘lsin. U holda ushbu 4 ta shart o‘zaro ekvivalent:

1. P a  -additiv (ya’ni РЯ  da kiritilgan ehtimol).
2. P -  yuqoridan uzluksiz, ya’ni Я  dan olingan va

Ащ <z n=  1,2,..., shartlami qanoatlantinivchi ixtiyoriy
4-1

AlfA2,... ketma-ketlik (buni biz An t  orqali belgilaymiz) uchun

]imP(A„) = P\{jAa )
я —» x  I  i ;

3. P-quyidan uzluksiz, ya’ni Я  dan olingan va 

Amti G Ля, я = 1,2,..., shartlami qanoaftantiruvchi ixtiyoriy
■-I

Л,,Л2,... ketma-ketlik uchun (buni biz AH A orqali belgilaymiz)

lim  P (A „) =  p f f ] A „

4. P — “nolda uzluksiz”, ya’ni Я  dan olingan va

я -1,2,..,, f)An= 0  shartlami qanoatlantinivchi ixtiyoriy 
«■i

Л,,Л2,... ketma-ketlik uchun (buni biz A0 orqali belgilaymiz)

limP(4,) = 0.
f l - w

Isboti. Teoremani biz ushbu 1)=> 2) => 3)=> 4) =^1) sxema 
bo‘yicha isbotlaymiz. Bu yerda i)=3j) orqali i) shartdan j) shart kelib 
chiqishi belgilangan.

1)=>2). A„ t  va 0 4 ,  e.% bo‘lsin. B, = Al,B„ = A„\A^l,n = 2,3,...
fl*l

hodisalami belgilaymiz. hodisalar juft-jufti bilan birgalikda
Ф  X

bajarilmaydigan hodisalar va (J4 , = U B« bo‘lgani uchun P ning a -
ff»l rr»l

additivligigako‘ra
: » (x  % .»
\JA„ =f\ [Js„ =£Д5„)=Р(<4|) + П 4 \ Д )  + РМ,\/«2) + ...=

\*-l /  «=*
= P(A,) + Р Ш - P(A,)+ P(A})~ P(A2) +... = lim P(A„).•-W

14

и



2)=>3). Ап 4 va ( \A n e A  bo‘lsin. Bn = Ax \ A„, n = 1,2,...
jwi

hodisalami belgilaymiz. {b„} hodisalar ketma-ketligi uchun B„ t  shart

bo‘lgani uchun 2°- xossaga ko‘ra
i*=l

bajariladi va (J  = Al \ Q  Д, 

lim P(B„) = B. = P(A)

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Demak,

lim P (4 ) = lim P(A{ \Bn) = P(A,) -  lim P(B„)
n~*oa />—*&  и—ко

3)=>4). Tabiiy.
4)=>1).4°-xossa o‘rinli bo‘lsin. A .,A 2,... juft-jufti bilan bir-

00
galikda bajarilmaydigan hodisalar ketma-ketligi bo‘lib, [jAne A  

bo‘lsin. P ning chekli additivligidan, ixtiyoriy n > 1 uchun
n-1

/=i . W \ W  /
00

tenglikning o'rinli ekanligi kelib chiqadi. B „ =  [J^dey lik , u holda
/=n+l

{Bn} ketma-ketlik uchun Bn 1 0  shart bajariladi. Demak, 4° ga ko‘ra 

1 ? W =  1i m i m )  = limp [ ±  A, )= lim\ p [±A ,  ] - P(BJj  =
1-1 i=\

1-teorema isbotlandi.

4-§. Elementar hodisalarning diskret fazosi.
Ehtimolning klassik ta’rifi

Elementar hodisalar fazosi chekli yoki cheksiz, ammo ulami 
ko4rinishida nomerlab chiqish mumkin bo‘lgan fazoga 

elementar hodisalarning diskret fazosi deyiladi. Birinchi paragrafda 
ko‘rib o‘tilgan 1-, 2-, 3-misollarda elementar hodisalar fazosi Cl 
diskret fazo tashkil qiladi.

15



Q diskret fazo va Я  = M ( Q )  bo ‘lsin. B u holda ixtiyoriy A s  Я  
hodisaning ehtimolini quyidagicha kiritish mumkin:

2 ^ P 0) = 1 shartni qanoatlantinivchi manfiy bo'Im agan p m
«П

sonlar berilgan bo‘lsin. A  hodisaning ehtimolini

ox A

yig‘indi shaklida ifodalaymiz. (4) formula orqali aniqlangan to ‘plam 
funksiyasi ehtimol o ‘lchoviga qo ‘yilgan 3 ta aksiomaning barchasini 
qanoatlantiradi. Haqiqatan ham, Kl aksiom a P(A)  miqdorning aniq- 
lanishidan kelib chiqadi. K2 aksiom a ham bajariladi, chunki (4) teng- 
likga ko‘ra S

o«fl
Agar A birgalikda bajariImaydigan ikkita A] va Аг hodisalarning 

yig‘indisi bo ‘Isa, u holda (4) tenglikka ko‘ra

/ 4 4 i M ) = ^ ) = X > e =  Z  & г~ Е а +
a*  A tosAl[jA1 (az.4f

5 > т =  р ( л , ) + р ( 4 )
аеЛ̂

bo‘ladi, ya’ni (4) tenglik orqali kiritilgan ehtimollik oMchovi chekli 
additivdir. Xuddi shu kabi P  ning sanoqli additivligini ham isbotlash 
mumkin. Demak,

va Х д »=1
<№ П

shartlami qanoatlantinivchi sonlar yordamida Ю,Я) o ‘lchovli fazoda 
(4) formula orqali ehtim ol o ‘lchovini kiritish mumkin. Bu ta'k idning 
teskarisi ham o ‘rinli, ya’ni agar (0,Я)  o ich o v li fazoda K l, K2, КЗ 
aksiomalarni qanoatlantinivchi P  ehtimol o‘lchovi kiritilgan bo‘lsa, u 
holda (5) shartlami qanoatlantinivchi shunday р ш> 0 sonlar mav- 
judki, A e  Я  hodisaning ehtimoli (4) formula orqali ifodalanadi. Haqi­
qatan ham, A={co} — yagona со elementar hodisadan iborat deb 
hisoblab, biz P ( A ) -  p (0 = P({co}) tenglikka ega boMamiz. Demak, K l

16



aksiomaga ko‘ra, pa > 0 .  Shu bilanbirga, agar A boMsa,

u holda КЗ aksiomadan

P ( ^ ) = ? ( { « f|} +  {<0/2} +  ...)=  £ /> ({«> })=  I  Pt
coe A (06 A

(4) tenglik kelib chiqadi. Bundan va K2 aksiomadan A = Ci deb 
hisoblab,

Z  A » = *
we П

tenglikka kelamiz.
Agar Q chekli elementar hodisalar fazosi bo‘lib, p m barcha со

elementar hodisalar uchun bir xil bo‘lsa, u holda (4) formula

P(A)  = (6)
v 7 лг(П)

ko‘rinishga ega boMadi. Bu yerda N ( A )  orqali A  to'plamning ele- 
mentlari soni belgilangan. Bu ehtimolning klassik ta 'r if id ir .  Bu holda

1 ?= P ( f t ) = % р я  «  p uN{Ci)

bo‘lgani uchun

щ т
tenglik o ‘rinli, yani klassik ‘a’rifga olib kcladigan ehtimollar fazo- 
sining modeli ixtiyoriy elemental hodisaning ro‘y berish imkoniyati 
tajriba xarakterini aniqlovchi shartlarga nisbatan bir xil bo‘lgan 
hollarda ishlatiladi. Masalan, simmetrik bir jinsM nomerlangan kub

tashlanganda 1,2,...,6 elementar hodisalar uchun p x =  ...=  p6 =  ■£, sim­

metrik bir jinsli tanga uchun esa p  (g)= p  (r)=— deb aniqlash va

ehtimolning klassik ta’rifidan foydalanish tabiiydir.
Demak, A  hodisaning ehtimolini klassik ta’rifdan foydalanib 

hisoblash A hodisani ro‘y berishiga olib keluvchi barcha elementar 
hodisalarning sonini hisoblashga keltiriladi. Ba'zan bunday hisob- 
lashlar trivial, ba’zan esa kombinatorikaning qiyin masalasi bo‘lib, uni 
yechish uchun hozirgi kunda rivojlantirilgari'ltO^ikr^iriteiw^u^l^- 
Inshga to‘g‘ri keladi. Bunday so f

,7  w *  s s  Я " "

• *, *0а° т SUKfc МАЯКА» *



ehtim ollar nazariyasi faniga hech qanday aloqasi yo ‘q. Am mo bir 
qancha bunday holatlam i tekshirm ay turib, na o ‘rganilayotgan 
mavzuning tabiati haqida, na uning amaliy imkoniyatlari haqida 
tasaw urga  ega bo ‘lish mumkin emas.

Endi ehtimollikning klassik ta ’rifidan foydalanib, b a ’zi hodi­
salarning etimollarini hisoblaymiz.

12-misol. 3 ta nomerlangan kub tashlanganda tushgan ochkolar 
y ig 'indisi 11 ga teng bo‘lish ehtimolini toping.

Yechish. Agar ochkolar qaysi nomerlangan kubda tushganini 
hisobga olsak, elem entar hodisalar fazosi Sl = {co;o) =  (i/p i/2,i/3);
Uj =  1,2,...,6 ;y  =  1,2,3} ko‘rinishga ega ekanligi kelib chiqadi. Bu 

yerda (wp i/2,i/3) orqali m os ravishda birinchi nomerlangan kubda 
ikkinchi nomerlangan kubda u2 va uchinchisrda щ oclikolar tushishi 
belgilangan. Demak, barcha elem entar hodisalar soni N (Q )= 6 3=216. 
A gar A  orqali tushgan ochkolar yig‘indisi 11 ga teng bo‘lish hodi- 
sasini belgilasak, u holda A  = {a)e Q;m, + m2 + w3 = 11} ko ‘rinishga
ega. 11 ochkoni 6 ta turli usul bilan olish mumkin (6+4+1; 6+3+2; 
5+5+1 5+4+2; 5+3+3; 4+4+3). Shu bilan birga 6+4+1 kombinatsiyasi 
ushbu 6 ta elementar hodisalardan biri bajarilganda va faqat shundagi­
na tushishini kokramiz: (6,4,1), (6,1,4), (4,6,1), (4,1,6), (1,6,4), (1,4,6). 
Xuddi shu kabi, 6+3+2, 5+4+2 kom binatsiyalar ham 6 tadan ele­
mentar hodisalardan biri bajarilganda ro ‘y beradi. 5-5-1, 5-3-3, 4-4-3 
kom binatsiyalaming har biriga m os kcluvchi elem entar hodisalarning 
soni 3 ga teng ekanligi ravshan. Shunday qilib, N (A )=  3*6+3*3=27 va 
ehtim olning klassik ta’rifiga ko ‘ra

'  N(Ct) 216 8

13-misol. 36 ta qartadan iborat boMgan qartalar dastasidan 
tavakkaliga 3 ta qarta olinadi. Bu qartalam ing uchalasi ham bir xil 
tusli bo ‘lish ehtimolini toping.

Yechish. Qartalarni dastadan olish taitibi bu misolda 
ahamiyatga ega bo‘lmagani uchun elem entar hodisalar fazosi

Q  = {co;co =  [ и ^ э И з ] ^ !  ^  u2 *  u3;u j  =  1,2,...,36}
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ko‘rinishga ega. Dem ak, N (Q )  = C |6 =  3^ 35_—. A orqali olingan qar-
X* iCf J

talar dastasi bir xil tusli bo‘lish hodisasini belgilasak va dastada liar 
biri 9 ta qartadan iboral bo‘lgan 4 xil turli tus borligini hisobga olsak, 
u holda

N (A )  = 4 C l = ^ l .

Demak,

p ,  A)  -  Ш  _  4C93 _  4
W  Щ  f g  85-

5-§. Ba’/i klassik modcllar va taqsiniotlar

1. Binomial taqsimot. Simmetrik tanga n  marta tashlangan 
boMib, kuzatish natijasini (и19и2,...,и„) ko ‘rinishidagi tartiblangan 
ketma-ketlik shaklida ifodalaylik. Bu yerda u. = 1, agar tanga / -marta 
tashlanganda “gerb” (’’yutuq” ) tushsa va г/. =  0 , agar ’’raqam”

(“yutqaziq”) tushsa. Jami 2" ta bunday ketma-ketliklar mavjud. 
Elem entar hodisalar fazosi ushbu ko‘rinishga ega:

Q  =  {(o\(o =  =  0,1}

Mar bir w e  Q  elem entar hodisaga
n n
I  " J  Л -  I  U j

p ( a $ = p J~' q  (7)
ehtimolni mos qo‘yam iz, bu yerda manfiy bo‘lmagan p  va q  sonlar 
/> + <7 = 1 lenglikni qanoatlantiradi. (7) tenglik orqali berilgan sonlar 
(Q,«M(Q)) oMchovli fazoda ehtimol oMchovini kiritishini ko‘rsatish 
uchun (5) munosabatning o ‘rinli ekanligini isbotlaymiz. (7) tenglikka 
ko‘ra p(co) manfiy bo‘lmagani uchun

icQ
ekanligini tekshirishimiz kifoya qiladi. Buning uchun

я

/  ,ц,- =  к ,(к  =  0,1,2,...,к ) bo‘lgan barcha a> =  (f/,,i/2,...,i/ll) elementar 
p i
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hodisalam i ajratamiz. Bunday natijalar soni к  ta “bir”ni n  ta  o ‘ringa 
o ‘rinlashtirishlar soni C* ga teng. U  holda

Z />(«>)=z  Ф У *  =  ( p + ч Г =1 •
WcSl A«0

Demak, Q  fazo, uning barcha qism to‘plamlaridan tashkil topgan A 
sistema va unda

p iA) = Z
on A

orqali kiritilgan ehtim ol oMchovi ehtimollar fazosini aniqlaydi. Bu 
hosil bo ‘lgan modelni tangani n  m arta tashlash jarayonini tasvirlay- 
digan ehtimollik m odeli deb atash mumkin.

Endi к  marta “yutuq” chiqishidan iboqat 
A  =  f e #  =  (uv ui + w2 + ... + г/и =  /с};£ = 0,1....,л 

hodisani ko ‘raylik. Yuqorida aytilganiga ko ‘ra,
к к ..п-кP„(k) = P (A k) = C„p q 

ekanligi kelib chiqadi. (8) formulaga Bernulli formulasi deyiladi.
(8)

Pn(k)

Ehtimollaming to ‘plam i ehtim ollam ing
(n  hajmli tanlanmada yutuqlar soni uchun) binomial taqsimoti 
deyiladi. U  к  = np  yaqinida maksimumga erishadi va к  undan o ‘ngga

yoki chapga chetlansa kamayadi. Agar p  = ̂  boblsa, binomial taq-
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siraot simmetrik, qolgan hollarda esa nosimmetrik deyiladi (2-shaklda 

w =  15va p  = ̂  bo‘lgan nosim metrik binomial taqsimotning grafigi 

tasvirlangan).
Binomial taqsim ot am aliy masalalarda ko ‘p uchraydi. Masalan, 

tekshirishdan o ‘tgan sanoat mollarining soni, tanlamadagi qoni 
ma’lum guruhga tegishli b o ‘lgan odamlar soni va boshqalar shular 
jumlasidandir. B inom ial taqsimotning boshqa xossalari va unga doir 
misollar 4-bobda keltirilgan.

2. Gipergeometrik taqsimot. Qarta tarqatish bilan bogcliq 
boMgan masalaga e ’tiborimizni qaratamiz, shu bilan birga bir marta 
berilgan qarta qartalar dastasiga qaytarilmaydi deb faraz qilamiz. Bu 
faraz ko ‘pincha haqiqatga yaqin. Qartalar dastasida m  ta qarta bor 
b o iib , ulardan mJ tasi qizil, qolgan m2 tasi esa qora bo ‘lsin. Qartalar 
dastasidan n hajmli tartiblangan qaytarilmas tanlanma olam iz (m > n ). 
Olingan tanlanmada к  ta qizil qarta bo‘lish ehtimoli nimaga teng?

Elem entar hodisalar fazosi bu holda 
Q  =  {cq;co  =  u 2 Ф . . . Ф u n; u .  =  0 , 1, . . . , w }

(1 -§ dagi 5-misolga qaralsin) ko'rinishga ega. H ar bir elementar 
hodisaning ro ‘y berishi teng imkoniyatli ekanligini hisobga olib, 
barcha N (Q )  = m  ta elem eniar hodisalar bir xil ehtimolga ega deb 
faraz qilamiz.

Ak orqali tanlanmada к  ta qizil qarta bo‘lish hodisasini belgi­
laymiz. Agar qartalarning faqat rangi va ularning uchrash tartibinigina 
hisobga olsak, u holda tanlanmada к  ta  qizil va n - к  ta qora qarta 
boMish ehtimoli (6) tenglikka ko‘ra m ^ n~k) I m  n). Agar endi 
ranglaming uchrash tartibini hisobga olmay. faqat mos rangdagi qar­
talarning umumiy soninigina hisobga olsak (A' ta qizil va n - k  ta 
qora), m  ta turli tanlanmalar ichida к  ta qizil qartani o6z ichiga 
olganlarining soni C„ ga teng. Shunday qilib,

c l c ' - k



(i^ (m ,0 ), Pn(m,l),...yPn(m ,m))  ehtim ollar to‘plami gipergeom ctrik
taqsimot deyiladi. Bu binomial taqsim otning qaytarilmas tanlanma 
uchun analogidan iborat bo ‘lib. agar m soni n ga nisbatan juda  katta 
bo4Isa, bu ikkita taqsim otlar bir-biridan uncha katta farq qilmaydi, 
ammo amaliyotda uchraydigan ko ‘p hollarda m  va n solishtirib 
bo‘ladigan sonlardan iborat bo ‘ladi.

14-misol. (K o'ldagi baliqlar soni haqidagi masala.) Yuqorida 
ko ‘rilgan ehtimollik modelining qiziqarli tatbiqlaridan biri qayta 
tanlash metodi deb ataluvchi tattish o 'tkazish  usulidan iborat. Buni 
tushuntirish uchun ushbu ko4dagi baliqlar soni haqidagi masalaga 
e ’tiboringizni qaratamiz.

К о cIda m  ta baliq bor. Baliqlar sonini aniqlash uchun ko 'ldan  
w, ta baliq tutib olinib (ular birinchi tanlannfeni tashkil qiladi), belgi 
qo ‘yilib, ulam i yana ko ‘lga qo ‘yib yuboriladi. Tutib olingan baliqlar 
belgilanm agan baliqlar bilan aralashib ketishi uchun biroz vaqt o‘t- 
gach, yana n hajmli tanlanma olinadi. A gar ikkinchi tanlanm ada har 
bir belgilangan va belgilanmagan baliqlarni tutib olishni teng imko- 
niyatli deb faraz qilsak, u holda belgi qo 'yilgan baliqlarning soni к  ga 
teng boMish ehtimoli (9) formula orqali ifodalanadi. Agar m ning 
qiymatini (9) ehtimolni m aksimallashtiradigan qilib tanlasak (bunday 
usul bilan baholash matematik statistikada haqiqatga maksimal 
o‘xshashlik usuli nomi bilan tanish), u holda ko ‘ldagi baliqlar soni 
uchun

w  =  - J -  (10)

bahoni olamiz. Agar k o ‘ldagi belgi qo‘yilgan baliqlar hissasini 
ikkinchi tanlam adagi belgi qo 'y ilgan  baliqlar hissasiga teng desak, u 
holda yana (10) bahoni olamiz. Bu esa mazkur bahoning m a’qul baho 
ekanligini ko‘rsatadi.

6-§. Geom etrik ehtimollar

Ehtim ollik modellarining yana bir m uhim  sinfi geometrik 
ehtimollar deb ataluvchi sinfdir. Q w-o‘lchovli Evklid fazosining 
chekli /7-o‘lchovli hajmga ega bo ‘lgan sohasi bo‘lsin. Q  ning hajmini 
aniqlash mumkin bo‘lgan har qanday qism to ‘plamiga hodisa deymiz.
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Я  orqali barcha hodisalar sinfini belgilaymiz. A  hodisaning ehtimoli 
deb ushbu

I

nisbatni qabul qilamiz. Bu yerda V(A)  soni A to 'plam ning n -  o i -  
chovli hajmi. (11) formula yordamida aniqlangan P  to‘plam  funk- 
siyasi ehtimol o ‘lchovining barcha aksiomalarini qanoatlantirishini 
ko 'rish  qiyin emas.

(Q,A,P) ehtim ollar fazosi, bu yerda P  -ehtimol o ‘lchovi (11) 
formula orqali aniqlangan, Q  sohaga tavakkaliga (tasodifiy ravishda) 
nuqta tashlash bilan bog‘liq bo ‘lgan masalalar uchun model vazifasini 
o 'laydi. Bu yerda Q  elem entar hodisalar fazosi kontinium  quvvatga 
ega bo‘lgani uchun klassik ta’rifdan foydalana olmaymiz. Nuqtaning 
vaziyati Q  sohada tekis taqsimlangan, ya’ni nuqtani A  sohaga tushishi 
bu sohaning n  o ‘lchovli hajmiga proporsional deb foraz qilinadi.

15-misoI. 2 a  uzunlikka ega bo 'lgan  kesmaga tavakkaliga nuqta 
tashlanadi. Shu nuqtadan kesmaning eng yaqin uchigacha bo‘lgan 
masofa a l l  dan k ich ik b o ‘lishehtim oli topilsin.

Yechish. Um um iylikka zarar etkazmay, kesm aning uchlari 0 va
2a  koordinatalarga ega deymiz. Tashlangan nuqtadan О  nuqtagacha 
bo 'lgan masofani x  orqali belgilaymiz. U  holda bizni qiziqtirayotgan 
hodisa x < a / 2  yoki 2 a - x < a / 2  bo 'lganda va faqat shunda ro 'y  
beradi.

Talab qilingan ehtimol ( a / 2 + a / 2 ) / 2a = 1 / 2  nisbatga teng 
(3-shaklga qarang).

/ / / / / / / / ______ / / / / / / / / ,
0 a/2 a 3a/2 2a

3-shakl.

16-misoI (Byuffon masalasi). Tekislikda bir-biridan 2a  maso- 
fada parallel to 'g 'r i  chiziqlar o 'tkazilgan va shu tekislikka uzunligi 
2 /( /< a )  bo 'lgan igna tavakkaliga tashlanadi. Ignaning to 'g 'r i chiziq- 
lardan birortasini kesib o 'tish  ehtim oli topilsin.

Yechish. Ignaning o 'tqazilgan  to 'g 'r i  chiziqlarga nisbatan 
vaziyati lining o 'rtasidan unga eng yaqin turgan chiziqqacha bo 'lgan
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x  masofa hamda igna bilan to ‘g‘ri chiziq orasidagi cp burchak orqali 
ifodalanadi (5-shakI). 0 < л г < а  va 0 < ф < л  bo 'lgani uchun ignaning 
barcha holatlari (ya’ni barcha elem entar hodisalar) tomonlari 0 va л 
boMgan to ‘g‘ri to‘rtburchak nuqtalari bilan aniqlanadi (4-shakl).

x

x - la in g

1  .

I * z

4-shakl. % 5-shakl.

Ignaning parallel to 'g 'r i  chiziq bilan kesishishi (A  hodisa) 
uchun .v ^ /s in ^  tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarlidir. Izlana- 
yotgan ehtimol, (11) formulaga kowra, 4-shakldagi shtrixlangan soha- 
ning yuzini to ‘g ‘ri to‘rtburchak yuziga nisbatiga teng boMadi, y a ’ni

P  = P (A )  = —  f/sin(p*/q> =  — .
an • ait

Byuffon masalasi, snaryadning kattaligi va uning quvvatini 
hisobga olish bilan bog‘liq bo ‘lgan otishlar nazariyasining ba’zi 
masalalarini hal etishda asosiy rol o ‘ynaydi. Bundan tashqari, Byuffon 
masalasi n  sonining qiymatini tasodifiy tajribalar usulidan foydalanib

topishda ham ishlatiladi. Haqiqatan ham, yechilgan masaladan л = —
Pa

formula hosil boMadi. Ignani lash lash yordamida л  ni aniqlash uchun

yetarlicha ko ‘p tajriba o ‘tqaziladi va m os chastota P=P(A)
n

ehtimolga tenglashtiriladi (bu yerda n tajribalar soni, n(A)  esa 
ignaning parallel chiziqlardan birini kesib tushgan hollar soni).

17-misol. Tomonlari a  v a b ga (b < a ) teng boMgan to‘g ‘ri 
to‘rtburchakka tavakkaliga nuqta tashlanadi. Tashlangan nuqtadan 
to‘rtburchakning eng yaqin tomonigacha boMgan masofa x  dan katta 
emasligining ehtimoli topilsin.
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Yechish. Um um iylikka zarar keltirmay* to6g‘ri to'rtburchak- 
niug uchi koordinatalar boshida va uning tom onlari koordinata o ‘qlari 
bobylab yo‘nalgan deb faraz qilamiz (6-shaklga qarang):

b

b-x

n

a-x a - s

6-shakl.

Tashlangan M  nuqtaning koordinatalarini (£ ,77) deylik. Hisob- 
lanayotgan ehtimol ushbu Ax =  { (^ ,r i) ;m in { ^ ,q ,a -^ ,/? - ii} <  дг} 
hodisaning ehtimoliga teng.

A* ={ (4.Л); niin{ §,ri, a - £ , , b - r]} >  *} ={ (£,r|) : x < t ,< a -x - ,x < T \< b - x )

tenglik 0 ‘rinli. Demak, izlanayotgan ehtimol (11) formulaga ko ‘ra 6- 
shaklda shtrixlangan sohaning yuzini, to'g^ri to‘rtburchakning yuziga

Snisbati shaklida ifodalanadi, ya’ni P (A X) = F (x )  = - ± ,  bu yerda S x

soni Ax sohaning yuzi, S  = ab  esa to cg ‘r i to‘rtburchakning yuzi.
A gar л :< 0 bo‘lsa, S x = 0 va x > b / 2  bo‘lsa, S X = S  muno- 

sabatlar o ‘rinli ekanligini ko‘rish qiyin emas. Endi 0 <  x  < b  /  2 
bo ‘lsin, u holda Sx = S  — (b  -  2x)(a  -  2 x ) .  Demak,

0, agar x  < 0,

F ( x )  = \ \ - ( \ - 2 x ! b ) ( \ - 2 x l a \  agar 0 < x < b / 2 ,  

l| 1, agar х > Ы 2 .

25



7-§. Shartli ehtimollar. Hodisalarning bog‘Iiqsizligi

Shartli ehtimolning ta’rifini kiritishdan oldin bir qancha 
misollar ko‘ramiz.

18-misol. Oilada 2 ta farzand bor. 0 ‘g‘il bola tug'ilish ehtimo­

lini у  deb olib, ushbu hodisalarning ehtimollari topilsin.

1°. Oiladagi har ikkala farzand o‘g‘il (A hodisa).
2°. Oilada bitta farzand o‘g 'il ekanligi malum ( В hodisa). Oila­

da ikkinchi farzand ham o‘gsiI.
Yechish. Ikkita farzandli oilalarda bolalami jinslari bo‘yicha 

taqsimoti quyidagicha:
1) birinchi bola o‘g‘il, ikkinchisi ham o‘fe‘il (o‘ofi);
2) birinchi bola o‘g‘il, ikkinchisi qiz (o‘q);
3) birinchi bola qiz, ikkinchisi o‘g‘il (qo‘);
4) birinchi bola qiz, ikkinchisi ham qiz (qq).
Demak, elementar hodisalar fazosi £i={o‘o6,qos,qq} ko‘inishga 

ega va bunda barcha elementar hodisalar teng ehtimolli. Klassik

ta’rifga ko‘ra P(A) = —.
4

.'O

2 -holda biz qo‘himcha axborotga egamiz (B  hodisa baja- 
rilgan), ya’ni oilada bitta bola o‘g‘il. Bu holda endi o‘o \  o‘q, qo‘ 
elementar hodisalar teng imkoniyatli, demak, izlanayotgan ehtimol

— ga teng deyish tabiiy. • ’ • •

19-misol. Idishda m ta oq va n - m  ta qora shar bor. Idishdan 
ketma-ket 2 ta shar olingan.

1°. Olingan har ikkala shar oq (A hodisa) ekanligining ehtimoli 
topilsin.

2°. Agar birinchi olingan shar oq (B  hodisa) ekanligi ma’lum 
bo‘lsa, ikkinchisi ham oq shar ekanligining ehtimoli P(A /  В) topilsin.

Yechish. Ehtimolning klassik ta’rifidan P(A) = m^m ^  ekanligi
ф - 1)

kelib chiqadi. Ikkinchi holda, birinchi olingan shai* oq bo‘lgani uchun,
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ikkinchi tanlashdan oldin idishda n — 1 ta shar qolgan va ulardan m — 1 

tasi oq, demak P ( A I B ) -
n- 1

Ehtimol klassik usul bilan kiritilgan holda А, В, А /  В va AB 
hodisalarning ehtimoUari mos ravishda

Р ( А ) = * Щ -  Р(ЛВЛ- Ы{АВ)■

4 7 N (B) P(B)  

ekanligi ravshan. Bu oxirgi tenglik shartli ehtimolga umumiy ta’rif 
berish imkonini beradi.

5-ta’rif. (£2,A  P) ehtimollar fazosi berilgan va A,Be Я ; 
P(B)>  0 boMsin. A  hodisaning В hodisa ro‘y bergandagi shartli 
ehtimoli deb ushbu

PB(A) = P(A/B) = ̂  (12)

nisbatga aytiladi.
(12) nisbatni

P(AB) = P(B )P b (A) (13)
shaklda qayta yozib, ko‘paytirish formulasi deb ataluvchi tenglikni 
hosil qilamiz. (13) tenglikdan, induksiyaga ko‘ra, hodisalarning 
ixtiyoriy ko‘paytmasining ehtimolini topishga doir ushbu formula 
kelib chiqadi.

Agar Al,A2,...,A// hodisalar uchun P(AlA2...A„_l)> 0  bo‘lsa, u
holda

P(AlA2...An) = P(Al)PAl(A2)PAlA2(A3) -  P ^ ^ A , , ) .  (14)
20-misol. 3 ta tuz, 4 ta qirol va 2 ta valetdan iborat bo‘lgan 

qartalar dastasidan ikki olyinchi galma-gal tavakkaliga (bittadan) 
qarta olishadi. Qaysi o‘yinchi birinchi bo‘lib dastadan tuz olsa, Shu 
o‘yinchi o‘yinni yutgan hisoblanadi. Agar valet chiqsa o‘yin durang 
bo‘ladi. Olingan qartalar dastaga qaytib qo‘yilmaydi. Birinchi 
o‘yinchining yutish ehtimoli topilsin.

Yechish. Ehtimoli izlanayotgan hodisani A orqali belgilaymiz. 
U holda A hodisa A={t, qqt, qqqqt} ko‘rinishga ega. Bu yerda “t” - 
birinchi o‘yinchiga tuz chiqqanini, “qqt” -  birinchi va ikkinchi
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o‘yinchiga qirol chiqqandan so‘ng birinchi o'yinohiga tuz chiqqanini 
va nihoyat ’’qqqqt” -  birinchi va ikkinchi o'yinchilarga ikkitadan qirol 
chiqib, so‘ng birinchi o‘yinchiga tuz chiqqanini bildiradi. Klassik 
ta’rifga va shartli ehtimolning ta’rifiga ko‘ra quyidagilami topamiz:

P(q) = 4 / 9 ,P(t) = 3 /9 ,Щ Щ  = 3 / 8, PqqЩ  = 3 /7 ,  '

Рчч(я) = 2 / 7, pm {q) = 1/6, pqw{t) = 3 /  5.

Topilgan ehtimollarni yuqoridagi (14) formulaga qo‘ysak 
P(qqt) = P(q)Pq(q)Pqg0 )  = 4 /  9-3 / 8-3 /  7 = 1 / 14,

tenglik hosil bo‘ladi. Demak
P(A) =  P(t) + P(qqt) + P(qqqqt) = 1/3 +  1/1^ + 1/210 = 43/105 

ekan.
2-teorema. Agar B g Я  -  fiksirlangan hodisa bo‘lsa, u holda 

PB(A) shartli ehtimol, Ag Я  hodisaning PB funksiyasi sifatida yangi 
(Qji,PB) ehtimollar fazosini aniqlaydi.

Isboti. Teoremani isbotlash uchun PB ning (QjQ) o'lchovli 
fazoda aniqlangan ehtimol oichovi ekanligiga ishonch hosil qili- 
shimiz, ya’ni PB uchun K l, K2, КЗ aksiomalar o‘rinli ekanligini 
ko‘rsatamiz. Haqiqatdan ham, (12) formuladan

F ea ) ^ 0 v a P 5 (Q ) =  ̂ = W = l
р Щ

munosabatlaming o‘rinli ekanligi kelib chiqadi. Agar Al9A2 
birgalikda bo‘lmagan hodisalar bo‘lsa (А,- A1 =(Z>\ u holda AtB va 
A2B hodisalar ham birgalikda emas. Demak,

p ( л л- А ч _ P(AB+A2B) _  P(A]B)+P(A2B) _ P{AXB) P(A2B) _
1 V  P(B) P(B) P(B) P(B)

■ Ф ф Ш Щ т  ■

ya’ni PB chekli additiv.
Л , , Л 1>. . . , Л п , . . .  hodisalar ketm a-ketlig i A ll+I a  A n ,  n  =  1,2,... va

‘■A
p j Alt= 0  (ya’ni A/f >1 0 )  shartlami qanoatlantirsin. U holda {BAn}
n=1
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ketma-ketlik uchun ham BAn+la B A lf va p]&4w= 0  munosabatlar 

o‘rinIi bo'ladi va P ning nolda nzluksizligiga ko‘ra

»-»CO H->co r\D f r\£>) Ц-+СО
Bundan 3-§ dagi 1-teoremaga asosan PB uchun КЗ aksiomaning 

o‘rinli ekanligi kelib chiqadi.
Demak, PB fimksiya (Qjf)  o‘lchovli fazoda aniqlangan ehtimol 

o‘lchovi ekan.
Hodisalarning bog‘liqsizligi. Hodisalarning bog'liqsizligi ehti­

mollar nazariyasining asosiy tushunchalaridan biri hisoblanadi. Bu 
xossa ehtimollar nazariyasini o‘lchovli fazolaming umumiy nazariya- 
sidan ajratib turadigan o‘ziga xos xususiyatini aniqlab beradi.

Agar P(A  /  B) = P(A) tenglik bajarilsa, u holda A hodisa В 
hodisaga bog‘liq emas deyish tabiiydir. Agar P(A}> 0 bo‘lsa, u holda 
P{B / A) shartli ehtimol mavjud va ko'paytirish teoremasiga ko‘ra

P(A) P(A) 4 4
Demak, A hodisaning В ga bog4liqsizligidan В hodisaning ham 
A ga bog‘liqsizligi kelib chiqadi, ya’ni A va В hodisalarning 
bogMiqsizligi simmetriklik xususiyatiga ega ekan.

Agar A va В  hodisalar bog‘Iiqsiz bo‘lsa, u holda 
P{AB) = P(A)P(B) tenglik o‘rinli va bu tenglik A va В  hodisalarning 
ehtimollari nol bo‘lganida ham ma’noga ega. Natijada biz ushbu 
ta’rifga kelamiz.

6-ta’rif. Agar
P(AB) = P(A)P(B) 

tenglik o'rinli boblsa A va В hodisalar bog‘liqsiz deyiladi.
21-misol. Tajriba simmetrik tangani 2 marta tashlashdan iborat. 

A orqali birinchi tashlanganda gerb chiqish hodisasini, В orqali esa 
tanga ikkinchi marta tashlanganda gerb chiqish hodisasini 
belgilaymiz. U holda elementar hodisalar maydoni i3={gg,gr,rg,rr}, 
/4={gg,gr} va £={gg,rg} to‘plamIardan iborat bo‘ladi. Agar elementar 
hodisalarning har biri 1 / 4 ehtimolga ega ekanligini hisobga olsak, u
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holda P(A) = 1 /2 , P(B) =  1 / 2, />(ЛД) = 1/4 bo‘ladi. Demak, 
P(AB) = P(A)P(B) va hodisalar bogiiqsiz.

7-ta’rif. Al,A2,...,An hodisalar berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyoriy 
1 < /, < i2 <... < ik < n\ 2 < ,кйп  sonlar uchun

-  р ц  )p(Ah)...p( щ

tengliklar o ‘rinli bo‘Isa, u holda A],A27...,AII birgalikda bog‘Iiqsiz 
hodisalar deyiladi.

7-ta’rifdan Av A2,,.,, An? birgalikda bog‘liqsiz hodisalar bo‘Isa, u
holda ularning ixtiyoriy qism 'tocplamidagi Aj 9Aj^9..*9A^ hodisalar
ham birgalikda bog‘liqsiz ekanligi kelib chiqadi. Ushbu misol hodisa­
larning birgalikda bogMiqsizligi ularning juA-jufti bilan bogMiqsiz- 
ligiga nisbatan kuchliroq shart ekanligini ko‘rsatadi.

22-misol. Tajriba simmetrik tangani 2 marta tashlashdan iborat
bo'lsin (20-misolga qarang). A={gg,gr},  B={gg,rg)  va
C={gg,rr} — tanga ikki marta tashlaganda ikki marta bir xil tomon
tushish hodisasini belgilaymiz. Agar barcha elementar hodisalar bir xil 
ehtimolga ega bo‘lsa, u holda

P(A) = I  P(B) = I  P(C) = i ;  P(AB) = P(AC) = P(5C ) = 1

ammo P(ABC) = ̂ * ^  = P(A)P(B)P(C),  ya’ni A,B,C  hodisalar juft-

jufti bilan bog‘liqsiz, lekin ular birgalikda bog'liqsiz emas.
Ehtimollar nazariyasida ko'pincha bog'liqsiz hodisalar bilan 

birga hodisalar sinflarining bog'liqsizligini ham qarashga to 'g 'ri 
keladi.

8-ta’rif. Я\,Л2,~~Яп- hodisalarning algebralari (<r-algebralari) 
berilgan bo'lsin. Agar barcha {Д .еД . , i=\,2,...,n } hodisalar uchun 
P(AtAi ...All) = P(A,)P(A2)...P(A„) tenglik o'rinli bo‘Isa, u holda

algebralar (cr-algebralar) birgalikda bog‘liqsiz deyiladi.
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8-§. ТоЧа ehtimollik formulasi. Bayes formulas!

Al,A2r..,xA/l juft-jufti bilan birgalikda bo‘lmagan va musbat
n

ehtimollarga ega bo‘lgan hodisalar bo‘lsin. Agar В c z \^ A f bo‘lsa, u
M

holda

P(B) = f iP(AJ)P (B /A j ) (15)
h  i

formula o‘rinli. (15) formulaga to4a ehtimollik formulasi deyiladi.
(15) formulani isbotlash uchun B = AXB+ A2B + ...+ AnB teng­

likka murojaat qilamiz. Bu yerda A{B,A2B,...,A„B juft-jufti bilan bir­
galikda bo‘lmagan hodisalar ekanligi ravshan. Demak,

P(B) = f j P(BAj ).
Щ *

Bu tenglikning P(BAf ) qo'shiluvchilariga ko'paytirish formulasini
qoMlab, toMa ehtimollik formulasini hosil qilamiz.

ToMa ehtimollik formulasi, murakkab hodisalarning ehtimol- 
larini shartli ehtimollami qoMlab topishda asosiy vosita vazifasini 
bajaradi.

Ehtimolning cr-additivlik xossasidan foydalanib, (15) formulani 
AlyA2,... — sanoqli, juft-jufti bilan birgalikda bo‘lmagan hodisalar 
uchun umumlashtirish mumkin.

23-misol. Birinchi idishda 2 ta oq va 3 ta qora, ikkinchisida esa 
1 ta oq va 4 ta qora shar bor. Birinchi idishdan tavakkaliga 2 ta shar 
olib ikkinchisiga solingandan so‘ng ikkinchi idishdan tavakkaliga 
olingan shar oq shar ekanligi ehtimoli topilsin.

Yechish. AUA2 va A3 lar orqali birinchi idishdan ikkinchisiga
olib qo‘yilgan sharlaming mos ravishda har ikkalasi ham oq, har 
ikkalasi qora va turli rangda bo‘lish hodisalarini, В orqali esa ikkinchi 
idishdan olingan shar oq shar bo‘lish hodisasini belgilaymiz. U holda 
ehtimolning klassik ta’rifiga ko‘ra

i i _ cf _ з сШ  б е з
* W « -= T  = 7 =  РШ  =c\ 1 0 ’ 1 Щ 1 0 ’ 3 C5 c\ 10  5 ’



т и х) ^ ,  Р(В /  Л2) =  у ,  Р ( В /  ^ з )= у

tengliklar o ‘rinli bo'ladi. Izlanayotgan hodisaning ehtimoli, to‘ la 
ehtimollik formulasiga kobra, quyidagicha bo‘ladi:

P(B) = P (A ])P (B  ! A y) + P ( A 2)P (B  / 4 ) +  P(A3)P(B  /  A3) =

j _  2 + . L . I + J L i - —
10 7 10 7 10 7 ~35*

Ko‘paytirish formulasidan ushbu 

P (S )P (A  / Я) = № 4 ) = P ( A W B  /  4 ); * =

tenglikning o ‘rinli ekanligi kelib chiqadi. Bundan to4la ehtimollik 
formulasiga tayanib topamiz: .

P(Ak I B )  = P(Ak)P<.BIAkl  x  Р Ш П В / А к) k =  l f] (16)

P(S) I  P(Aj)P(B/Aj)
/ “ 1

(16) formulaga Bayes formulasi deyiladi. Bayes formulasi 
matematik statistikada keng qo‘llaniladi. Statistik qo'llanishlarda 
Al9A2,...,Att hodisalarni ko‘pincha “gipotezalar”, P(Ak) ehtimolni Ak 
gipotezaning aprior (tajribagacha) ehtim oli P(Ak /  B)  shartli ehti­
molni esa uning aposterior (tajribadan so'nggi) ehtim oli deb ata- 
shadi.

24-misol. Shifokor bemomi tekshirib ko‘rganda uning At,A 29A3 
kasalliklarning biri bilan og ‘riganligini gumon qildi. Ularning 
ehtimollari m a’lum shartlar ostida mos ravishda quyidagilarga teng: 
P(At)= 1/2, ^ (y ^ ) =1/6, P(A3)= 1/3. Shifokor kasallikning tashxisini 
aniqlash uchun, agar bem or Ax kasallik bilan og‘rigan bo‘lsa, 0,1 
ehtimol bilan, A, kasallik bilan og 'rigan  boMsa, 0,2 ehtimol bilan va 
A3 kasallik bilan og‘rigan b o 4lsa, 0,9 ehtimol bilan ijobiy natija 
beradigan tahlil belgiladi. Jami besh marta tahlil o ‘tkazi!ib, ulardan 
to 'rttasi ijobiy va bittasi esa salbiy natija berdi. Tahlil o 'tkazilgach har 
bir kasallikning ehtimollari hisoblansin.

Yechish. В  orqali beshta tahlildan to 4rttasi ijobiy va bittasi 
salbiy natija berish hodisasini belgilaymiz. Bemor Ax kasallik bilan



og4rigan holda (ya’ni At gipotezasi bajarilsa) В  hodisaning ro‘y 
bcrish ehtimoli Bernulli formulasiga ko‘ra

P ( B / A l) = C 4(0,1)4* 0 ,9 = 5 - 0,00009 =  0,00045.
Xuddi shu kabi A2 va A3 gipotezalar uchun bu ehtimolliklar 

mos ravishda
P(B  /  A2) =  C4(0 .2)4- 0,8 =  5- 0,00128 =  0,0064

va
P(B /  A}) =  C?(0,9)4 -0,1 =  5- 0,06561 =  0,32805

bo'ladi.
Shunday qilib, Bayes formulasiga ko‘ra, tahlillar o'tkazilgach, 

Ax kasallik bilan og ‘riganlik ehtimoli

Р (4 1 В ) = ----------------!/2 ^ - 09__________ « 0 , 0 0 2 ,
^  1/2-0,00009+1/60,00128+1/3-0,06561 

Az kasallik bilan og‘rigan!ik ehtimoli

P(A2/B)  = -----------------y t  °-00128_________ —ss 0,01
z 1/2-0,00009+1/6-0,00128+1/3-0,06561

va A} kasallik bilan og‘riganlik ehtimoli

P(A3 / B )  = - ---------------У3 0 '065*!___________ * 0 ,9 8 8
v 3 7 1/2-0,00009+1/6-0,00128+1/3-0,06561

ekanligini topamiz.
Bu hisoblashlarni nazaida tutib, shifokor bemor A3 kasallik

bilan og‘rigan deb tashxiz qocyishi tabiiydir.

9-§. B og4iq boMmagan ta jr ib a la r  ketm a-ketlig i

Tajriba deb, biz natijasi tasodifiy hodisalardan iborat ekspe- 
rimentni tushunamiz. Biz qabul qilgan aksiomatikada tajriba qan- 
daydir ehtimollar fazosidan iborat. Bir xil tajriba n  marta ketma-ket 
o ‘tkazilayotgan bo 'lsin  va har bir tajribaning natijasi N  ta elementar 
hodisalardan iborat bo‘lsin. Um um iylikka zarar kcltirmay, ularni
0 ,1 ,...,N -1  sonlaridan iborat deyishimiz mumkin. Elementar hodi­
salar fazosi bu holda diskret fazo boMib, ushbu k o ‘rinishga ega 

Q  = {о>;со =  (а>,,со2,...,со„);ш* =  =  1,2,...,/?}
л  л



to = ((0|,сЬ2,...,С0;|) elementar hodisa со̂ ;Лг = 1,2,...,/г simvolni biz к 
nomerli tajribada coA. hodisa ro‘y berdi deb talqin qilamiz.

Har bir cog Q elementar hodisaga
р(а )  = р(со„со2,..:,юп) =  р а[рш2 •• • рЮп (17)

ehtimolni mos qo‘yamiz, bu yerda manfiy boMmagan р 0, р и ...,р^_л
sonlar quyidagi shartni qanoatlantirsin:

N - \

= 1- (18)
/=0

(17) tenglik orqali berilgan p(со) sonlar (Q,«M(Q)) o‘lchovli fazoda 
ehtimol o'lchovini kiritishi uchun (5) munosabatning o‘rinli 
ekanligini, /?(о>) > 0 boMgani sababli /?(лз)=1 ekanligini ko‘r-

щ€1
satish kifoya. Haqiqatdan ham, (17), (18) tengliklarga ko‘ra,

N

Z  / ’(“ )=  Z  __И®1»ю2..... ®н) =
w eQ  0)1;(02;...;(0|,=0

N n N- 1

X  __РщР&2'“Рщп “ П  X  PtOf ™
& 1 & 2 /=1 co/=0

Demak, Q  fazo, uning barcha qism to‘plamlaridan tashkil topgan Я o- 
algebra va unda

P U )=  £  P(со) (19)
ate A

formula orqali kiritilgan ehtimol o‘lchovi ehtimollik modelini 
aniqlaydi. (18) tenglikdagi p i sonlar alohida olingan (fiksirlangan) 
tajribada i-natijaning ro‘y berish ehtimolidan iborat. Haqiqatan ham, 
agar ЛА(0={со; со* = /} bo‘lsa, u holda (19) tenglikka ko‘ra

we Ak (i)

N - 1 N - 1 N - 1 A '-l N - l

S  ••• S  2  S  ••• XI Pt0\",P(Qfĉ \PiP(0f. .̂\','Pi0n Pi *
W|= 0  со^_]=0со^ =0co^+| = 0  w„=0

Faraz qilaylik, П* A-tajribaning elementar hodisalar fazosi 
A k= M (£ l \  Pk esa ( f i4,/JA) o‘lchovli fazoda p 0, p \ s o n l a r
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yordamida kiritilgan ehtimol o'lchovi bo‘lsin. U holda ( Й ^ Д )  
ehtimollar fazosini Ar-tajribaning matematik modeli va {p.vJLu P%\  
( 0 2,Л2,Д ), ..., (0.п,Л„,Рп) ketma-ketlikni esa tajribalar ketma- 
ketligining modeli deb atash mumkin.

I  BOBGA DOIR MASALALAR

1- U ,f l  am allarn ing  quyidagi xossalari isbotlansin:
1) A \JB  = B U A \A f \B  = B f]A  (kommutativlik);

2) ( ^ u s ) u c  = ^ u ( . f i u c ) , ( ^ n 5 > n c  = > i n ( s n c )
(assotsiativlik);

i  A r\(B [ jC )  = (A f]B)[J(A f]C)9 

А и {В  n С) = (А иВ) n (А ПС) (distributivlik);
4 ) A{JA =  A ,A f]A  =  A (idem potentlik);

5) A { jB  -  AC\B  (ikkilamchilikprinsipi).
2. Q -ixtiyoriy to‘plam, A,Av A2>...\?iB,B^B2,...-Q. ning 

qism to‘plamlari bo‘lsin. Simmetrik ayirma quyidagi xossalarga ega 
ekanligi ko‘rsatilsin:

а) AAB = А f)B; b) AA
/.<>!

d) AA

f)

ч n>\ 
\

n>l U4 'W U « № A ) ;n̂ \ / «>1

Г Н  Д 0 B- f c U K A S J .
V/tel /  \л£1 у M̂I

3.A  va В hodisalar birgalikda bajarilishi uchun, 
A + В, A + В. A + В hodisalarning ko‘paytmasi bo‘sh bo‘lmasligi 
zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

4. Idishda к ta oq va / ta qora shar bor. Idishdan tavakkaliga 
bitta shar olib chetga qo‘yiladi. U oq shar ekan. So‘ngra idishdan yana 
bitta shar olinadi. Bu olingan shar ham oq shar bo‘lish ehtimoli 
topilsin.
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5. n ta elementdan iborat to‘plam berilgan. Undan tavakkaliga 
bo‘sh boMmagan qism to‘plam tanlanadi. Tanlangan qism to'plamdagi 
elementlar soni juft bo‘lish ehtimolini toping.

6. Ehtimol tushunchasidan foydalanib, quyidagi ayniyatlar 
isbotlansin:

1) ± c kn= 2k; 2 ) 1 (С „ М 2 =  С2"Л) 
k=0 *=0

3) i ( - i r * C * = C : _ „ m > W- l ;
A=0
m t/n-24)

*=o
7. Ikkita A va В talabalar quyidagi A*yinni o‘ynashadi. Bi­

rinchi qadamda A talaba uchta nomerlangan kubning oltitadan yoq- 
lariga 1 dan 18 gacha boMgan sonlami xohlagan tartibda joylashtirib 
chiqadi. Ikkinchi qadamda В talaba nomerlangan kublarini yaxshilab 
o'rganib chiqib, ulardan birini tanlaydi. Uchinchi qadamda A talaba 
qolgan kublardan birini tanlaydi. So‘ngra har qaysi o‘yinchi o‘zidagi 
nomerlangan kubni tashlaydi va katta ocliko tushgan talaba o‘yinni 
yutadi. Bunday o6yin qaysi talaba uchun foydaliroq?

8. Tavakkaliga tanlangan butun musbat son tub son bo‘lish 
ehtimoli topilsin.

9. a  — algebra tashkil etmaydigan hodisalar algebrasiga misol 
keltiring.

10. Q — sanoqli to‘plam va Я  uning barcha qism to6plamlaridan 
tashkil topgan cr-algebra bo4 Is in. Agar A chekli bo‘lsa, fi(A) = 0 va 
agar A cheksiz bo‘Isa fu(A) = oo deylik. ju(-) to‘plam funksiyasi chekli 
additiv, ammo sanoqli additiv cmasligi ko‘rsatilsin.

11. Har bir w > l da Al,A1,...,At] hodisalar ko‘paytmasi uchun
ushbu

'  n
f ) 4  

V/=l у i=l
tengsizlik isbotlansin.

12. P(A  / B ) + P (A I 2?)=1, P(A / B )+ P (A  / B ) = l  tengliklar, 
umuman olganda, noto‘g‘ri ekanligini ko‘rsatuvchi misollar keltiring.
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13. AJ9A2,...,A// bog‘liqsiz hodisalar va Р(Л#.)<1,/ = 1,2,...,и 
boMsin. U holda shunday В hodisaning mavjudligini ko’rsatingki, 
P(B) > 0 boMib, ixtiyoriy 1 < i< n uchun В  П Ak = 0  boMsin.

14. n ta shar n ta yacheykaga tasodifiy ravishda joylashtiril- 
gan. Aynan ikkita yacheykaning bo‘sh boMish ehtimoli pn topilsin.

15. Tanga n marta tashlanadi. Har bir tajribada “gerb” chiqish 
ehtimoli p ,  raqam chiqish ehtimoli esa q . n{n) orqali chiqqan 
gerblar soni toq boMish ehtimolini belgilaylik. я (n) topilsin.

16. Ixtiyoriy uchta A,B,C  hodisalar uchun
| P(AB) -  P{AC)\ < P(BAC) 

tengsizlik o‘rinli ekanligi isbotlansin.
17. A hodisa o‘zi bilan bogMiqsiz bo‘lsa, uning ehtimoli 0 yoki 

1 ekanligi isbotlansin.
18. A va В bogMiqsiz hodisalar bo‘lsin. Bu hodisalarning 

ehtimollari orqali quyidagi hodisalarning ehtimollari hisoblansin.
a) A va В hodisalardan к  tasi ro‘y beradi;
b) A va В  hodisalardan eng ko‘pi bilan к  tasi ro‘y beradi;
c) A va В hodisalardan eng kamida к  tasi ro‘y beradi, 

(0 £ A: < 2).
19. A,Bl9B2 hodisalar berilgan. A va B] hamda A va В, 

hodisalar bog‘liqsiz bo‘lsa, u holda A va 5, U B2 hodisalar bogMiqsiz 
bo‘lishi uchun A va Bx C\B2 hodisalarning bogMiqsiz boMishi zarur va 
yetarli ekanligi isbotlansin.

20. A va В bogMiqsiz hodisalar va P(A + B) = 1 boMsin. U 
holda yoki A yoki В hodisaning ehtimoli 1 ga teng ekanligi 
ko‘rsatilsin.

TEST SAVOLLARI

1. A hodisa qanday boMganda A \J A  = A tenglik o‘rinli boMadi?
A. A = 0  В. А = П C . A  = Q \ A  D. Hechqachon.
2. A va В hodisalar qanday bo Mganda (A { J B ) \B = A  tenglik 

o‘rinli?
A. B = 0  B. A = 0  C .A B = 0  D.Hardoim.
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3. Quyidagi ifodani soddalashtiring: (A -f B)(A + В ).
A. A + B  В. В C. 0  D.A.
4. Quyidagi ifodani soddalashtiring: (A + B)(A + B ) .
A. 0  В. А С. В  D. f l
5. Agar A ^ B  boMsa, AB  nimaga teng?
А. В В . А  С. В - A D . A - B .
6. A c  В boMsa, ABC  ifodani soddalashtiring.
А. В В . В С  С. A D. AC.
7. Qanday shart bajarilganda A+B; A + B; A + B  hodisalar 

birgalikda boMadi?
A. A * 0  B. AB = Q  C . A B * 0  D. 5 * 0 .
8. Idishda 3 ta oq va 7 ta qora shar bofc. Idishdan tavakkaliga 

olingan shar oq shar boMish ehtimoli topilsin.
A. 7/15 B. 0,7 C. i/15 D. 0,3.
9. 36 talik qartalar dastasidan tavakkaliga ikkita qarta olingan. 

Ularning har ikkalasi ham tuz boMish ehtimolini toping.
A. 1/81 B. 17105 C. 1/9 D. 0.
10. Tavakkaliga tanlangan ikkita raqamlar ichida 0 raqami yo‘q 

boMish ehtimoli topilsin.
A. 0,8 B. 0,9 C. 0,81 D. 0,99.
11. Tavakkaliga tanlangan ikkita raqamlar ichida 0 raqami yoki 1 

raqami yo‘q boMish ehtimoli topilsin.
A. 0,99 B. 0,64 C. 0,98 D.0,81.
12. 6 ta oq va 8 ta qora shar solingan idishdan tavakkaliga ikkita 

shar olingan. Ikkala shar ham bir xil rangli boMish ehtimolini toping.
A. 4/7 B. 25/49 C. 3/7 D. 43/91.
13. Uchta simmetrik tanga bir vaqtda tashlanganda ikki marta 

gerb chiqish ehtimoli qanday?
A. 3/4 B. 1/2 C. 3/8 D. 5/8.
14. Agar P(A) = 0,6; P(A + B) = 0,8 boMsa P(AB) hisoblansin.
A. 0,2 B. 0,32 C. 0,48 D. 0,4.
15. A va В  hodisalar bogMiqsiz boMib, P(A) = 0,6; P(B)=  0,5 

boMsa, P(A + B) hisoblansin.
A. 0,6 B. 0,5 C. 0,3 D. 0,8.
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16. Agar A va В birgalikda boMmagan hodisalar bo‘lsa, to‘g‘ri 
tenglikni ko‘rsating.

A. A -B =0 В. A + В = П  C. A czB  D. AB = 0
17. Agar A va В birgalikda bo‘lmagan hodisalar bo‘Isa va 

P(A) = p {; P(B) = p 2 bo‘Isa, P(A + B) hisoblansin.

A- p x ^■P, + P2- P IP2 C-Pt + Pi D- Pi-
18. Agar P(A) = 1/4; P(B) = 2 /3  va P(A + B) = 5 /6  boisa, 

P{AB) hisoblansin.
A. 7/12 B. 1/6 C. 1/12 D. 12/15.
19.{(* , y \0 <; x ,у  < 1} kvadratga tasodifan nuqta tashlangan. 

Ushbu A ={(x ,y);x< 1/2} , В —{(jc,y );y  Ш1 /  2} hodisalar uchun ush­
bu tasdiqlaming qaysinisi o'rinli?

A. A va В hodisalar bog‘liqli
B. A va В hodisalar birgalikda emas
C. A va В hodisalar bog‘liqsiz
D. A va В ixtiyoriy hodisalar.
20. {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} to‘plamdan 3 ta ketma-ket (qaytaril­

mas) tanlovdan iborat boMgan tasodifiy tajribaga mos kelgan Q-ele- 
mentar hodisalar fazosining elementlar soni topilsin.

A. 720 B. 1000 G. 30 D. 60.
21. {1,2,3,4,5,6, 7,8,9,10} to‘plamdan 3 ta ketma-ket (qaytari-

luvchan) tanlovdan iborat boMgan tasodifiy tajribaga mos kelgan Q- 
element&r hodisalar fazosining elementlari soni topilsin.

A. 30 B. 720 C. 60 D. 1000.



II BOB, TASODIFIY MIQDORLAR VA TAQSIMOT 
FUNKSIYALARI

1-bobda biz ehtimollar fazosini aksiomatik qurib, ba’zi
eng sodda ehtimollik modellami muhokama qildik. Ammo ehtimollar 
nazariyasi faqat tasodifiy hodisalar va ularning ehtimollarini topish 
bilangina chegaralanib qolganda edi, u bunday yuksalishga va 
amaliyotda bu qadar keng tatbiq doirasiga ega bo‘lmagan bo Mar edi. 
Ehtimollar nazariyasining boshlangMch davriga qaytib qimor o4yin- 
larida o‘yinchilami o‘yinning tasodifiy oqibatigina emas, balki u bilan 
bogMiq boMgan yutuq yoki yutqazish, ya’ni shu oqibatga mos qo‘yil- 
gan son qiymat qiziqtirishini eslaylik. Bunday son qiymatni tasodifiy 
miqdor deb atash tabiiy. Bu bobda biz shu tasodifiy miqdor tushun- 
chasini o‘rganamiz.

l-§. Tasodifiy miqdorlar

Ehtimollar nazariyasining asosiy tushunchalaridan biri tasodifiy 
miqdor tushunchasidir. Tasodifiy miqdor tasodifga bog‘liq holda u 
yoki bu son qiymatlarni qabul qiluvchi miqdordir. Masalan, tavak­
kaliga olingan n ta mahsulotlar ichidagi yaroqsizlarining soni, n ta 
o‘q uzilganida nishonga tekkan o‘qlar soni, asbobning beto‘xtov ish- 
lash vaqti va hokazolar tasodifiy miqdorlarga misol bo‘la oladi. £ — 
tasodifiy miqdor, tajribaning har bir mumkin bo‘lgan oqibatiga mos 
qo‘yilgan sondan iborat. Tajriba natijalarining to'plami elementar ho­
disalar bilan ta’riflangani tufayli tasodifiy miqdorga Q elementar ho­
disalar fazosining £ =£(<*>) funksiyasi sifatida qarash mumkin. Taso­
difiy miqdoming ta’rifini keltirishdan awal bir qancha misollar ko'ramiz.

1-misol. Tajriba tangani 2 marta tashlashdan iborat. Elementar 
hodisalar maydoni

f i  = {gg,gr,rg,rr}
ko‘rinishga ega. -  gerb chiqishlar soni boMsin. £ ning qiymati ele­
mentar hodisalarning funksiyasidan iborat. funksiya- 
ning qiymatlari jadvali ushbu ko‘rinishga ega:
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со gg gr. rg rr

Ш ) 2 1 1 0 .

2-misol. Tanga birinchi bor gerb chiqqunicha tashlansin. Bu
holda

Q = {g,rg,rrg,rrrg,..,rrr...g,...}={o)^co2,...,con,...}.
% -  tanga tashlashlar soni bo'lsin. U holda £ elementar hodisalarning 
funksiyasi bo‘lib, agar со =wn (w = 1,2,...) bo‘lsa, %(co) = n  bo‘ladi.

3-misol. Radiusi R ga teng boMgan doiraviy tekis ekranda 
tasodifiy ravishda zarracha paydo boMish hodisasi kuzatilayotgan 
boMsin. £ orqali zarrachadan ekran markazigacha boMgan masofani
belgilaylik. Bu holda Q = {со;ф = (x,y); x2 + y 1 < R) -  to‘plaradan ibo­
rat bo Madi. £ elementar hodisalarning funksiyasi bo‘lib, %(co)=x?+y2 
tenglik obrinli.

Yuqorida ko4rilgan misollar tasodifiy miqdomi elementar 
hodisalar fazosining funksiyasidan iborat deb izohlash mumkin 
ekanligini ko‘rsatadi. Ammo Q  da aniqlangan ixtiyoriy funksiyani 
tasodifiy miqdor deb qarash mumkin emas. Amaliyotda ko‘pincha 
£(co) tasodifiy miqdorning qiymati u yoki bu to‘plamga tegishli 
boMish ehtimoli nimaga teng degan savolga javob berishga to'g'ri 
keladi. Demak, sonlar o6qidagi yetarlicha keng {В} to‘plamlar sinfi
uchun biz {л> ; J?} to‘plam hodisalarning Я  cr-algebrasiga
tegishli boMishiga va demak, P{{co\^ (cô g B})  ehtimolni hisoblash 
mumkin ekanUgiga ishonch hosil qilishimiz kerak.

l- ta ’rif. (Q,JL,P) -  ehtimollar fazosi va £ (йЛ — Q. da aniq­
langan sonli funksiya boMsin. Agar har qanday haqiqiy x  uchun

{ф;£(о>)<х}еА (1)

munosabat o'rinli boMsa, u holda bunday funksiyaga
tasodifiy miqdor deyiladi.

Funksional analiz kursidan maMumki, (1) shartni qarioatlan- 
tiruvchi, Q. da aniqlangan £ =£(<w) funksiyaga Д  cr -algebraga nisba-
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tan o‘lchovli funksiya deyiladi. Shunday qiiib, (£2,Я9P) fazodagi taso­
difiy miqdor Я  о  -algebraga nisbatan o‘lchovli fimksiyadan iborat ekan.

2-ta’rif. Ixtiyoriy x e  R son uchun aniqlangan

funksiyaga £ tasodifiy miqdorning taqsimot funksiyasi deyiladi.
Tasodifiy miqdorning yana bir eng sodda misoli sifatida A e  Я 

hodisaning iAfti)  indikatorini qarash mumkin;

munosabatdan I A(co) funksiyaning tasodifiy miqdor ekanligi kelib 
chiqadi. Uning taqsimot funksiyasi (2) munosabatga ko‘ra

deyiladi. Agar (3) yig‘indi chekli bo‘lsa, u holda bunday tasodifiy 
miqdorga sodda (yoki elementar) tasodifiy miqdor deyiladi.

(3) tenglikdan diskret tasodifiy miqdor faqat qiy-
matlarnigina qabul qilishi kelib chiqadi. Agar p t = P(A;) = P(J; =xt) 
belgilash kiritsak, u holda diskret tasodifiy miqdor £ ushbu jadval 
orqali to4la aniqlanadi.

0 ,  x<0,- 

{co£(a>)<.x}= { A, 0<%t< 1,
; n ,  x> \ ,

(2)

0, x < 0 ,

F{x) = {P(A),  0 < x < l ,  
jl, x £ l ,

ko‘rinishga ega.

Endi A,e  Jl, A; n  A. = 0 ,  / Ф j , Z  At = Q boMsin, u holda

C O

£,(co) = YJxiIAl{a>y,x-e R (3)
/=1

ko‘rinishda ifodalangan tasodifiy miqdorga diskret tasodifiy miqdor



1 X 1 X2 m •  •  •

p Pi P2 Pn •  •  ♦

Yuqoridagi jadvalga diskret tasodifiy miqdorning taqsimot
C O

qonuni deb ataladi. Bunda j?  = 1 tenglik o‘rinli.
/=1

Tasodifiy miqdorlarning yana bir qancha misollarini ko‘ramiz.
4-mlsol. Simmetrik bir jinsli tanga tashlansin. Bu holda 

bo‘lib, bu yerda co] ==“g?’, co2 = “rM, Я  esa Q  ning barcha

qism to‘plamlaridan iborat, —.

deylik. Bu holda

Г : " 1’- 1, 0) =  CO,

{co;£(co)<x} = ll {a)2} , - l < x < l ,  
П,х>1

munosabat o‘rinli. Demak, £(a>) ■- tasodifiy miqdor ekan. Uning

4 Й Н
f t

va grafigi 7-shal 

1

0 ,x < - l ,  
1 /2 ,-1 < x <1,
1,x > 1
:lda keltirilgan.

Ш Ш

Г  0,5

- i i

7 - s h a k l .
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5-misol. [a,b] kesmaga tasodifiy ravishda nuqta tashlansin, 
ya’ni nuqta [a,b] kesmaning birorta qism to‘plamiga tushish ehtimoli 
u tocplamning Lebeg o‘lchoviga proporsional bo‘lsin. Bunda 
Q = [#,£] bo4lib, Я  esa [a, b] kesmadagi barcha Borel to‘plamlaridan 
iborat bo‘ladi. £ funksiyani

%(co)=o)9coe [a9b] 
formula orqali belgilaymiz, ya’ni £ -  [a,b] oraliqqa tushgan nuqta- 
ning koordinatasidan iborat. Bunda

0 ,x < a ,
{со : 4 (со ) < x} = •{ [a, x], a < x  < b,

= [a,6], x  > b
munosabatning o‘rinli ekanligini ko‘rish qiytn emas. Shunday qilib, 
har qanday x s  R uchun { й ) ;ф ) < х } е Д  ya’ni £ ( » )  tasodifiy 
miqdor bo‘lar ekan. %(co) tasodifiy miqdorning taqsimot funksiyasi

0, x<a,

1 b—a

[ l ,x^b ,
Bu taqsimot funksiya (8-shakl) [a,b\ oraliqda tekis taqsimlangan 
tasodifiy miqdorning taqsimotini aniqlaydi.

Endi ehtimollar fazosi va unda aniqlangan tasodifiy miqdor 
bo‘lmagan funksiyaga misol keltiramiz.
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6-misol. f i  = [0,l], Я -  [0,1] oralig‘idagi Lebeg oMchovli to‘p- 
lamlaming cr -algebrasi boMsin. P(A) = Я(А), A e  Я  deymiz, bu yerda 
A(A) orqali A to'plamning Lebeg oMchovi belgilangan. U holda 
(Q,.Я.Р) -  ehtimollar fazosi. E  -  [0,l] oraliqdagi Lebeg bo‘yicha oM- 
chovsiz to‘plam boMsin*. %(eo) = IE((o) orqali E  to'plamning indika-

torini aniqlaymiz. U holda, agar 0 < x < l  boMsa, {со-, £ (®) < *} = Д  
Demak, yuqorida tasvirlangan (Q.AP) fazoda aniqlangan 4 (со) 
funksiya tasodifiy miqdor boMmas ekan.

£(<n) _  (Q A P )  ehtimollar fazosida aniqlangan tasodifiy miq­

dor va BczR  -  sonlar o‘qidagi to'plam boMsin. Яг  orqali ushbu

A.={B;BQ R;£- '(B )eA}  
to'plamlar sinfmi belgilaylik, bu yerda 4~'(B) = {co,4 ( o ) e  B} 
to‘plam В to'plamning proobrazi. Avvalo shuni aytish lozimki, £(©) 
tasodifiy miqdorning ta’rifidan S  = (-co;x], x e  R  ko‘rinishdagi 
yarim intervallar^^ sinfga tegishli ekanligi kelib chiqadi.

Quyidagi teorema Borel to‘plamIarining a  -algebrasi Я$ sinfida 
yotishini ko‘rsatadi.

1-teorema. (Q.AP) ehtimollar fazosi, 4 undagi tasodifiy 
miqdor, В esa sonlar o'qidagi ixtiyoriy Borel to‘plami boMsin. U 
holda

Г 1(5) =  {й);|(й))б5}е л
munosabat o'rinli, ya’ni har qanday Borel to'plamining proobrazi 
tasodifiy hodisadan iborat.

Isboti. a,b;a<b  ixtiyoriy haqiqiy sonlar bo‘lsin. U holda 
{co\4(ffl)e (a,b]} = {co;a<4(су)< b) = {co;4(co)<b}\{co;4(co)< a) 
tengliklardan £ -1((a,&]) = £ - l( ( - 00,6 ])\ | " '((-00,a])e  Я  munosabat- 
ning o'rinli ekanligi kelib chiqadi. Demak, (a,b] ko‘rinishidagi barcha

Sarim soqov T .A . H aqiqiy o ‘zgaruvchining funksiyalari nazariyasi. -  Т .: “0 ‘qituvchi” , 
1968, darslikning 60-§ ga  qaralsin.
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yarim intervallar Я% tobplamga tegishli. Shu bilan birga R sonlar 
o‘qidagi ixtiyoriy B, 5,, B2, ... to plamlar uchun

r 1
m

OD -1
7=1

r
/  \

-rв = r m >  (5)

| | Щ ~ р . .  (6)
tengliklar o‘rinli ekanligini osongina isbotlash mumkin. (4)-(6) teng- 
liklardan Я% to‘plamlar sinfi barcha (̂ Д9щ  yarim intervallarni o‘z 
ichiga oluvchi a  -algebra ekanligi kelib chiqadi. Borel to‘plamlarining 
<j-algebrasi (я ,6] kosrinishidagi barcha yariqi intervallarni o‘z ichiga 
oluvchi minimal cr-algebra boMgani uchun В(К)<^Я§ • Demak, teore-
maning da’vosi ixtiyoriy В Borel to'plami uchun o‘rinli ekan.

3-ta’rif. (R,B(R)) -  sonli to‘g‘ri chiziq va undagi Borel tocp-
lamlaridan tashkil topgan a  -algebra boMib, £=£(я>) foriksiya
(Q,ЛР)  fazoda aniqlangan tasodifiy miqdor boMsin.

(R,B(R)) oMchovli fazoda
P ^B )  = P({a-4(a>)^B}), B ^ B (R )  

formula orqali aniqlangan -ehtimol oMchoviga £ tasodifiy miqdor­
ning ehtimollik taqsimoti deyiladi.

Demak, har qaysi £ tasodifiy miqdor yangi ^R,B(R),P^  ehti­
mollar fazosini vujudga keltirar ekan.

2-§. Taqsimot funksiyalarining xossalari. Misollar

F(x) funksiya 4 tasodifiy miqdorning taqsimot funksiyasi 
boMsin. U holda F(x)  taqsimot funksiya quyidagi xossalarga ega:

FI. Monotonlik xossasi: agar xx<x2 boMsa, u holda 
F (x ,)^  F(x2) boMadi.

F2. F(-co) = lim F(x) = 0; F(+oo) = lim F(x) - 1.' X —>
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F3. 0 ‘ngdan uzluksizlik xossasi: lim F(x) = F(x0).
X->Xq+Q

Isboti. FI xossaning isboti {<£? < x,} с  {£ < x2) munosabatdan va 
ehtimolning 3-asosiy xossasidan kelib chiqadi. F2 xossani isbotlash 
uchun biz ikkita {xw} va sonli ketma-ketliklami qaraymiz, bunda 
x;l ketma-ketlik -oo ga monoton kamayadi (x„ I-oo), yn esa +00 ga 
monoton ocsadi ( j ^ T - k o ). Agar va Bn ={co\^[co)<yn]
deb belgilasak, Atl 4 0  va £ „ T Q  bo‘lgani uchun F2 xossa ehti­
molning quyidan va yuqoridan uzluksizlik xossalaridan kelib chiqadi 
(1.1-teoremaning 4- va 2-punktlariga qaralsin).

F3 xossa ham xuddi F2 kabi isbotlanadi: 
A = { o);%(co) < xq} bo‘lsin, bu yerda {*„} ketma-
ketlik monoton kamayuvchi bo‘lib limx,7 = x0 tenglik ocrinli. Demak,

An hodisalar kctma-ketligi monoton kamayuvchi bo‘lib, P |An = A

punktiga ko‘ra MmP(An) = P(A) yoki lim F(x) =  F(x0) tenglik kelib

F(x) = Ff  (x) funksiya umuman olganda chapdan uzluksiz emas, 
chunki ehtimolning o‘ngdan uzluksizlik xossasidan
px = F ( x ) - F ( x - 0) = lim (F (x )-F (x -l/w ))= lim  P (x - l /n < £ < x )=

tenglik 0 ‘rinli.
Bundan barcha x e  R sonlar uchun P{t; = x} = 0 tenglik o‘rinli 

bo‘lsa va faqat shu holdagina Fg (x) funksiya uzluksiz ekanligi kelib 
chiqadi.

Demak, p0 = P(\£ ---x0})= F(x0)-F(x0-0)  tenglikdan F(x) fiink- 
siyaning uzilish nuqtalarida p Q> 0 tengsizlikning o‘rinli ekanligi 
kelib chiqadi. Наг qanday natural n  soni uchun F(x) funksiyaning

tenglik o‘rinli bo‘lgani sababli (ya’ni An\ ' A \  1.1-teoremaning 3-

chiqadi.
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рп = я({£ = лг0})> — tengsizlikni qanoatlantinivchi uzilish nuqtalarining 
n

soni n dan katta bo‘lmagani sababli, taqsimot funksiyaning uzilish 
nuqtalari to‘plami ko‘pi bilan sanoqlidir.

Ff (x) = F(x) taqsimot funksiyaning uzilish nuqtalarini 
x,, x2,... orqali bclgilaylik. Agar 4 ~  diskret tasodifiy miqdor bo‘lsa, 
u holda =/>({£ к = 1,2,... ehtimollar

■ a y
k= I

tenglikni qanoatlantiradi va aksincha, agar pk, к = 1,2,... ehtimollar
(7) tenglikni qanoatlantirsa, u holda £ tasodifiy miqdor diskret taso­
difiy miqdor bo‘ ladi. S

4 -diskret tasodifiy miqdorning Pg taqsimoti eng ko4pi bilan
sanoqli sondagi xk nuqtalarda to‘plangan bo‘lib, uni

Щ В &  S  p(xk)
{k:xke  B)

ko‘rinishida ifodalash mumkin.
Endi amaliyotda eng ko‘p uchraydigan diskret taqsimotli taso­

difiy miqdorlarni keltiramiz.
Binomial taqsimot. Agar diskret tasodifiy miqdor £ uchun 

x k = k 9 k = 0 , 1 , boMib,

pk = P({£=k})  = Ck„pk (1 -  p)n~k, 0 < p  < 1 
bo4Isa, u holda £ tasodifiy miqdorga (n,p)  parametrli binomial 
tasodifiy miqdor, Pu(k) = p k ehtimollarga esa (n9p)  parametrli 
binomial taqsimot deyiladi. (n,p ) parametrli binomial tasodifiy 
miqdorning taqsimot funksiyasi

B(x,n,p) = ' £ C*»Pk(l -P'>a~t >x e  R
кйх

ko‘rinishga ega. Binomial taqsimot n ta bogMiqsiz tajribada 
kuzatilayotgan A hodisaning ro'y berishlar soni ni A  hodisaning 
har bir tajribada ro‘y berish ehtimoli p  bo‘lgan holdagi taqsimotidan 
iborat.
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7-misol. Oraliq nazorat uchun o‘tkazilayotgan yozma ishda 
talaba n = 4 ta masala oldi. Har bir masalani to‘glri yechish ehtimoli 
0,8 bo‘lsin, /л orqali to‘g‘ri yechilgan masalalar sonini belgilaylik. Bu 
holda biz (4;0,8) parametrli binomial taqsimotga egamiz. Uning 
taqsimot qonuni va taqsimot funksiyasi quyidagi jadvalda va 9-shakl- 
da keltirilgan.

0 0 1 2 3 4

0 ,0 0 1 6 0 ,0 2 5 6 0 ,1 5 3 6 0 ,4 0 9 6 0 ,4 0 9 6

F(x)
1"

0,5-

0  1 2  3 4  x

9-sliakI.

(n,p)  parametrli binomial taqsimotni maksimallashtiruvchi к 
SOnni, ya’ni ro‘y berishlar soni jin niiig katta ehtimol bilan qabul 
qilu- ebi qiymatini topamiz. Buning uchun qayidagi nisbatni ko‘ramiz:

P„(k) _  п-k+l p _^^(n+\)p-k  
Pn{k-1) к 1- p  k(l-p)

Agar k<(n + \)p bo‘lsa, Pn(k)> Pn( k - 1), ya’ni к o‘sishi bilan 
Щш) funksiya monoton ofcsadi; agar k > (n  + \)p  bo‘lsa, 
Pn(k)<Pn{h — 1), ya’ni P„(k) ehtimollar monoton kamayadi. 
w = [(w + 1)/>]—(n + \)p  sondan katta bo4magan eng katta butun son 
boMsin, u holda k = m da Pn(k) ehtimol eng katta qiymatga erishadi. 
Agar (n+\)p butun son bo‘Isa, P„(k) ehtimolni maksimallashtira- 
digan к  ning qiymati ikkita: к = (n + l )p  va к = (n  + l)p — 1.
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Yuqoridagi 7-misolda ( /? + 1)/?=50,8=4 bo‘lgani uchun PA(k)  ni 
m aksimallashtiruvchi к  ning qiym ati ikkita: k  = 3 va к = 4 .  Bunda 
PA (k)  =0,4096. Demak, talaba 3 ta  yoki 4 ta masalani yechish ehtimoli 
0,8192 ga teng ekan.

Puasson taqsimoti. Agar £ -diskret tasodifiy m iqdor xk : 0,1,2,... 
qiymatlarni

p k = л(к;Х)  =  P (  {£ =  к} )  = ̂ е~х ;Л > 0

ehtim ollar bilan qabul qilsa, uni Я param etrli Puasson qonuni 
bo‘yicha taqsimlangan tasodifiy m iqdor yoki qisqacha Puasson 
tasodifiy miqdor deyiladi.

Я parametrli Puasson qonuni bo‘у icha taqsimlangan tasodifiy 
m iqdorning taqsim ot funksiyasi

П ( х ; Я )  =  х 4 т е " А ^ 6  R

k<x k -
ko‘rinishga ega.

Puasson taqsimoti ba’zan kam  uchraydigan hodisalar qonuni 
degan nom bilan ham ataladi, chunki u har doim  ko‘p  tajriba o ‘tka- 
zilib, ularning har birida kuzatilayotgan hodisaning ehtimoli kichik 
boMgan hollarda uchraydi.

Geom etrik taqsimot. A gar £ tasodifiy m iqdor x,.: 0,1,2,... 
qiymatlarni

Г (к;р)  = p k = Р Щ  =  к})  = /7(1 -  p )k ;0 < p  < 1 (8)
ehtimollar bilan qabul qilsa, u p  param etrli geom etrik qonun  
bo‘yicha taqsim langan tasodifiy miqdor deyiladi.

8-misol. O ctkazilayotgan fizikaviy tajribada kutilayotgan natija 
chiqish ehtimoli 0,4 boMsin. £ orqali kutilgan natija birinchi marta 
chiqquncha o 'tkazilgan tajribalar sonini belgilaylik. U  holda £ taso­
difiy m iqdor 0,4 parametrli geometrik taqsimotga ega. Quyida uning
(8) formula orqali hisoblangan taqsim ot qonuni va taqsimot fimksiyasi 
(10-shaklda) keltirilgan.

4 0 1 2 3 • ■ .

0,4 0,24 0,144 0,0864
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F(x)

1 -  -

0,5

0 4

10-shakI.

4 -  geom etrik qonun bo‘yicha taqsimlangan tasodifiy miqdor 
bo41 sin, u holda

P({Z  = n + m / § * n } ' ) = P ( g  = m }) ,m  = 1,2,... (9)

tenglik o'rinli.
Haqiqatdan ham,

m  - u  р ( { ? И )  % И )

= 4 ^ ^  =  Р(У- Р Г  Ш ФЩЩ т}}
ш шк=П

(9) tenglikni yuqorida keltirilgan misolda sharhlaylik. 8-misolda 
£ tasodifiy m iqdom i natijani “kutish” vaqti deb sharhfash mumkin. 
Bu holda (9) tenglikni ( n - 1) ta tajribada natija chiqm agan’ik shartida, 
yana m — 1 ta tajribadan so‘ng birinchi marta natija chiqish ehtimoli 
hi -tajribada birinchi marta natija Chiqish shartsiz ehtimoliga teng deb 
izohlash mumkin. Bu (9) tenglik bilan ifodalanadigan xossa so4nggi 
ta ’s irn ing  yo‘qligi deb ataladi.

Kezi kelganda shuni qayd qilish lozimki, barcha diskret taqsi^ 
motlar ichida faqat geometrik taqsimotgina so 'nggi ta’sirning yo‘qlik 
xossasiga ega.

51



3-§. Uzluksiz tasodifiy miqdorlar

Agar £ tasodifiy miqdoming Fc (x) taqsimot funksiyasi barcha
x e  R nuqtalarda uzluksiz bo'lsa, u holda bunday tasodifiy miqdorga 
uzluksiz tasodifiy miqdor deyiladi.

4-ta’rif. Agar £ uzluksiz tasodifiy miqdoming taqsimot funk- 
siyasini

X

F(x) = F{(x)=  J p(u)du (10)
-<0

ko'rinishda ifodalash mumkin bo‘Isa, bunday tasodifiy miqdorga 
absolut uzluksiz tasodifiy miqdor deyiladi. Bu yerdagi p(x)  funk- 
siyaga £, tasodifiy miqdoming zichlik funksiyasi deyiladi.

(10) tenglikdan zichlik funksiyaning quyidagi xossalari kelib 
chiqadi:

1°) F \x )= p (x ) ;
2°) p(x)  ;> 0;

•HO

3°) \p (x )dx  = 1;
—CQ 
*2

4°) \p (x)dx  = F(x2) - F ( x x) = P ({x ,< ^< x 2}), xx<,x2.
X!

4°-xossaga ko‘ra absolut uzluksiz tasodifiy miqdoming [д̂ ,дг2] 
oraliqqa tushish ehtimoli son jihatidan 11-shaklda shtrixlangan egri 
chiziqli trapetsiyaning yuziga teng.

1 1 -sh a k l.
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Endi eng kofip ishlatiladigan absolut uzluksiz tasodifiy miqdor- 
lami keltiramiz.

Tekis taqsimot. [a, b] oraliqda tekis taqsimlangan tasodifiy 
miqdor (5-misolga qarang) absolut uzluksiz tasodifiy miqdor bo4lib, 
uning zichlik funksiyasi

* , а й х < Ь ,
p(x) = j b-a

l[0 ,x<a;yoki x> b
ko‘rinishga ega (12- shakl).

p (x )

1
Ь- a  f  ........... j

a  0 b  \

1 2 -sh a k I .

Tekis taqsimlangan tasodifiy miqdoming [a ,6] oraliq ichidagi
_  *2 —-Y1 

b - a
ga teng(дгр х2) intervalga tushish ehtimoli, F(x2) -  F(xx)

bo4lib, u shu intervalning uzunligiga proporsional.
Eksponensial taqsimot. Quyidagi

Г0,х<0,

zichlik funksiyaga ega bo‘lgan tasodifiy miqdorga A (A >0)-para-
metrli eksponensial qonun bo‘yicha taqsimlangan tasodifiy 
miqdor deyiladi. Bu holda taqsimot funks iyasi

f 0 ,x<0,

f t  . , 
ko‘rinishga ega ekanligini topish qiyin emas.
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Turli elem entlar atom larining yemirilish vaqti eksponensial 

taqsim otga ega. Bunda ^  =  y  son yemirilish vaqtining o ‘rtacha qiy- 

matini bildiradi.
Eksponensial taqsimotga ega boMgan £ tasodifiy miqdor so‘ng- 

gi ta’sim ing yo‘qlik xossasiga ega. £ tasodifiy m iqdomi atomning 
yemirilish vaqti deb izohlab, A = { x y < £  <.r, - t - x j  hodisani k o ‘ramiz 

va bu hodisaning B = \ g  > x ,}  hodisa ro ‘y bergandagi shartli ehti- 
molini hisoblaymiz:
P(A) = P (  {*, <  4 < Xj +  x2 } ) =  1 -  e~Mx'+Y2 > -  (1 -  е~Лл‘) =  е~Ях‘ (1 -  ) 

P (B )  = P ( { |  >  x,}) =  1 -  P ({£  < Xl})  =  e * *
tengliklardan

« а , ! * * 111 л  f

e~ *

m unosabatning o ‘rinli ekanligi kelib chiqadi, y a ’ni atom  xx vaqt 
yashagach uning yana x2 vaqt ichida yemirilish ehtimoli, xuddi shu 
atomni x2 vaqt ichida yem irilishining shartsiz ehtimoli bilan bir xil. 
Aynan shu xossa so‘nggi ta’sim ing yo‘qlik xossasidan iborat.

So‘nggi ta’sim ing yo ‘qligi eksponensial taqsimlangan tasodifiy 
m iqdorning xarakterlovchi xossasidan iborat. Boshqacha qilib 
aytganda, barcha absolut uzluksiz taqsimotli tasodifiy miqdorlar 
ichida faqat eksponensial taqsim otli tasodifiy miqdorgina so‘nggi 
ta’sir yo‘qlik xossasiga ega (geometrik taqsimotga qaralsin).

Normal taqsim ot. Taqsim ot funksiyasi
,  J f e g g

Фа,а (*) =  I—  J  e  ^  du

ko‘rinishga ega boblgan tasodifiy miqdorga ( a .a 2) param etrli nor­
mal (yoki G auss) qonun bo‘yicha taqsim langan tasodifiy miqdor 
deyiladi.

Normal taqsimlangan tasodifiy miqdorning zichlik funksiyasi
I  i*-*?

9 а Л х ) = — 7r= e ,-00<X <+O 0 
o * V 2 tf

54



ko‘rinishga ega. Biz

? „ .(* > > 0  va K - ^ - 1

ekanligini kocrsataylik:

2m
i i S k s f  ’ '  ' 2
? n exph i v )  2

dxdy =

—OO —CO

=  ̂ J  Jexp^ -  L /rfv
2 a r i i  4  2

Oxirgi integralda i/ =  r co s0 , v =  rs in 0  deb o ‘zgaruvchilarni 

almashtirsak,

}<Pa.Ax) J  J)'-exp{-/-2 /2}dW0 = - p e x p { -  r 2 / 2 } =
0 0

tenglik kelib chiqadi. Demak, <p0JJ(x)  zichlik funksiya, Фоа(х)  esa
taqsimot funksiya ekan. Norm al qonun b o ‘yicha taqsimlangan taso­
difiy miqdoming zichlik funksiyasini turli a  va a  parametrlarga 
bog‘!iq holdagi grafiklari 13-shaklda keltirilgan.

Ф . , ^ )

13-shnkl.
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(Ра,<т (x) zichlik funksiya x  = a  nuqtada eng katta qiymatga eri-
shadi va uning grafigi x = a  to ‘g ‘ri chiziqqa nisbatan sim m etrik joy- 
lashgan. Bu funksiya uchun O X  o fcq gorizontal asimptota x  = a-rcr, 
x  = a - a  nuqtalar esa funksiyaning burilish nuqtalaridan iborat.

Xususan a = 0, cr = 1 b o ig an d a  normal taqsimlangan tasodifiy 
miqdorning taqsim ot funksiyasi

Ф0, (x) = Ф(х) = -4= Iff "4*
V  2  7Г

ko‘rinishiga c g a b o ‘ladi va Ф(л-) taqsim otga standart normal qonun 
deyiladi (14-shakl).

Ф я<у(лг) =  ф ( ^ - ^ |  tenglik o ‘rinli bo‘lgani uchun normal qo-

nunning a  va a  param etrlariga taqsimotning “siljish” va “ rnasshtab” 
parametrlari deb ataladi.

Gamma taqsim ot. Zichlik funksiyasi (15-shakl)

f < U < 0 ;

' l  Г ( а )

bo‘lgan tasodifiy miqdor ( а , Я )  parametrli gam m a qonuni bo‘yicha 
taqsim langan tasodifiy m iqdor deyiladi, bu yerda

XГ (a) = jxa-'e-xdx 
0
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Eyler gamma funksiyasi. lin ing  taqsimot funksiyasi (16-shakl)
\a x

F ( x )  = i r ( a )  о 

\0 ,x < 0

\ u a' xe - ?J,d u t x >  0 ;

ko‘rinishga ega.

15-shakl.

1 6 - s h a k l .
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Umumiy holda gamma taqsimot aniq ifodalanmasa ham, u 
ba’zijuda muhim xususiyatlarga ega. Masalan, agar a. = к 9 ya’ni a  
butun qiymatlami qabul qilsa, biz ommaviy xizmat ko‘rsatish naza- 
riyasida muhim rol o‘ynaydigan Erlang taqsimotini hosil qilamiz. 
Agar a = k /  2, A = 1/2 boMsa, gamma taqsimot %г (xi-kvadrat) deb 
ataluvchi taqsimotga aylanadi, bu holda к soni %2 taqsimotning 
ozodlik darajasi soni deyiladi. Nihoyat, a  = 1 bo6Isa, biz eksponensial 
taqsimotga ega bo‘lamiz.

Koshi taqsimoti. Zichlik funksiyasi

P*A*) = — ^ “ 7----- R,a> 0
m  t , (* -  <*)

к
ko‘rinishda bo‘lgan tasodifiy miqdor (a,cr) parametrli Koshi qonuni 
bo‘yicha taqsimlangan tasodifiy miqdor deyiladi. (0;1) parametrli 
Koshi qonuni bo‘yicha taqsimlangan tasodifiy miqdoming zichlik 
funksiyasi

В Д  = * (х ;0 ,1 )= — Цг
ш ш

ko‘rinishga ega. K(x;a,cr)= tenglik o‘rinli bo‘lgani uchun

xuddi normal qonundagi kabi bu yerda ham a va cr parametrlarga 
siljish va masshtab parametrlari deb qaraladi.

Singulyar taqsimot funksiyalar. Zichlik funksiyaga ega ЬоЧ- 
magan uzluksiz tasodifiy miqdorlar ham mavjud. Bunday tasodifiy 
miqdorlaming taqsimot funksiyalariga singulyar taqsimot funksiyalari 
deyiladi. Singulyar taqsimot funksiya uzluksiz bo‘lib, bare ha o*sish 
nuqtalaridan tashkil topgan to‘plamning Lebeg o‘lchovi 0 ga teng, 
ya’ni deyarli barcha nuqtalarda /7'(л:) = 0 va F ( + o o )  — F(-oo) = 1 teng- 
liklar o‘rinli. Bunday funksiyaning misoli sifatida oequvchiga analiz 
kursidan ma’lum bo‘lgan ushbu Kantor funksiyasini olishimiz mum- 
kin: F(x) =  0 , agar x < 0 , F(x)  =  1, agar x > l .  F(x)  funksiyani [0,1] 
oraliqdagi qiymatlarini aniqlash uchun quyidagi amallarni bajaramiz. 
Awal bu oraliqni 1/3 va 2/3 nuqtalar bilan teng uch [0; 1/3], [l/3;2/3] 
va [2/3; 1 ] bofilaklarga bo‘lamiz. Ichki oraliqda F(x)=1/2 deymiz. 
Qolgan ikki oraliqning har birini yana teng uch bo‘laklarga bo‘lib, har
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bir ichki oraliqlarda F(x ) funksiya mos ravishda 1/4 va 3/4 qiymat- 
lami qabul qiladi, deymiz. Har bir qolgan oraliqlar o‘z navbatida yana 
uch ЬоЧакка bo‘ linib, uning ichki boMaklarida F (x ) funksiya uning 
aniqlangan qo‘shni qiymat lari ning o‘rta arifmetigiga teng, deb olamiz 
va hokazo (17-shakl).

3/4

t r j

1/1

/! / •
1/3 3/3

17-shakl.

W 8Л*

F (x ) taqsimot funksiya o4zgarmas qiymatlar qabul qiluvchi ichki 
[l/3;2/3], [l/9;2/9],[7/9;8/9], ... oraliqlarninguzunliklar y ig ‘ indisi

1/3 + 2/9 + 4/27 + ... = —(1 + 2/3+ 4/9+ ...) = —v f —1 = - ----- -—  = 1.
3 . '  3 t s { 3 J  3 1-2/3

Demak, F(x) funksiyani o‘sish nuqtalarining Lebeg oMchovi 0 ga 
teng ekan.

Taqsimot funksiyalaming mumkin bo‘lgan tiplari haqida 
boshqa to‘xtalmay, haqiqatda taqsimot funksiyalar yuqorida keltiril-
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gan uchta tip bilan tugallanishi haqidagi mulohaza bilan kifoyalana- 
miz. Aniqroq aytganda ixtiyoriy F{x) taqsimot fimksiyasini

F(x) = c ,F l (x) + c2F2 (x) + C3F3 (x) 
kocrmishda ifodalash mumkin, bu yerda c; >0, Cj-f c2 + c3 = 1, — 
diskret taqsimot funksiya, F2(x) -  absolut uzluksiz taqsimot funksiya, 
F3(x) esa singulyar taqsimot funksiya.

4-§. Ko4p oMchovli tasodifiy m iqdorlar

Kelgusida biz uchun tasodifiy miqdorlar bilan bir qatorda taso­
difiy vektorlar yoki ko‘p oMchovli tasodifiy miqdorlar tushunchasi 
ham juda zarur. v

Faraz qilaylik, (Q,A,P) ehtimollar fazosida aniqlangan 
£,,£2,...,£„ tasodifiy miqdorlar berilgan boMsin. § = (£,,£2,...,£„) vek- 
torga tasodifiy vektor yoki n  -o4lchovli tasodifiy miqdor deyiladi.

ax<t\,a2<b^...,an< btl tengsizliklami qanoatlantiruvchi 
a iybtJ  = 1,2,...,и haqiqiy sonlar berilgan bo‘ lsin. U holda

n
{<o;a, <4i(co)<bl ,...,a„ <£,,(«>)< b„} = р){<д;Я; <|Д®)< A (11)

/=]
munosabat ocrinli. (<£,(ф),£2(й)),...,£и(й))) orqali R" dagi nuqtani,

A orqali esa A = {xe R"\ax < xx <Ь]9...,ап<хп < b j  -  n oMchovli 
yarim ochiq parallelepipedni belgilasak, u holda (11) munosabatni

{tf>;(§,(<o),..,,£„(#))€ A}e A (12)
shaklda ifodalash mumkin.

R dan olingan ixtiyoriy {,ВЛ} ketma-ketlik uchun o‘rinli boM­
gan ushbu

f ) {©;(#,( ю |„(©))e 5*} =
k k (13)

|J{a>;fe,(ffl).-,l„(<a))e Bk)  = {й>;(|,(й>),...,£„(й>))е ( J f i j  
ft: 11 '* ' к

tengliklardan va (12) munosabatdan foydalanib (12) munosabatning
A ning Rn dan olingan ixtiyoriy Borel to^plami boMgan hoi uchun 
ham o4rinli ekanligini isbotlash mumkin.
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5-ta’rif. (i?",5(7?w)) o ‘ lchovli fazoda

/>(Я) = Р{<»:£(й>)е B}9 B e  B(Rn)

formula orqali aniqlangan ehtimol o‘lchoviga £=(<£,,£2>—>£м)
tasodifiy vektorning ehtimollik taqsimoti deyiladi.

(12) munosabatdan har qanday x = (x]9x2i...,xn) e  Rn uchun
{со; £,(fi>) < xl9...9£ft(co) <xn}sA -  hodisadan iborat ekanligi kelib
chiqadi. Demak, uning ehtimoli haqida so‘z yuritishimiz ma’noga ega.

6-ta’rif. Rn da aniqlangan ushbu

F^ - 4 n  Щ  ̂  Xl& *  *2’->Zn S  *„})

n o‘ lchovli funksiya | = (£,,£2, . . . t a s o d i f i y  vektorning taqsimot 
funksiyasi yoki £,,£2,...,£w tasodifiy m iqdorlarning birgalikdagi 
taqsimot funksiyasi deyiladi.

Ko‘p oMchovli taqsimot funksiyani biz ba’zan, qulaylik uchun 
£1 *£2 indekslami tushirib qoldirib, F(xl9x29...9xn) shaklida 
yozamiz.

Aai orqali F(xl9x2,...,xn) funksiyaning A-argumenti bo‘yicha 

yarim intervalda olingan ushbu

.....xn)
funksiya orttirmasini belgilaylik. Agar
(<a,b]  = {xe Rn\ax <xx< bl9...9an <xn< bn} orqali Rn dagi yarim ochiq 
parallelepipedni belgilasak, u holda

(14)

tenglik o‘rinli. (14) fonnulaning isbotini ak9bk argumentlar bo‘yicha 
birin-ketin o‘tkazish mumkin:

/’({a, <|, < bx£ 2 <, x2....4n < *,,})=/>({<* < bt,42 < x2„..,£n < *„})- 
-P({4\ £ <*\Лг ̂  x2,- ,Z „^ xn}) = &aiAF(x{,x2,...,xn),

P( Ц <41<Ь1,а2<£2< Ъ2£ ъ < x , , . < x j )  =
Л Ц  <£, ^ b ,4 2 < b2,.:.,4n <. *„} )-
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-Р({о, <£, < b„42 < a„43 < < x j )  =
=Л^ Ж <£. *  b^ 2  ^  x2, ...,£„ <*„}) =

= b o & ( \ j ,F (Xl’X2’"-’Xn)) = \ lA\ . b F (Xl’X2’---’Xn)
va hokazo.

5-§. Ko‘p oMchovli taqsimot funksiyalarning xossalari

F(xux2,...,xn)=F^42t funksiya £ = (£„£2,...£,)
tasodifiy vektorning taqsimot funksiyasi boMsin. Ko‘p oMchovli 
F(jc,,x2, ...,xn) taqsimot funksiyaning asosiy xossalarini keltiramiz:

F l°. Monotonlik xossasi: F (x ,,x2 ,...,*„) funksiya har qaysi 
argumenti bo‘yicha kamayuvchi emas va o‘ngaan uzluksiz.

F2°. lim F( 4  4 (xu x2, : . . ,x J  = F(xi ,...,xk_l,со,xk+y,...,x,,) =
—>+<o
= F4l,...4t_i-4t+u...4„(x]̂ —*xk-^xk+l>—'xn):> k = \,2,...,n.

F3°. lim F,ih  . д  f o . X j , = 0;/c = 1,2,...,я.

F4°- \ a Д«2.*2 - Aa„AF (x\>x2’ - ’xr )  *  0 .
FI°, F2°, F3° xossalar bir oMchovli taqsimot funksiyalarning 

mos xossalari kabi isbotlanadi, F4° xossaning isboti esa (14) formu- 
ladan kelib chiqadi.

F2° va F3° ko‘p oMchovli taqsimot funksiyaning uyg‘ unlik 
xossalari deb ataladi.

Fl°-F4° xossalarga ega boMgan ixtiyoriy n  oMchovli 
F{xn x2J...9xn) funksiya birorta £,,£2, t a s o d i f i y  miqdorlarning 
birgalikdagi taqsimot funksiyasidan iborat.

Bir oMchovli taqsimot funksiyalar uchun F4° xossa F l°  xos- 
sadan kelib chiqadi, ammo n  oMchovli taqsimot iunksiyalar uchun 
F4° xossa mustaqil boMib, u birinchi uchta xossadan kelib chiqmaydi.

[O.agaf x ,+ jk<  1,
9-misoL Ushbu F(x.,jt2) = {

[l,aga t  дг,+л'2 >1
ikki oMchovli fimksiyani ko‘raylik. Bu funksiya uchun Fl°-F3° 
xossalar o‘rinli ekanligi osongina tekshiriladi. Ammo F(,r,,.x2) 
funksiya F4° xossaga ega emas, chunki
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Д * . A 0 lf  (0 ,0 )  = Ao.i [^ (1 .0 )  -  /"(0,0)1 = ■/г(1»1) -  /"(ОД) -  F (1 ,0 ) + F(0 ,0 ) = - 1 .

4,,£2,...4„ tasodifiy miqdorlar qism to‘plamini barcha tasodifiy 
miqdorlaming F^^2 ^ ( x l,x2,...,xn) taqsimot fimksiyasi orqali F2°
xossa yordamida keltirib chiqariladigan birgalikdagi taqsimot fimk- 
siyasiga m arginal (hususiy) taqsimot funksiya deyiladi.

7-ta’rif. Agar R" fazoning chekli yoki sanoqli 
x(k) = ,*!*’) ; к  = 1,2,... nuqtalari uchun

= .....L  = *Г})= v«« = P ^ ,• j  v  »  »•••» Jf

..... *<*> м  S
к к

tengliklar o‘rinii bo‘ lsa, u holda (£,,£2, t a s o d i f i y  vektorga
n  o6Ichovli diskret tasodifiy vektor deyiladi. Diskret tasodifiy vek- 
toming taqsimot qonuni R fazodagi kabi

W = Z />). ( Ф Ш  e R"
Щх№Щ

formula orqali beriladi.
Polinomial taqsimot. Agar от-oichovli diskret tasodifiy 

vektor 4 uchun xk=k = (k{,k2,...,km), k,e  Z, A', + k2 +... + km = n  
bo‘lib,

m * П Й  = \ --> 4  = V » = T S T T j f l  V 1 - p j -  (15)
*1 *2 —* m  •

p l ^ 0 , i  = l,2,...,mypl + p2 + ...+ pm = l bo‘lsa, u holda £ vektor 
{п*Р\*Р29ятш9Рм')~(п*РУ parametrli polinomial qonun bo‘yicha taq- 
simlangan tasodifiy vektor va b(k ;n ,p t, p 2,. . . ,pm)  = p k ehtimollarga 
esa (n-,pl , p 2,... ,pm) param etrli polinomial taqsimot deyiladi. (15) 

tenglikning o‘ng tomoni (p, + p 2 + ... + p j "  polinomning p l, p 2,...,p„, 
sonlarning darajalari bo'yicha yoyilmasining umumiy holidan iborat 
boMgani sababli, yuqoridagi taqsimot polinomial taqsimot deb ataladi.

Agar m = 2 ,p ] - p , p 2 = l - p  bo‘lsa, polinomial taqsimot 
(и, p )  -parametrli binomial taqsimotga aylanadi.
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10-misol. Ikki shaxmatchi orasida shaxmat turniri o ‘ tkazila- 
yo lgan b o 'ls in .B ir in ch i o ‘yinchi har bir o ‘ yinni, avvalg i o ‘yin  qanday 
yakunlanganidan qat’ iy  nazar, p  ehtim ol bilan yutib , q  ehtimol bilan 
yutqazadi va I -  p - q  ehtimol b ilan o ‘ y in  durang boMadi, dey lik . U 
holda n  ta o ‘yindan so ‘ng birinchi shaxmatchi o ‘ yinni к  marta yutib, 
m  marta yutqazish ehtimoli (k + m <  n )  ushbu

songa teng.
8 -ta ’ r if . A gar ix tiyoriy x ^ ( x l9x^...yxa) e  Rn uchun

+oo 4co

Fb 4 1,...4,Mi'x2 ' - ' xn ) = I 0 6 )
-«О  -00

tenglikni qanoatlantinivchi Pgt42....S„(*i>x2 ’—>xn)  funksiya mavjud

bo‘ lsa, u holda |  = tasodifiy vektorga n  oMchovli
abso lut uzluksiz tasodifiy vektor, p ^ ^ Jy_^n(xi,x2,. . . ,x„)  funksiyaga

esa uning zich lik  funksiyasi deyilad i.
(16 ) munosabatdan n  oMchovli z ich lik  funksiyaning ushbu 

xossalari kelib  chiqadi:
l° )D eya r li barcha R" nuqtalarda

d"
I i  '  Щ

tenglik o ‘ rinli;

2°) Р&ф-Я* Ф  ^
+oo +00

3°) I -  J  Psi42....4n(x u x2 ^ x„)dxidx2--dxi, = h
-CO —<0

4°) p it42,..4„ (*|,*2v > * n) zich lik  funksiyaning uzluksiz nuq- 

talarida
P ((x , < § , < *, t  Ax<si = J*2r.,,n}) =

= Pi,42,..4.(xi'x2y-’ x«)AxtAx2 - Axn + o(Ax,Ax2..Ar„)
m axA r. —>0 munosabat o 'rin li.

I
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Ko‘p o‘ lchovli norm al taqsim ot. m  = (w ,,m 2,. . . ,mn)  — n o‘ l-

birorta n x n  o ‘ lchovli, musbat aniqlangan,chovli vektor va R = Yu
simmetrik m atritsa boMsin. R -  musbat aniqlangan matritsa bo‘ lgani

au mavjud.uchun uning teskari matritsasi R = A =
Zichlik funksiyasi

ф(х1,х2,...,х„) = ФЫ ъ ...Лп (*„  X2......x„) =

M l-  1 f .  ,  v  V------~ Zj а л х , - m-Xx; - m.)(2 я ) n/2 exp-

ko‘ rin ishga ega bo‘ lgan n  o ‘ lchovli tasodifiy vektor £ = (£,,£2, •••,£„) 
(/75; R) p aram etrli norm al qonun bo‘yicha taqsim langan  tasodifiy 
vektor deyilad i. Bu yerda |y4| = det -4 orqali A matritsaning deter­
minant! belgilangan.

R m atritsaga £ = (£ ,,£ 2>—»£„) vektorning kovariatsion niat- 
ritsasi, fn = (m l>m29...9m n)  vektorga esa uning o^rta q iym at vektori 
deyiladi.

£ = (£, ,£2, -  n  o ‘ lchovli (m ,R )  parametrli normal taq­
simotga ega bo 'lgan  tasodifiy vektor boMsin. U holda ( n - 1) oMchovli 
(£, ,£2, v e k t o r  ham  o ‘ rta qiym at vektori va
kovariatsion m atritsasi R matritsaning oxirgi satr va ustunini 
o ‘chirgandan hosil boMadigan /?' matritsaga teng boMgan normal taq­
simotga ega. Buni

00

tenglikdan (bu teng lik  taqsimot funksiyaning F2 xossasidan kelib 
chiqadi) keltirib chiqarish mumkin.

11-misol. 0 ‘ rta qiym at matritsasi (/wp /w2) ,  kovariatsion mat­
ritsa esa

R = 4 ! r<Tx<J г
/47 f j  ,  CT,

(<х„<72 > 0 ; - l < r < l )

boMgan normal qonun bo‘yicha taqsim langan ikki oMchovli tasodifiy 
vektor boMsin. U holda
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'  1

F  = R =

- г

o-|CT2( l - r 2)  CT| (l- r2)

; . ,v
tenglik lardan Ф^2(х[9х2)  z ich lik  funksiya

ф(х | ,x 2)  = (x, ,x 2)  =

1 Г

2лхт1сг 2 vb-r2
4exp{

I 2(1—r )

(.v,—/ Я | 2/ -(д -| Л т1)(.т2-иг2.) (x2- « i 2)2 ]  
2 _ 2  _ 2  . 2<?l O', cr1 w2

ko‘rin ishga ega ekan lig i kelib  chiqadi (18-shakl).

18-shakL

Ikki oMchovli normal qonunining zich lik  funksiyasi {щ = т ,=  0 
boMgan hoi).

6-§. T asodifiy m iqdo rlar ning bogMiqsizligi

Tasodifiy m iqdorlam ing bogMiqsizlik tushunchasi ehtim ollar 
nazariyasidagi eng muhim tushunchalardan biri boMib, u hodisalarning 
bogMiqsizligini tasodifiy m iqdorlarga ko‘chirishdan iborat.
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9 -ta ’ rif. lar (Q.A.P) ehtim ollar fazosida aniqlangan
tasodifiy m iqdorlar boMsin. A gar ix tiyo riy  Bt e  B (R )  (*% 1 ,2 ,...,я ) 
Borel to‘plam lari uchun

tenglik o ‘rin li b o 'lsa , u holda bog‘ liq s iz  tasodifiy in iqdorlar
deyiladi.

A gar ix tiyo riy  n  v a  l£ / .< ...< i < 0 0  sonlar uchun p̂
/1 *** » * *

tasodifiy miqdorlar b o g 'liq siz  bo‘ lsa , u holda {£„}*=, -  tasodifiy m iq­
dorlar ketm a-ketlig i b o g 'liq siz  deyiladi.

(17) tenglikdan Bk =(-oo,ixJ,A : = l,2 ,...,/ i bo‘ lgan xususiy holda

ekan lig i, y a ’ni (17 ) tenglikning Bk = (ak,bk] yarim  intervaliar uchun 
o 'rin li ekan lig i kelib  chiqadi. E lilim ollam ing bareha yarjm inter- 
vallardagi q iym atlari uning Borel to ‘p lam laridagi qiym atlarinj yagona 
usul bilan an iq lagan i uchun oxirgi tenglikdan (17 ) munosabatning
0 ‘rin li ekan lig i kelib  chiqadi.

Demak, (18 ) tenglikni %хЛг , - 4 п tasodifiy m iqdorlan,ing bog‘ -
liqsiz lig i uchun ta ’ r if  sifatida qabul q ilish  mumkin.

P(<*e B x, . . 4 „ e  B„) = P (4 l e  Bt) . . . . P ( ^  B„) (17 )

II

Щ к  absolut uzluksiz tasodifiy m iqdorlar bo 'lsin  и  holda
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Aksincha,
xfi

Щ&2 Г..Л» (xx,x2,...,xn) = J ... J  p4i (u{)pSl (и2)r p . (u^duxdiiv ..dun
-0 0  -0 0

munosabatdan (18) tenglikka kelamiz.
Shunday qilib, 4\Лг,-Лп -  absolut uzluksiz tasodifiy miqdorlar 

bogMiqsiz boMishi uchun n  o'lchovli tasodifiy vektor (£,,£2, ...,£„) 
absolut uzluksiz bo‘ lib,

Р ^ г Щ = P<x (x,)pi2 (x2)...p{nIII 
tenglikning o‘rinli ekanligi zarur va yetarli ekan.

Diskret tasodifiy miqdorlar bogMiqsiz boMishi uchun

tenglikning o‘rinli boMishi zarur va yetarli ekanligini tekshirish qiyin- 
chilik tug'dirmaydi.

Tasodifiy miqdorlar yoki tasodifiy hodisalarning bog'liqsiz- 
ligini formal ta’rifi sababli bogMiq boMmagan hodisalarga mansublilik 
ma’nosidagi real bogMiqsizlik tushunchasiga nisbatan ancha keng. Shu 
sababli bog‘ liqlik yo'q deyishga hech qanday asosimiz boMmagan 
hollarda ham “matematik” bogMiqsizlik o'rinli boMishi mumkin.

12-misoi. £, ={4\Лг) ~ ikki oMchovli diskret tasodifiy miqdor
boMib,

/*({*, = Щ  = 1}) = />({£, = - 1 , | 2 = 1}) = />({£, = 1Лг = - !} )  =
=  P ({ £ , =  - l , | 2 = - l } )  =  l / 4

boMsin. U holda

S. = ■Б, ЛЛг = * 2  } )=  ^({ 4i = e, Лг = «2 / })= 1 / ■4 =
= P ({S\ =е \})Р({4Лг = s2} ) , e „ s2 =±1, 

tenglikdan va ^ 2, garchan ular tuzilishiga ko‘ra bogMiqli boMsalar 
ham, bogMiqsiz tasodifiy miqdorlar ekanligi kelib chiqadi.
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7-§. Tasodifiy miqdoming funksiyalari

g (x )  funksiya R  da aniqlangan boMsin. orqali B a R
to‘plamning proobrazini belgilaylik, ya ’ni g “ (В ) = {xe R : g ( x ) e  5}.

10-ta’ rif. Agar ixtiyoriy Borel to‘plami B eB (R )  uchun g^C*) 
proobraz ham Borel to*plamidan iborat boMsa, u holda g (x )  funksiya 
Borel funksiyasi deyiladi.

R da aniqlangan uzluksiz va boMakli uzluksiz funksiyalar Borel 
funksiyalariga misolboMadi.

2-teorema. g (x ) ,  g t(x), g 2(x) Borel funksiyalaridan iborat 
boMib, £,, va lar (Q,J%,P) ehtimollar fazosida aniqlangan taso­
difiy miqdorlar boMsin. U holda ushbu ta’kidlar o‘rinli:

1 . q = g(%) (&,ЯР) fazoda aniqlangan tasodifiy miqdor.
2. Agar £,va£ 2 tasodifiy miqdorlar bogMiqsiz boMsa, u holda 

r/\ = #,(£,) va r\2 = g 2(S2) tasodifiy miqdorlar ham bogMiqsiz boMadi.
Isboti. 1. q =?] (со) = g (^  (со)) ni murakkab funksiya deb qaray- 

miz. f ie  B(R) boMsin. g(.x) Borel funksiyasi boMgani uchun 
g~\B) = B(R) munosabat o‘rinli. t, — (Q,AP) fazoda aniqlangan 
tasodifiy miqdor boMgani uchun %~l(B}) e  B (R ) , demak 
ti~'(B) = E~l(B]) e Д  ya ’ni r]-(L2J%P) ehtimollar fazosida aniqlangan 
tasodifiy miqdor.

2. 3 r  B2G B(R) -  ixtiyoriy Borel to‘piamlari boMsin. U holda
P({TI^ Bv n2e  Щ щ

. = p ( g ^ g ; xm ^ g ; ' ( B j y )
tenglik o‘rinli. Bundan, va g { \ B 2) Borel to‘plamlari boM-
ganligi va £,2 bogMiqsiz tasodifiy miqdorlar ekanligini hisobga 
olsak,

ш щ т  g 2~\B2)})=
= P ( { g t f ,>  B2}) = P({ih s  B t f P U ^ e  B2})

munosabat kelib chiqadi. Demak, rj] va rj2 tasodifiy miqdorlar 
bogMiqsiz. Teorema isbotlandi.
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13-misoI. A gar'g (x ) funksiya monoton o‘suvchi funksiya bo‘- 
Hb, g~\x) uning teskari funksiyasi boMsa, u holda

Щ М =  W * )  = P ({ gG ) *  *})'= />(« < g~'(x)}) = Щ Г ' Ш  (19)
Bu tenglikdan, agar Fc(x) uzluksiz taqsimot funksiya boMsa, u 

holda g(x)=F?(x)  deb olib, ning [0, 1 ] oraliqda tekis taq­
simlangan tasodifiy miqdor ekanligini keltirib chiqaramiz. Aksincha, 
fj [0 , 1 ] da tekis taqsimlangan tasodifiy miqdor bo4Isa, g  = F~\x) ta­
sodifiy miqdor F(x)  taqsimot funksiyaga ega ekan. Demak, biz tekis 
taqsimlangan tasodifiy miqdor yordamida oldindan berilgan taqsi­
motga ega boMgan tasodifiy miq'domi qurish imkoniga egamiz.

Agar g (x )  = bx + a,b>  0 boMsa, u Izolda (19) tenglikdan

= ^  ( ”1 " ) munosabatni hosil qilamiz. Bu munosabatdan biz

normal va Koshi taqsimot funksiyalarini ko‘rganda foydalangan edik.
Agar g (x )  funksiya qatMy o'suvchi funksiya boMib, differen- 

siallanuvchi va p (x ) -%  tasodifiy miqdorning zichlik funksiyasi 
boMsa, u  holda rj = g (x ) tasodifiy miqdor ham absolut uzluksiz bo‘ lib,

munosabat o‘rinli bo‘ ladi. Oxirgi tenglik (19) tenglikning har ikki 
tomonidan hosila olib topiladi.

iar (Q.AP) ehtimollar fazosida aniqlangan tasodifiy 
miqdorlar va g (x ,,x 2,...,xn)e  R" -  Borel cr-algebrasiga nisbatan o‘ l- 
chovli funksiya, y a ’ni ixtiyoriy Borel to‘plami B e  B(R") uchun 

g~\B) = R"; g (x },x2,...,x„)e В }
proobraz it" dagi Borel to‘plamidan iborat boMsin (10-ta’rifga qa- 
ralsin). U holda £2 da aniqlangan 77 = funksiya tasodifiy
miqdor boMadi.

Haqiqatan ham, ixtiyoriy B e  B(R) uchun g~1(5 )€  B(R) 
munosabatdan
{a>;ti(co)g  B} = {a);g(4l,42,...,4„)e 5} = {fi);(|„$2,...^ n) e  g 4 (fi)}e B(R) 

kelib chiqadi.
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Kompozitsiya form ulalari. Agar (|,,£2, . a b s o l u t  uzluksiz 
taqsimotga ega bo‘ lsa, u holda r\ = g(£p£2>—>£*) tasodifiy miqdor­
ning taqsimot funksiyasini

= J "  1  Pb4ll...4Sxv xl ’"-’xn)te\dxi - - dxn 2̂0)

formula orqali topish mumkin.
<£,, | 2 bogMiqsiz tasodifiy miqdorlar va g (x v x2)  = + x2 boM­

gan muhim xususiy holni ko4ramiz. ^ , ( 4 ^ 2W  mos zichlik funk- 
siyalar bo‘isin. U holda va bogMiqsiz boMgani uchun

РМ г  = Pe,
tenglik o‘ rinli. r/ = £, + £ 2 y ig ‘ indining taqsimot funksiyasini (2 0 ) for­
mula orqali topamiz:

Ff.+* ( * ) - P C{£| + £ 2  *  * »  “  Я  РМ г(Х 1»Х2)Л |*2 =
Х|+ДГ2^Г 

•КС *-*|

-  Я  ^  )^ 1Л 2 = J  ^ 1  (Xt ) * l  J  >й 1*2 )* 2  =
Х1+Х2&Г -<о -во

■ко +<о х
= J (*, )<&,  - J/V,(x,) J  ps-2(x2

-C O  -«0  - «

•КО 4вО
Ushbu ^ ( * ) =  J ^ 2(*-*i)/>ft(* i)< *ir / ^ ( * - х1) ^ , ( х|)

va
-too

-во

Formulalarga kompozitsion yoki yig‘ish formulalari deyiladi va mos 
ravishda F-|+̂  = F?i * F{j va pM j = p6l * p4l kabi belgilanadi.

14-misol. I , va 4j tasodifiy miqdorlar bogMiqsiz bo‘ lib, mos 
ravishda (a„a ,) va (e2,<x2) parametrli normal taqsimotga ega boM­
sin. /7 =£, + £ 2 tasodifiy miqdorning zichlik funksiyasini topamiz.
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Y ech ish . Kompozitsion formuladan foydalanamiz:

+<» +OQ

Pn <*) = J  Pit W P f2 i * - u ) d u ~  — —  J
— CO

2жХ,<Тп« —CO

( h - ^ ) 2 { x - u - a 2 ) 2

/  W  ^ 2a,- du

munosabatdan

( » - « i ) 2 . ( j c - z / - g 2 ) 2 _ CT|2 + q -22 

(7 i2 <7 ,2 t T . V  2I u 2
U  —

alcr12+(x-a2) c r2

сто уст , +<r2
+ -{х-а{- а 2У

o-,2+(722

ten slikka asosan

/>„(*) =
(V—« г  

2» * ( J
+ C G  -

с 2 {и-A)2 
2—2

V2/Т(Т|СГ
J * (21)

Л  Л

Bu yerda c/ = c/,+a2,cr = cr1~ + <r2

—со*

va * 1 -  д1°г22+(^~^2 ) ^ 12

CT|0'2V0'l2+0 22

V2 7Г<Т|С72

(j а 2(и-Л)2 
exP l

I 2 ° i W
funksiya ix tiyo riy  fiksirlangan x  nchun

/■ 2 >
>4,1

a  ,cr2
param etrli normal zich lik  ftinksiya bo ‘ lgani uchun un-

dan (-oo,+oo) o ra lig ‘ ida olingan integral b irga teng va (2 1 )  tenglikdan

р Л х) = - t=—y j l n c r

(x-o)“
2<r2

kelib  chiqadi.
Shunday q ilib , bog‘ liqsiz  norm al taqsim langan tasodifiy miq- 

dorlam ing y ig ‘ indisi yana normal taqsimotga ega ekan.

II BO BG A D O IR M A SA L A L A R

1. Tanga uning gerb tomoni tushgunga qadar tashlanadi. Ele- 
mentar hodisalar fazosi Q  aniqlansin. £ = | (ю ) -  tanga tashlashlar 
sonining taqsim ot qonuni topilsin.

2 . D iskret £ tasodifiy m iqdom ing taqsimoti

/>(£=*)= °A ( A - + l ) ( * + 2 )
formula orqali aniqlanadLA = 1 , 2 ,....
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Q uyidagilam i toping: a) o‘zgarm as С  sonni; b )  P(% >3)  n i; 
c) P (n x<Zx< n 2)  ni.

3. В  tasodifiy nuqta m arkazi A(0;a)  boMgan x2 + ( y - a ) 2 = r 2 
aylanada tekis taqsim langan, C  = (g ,0) tasodifiy nuqta esa A v a  В
nuqtalardan o‘tuvchi to4g 4ri chiziq bilan absissa o ‘qin ing kesishgan 
nuqtasidan iborat. £ tasodifiy m iqdoming taqsimot funksiyasi va 
taqsimot z ich lig i topilsin  (|  ning taqsimoti Koshi taqsimoti deyilad i).

4 . Indikatorlam ing quyidagi xossalarini tekshiring I A = I A(co) :

^0= 0 , /n = 1 > I  a + As s  19 I J B = fAB 9 I.4JB = ̂ a *  1b~  1AB ’

I  / „  = 1 - П ( ' - /.1, )  . П ( 1 - / 4 )  ,
U Ak *= ! U  A  * -I

*-> k=\

5. 0 ,1 ,2 ,... q iym atlarni qabul qiluvchi £ tasodifiy miqdor 
geom etrik taqsim otga ega  boMishi ucnun ushbu

P{£ = A + r / £>A}  = />{£ = r} , ( r > l )

xossaning obrin li boMishi zarur va yetarli ekan lig i isbotlansin.
Лп bogMiqsiz tasodifiy m iqdorlar /^(x) = /*(£. <x ) ,

/ = 1, 2 , . ..,n  va т а х { ^ . . .* | ф  tj = min{^1,...,|„} boMsin. £ va ^ 
tasodifiy m iqdorlam ing taqsimot funksiyalari topilsin.

7. с  tasodifiy miqdor o ‘z i bilan bogMiqsiz boMishi uchun 
P(% = c o n s t )  = 1 shartning bajarilish i zarur va yetarli ekan lig i isbot­
lansin.

8 . Qanday shart bajarilganda с  va sin£ tasodifiy m iqdorlar 
bogMiqsiz boMadi?

9. Q = [0,1], 91 esa [0,1] oraliqdagi Borel to ‘pIamlarining a  -  
algebrasi va P  -  Lebeg oMchovi boMsin. ( Q ,2 l ,P ) -  ehtimollar fazo­

sida %n =con, ( n =  1, 2 , . . .)  tenglik yordam ida £,,£2>— tasodifiy miq­

dorlar ketm a-ketligi aniqlangan. A gar An = { co e  Q : g n < l/n}  boMsa,
n 00

У]Ак va p| An hodisalar topilsin.
1 n=l

73



10. (Q ,2 l,P ) -  ehtimollar fazosi [0,1] kesma, undagi Borel 
to‘plamlarining cr-algebrasi va Lebeg o‘ lchovidan tashkil topgan. Agar

1/4,юе [0 ; 1 /4),
a)£ Н 1/2,й> е[1/4 ;3/4), boMsa,

I[l,<»6[3/4;1]
b) £ - с о  /2 boMsa; c) £ - 1 / 2  boMsa, £ yaratgan <r-algebrani 

tasvirlang.
11. £ va bogMiqsiz tasodifiy miqdorlar boMib, F(x)  va G(x) 

mos ravishda ularning taqsimot funksiyalari bo‘ lsin. £77 va £/77 
tasodifiy miqdorlaming taqsimot funks iyalarini toping.

12. £ va П tasodifiy miqdorlar mos ravishda f ( x )  va g(x) 
taqsimot zichliklariga, F(x) va G(x) taqsupot funksiyalarga ega.

д = (д1,д2) tasodifiy vektor. p(x ,y )  = / M g O X l + r(F(x),G (y) ) ) , 
taqsimot zichligiga ega, bu yerda r(x9y )  funksiya

1 1
min r (u yv) ^ - 1, fr(w,v )d v  = fr (u9v)du  = 0(\S..S 1 J  J0£«£lOSvSl

shartlami qanoatlantiradi. £ vektor komponentalari boMgan qx va £ 2 

tasodifiy miqdorlaming taqsimot zichliklari topilsin-
13. 0<jc<£r, 0 < y < b  to‘rtburchakdan tasodifan, tekis taqsi­

motga ega boMgan nuqta tanlanadi. Uning (£,/7) koordinatalari bog‘- 
liqsiz ekanligi isbotlansin.

14. x 2 + >>2</? doiradan tasodifan, tekis taqsimotga ega boM­
gan nuqta tanlanadi. Uning (£,/7) koordinatalari bogMiqli ekanligini 
ko‘rsating.

15. (П, 01, P ) —ehtimollar fazosi boMib, bunda О -  har biri mus- 
bat ehtimolga ega boMgan n  ta nuqtadan iborat. Bu fazoda aniqlangan 
va har qaysisi n ta turli qiymatlarni qabul qiluvchi ikkita bogMiqsiz 
tasodifiy miqdorlar mavjud emasligi isbotlansin.

16. Q = [0,1] oraliq, 21 uning Borel to‘plamlaridan tashkil top­
gan a  -  algebrasi, P -L ebeg  oMchovi boMsin. (Q ,2 l,P )-ehtim ollar 
fazosida bir ehtimol bilan o‘zgarmas songa teng va £(<ю) = ю bilan 
bogMiqsiz boMgan tasodifiy miqdor mavjudmi?
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TEST SAVOLLARI

1. 4  -  simmetrik tangani 3 marta tashlanganda tushgan gerblar 
soni bo‘ lsa, 4 ning taqsimot qonuni yozilsin.

A. f j  0 1 2 3 B. 4 :  0 1 2 3
P, : 1/8 3/8 3/8 1/8 P : 1/4 1/4 1/4 ШS £

C. §  : 0 1 2  3 D. 4 :  1 2 3 
1$ : 1/8 1/4 3/8 1/4 P. : 1/3 1/3 1/3

2. [cr,6 ] oraliqda tekis taqsimlangan tasodifiy miqdorning zich­
lik funksiyasi va taqsimot funksiyasini toping.

0, x< a,

A. f ( x )  =
[ 0, x e  [a ,6], 

I ,x<=[a,b]

0 , x e  [o,6],
B ' ^ XH  1 , x e  [a,b]

b -

0 . x e  [a ,£],
C./(x)H 1 I M, x e  [a,b]

D. / (* ) =

b-a

(ДхёЧОД], 
Ш  [0Д]

P(x) = a< x< b,  b-a
[1, x>b  

0 , x < a,

F(x) = \ ^ - , a < x < b ,
b - a

(_l,.x>i 
Г 0 , x < 0,

F (x ) = ■{ x, 0 < x  < 1,
|£ X > 1

0 ,x < 0,
F(x) = ̂  x, 0 < x < 1,

щ  h
3. Qanday shart bajarilsa £ tasodifiy miqdor o‘zi bilan bogb- 

liqsiz bo‘ladi?
A. Har doim B. Hech qachon
C. Agar P(£ = c on s t )  = 1 bo‘lsa D. To‘g ‘ri javob yo‘q.
4. J A = Ia(o) ) - A  hodisaning indikatori. Noto6g ‘ri munosabatni

kocrsating.
A* Â r B  ^ I  A '  I  В

IS



B. 1л(со)<, IB(co) tengsizlik barcfaa o e f i  lar uchun A c :В 
boMganda va faqat shundagina bajariladi.

= + IВ ~ ̂ AnB
D. /0 (й>)з О;/п(ю) = 1. I . -  A
5. Mumkin boMgan qiymatlari ayrim ajralgan sonlar bo‘lib, 

ularni tayin ehtimollar bilan qabul qiladigan miqdorga ... deyiladi.
A. singulyar tasodifiy miqdor B. diskret tasodifiy miqdor
C. uzluksiz tasodifiy miqdor D. normal taqsimot.
6 . Taqsimot funksiyaning qiymatlari qaysi oraliqda o'zgaradi?
A. (0,1) B. (0,2) .C. (-oo,+oo) D. [0,1].
7. X uzluksiz tasodifiy miqdor boMsa, quyidagi tengsizliklarning 

qaysinisi to‘g‘ri? S
A. P (a< x < b )  = F(b) + F (a )  B. P (a< x < b )  = F(b)/ F(a)
C. P (a< x < b )  = F (b ) - F (a )  D. P (a< x < b )  = F (b )F (a ) .
8. Taqsimot funksiya uchun quyidagi xossalardan qaysi biri o‘rinli?
A. uzluksiz B. o'suvchi C. davriy D. chegaralangan.

9. Agar diskret tasodifiy miqdor uchun P{£ ~

к  = 1,2 ..,и — 1 bo‘lsa, o'zgarmas с  ning qiymatini toping.

A. B . J L -  С . Ш  D.
n n+2 n—1  n

10. Tasodifiy miqdor zichlik ftmksiyasi
f 0, agar x<.0 

/>(*)=!{ ’ ь  Я>0
\Ce , agar jc>0,

bo‘ lsa, o‘zgarmas son С ning qiymatini toping.
A. — В. Я C . \  D. -Ц-.

я  я  a+i
11. IA -  A hodisa indikatori. To‘g ‘ri tenglikni ko‘rsating.
A. 70 =1 В. / 0 = 0 C. 70 >O D. 70 >1.
12. 1А = 1А(со) -  A hodisaning indikatori. To‘g ‘ri munosabatni 

ko‘rsating.
A -  ^ A v B  =  I Л “  I В  ■*" ̂ A n B  I  Л АВ ^ В

= + D./0 = l.
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13. (R,B(R))  o‘ lchovli fazoda aniqlangan singulyar ehtimol 
oMchovining ta’rifini ko‘rsating.

A. Mos taqsimot funksiyasi uzluksiz, lekin uning o‘sish nuq- 
talaridan tashkil topgan to‘plamning Lebeg oMchovi nolga teng

B. Mos taqsimot funksiyasi uzluksiz, lekin absolut uzluksiz 
boMmagan ehtimol oMchovi

C. Mos taqsimot funksiyasi diskret, ammo uning o‘sish nuqta- 
laridan tashkil topgan to‘plam musbat Lebeg oMchoviga ega

D. Mos taqsimot funksiyasi uzluksiz va uning o ‘sish nuqtala- 
ridan tashkil topgan to‘plamning Lebeg oMchovi birga teng.

14. (Q,2l,P )  -  ehtimollar fazosi. Tocg ‘ri ta’kidni ko'rsating.
A. Q  da aniqlangan va diskret qiymatlami qabul qiluvchi har 

qanday funksiya tasodifiy miqdor boMmaydi
B. Har qanday 21 oMchovli funksiya tasodifiy miqdor boMadi
C. Q da aniqlangan har qanday funksiya tasodifiy miqdor boMadi
D. Q  da aniqlangan har qanday oMchovli funksiya 

tasodifiy miqdor boMadi.
15. Qanday £ tasodifiy miqdor o‘zi bilan bogMiqsiz boMadi?
A. £ har doim o‘zi bilan bogMiqli
B. Agar u uzluksiz bo‘ Isa
C. Agar P(§  == c on s t )  = 1 boMsa
D. To‘g ‘ri javob yo‘q.
16. Agar £ va q  bogMiqsiz tasodifiy miqdorlar boMib, p x{x) va 

p 7(x) lar mos ravishda ulaming zichlik funksiyalari boMsa, £ + rj ning 
zichlik funksiyasini toping.

-• • 40

A. P;«,(x)= Pi (x)p2(x ) B . (x ) = J p t (x  + y ) p 2 (x)cly
— 00

0 3

C. p (+n(x)= \ p 2( y - x ) p i { y ) d y

9}

D. 7W =  \ М Х-У )Р 2(У)^У‘
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17. — ixtiyoriy ehtimol fazosi boMsin. Ushbu 
£ > (Л ,# (Л )) uchun qanday shart bajarilsa, u tasodifiy miq­
dor deyiladi?

A. oMchovli funksiya B. sodda funksiya
C. uzluksiz fimksiya D. o‘zaro bir qiymatli funksiya.
18. x (t )  fazodagi ushbu P^{B) = P[co :£ (co ) e  5} ko‘rinishda 

aniqlanadigan Щ ehtimol oMchovi £ tasodifiy miqdorning (/?,S(/?)) 
fazodagi... deyiladi. ta’rifni toMdiring.

A. zichlik funksiyasi * B. taqsimot funksiyasi
C. Borel funksiyasi D. ehtimollik taqsimoti.
19. Agar F(x)  = P(£ < x\ x e  R -%  tasodifiy miqdorning taq­

simot funksiyasi boMsa, u holda Р(% >x) ehtimolni F(x)  yordamida 
ifodalang.

A. F(x)  B. F ( x - 0 )  С. 1 -  F(x)  D. F(x  + 0).

20. Chekli yoki sanoqli sondagi {xk} qiymatlarni
= ehtimollar bilan qabul qiluvchi tasodifiy miqdor ...

V* /
deyiladi. Ta’rifni toMdiring.

A. uzluksiz B. absolut uzluksiz C. singulyar D. diskret.

2 1 . Taqsimot funksiyasini = J  p ( y ) d y  ko‘rinishda ifoda-
-co

lash mumkin boMgan tasodifiy miqdor ... tasodifiy miqdor deyiladi. 
ta’rifni toMdiring.

A. absolut uzluksiz B. uzluksiz C. diskret D. singulyar.
22. (C1,J4,P) -  ehtimollar fazosi. To‘g ‘ri ta’kidni ko‘rsating.
A. Q da aniqlangan har qanday (/?,£(.#)) oMchovli funksiya

tasodifiy miqdor boMadi
B. Q da aniqlangan har qanday funksiya tasodifiy funksiya 

boMadi
C. Har qanday Л  oMchovli funksiya tasodifiy miqdor boMadi
D. To‘g ‘ri javob yo‘q.
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I l l  BO B. TA SO D IFIY  M IQDORNING SONLI 
X A R A K T E R IST IK A L A R I. M A T E M A T IK  K U T IL M A

Har bir tasodifiy miqdor o‘zining taqsimot funksiyasi orqali to4a 
aniqlanishini biz avvalgi bobda ko‘rgan edik. Kuzatuvchi nuqtayi 
nazaridan, bir x il taqsimot funksiyaga ega boMgan tasodifiy 
miqdorlami, garchan ular turli ehtimollar fazosida aniqlangan boMib, 
turli hodisalami tasvirlasalar ham bir-biridan ajratib boMmaydi. 
Amnio taqsimot funksiyalari turlicha boMgan tasodifiy miqdorlar 
berilgan boMib, ularni taqqoslash talab qilinsa, maMum qiyinchiliklar 
paydo boMadi. Ba’zi hollarda bunday qiyinchiliklar oson yechiladi. 
Masalan, agar Bemulli sxemasida bizni yutuqlar soni qiziqtirayotgan 
boMsa, u holda ikkita Bemulli sxemasidan qaysi birida yutuqning 
ehtimoli katta boMsa, xuddi shunisini tanlash kerak ekanligi tabiiy. 
Umumiy holda esa ikkita taqsimot lunksiyani qanday taqqoslash 
tushunarli emas va shuning uchun ham har bir tasodifiy miqdorni biror 
son (balki bir qancha sonlar) bilan xarakterlash maqsadga muvofiq 
boMib, ular tasodifiy miqdorlami maMum ma’noda tartiblashga sabab 
boMar edi. Tasodifiy miqdorning bunday xarakteristikalaridan biri 
uning o4rta qiymati yoki matematik kutilmasidir.

Mazkur bobda biz tasodifiy miqdorning matematik kutilmasini 
o‘rganamiz.

l-§.Diskret tasodifiy miqdorning matematik kutilmasi

£ tasodifiy miqdor chekli sondagi o x,a 2,...,ar qiymatlarni 
p k = P (4 k  = a k ) ehtimollar bilan qabul qilsin. с tasodifiy miqdorni n  

marta o‘tkazilgan tajribada kuzataylik va uning bu tajribalarda qabul 
qilgan qiymatlarini х19х29-..9хп orqali belgilaylik. U holda bu kuza- 
tilgan qiymatlaming o‘rta qiymatini ushbu ko‘rinishda ifodalash 
mumkin:

^ Z * i= Z °/ -7 =2 > A ,({ £  = ".})» 0 )" *=i mi " i=i 
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bu yerda ks va ЛГЯ(Л ) orqali mos ravishda biz o‘tkazgan tajribalar 
seriyasidagi А={% = я.} hodisaning ro‘ y  berishlar soni va chastotasi
belgilangan. ( 1 ) formulada chaslotalami ehtimollar bilan almashtirib, 
biz £ tasodifiy miqdoming niatematik kutilmasi (yoki o‘rta qiymati) 
deb ataluvchi ushbu

Ы
qiymatni hosil qilamiz. Ixtiyoriy diskret tasodifiy miqdoming mate- 
matik kutilmasi ham yuqoridagi kabi aniqlanadi.

l-ta’rif. (xA qiymatlarni pk ehtimollar bilan qabul qiluvchi £
diskret tasodifiy miqdoming matematik kutifjnasi deb

(2)
it

yigMndiga aytiladi. Shu bilan birga, agar ^ tasodifiy miqdor sanoqli 
sondagi qiymatlarni qabul qilsa, u holda (2 ) qator absolut yaqin- 
lashuvchi boMishi zarur, aks holda £ tasodifiy miqdoming matematik 
kutilmasi mavjud emas deb hisoblanadi.

1-izoh. Diskret tasodifiy miqdomi ta’riflashda u qabul qiluvchi 
qiymatlarining tartibi biz uchun ahamiyatga ega emas, shuning uchun 
ham (2) qatorning y ig ‘ indisi qo‘shiluvchilarning tartibiga bogMiq 
emasligi tabiiy, bu esa qator absolut yaqinlashgandagina o‘rinli.

Agar £ >0 boMsa, u holda (2) tenglikning o‘ng tomonidagi qator 
yoki absolut yaqinlashadi yoki +oo ga uzoqlashadi. Oxirgi holda 
Mg  = +oo deb hisoblanadi.

Diskret tasodifiy miqdorlaming matematik kutilmasini hisob- 
lashga doir bir qancha misollar ko'ramiz.

1 -misol. £ tasodifiy miqdor xl9x2>...9x„ qiymatlarni bir xil

p { = P(£ = л',) = — ehtimollar bilan qabul qilsin. U holda

n i .  i n

bo‘ lib, matematik kutilma xt9x2,...9xn sonlarning o‘rta (arifmetik) 
qiymatiga teng boMadi.
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2 -misol. (w ;p) parametrli binomial taqsimotga ega bo'lgan ц п 
tasodifiy miqdorning matematik kutilmasini topamiz:

м ц п = i  k p „ ( k ) = i  к с * у ( 1 - Р г к = i  Л - 5 - / 0 -  =
*=0 k=0 fc=0 K\n-K).

ъ пр £ р^ и ) =пр-
7=0

3-misol. ^ parametri Я boMgan Puasson taqsimotiga ega boclsin. 
U holda

m  «  = A e -
*=0 K• &=!' . 7=0

Demak, Puasson taqsimotining matematik kutilmasi uning
parametri Я ga teng ekan.

4-misol. p-parametrli geometrik qonun bo‘yicha taqsimlangan £ 
tasodifiy miqdorning matematik kutilmasi

1 ,

M £ = ± l m ‘- = P „ ± t f - '  = « ( £ ? *  I = 7 r V = f = 7 -
.*=0 k=0 V*=0 ) q  \ ' -Я  Jq  ( H f )  P  P

q~ A -p ,

ya ’ni M£ = }—£. ko‘rinishga ega.
P

5-misol. Musbat butun sonlarni qabul qiluvchi -tasodifiy miq­

dor uchun p k = P(£ = k) = ( i  = 1, 2 ,...) boMsin. U holda

со  со *

Ё ^ = £ т п =+оэ 
*= ! *=l

va demak. A/£ = +qo.

6-misol. £ -tasodifiy miqdor xk = (-!)*£  qiymatlarni - 

ehtimollar bilan qabul qilsin,A: = l,2 ,.... U holda



boMgani uchun g  tasodifiy miqdoming matematik kutilmasi mavjud 
emas.

2-§. D iskret tasodifiy m iqdor m atem atik kutilm asin ing asosiy
xossalari

g  =£(<*>)-(£2 ,ДР) ehtimollar fazosida aniqlangan tasodifiy 
miqdor bo(lsin. Agar Q fazoni chekli yoki sanoqli 
Й = A,C\Aj=09i *  j  y ig ‘ indi shaklida ifodalash mumkin bo‘-

 ̂ * 1*1
lib, har bir А .еЯ  hodisada g (& )  o‘zgarmas^qiymatni qabul qilsa: 
g  (бу) = xn (OG An  u holda g  sodda  tasod i f iy  m iqdor  deyiladi. 

Tushunarliki, sodda tasodifiy miqdor

£ = 1 И = 1 > ,Л ,И  3)
I

ko‘rinlshda ifodalanadi.
Ixtiyoriy diskret tasodifiy miqdor sodda tasodifiy miqdor va 

aksincha, har qanday sodda tasodifiy miqdor diskret ekanligini ko'rish 
qiyin emas.

Haqiqatdan ham, agar diskret tasodifiy miqdor дгр х2,... qiymat- 
lami qabul qilsa, uni (3) yigMndi shaklida yozish mumkin, bunda
А1={а>:4(о)) = х ,} еЯ .

1 -ta’rifdan sodda tasodifiy miqdoming matematik kutilmasi

M 4 = Z xA A )  (4)
/

yigMndiga teng ekanligi kelib chiqadi.
Sodda tasodifiy miqdor matematik kutilmasining yuqoridagi (4) 

formula orqali keltirilgan ta’rifi ma’noli boMishi uchun uning to‘g ‘ri 
ekanligiga, ya’ni M g , g  tasodifiy miqdoming faqat o‘ziga bogMiq 
boMib, uning (3) ko'rinishida i foda la ni shiga bogMiq emasligiga 
ishonch hosil qilishimiz zarur. g  = g ( c o )  sodda tasodifiy miqdor (3) 
ifodadan tashqari yana boshqa
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J

ko‘rinishga ega boMsin, bu yerda Bj  = £2 va BjBk = 0> j *  k.
/

Cy = .4- n Я, deymiz va C(/ to'plamda miqdoming ztf
qiymati bir vaqtning o‘zida ham x, ga, ham ga teng va har qanday
i uchun Al = ̂ A B t va har bir j  uchun B j = £  AjBJ boMgani

ft 4
sababli

i=I M j* I <*l jm I /

/*I \ i»1 / >«1 M J  «И
munosabat o‘rinli, chunki absolut yaqinlashuvchi qatoming hadlarini 
ixtiyoriy tartibda y ig ‘ ish mumkin.

Endi diskret tasodifiy miqdorlar matematik kutilmasining asosiy 
xossalarini keltiramiz.

1-teorema. 1°. Agar g  va 77 -  diskret tasodifiy miqdorlar boMib, 
M g  , Mrj matematik kutilmalar mavjud boMsa, u holda ixtiyoriy a  va 
b  haqiqiy sonlar uchun ag  + bi] tasodifiy miqdoming matematik 
kutilmasi mavjud boMib,

M (a g  + br]) = aM£ + bMr\
tenglik o‘ rinli boMadi.

2°. Agar g ^ O  boMsa, Mg'Z. 0. Agar Mg  va Mrj matematik 
kutilmalar mavjud boMib, g>r\ boMsa, u holda M g > Mrj boMadi.

3°. Agar |̂ |£r/ boMib, Mr/ chekli boMsa, M g  ham chekli 
boMadi. Agar Mg  va Mrj matematik kutilmalar chekli boMsa, u holda 
M (g  + tj) ham chekli.

Isbot. 1°. g ( c o )  va tasodifiy miqdorlar Д ,Л 2,... va
to‘plamlar indikatorlarining chiziqli kombinatsiyalaridan 

iborat boMsin, ya ’ni

£(«») = | > Л Д ю ). n { v ) f f . X j I » j ( a y
M  jm  I J
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CV = AiBJ etib belgilaymiz. ( J AiBj =Q va ( o e  Cif uchun
Щ

a£(co)+ bi](co) = axi + by j  tenglik o‘rinli. Bundan matematik kutilm- 
aning ta’rifiga ko‘ra:

M(a£ + bn) = Z Z (o x , .+ by j ) p ( Co) = Z Z f" * »  + ЬУ, ) p ( a >B j)  =
I'-I ;=1 M >-1

=Z ax* t  p ( 4 * , ) + Z  Ч -Z  P W = * | > л д ) +
/-I y-l ИI м  M

s

+ b £ y j p (Bj )  = aM£ + bMi).
-M s

2°. Agar £ £ 0  bo‘lsa, (3) munosabatdan x( > 6  bo‘ lgani sa­
babli A/| £0. Agar | >77 bo‘lsa, u holda £ =V + (£ ~rt )  tenglikdan 
l°-xossaga ko‘ra M g = Mtj + M(% - ;/ )  boMgani sababli M£ > Мц 
kelib chiqadi, chunki £. >77 tengsizlikdan M ( £ - r i ) > 0 .

3°. €  = = ̂ У/вХ°>)  va ISfc'V boMsin. U holda
*-i > 1

c o e  AjBj munosabatdan ixtiyoriy i , j  uchun|x;|< у  ekanligi kelib 
chiqadi. Shu bilan birga

f j P(AtBj )= P (B i )  va Z p (AjBj)  = P(A,)
Ы /-1

tenglikiar o‘rinli. Bundan foydalanib va absolut yaqinlashuvchi qator- 
ning hadlarini ixtiyoriy tartibda yig‘ ish mumkin ekanligini hisobga 
olib, quyidagini topamiz:

M i = s  - Щ - ф Л
/-1 /-1 M y-l

-  Z  y> Ё p ( ) =Z  y A Bj ) = Mri <m ■
/-1  /-1 y-i
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3-§. Tasodifiy m iqdom ing m atem atik kutilm asi (um um iy hoi)

2-teorema. Agar {£„(<*>)} -  diskret tasodifiy miqdorlar ketma- 
ketligi g ( c o )  tasodifiy miqdorga tekis yaqinlashsa, u holda M gn mate­
matik kutilmalar ketma-ketligi Koshi ma’nosida fundamental bo‘ ladi. 

Isboti. g  -  diskret tasodifiy miqdor uchun

|M|| =
/ /=i

sup |х,-1 — sup (ю )] (5)
i  <05 S i

munosabat ocrinli. Bundan foydalanib, quyidagini topamiz:
|щ „  -  Щ т |= \M(Z„ -  )| < sup|^„ (со ) ~4m (со )| -> 0, n, m  -> со.

toeCX
Demak, {Mgn } ketma-ketlik fundamental ekan. Teorema is- 

botlandi.
3-ta’rif. g  = ^ (й ) ) - (П Д Р )  ehtimollar fazosida aniqlangan 

tasodifiy miqdor, g n((o )  esa g(<o) tasodifiy miqdorga tekis yaqin- 
lashuvchi diskret tasodifiy miqdorlaming ixtiyoriy kctma-ketligi boM­
sin. U holda g  tasodifiy miqdoming matematik kutilmasi deb ushbu

M g  = lim Mg
qiymatga aytiladi.

2-izoh. Yetarliclia katta n  sonidan boshlab M gn matematik
kutilmalar bir vaqtda yoki mavjud, yoki mavjud emasligi ravshan. 
Oxirgi holda M g  mavjud emas deyiladi.

g  tasodifiy miqdoming yuqorida keltirilgan ta’rifi ma’noli 
ekanligini kocrsatamiz.

Birinchidan f Q j ,P )  fazoda aniqlangan ixtiyoriy g  tasodifiy 
miqdor uchun unga tekis yaqinlashuvchi diskret tasodifiy rr'iqdorlar- 
ning ketma-ketligi mavjud.

Haqiqatan ham, har qanday natural n  va butun к sonlar uchun
к  *+lVA: -e / \ A’+l) i к e A+l I

n H i \ П n
CO

va = Q munosabatlar o‘rinli.

Яn n



£(®)= Z f v f a O  (6)
*=-oo «

deb belgilaymiz. U holda ||Дсв)--£(#)|<Д .

Ikkinchidan, agar £„(<<>) va r]n(co)  diskret tasodifiy miqdorlar 
ketma-ketligi tasodifiy miqdorga tekis yaqinlashsa, u holda

limM£ = limMn
Я — X »  «-><0

tenglik o‘ rinli> ya’ni M|, | tasodifiy miqdorga tekis yaqinlashuvchi 
4„(0>) ketma-ketlikni tanlashgavbogMiq emas.

Haqiqatan ham, (5) tenglikdan

munosabatning o‘rinli ekanligi kelib chiqadi.
Matematik kutilmaning ta’rifidan va 1-teoremadan bevosita 

ushbu teorema kelib chiqadi.
3-teorema. 1°. £ va 77 tasodifiy miqdorlar Af£ va Mrj mate­

matik kutilmalarga ega bo* lib, a  va b  -  ixtiyoriy sonlar bo‘ lsin. U 
holda M{a£ + br]) mavjud boMib,

M(a£ + brj) = aMt; + bMr\
tenglik o‘rin!i boMadi.

2°. Agar £ > 0 boMsa, u holda Mg'Z. 0 1. Agar Me, va M 77 

matematik kutilmalar mavjud boMib, £ >77 bo*Isa, u holda ME >Mij 
boMadi.

3°. Agar ME, chekli boMsa, u holda Mrj ham chekli boMadi. 
Agar |£| <77 boMib Mi7 chekli bo‘ lsa, u holda Ml; ham chekli 
boMadi.

Bu teorema diskret tasodifiy miqdorlar uchun isbotlangan 1-teo- 
remaning analogidan iborat.

1 M usbat taso d ifiy  m iqdorlam ing m atem atik kutilm asi har do im  mavjud.
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4-teorema (m atem atik  kutilm aning m ultip likativ lik  xossasi). 
Agar £ va rj bogMiqsiz tasodifiy miqdorlar boMib, M g  va Mrj 
matematik kutilmalar chekli boMsa, u holda

M g  • rj = M g  • Mrj
tenglik o‘ rinli.

Isboti. g  va rj tasodifiy miqdorlar bogMiqsiz boMsin. Agar g  va
00

r) diskret tasodifiy miqdorlar boMib, ^ = т1=^ У ^ в \ С0)
Ы /=1 f  

kocrinishga ega boMsa, u holda ixtiyoriy j  butun sonlar uchun
P[AkB^  = P(Ak)' P(Bj)  tenglik o£rrnli. Demak,

Mg-rj = M
^ k=] /=1 у  Л*=1 A-l jss1.

со

= y A B j ) = щ  • Mr7 .

A=l y=l

Agar £ va /7 tasodifiy miqdorlar bogMiqsiz boMsa, u holda (6) 
formula orqali ifodalangan g n(co) va

4n(o>)= X  f W ® ) ’
j= —< 0 J  v

diskret tasodifiy miqdorlar ham oogMiqsiz boMadi. Demak, yuqorida 
isbotlanganiga ko‘ra, M gnrjn = M gnrjn ter ̂ lik o‘rinli. g„ (o ) )  ketma-
ketlik g{&>) ga rjn(co) ketma-ketlik ?/(ft>)ga tekis yaqinlashgani
uchun g  (© )•rfn\G)) ketma-ketlik £(<y)*/7(# )ga  tekis yaqinlashadi.
Demak, matematik kutilmaning ta’rifiga ko‘ra

M g  • rj = lim M g j l n = lim M gnrjn = lim M gn lim Mrjn = M g  • M rj .

Teorema isbot boMdi.
1-natija. Agar g ]yg 2,...,gn bogMiqsiz tasodifiy miqdorlar boMib. 

ular chekli matematik kutilmalarga ega boMsalar, u holda

tenglik o‘rinli.
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5-teorem a (M onoton yaq in lash ish  h aq idag i teorem a). —

m anfiy boMmagan tasodifiy m iqdorlar ketm a-ketlig i uchun 
£ , < ^ , , / 7  = 1 , 2 ,... va lim 4 n( c o )  = 4 ( c o )  munosabatlar o ‘r in li bo ‘ lsin.

A gar M£,n matematik kutilm alar mavjud boMib, su p M ^ < co  boMsa,
n

u  holda 4  tasodifiy miqdorning matematik kutilm asi chekli boMib, 
M §  = lim M ^n tenglilc o ‘rin li boMadi.

Isboti. 0< £ w(a>)<£(<») boMgani uchun 3 teorem aning 2 - 
xossasiga ko‘ra  0 < M£n < Ml;  va

lim M%n < Ml;  . (7)
n—ffo

соoj ’ ll

va %  = (® ) bo 'lsin . U

holda lim  ̂ nk -^n  m unosabatlar o ‘rin li. rjk = m ax l ;nk sod-
А '-* »  1<,n<k

da tasodifiy m iqdor va 0<  rjk = m ax£;;jt < m ax 4nk*\ =71k+\ boMgani
1£пйк 1<и̂ £+1 *

uchun ?jk monoton o‘ sadi. 77 = U1T177,. boMsin. U holda har bir к uchun
A - >  CO

77 A < l;k ekan ligidan
lim M l;k = M j]<  lim M & . (8)
k-> 00 k— >*1

Shu b ilan  b irga, n < k  bo‘l s a , <i]k < 7 7  va bundan к  -»<x> deb bar­
cha n  lar uchun ^  < 77 tengsizlikn ing o ‘ rin li ekan ligin i hosil q ilam iz. 
Demak, £ < 7 7  va MS, < Mrj  tengsizlik lar, (7 ) va (8 )  munosabatlar 
bilan b irga teorem ani isbotlaydi.

Diskret tasodifiy miqdorning matematik kutilm asi

к
Form ula orqali ifodalanishi b izga maMum. Q uyida absolut uzluksiz 
tasodifiy m iqdorlam ing m atem atik kutilm asini hisoblash formulasini 
keltirib  chiqaram iz.

6-teorem a. A gar щ tasodifiy miqdor />.(*) z ich lik  funksiyaga 
ega  boMib,

00
J \x\p^{x)dx<<x>

-oo
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bo4Isa, u holda

M £ =  J'xP '(x )d x  (9)
-ю

tenglik  o ‘rin li.
Isboti. B iz p^(x)  R im an m a’nosida integrallanuvchi va (9) teng-

likning o ‘ng tomonida R im an xosmas integrali turibdi deb, faraz 
q ilam iz (teoremaning isboti Lebeg integrali uchun ham о ‘ гтИ).

hodisalar va sodda
l Z  1  } Ы -п % п  1

tasodifiy m iqdorlar ketm a-ketlig in i kiritam iz. U holda lim  M g n = M g
/I—>03

tenglik  o ‘ rinli. Shu b ilan birga
k+1

h2m- 1  x h2$-1 r 2"
Z  ^Г Р (Л -)=  S

k=-n2M L k=—n2ri Z
2”

va
*+1 A+l

*  *y-\ 2" ,,2n-\ k , 1 2"
Jjjp(*)<fe = X  X  -Г5- X

- n  к=-п2" _к_ к=-п2П —
2" ~ 2й

*±L
]  п2п 2п j  ■*>

< — н ]Г J p (x )d x < — + \xp(x)dx
П Ь=-п2п Ш П -со

2”

munosabatlar 0 ‘rin li.

J x p ( x ) d x m „  -  1  xp{x)dx
—И -ОЭ

tengsizliklardan /7 —> ooda (9) tengsizlikn ing ocrin li ekan lig i kelib chi­
qadi.

Endi absolut uzluksiz tasodifiy m iqdorlam ing m atem atik kutil- 
m asini hisoblashga doir bir nechta m iso llaf keltiram iz.
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7-misol. £ — [a ,6] oralig'ida tekis taqsimlangan tasodifiy miqdor 
boclsin. Bu holda x< a  yoki x > b  boMsa, p(x) = 0 ekanligini hisob­
ga olsak,

Mq  = f xp(x)dx = f-^—dx = —• - —— =
Ъ J }b - a  2  b - a  2—oo a

Kutganimizdek, MS, soni [a ,b ]  oraliqning o‘rtasi bilan ustma-ust 
tushar ekan.

8-misol. ( a ?cr) parametrli normal taqsimotga ega bo'lgan S, ta­
sodifiy miqdorning matematik kutilmasini topamiz:

Щ  = J  хФа,ЛХ)( к = J  —^ - eXP*
—00 —00 у

Oxirgi integraida y - ^ X almashtirish bajarib, quyidagiga 
ega bo‘ lamiz:

jx - a ) ' dx.

J ^ exp!<-Z-
—oo

dy=

СГ ° °  f  ^ °°J V e x p j-^ -  d y  + a  \(j>{y)dy = a .
-co I -00

Bu yerda birinchi integraida integrallanuvchi funksiya toq funksiya 
boMgani sababli nolga teng, ikkinchisi esa standart normal zichlik 
funksiyadan olingan integral boMgani uchun birga teng. Shunday qilib, 
M £=a9 y a ’ni normal taqsimotning birinchi parametri uning mate­
matik: kutilmasidan iborat ekan.

9-misol. S, tasodifiy miqdor Koshi zichlik funksiyasiga ega 
boMsin:

1K m =
7U(  l + X 2 )

00 \x\dx
U holda f———— = oo boMgani uchun, £ ning matematik kutilmasi 

* (!+ *)
mavjud emas.

1 0 -misol. ( а ,Я ) -parametrli gamma taqsimotning matematik 
kutilmasini hisoblaymiz. Gamma taqsimotning zichlik funksiyasi
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0, x £ 0,

Pz(x) ^ i  Ааз*-1е- Лх >x > 9
|  Г(а) 

boMgani sababli
\лк *сЛа ха  -Ax*  1 a  - m i  Г ( а + 1 )  aM l  = ----- e dx =------ \u e du = —----- = —.

*  0J Г ( а )  Я - Г ( а )  '  Я Г ( а )  Я ‘

4- §. Tasodifiy miqdor funksiyasining matematik kutilmasi

£ (Q.Jl,P) ehtimollar fazosida aniqlangan tasodifiy miqdor 
boMib, g (x ) esa R da aniqlangan biror Borel funksiyasi va rj = g ( g )  
boMsin. U holda 77 ham ( А Д Р )  fazoda aniqlangan tasodifiy miqdor 
boMadi (II bob, 2-teorema). Uning matematik kutilmasini hisoblash 
uchun II bob 7-§ dagi formulalardan 77 tasodifiy miqdoming taqsi- 
motini topib, so‘ngra avvalgi paragrafdagi ta’rifdan foydalanish 
mumkin. Ammo biz boshqa, qulayroq usulni qoMlaymiz.

A w al x,, x2, ...qiymatlarni p k = P ( g  = xk) ehtimollar bilan 
qabul qiluvchi £ diskret tasodifiy miqdomi ko‘ramiz. Bu holda 
7  = g(£ ) tasodifiy miqdor g(*,),g(x>),...,g(x*),... qiymatlarni p k 
ehtimollar bilan qabul qilishi bizga maMum. Shuning uchun ham, agar

w

i=l
shart bajarilsa, u holda 77 tasodifiy miqdoming matematik kutilmasi

Afij = Mg(4 ) = £g(x,)/>,
Ы

formula orqali aniqlanadi.
Endi £ tasodifiy miqdor absolut uzluksiz boMib, рЛх) uning

zichlik funksiyasi boMgan holni qaraymiz.
7-teorema. Agar g  p s (x) zichlik funksiyaga ega boMib, g (x )  R

da aniqlangan uzluksiz funksiya boMib,
00
\\g{x)\pAx)dx
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integral absolut yaqinlashsa, u holda
CO

Mt] = Mg{£) = J  g ( x ) p 4 (x)dx 10)

tenglik o‘ rinli.
Isboti. Teoremani avval [a,b\ oraliqda aniqlangan uzluksiz g (x )  

funksiya uchun isbotlaymiz. Har qaysi я  = 1,2,... sonlar uchun
b - a .  . .  [ 0 ,x * [ a , b ) ,  

= a  +------ k va S nW  = deb belgilaymiz.

£ > 0 ixtiyoriy musbat son.bo‘ lsin. U  holda faqat s  ga bogMiq 
boMgan shunday nQ natural son topiladiki, barcha n> n0 va har qan­
day x e[a ,b\  sonlar uchun |g„W -gW |< 5 ^engsizlik o'rinli,ya’ni 
g n(x) funksiyalar ketma-ketligi gO ) fimksiyaga [a .b]  oraliqda tekis 
yaqinlashadi. rin = g„(4)  sodda tasodifiy miqdorlar ketma-ketligini 
kiritamiz. Yuqorida isbotlanganiga ko‘ra rjn tasodifiy miqdorlar 
ketma-ketligi rj = g (| ) tasodifiy miqdorga tekis yaqinlashadi. Demak, 
matematik kutilmaning ta’rifiga ko'ra,

lim Mg№)=Mg<£). (II)

Ikkinchi tomondan,
xnk

M g„{ t)  = Yl g ( x,.k) J  PSM dx=  \g„(x)p;(x)dx. 
ы  Ш& -i  a

Bu tenglikdan va yuqorida isbotlangan |g„(*)-g(*)|<^ tengsizlikdan
n > n0 sonlar uchun

f g ( x ) p ^ x ) d x -M g n( g ) <6

tengsizlik kelib chiqadi. Bundan, (11) tenglikga ko‘ra (10) formulaga 
kelamiz.

Endi ^ (x) >0 boMgan holga o‘tamiz. Ushbu

s,Xx) = L  i i
0, M  > n
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funksiyalar ketma-ketligini kiritamiz. ij„ = g „(4) tasodifiy miqdorlar 
ketma-ketligi rj = g ( 4 )  tasodifiy miqdorga monoton yaqinlashadi. 
Monoton yaqinlashish haqidagi teoremaga ko‘ra Mg„(4)T M g (4 ) 
munosabat o'rinli. Bundan va

a  со

Mg„{4)= \ g (x )p t (x)dx-> \ g (x )p ( (x)dx
—п  -Л

munosabatdan (10) tenglik manfiy boMmagan g (x )  funksiyalar uchun 
o ‘rinli ekanligi kelib chiqadi.

Umumiy holda,
g (x ) = max{ g (x ) ;0} + min{ g (x ) ;0 j  =

tenglikdan va teoremaning musbat g(x) funksiyalar uchun o‘rinIi ekan- 
ligidan,

M g(Z >  V g ( £ ) -M g -{ 4 ) =  ] g 4 x ) p ^ x ) d x -  ) g - ( x ) P i{x)dx =
-со -CO

oq

= \g(x )P i{x)dx.
-«>

Teorema isbot bo‘ ldi.
3-izoh. (10) formula g (x px25...,xw) funksiya Rn fazoni R fazoga

akslantiruvchi n  o‘lchovli uzluksiz funksiya boMgan umumiy holda 
ham o'rinli ekanligini yuqoridagi kabi isbotlash mumkin. 
£ = (£,,...,£„) n  oMchovli tasodifiy vektor absolut uzluksiz boMib, 
p • ^ (Xi3...9xr )  uning zichlik funksiyasi boMsin. U holda matematik 
kutiima

00 о

= f- •' J • ■ ■ dx„
—во —CO

formula orqali hisoblanadi.
4-izoh. Tasodifiy miqdorning taqsimot qonunini yozish maMum 

qiyinchiliklarga olib keladigan ba’zi hollarda matematik kutilmani 
hisoblash uchun ( 10) formuladan foydalanmav, balki boshqa (mate­
matik kutilmaning xossalaridan foydalanuvchi) turli usullar ishlatiladi.
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11-misol. Standart normal taqsimotga ega  bo*lgan E, tasodifiy
miqdorning maternalik kutilmasi

i] - o E ,  +a  tasodifiy miqdor (я ,сг2) parametrli normal taqsimlangan
boMsin. U holda, matematik kutilmaning additivlik xossasiga ko‘ra 
Mrj = a -  ME, + a  = a  ekanligi kelib chiqadi. Bu tenglikni biz 8-misol- 
da keltirib chiqargan cdik.

12-misol. n  ta bogMiqsiz tajribalardan iborat boMgan Bemulli 
sxemasida, kuzatilayotgan A .hodisaning ro‘y  berishlar soni ц  ni 
ц  =/i, + / / 2 + ... + /*„ yigMndi shaklida ifodalash mumkin, bu yerda 
ц .  -  A hodisaning y'-tajribadagi ro‘y  berishlateoni. U holda

MUj = 0-.q + i- p  = p
boMgani uchun matematik kutilmaning additivlik xossasiga ko‘ra

Mrj = Mrjx + Mrj2 +...+ Mrja = np
tenglik kelib chiqadi. Bu 2-misoldagi natija bilan bir xil, ammo juda 
kam hisoblashlar yordamida olingan.

5-§. D ispersiya. Yuqori tartib li moment la r

Tasodifiy miqdorni sonli xarakteristikalaridan yana biri uning 
dispersiyasidan iborat.

4-ta ’ rif. £ tasodifiy miqdorning dispersiyasi deb Dt;=M(g-Ml;)2 
songa aytiladi. <т = у [ щ  qiymatga £ tasodifiy miqdorning o‘rta  
kvadratik  chctlanishi yoki standart chetlanish deyiladi.

DE, dispersiya E, tasodifiy miqdorning qiymatlari uning matema­
tik kutilmasi atrofida qanday tarqalgan ekanligini xarakterlovchi 
sondan iborat.

Dispersiyaning ba’zi xossalarini keltiramiz:
V.Dg = Af£2 -(A/£)2.
Haqiqatan ham,

= Щ ) 2 = М(£1-2{£М 4)+ (М 4)2) =

= M 42 -  2M4 ■ M4 + ( Щ ) 1 = щ ' 1 -  (M |)2.
94



2\ Agar £ tasodifiy miqdor yagona o'zgarmas С sonni 1 ehtimol
bilan qabul qilsa, ya ’ni P g  = C) = 1 bo‘Isa, u holda Щ  = 0. Darha-
qiqat, MC=C tenglikdan DE, = M g  -  С)2 = (С -  C)2 ■ 1 = 0.

3 . Ixtiyoriy С  soni uchun D(C£) = С2Щ , D g  + C) = D% teng- 
liklar o‘rinli.

Isboti.
£>(C£) =M(C£ - M C ^ f  = M(C4 -  CM4)2 = C2M g  -  M |)2 = с гщ .  
Щ  + С)=М(£ + С - Щ  + О )2 -  M g  -M 4  + C - Q 2 = M g -M £ )2 = щ .

4 . Agar £ va /7 o‘zaro bog‘ liq bo‘ lmagan tasodifiy miqdorlar 
bo‘ lsa, u holda D(g + tj) = Dg + Drj tenglik o ‘rinli.

Isboti. Matematik kutilmaning additivlik xossasidan foydalanib 
quyidagini topamiz:
щ  + п)  = M g  - Щ )2 + 2M g  -  M4)(rj - Mr/)+ M(ri-MTJ)2 = D4 + Dn, 
bu yerda £ va r\-Mr\ tasodifiy iniqdorlaming bogMiq
emasligidan M g  -  M ^ ) ( t ]  -  A/77) =  M(£ ~  M£)M(t] -  M tj)  = 0  teng­
lik kelib chiqadi.

4-xossa faqat ikkita emas, balki juft-jufti bilan bogMiqsiz boMgan 
n  ta tasodifiy miqdorlar yigMndisi uchun ham o‘rinli ekanligini ko‘rish 
qiyin emas.

13-misol. (n. p )  parametrli binomial taqsimotga ega boMgan ц  
tasodifiy miqdoming dispersiyasini hisoblaymiz.

p  tasodifiy miqdoming dispersiyasini hisoblash uchun l .xos- 
sadan foydalanamiz. M p  matematik kutilma 2-misolda topilgan edi: 
M fi -  np. Endi M p 2 matematik kutilmani hisoblaymiz:

-  Ш - л

= np (M p ( n - l ) + l )  = n p ( ( n - l ) p + l )  = (np )2 + npq. (12)

Demak, Dp = M p : = n p q . (12) natijaga quyida keltirilgan
usul bilan osongina kelish mumkin: p ( n )  tasodifiy miqdomi n  ta
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bogMiqsiz tajribalardan iborat boMgan Bernulli sxem asida kuzati- 
layotgan A hodisaning ro ‘ y  berishlar soni ekan lig in i hisobga olib , uni

ko‘ rinishdagi yigMndi shaklida ifodalash mumkin, bu yerda orqali 

y-ta jrib ada A hodisa ro4y  bersa 1, aks holda 0  q iym at qabul qiluvchi 
tasodifiy miqdor belgilangan. Har bir qo ‘ shiluvchining dispersiyasi

Dfiij = ( 0 -  A#/!,)2 • f  + (1 - Mf i j  )2 p  = (- p ) 2 q  + ( 1 -  p ) 2 p  =

= p 2q  + q 2p  = p q ( p  + q )= p q  
va f i J9 j  = 1,2, . . . ,n  tasodifiy m iqdorlar b irgalikda bogMiqsiz boMgani 

uchun 4-xossaga ko ‘ ra ushbu t
D u  = D p (n )  = D/i, + D/j 2 + ...+  D p n = npq

tenglikka kelam iz.
14-m isol. Я parametrli Puasson taqsim otiga ega boMgan £ taso­

d ifiy  miqdorning dispersiyasi topilsin.
Buning uchun biz d ispersiyan ing 1 -xossasidan foydalanam iz. 

B izga Л/£=Я ekanligi maMum (3-m isol). M%2 matematik kutilmani 
hisoblaym iz:

М & щ ± т = A S  k - g L e - *  = a £  Q + =
* * 0  K • A:=l > 0

'° °  M  -A .Z y V A + l V A » a - ( ^ + i ) = a * + a ..
U-o >=0

. =A

Shunday qilib ,
Щ  = М $ г - ( Щ г )  = AJ + A - A 2 = A , 

y a ’ni Puasson taqsim otining dispersiyasi ham, uning matematik 
kutilm asi kabi A param etrga teng ekan.

15-m isol. \a,b\ oraliqda tekis taqsim langan £ tasodifiy
miqdorning d ispersiyasi ( 1 0 )  formulaga asosan topiladi:

, b+a^ I b+a \ 3.1 {b-a)2
2~ J i j = —
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D £ = aj ( x - a ) 2<fia/T(x )d x=  ji?^|Lexp!j (*~a)
-40 —00 * ^  1

16-m isoI. { a 9o 2^  p aram etrli norm al taqsim otga ega  bo ‘ lgan  g

ta so d if iy  m iqdorn ing d isp e rs iy a s in i topam iz :

2 a 2
\dx.

Bu integralda у  = - — ̂  alm ashtirish bajarib. quyidagini hosil qilam iz:
/Т

dv .

deb olib.Hosil bo‘ lgan integralni v = -™=-, d u  = y e x p \ ——
yj2n  [ 2

boMaklab integrallaym iz:

Щ - = а 2 J - ^ = e x p ! j d y = a 2 J <f>(y)dy=<r2 .
“ 0 0  ’  ^  I  J  —CO

Demak, ( o,<t 2) parametrli normal qonun bo‘y icha taqsim langan taso­

d ifiy  miqdorning d ispersiyasi uning ikkinchi param etriga teng ekan.
17-in iso l.(or,A)-parametrli gamma taqsim otning d ispersiyasin i

hisoblaym iz. M £ = — ekanligin i hisobga olib , dispersiyaning 1 -
A

xossasidan foydalanam iz:

Щ *  = = _ i _ V +,c - >  = - \ a+2). = ? ( g t ! 2 .
о Г ( a )  A2r ( a ) 0J А2Г (а )  A2

^  = M£2 - ( M g ) 2 = ^ l - £ l  = 4 .
Я Я2 я2

5-ta ’ r if .  g - (Q ,^ ,P ) ehtim ollar fazosida aniqlangan tasodifiy 

miqdor va k>  0  biror son bo‘1sin. A gar Л/|||* matematik kutilma mav­

jud  bo‘ lsa, u holda ak -  M g k songa g  tasodifiy m iqdoming A-tartibli

boshlang‘ ich m om enti, mk = Л/|£|* songa esa uning A-tartib li 
absolut momenti deyiladi.

g  -  M g  tasodifiy m iqdoming momentlarini m arkaziy  
m om entlar deyilad i.
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Agar M g = 0 boMsa, u holda markaziy moment boshlangMch 
momentga teng bo‘ ladi. £ tasodifiy miqdorning birinchi tartibli 
boshlangMch momenti uning matematik kutilmasi bilan, ikkinchi 
tartibli markaziy momenti esa dispersiyasi bilan ustma-ust tusbadi.

18-mi sol. (Normal taqsimotning markaziy momentlari). £ taso­
difiy miqdor (a,cr2) parametrli normal taqstmotga ega boMsin. U hol­
da = a, D% = a 2 ekanligi bizga maMum. §  tasodifiy miqdorning 
markaziy momentlarini hisoblaymiz.

Agar m  toq boMsa, u holda f3m = 0 boMadi, agar m  juft boMsa

19-misol. Я -parametrli ko‘rsatkichli taqsimotga ega boMgan £ 
tasodifiy miqdorning yuqori tartibli momentlari hisoblansin.

Yechish. £ tasodifiy miqdorning zichlik funksiyasi

£ ning /с-tartibli momentini 7-teoremadagi (10) formuladan foyda- 
lanib topamiz:

Bu yerda z = — -  almashtirish bajarib, topamiz:tT

V2 jr 0J

^ -=  t almashtirish bajarib quyidagiga ega boMamiz:
2

= l - 3 - - ( 2A- l ) c r 2* = ( 2 * - l ) !  l a 2k.

[.Л- ё~Ях ,x>0,
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ак = М|* = }**A -e - kxck  = X™\xke - kxck = \ ] t ke - 4 t  = X̂ L .z J a* J i яо о л о л
Agar Аг musbat butun son boMsa, r ( j t + 1) = A:! va ak =— .

Л

6-§. Asosiy tengsizliklar

Matematik analiz kursidan bizga ma’ lum boMgan yigMndi va 
integrallar uchun isbotlangan ko‘p tengsizliklar ehtimollar nazariyasi 
va matematik statistika kursida ham keng qoMlaniladi. Shu bilan birga 
ehtimollar nazariyasining o‘ziga xos boMgan tengsizliklari ham 
mavjud. Bu tengsizliklarning barchasida matematik kutilma va yuqori 
tartibli momentlar ishlatiladi. Bu paragrafda biz bunday tengsizlik­
larning eng muhimlarini keltiramiz.

Yensen tengsizligi. Agar M|||<oo va g (x ) botiq funksiya 
boMsa, u holda

M g(g )> g{ M l ; )  (13)
tengsizlik o ‘rinli.

Isboti. g (x )  funksiya ( a ,b )  ( -о о ^ ж Л ^ со ) intervalda aniqlan­
gan boMsin. Agar ixtiyoriy x]4x2e  (ayb)  va istalgan Q<0<1 sonlar 
uchun ushbu

g ( 0  • лг, + (1 -  в )х2) S  в  • g ( Xl) + (1 -  в  ) g (x 2) (14)
tengsizlik o‘rinli boMsa, u holda g (x )  funksiya (a>b) intervalda botiq 
deyiladi.

x0e  (a ,b )  ixtiyoriy son boMsin. U holda a< x t <x0<x2<b 
tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy x]yx2 sonlar uchun

g(x\)-g(x0) ^ g (x2) - g (x 0) '
*i-*o x2-xo

tengsizlik o‘rinli. (IS) tengsizlikni isbotlash uchun (14) ifodada

q = £2—Ъ. ^еь olish kifoya. (15) tengsizlikdan

и  -

x\<xq  Д1 ” Х0  *2  > 4  X j - X q
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tengsizlikni qanoatlantinivchi o'zgamias С soni mavjud ekanligi kelib 
chiqadi. Oxirgi tengsiziik o‘z navbatida

g (x )> g (x 0)  + C - (x -o )  (16)
ko‘rinishdabo‘ ladi.

5-izoh. Agar g(x) funksiya ikkinchi tartibli hosilaga ega bo‘lsa, 
u holda uning botiqligi g"(x) > 0 (a  < x < b) tengsiziik bilan aniq- 
lanadi. Bu holda (16) tengsizlikda С = g'(*o) deb olish mumkin.

(16) tengsizlikda л;0 = M£,y x = % deb va uning har ikkala tomo- 
nidan matematik kutilma olsak, (13) tengsiziik kelib chiqadi.

Lyapunov tengsizligi. Ixtiyoriy musbat r  < s  sonlar uchun

■ ■  , L у ? « a 'SZ
s/S . |r

Bu tengsizlikni isbotlash uchun g ( x )  = x/r botiq funksiya va |£|
tasodifiy niiqdoriarga Yensen tengsizligini qo‘ llash kifoya.

Gyolder tengsizligi. r>  1, y>  1, Y r ^ Y s ' ^  sonlar va £,77

tasodifiy miqdorlar uchun <co,A/|//|J <00 munosabatlar o'rinli
boMsin. U holda

(17)

Isboti. g (x ) = - l n x , x > 0  funksiya (0,co) intervalda aniqlangan 
botiq funksiya bo‘lgani tufayli (13) tengsiziik o‘rinli, ya ’ ni ixtiyoriy 
x,, x2 > 0 va istalgan 0 < Q < 1 sonlar uchun

ln(x,0  + x2 ( i - 0 ))>.0 ,lnxl + ( l - 9 ) l n x 2 = ln (x/  • x'2 e  )

tengsiziik o'rinli. Endi X\=\ar , x2 = |б|4,; 9 = - ,  1 -0 = 4 - deb olsak, 

u holda

ИН1 1  r  s
tengsizlikning ocrinli ekanligi kelib chiqadi. Bu tengsizlikda

I

a  = —-J-,b =----- -—ту deb (biz М Щ  *  О Д Ы ’ *  0 deb faraz
rVrw ) r i #i
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qilamiz, aks holda (17) tengsizlik trivial bajariladi), hosil boMgan 
tengsizlikning har ikki tomonidan matematik kutilma olsak, biz 
Gyolder tengsizligiga kelamiz.

7-§. Chebishev tengsizligi

g  tasodifiy miqdor va H (g )  = I^>0̂ esa {£> 0 } hodisaning
indikatori bo‘ lsin. H (g )  fimksiyaga Xevisayd funksiyasi deyiladi.

g  > 0 — manfiy boMmagan tasodifiy miqdor va a > 0  — ixtiyoriy 
musbat son boMsin. Ushbu bevosita tekshiriladigan

Н £ - а ) Лa
tengsizlikning har ikki tomonidan matematik kutilma olib (3-teore- 
maning 2L -punktiga ko‘ra bunday qilish mumkin), ushbu

P t f > a ) < ^  (18)a
Markov nomi bilan ataluvchi sodda, lekin juda ham foydali teng­
sizlikni hosil qilamiz. Agar g  musbat va chekli matematik kutilmaga 
ega boMsa, bu tengsizlikdan g  tasodifiy miqdoming berilgan a  qiy- 
matdan katta boMish ehtimolining yuqori chegarasi kelib chiqadi. Shu 
bilan birga M g  qancha kichik boMsa, bu chegara shuncha kichik 
boMadi. Agar M g < a  boMsa, (18) aniq tengsizlik boMadi, ya ’ni 
shunday g  tasodifiy miqdor mavjudki, uning uchun M g  oldindan 
aniqlangan (berilgan) qiymatga ega va (13) munosabatda tenglikka 
erishish mumkin. Masalan, agar g  tasodifiy miqdor 0 va a  qiy-

M £ MEmatlami, mos ravishda 1 -------va —— ehtimollar bilan qabul qilsa,
a a

bunday tenglik o‘rinli.
Endi musbat boMishi shart boMmagan, ammo M g  va M g 1 

matematik kutilmalarning qiymatlari chekli boMgan g  tasodifiy miq- 
domi olaylik. Yuqoridagi kabi

tengsizlikni har ikki tomonidan matematik kutilma olib
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munosibatni hosil qilamiz (bu yerda m -  ixtiyoriy haqiqiy son), y a ’ni 
biz S, tasodifiy miqdorning m  dan berilgan a  qiymatga chetlanish
ehtimoli uchun MS, va MS,2 matematik lcutilmalar orqali ifodalangan

kichik qiymatiga m=M% bo‘ lganida erishadi.
(19) tengsizlikda m = MS, deb olsak, biz Chebishev tengsiz-

*
ligini hosil qilamiz:

bu matematik kutilmadan a  qiymatga chetlanish ehtimolini £ taso­
difiy miqdorning dispersiyasi bilan bog6laydigan juda muhim teng­
siziik.

Agar £ tasodifiy miqdor nolga teng dispersiyaga ega bo‘ lsa, 
ya ’ni M ( £ - M £ ) 2 = 0 bo‘lsa, u holda S, o6rta  kvadratik ma'noda

kv ky
qiymatga teng deymiz va £= MS, deb yozamiz. Agar %=М% 

bo‘lsa, Chebishev tengsizligidan ixtiyoriy kichik musbat son a  uchun 
P(\% -  MS,\< a)=  1 tenglik o‘rinli yoki 1 ehtimol bilan S, = M% ekan­
ligi kelib chiqadi.

8-teorema. g (x )> 0, £ tasodifiy miqdorning qiymatlar soha- 
sida kamaymaydigan funksiya bo‘lib, Mg(%) matematik kutilma mav­
jud boc Is in. U holda har qanday a>  0 uchun

ifodaning har ikkala tomonidan matematik kutilma olib isbotlanadi.

yuqori chegarasini hosil qildik. (£ -  r r i f  kvadratning matematik kutil­
masi M (g - m ) 2 = MS,1 -  ImMS, + w2, m  bo‘yicha o‘zining eng

tengsiziik o‘rinli.
Bu teorema ham (18) va (19) tengsizliklar kabi



2-natija. к  ixtiyoriy natural son va М\%\ <00 boMsa, u holda har 
qanday musbat haqiqiy son a uchun

tengsizlik o‘rinli.
Bu tengsizlikka /с - tartibli momentlar uchun Chebishev 

tengsizligi deyiladi.

8-§. Shartli ehtimol va shartli matematik kutilma

(С1,ЛР) “  ehtimollar fazosi va 27= {5 ,,52,...} to‘plam D. 
fazoni musbat oMchovli to‘plamlarga parchalanishi boMsin (bundan 
keyingi mulohazalarimizda barcha parchalanishlarni oMchovli deb 
faraz qilamiz va buni alohida qayd etib oMirmaymiz). U holda har

qanday A hodisa uchun P (A/Bk) = > к  = 1,2,... shartli ehti­

mollar aniqlangan boMadi.

m
tasodifiy miqdorga A hodisaning 2J parchalanishga nisbatan shartli 
ehtimoli deyiladi va P(A/QJ) yoki P(A/QJ)(co) kabi belgilanadi. U har 
bir BK to‘plamda o‘zgarmas P (A !Bk) qiymatgaega.

Shari l i  ehtimolning asosiy xossalari:
1) agar A va В birgalikda bo‘lmagan hodisalar boMsa, u holda 

Р(А + В/Ю) = Р(А/ЯЗ)) + Р{В/Щ  
Isboti. Quyidagi tenglikdan kelib chiqadi:

A-l

=! ( ж + p {b  / Bk) ) i Bk h b&)-
Ы i

2) Р(А/П) = Р(А),
3) MP(A/<8) = P(A).
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Isboti.

МР(А/<О) = М 4 в (0>)='£Р(А/Вк ) Р ( В к ) =

= ̂ P ( A B k)  = P  A \ jB k = Р( А) .
к=1 \к~  I ) )

A gar 2J p a rch a lan ish  7/ tasodifiy miqdor orqali vujudga kelsa, 

u holda q B shartli ehrim olga A hodisaning /7 tasodifiy miqdorga 
nisbatan shartli ehtimoli, yoki 77 yaratgan сг-a lgeb raga nisbatan 
shartli ehtimoli deyilad i:

P(A /77)  = P(A /cr(t])) = P(A/j])(co) .
6-izoh. 77 tasodifiy m iqdor u yaratgan^p arch alan islm ing  har 

qaysi elem entida o 'zgarm as boMgani sababli P(A / rj) = P(A  / <7 (77)) 
shartli ehtimolni A hodisa va 77 m iqdorlam ing (nomaMumlarning) 
funksiyasi shaklida ifodalash mumkin:

20-m iso l. £,77  bogMiqsiz tasodifiy m iqdorlar boMib, §  esa Я 
param etrli Puasson taqsim otiga, 77 esa  p  parametrli Bem ulli taqsi- 

m otiga ega  boMsin. Ak = { « e  +77 = A} hodisalam i k iritam iz. U 
holda

shartli ehtim ollar hisoblansin.
Y ech ish . A w a l ushbu tasdiqni isbotlaym iz.
A gar ikkita bogMiqsiz diskret £, va 77 tasodifiy m iqdorlar mos 

ravishda {x} va {>’} qiym atlarni qabul q ilsa , u holda

P(Ak /17), ft = 0 ,1 ,2 ,...

P(|+ 77 = z / ?7 = ^ )  = P ( | = 'z - y )
teng lik  o‘ rinli.

Haqiqatan ham, shaitli ehtimol form ulasiga ko‘ ra

(20)

Bundan 4; va 77 tasodifiy m iqdorlam ing bogMiqsizligidan

P ( £ = z - y ) .
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(20) tenglikni b iz ko‘ rayotgan hoi uchun qoMlab, quyidagini 
topamiz:

P ( A  'n )  =  P ( A  /ri =  0)I{n=0} (co) + P(Ak/j])I{ri=1] (co) =

= щ . = k ) i{ii=0](a>)+ § m = k - i  ) im m -

Bundan, £ tasodifiy miqdor Я parametrli Puasson taqsim otiga ega 
boMgani sababli

- л  Як
р к = Р (£  = к ) = е - л - ^ , к  = 0ЛЛ,.--

va shu munosabat bilan
P(A k /T])= PkI{n=0} (® ) + ft_ 1/{,;=1} ( c o )  = p k ( l - r j )  + p k_xrj.

Demak,

P W n )  = PoQ- -  *l) = ¥ %  -  Ш

Р(Аи /п )  = е~л — ( l - n )  + e~x —----- ?7 =
v *  "  k \ K u

Щ
Xuddi yuqoridagi kabi konstruksiya tasod ifiy  m iqdorlar uchun 

ham o ‘ rinli. (Q . ,$ ,P )  -  ehtim ollar fazosida 33={ S P5 2,...} p arch a- 
lan is li va chekli yoki sanoqli x,,x2, . . . e  R q iym atlarni qabul qiluvchi

CO

Z ((») = YJXkI Ak (")> A- = = 1,2,...
k=\

tasodifiy m iqdor berilgan boMsin. U holda har bir eye Q  va barcha 
к  > 1 butun sonlar uchun

P{A„ /Щ} = P{Ak /Ш}(©) — P{% = xk /3J}(®)'

shartli ehtim ollar aniqlangan va ular £ tasodifiy m iqdoming 
x[9x2. . . . e  R  q iym atlar to‘plam ida ehtimollar taqsim otini yaratadi. 
£ tasodifiy m iqdom ing 5J p a rc lia lan ish g a  nisbatan shartli matematik

kutilm asini Q  ni R ga  akslantiruvchi funksiya kabi (y a ’ni tasodifiy 
m iqdor kabi) an iq laym iz:

M g  / Ъ } (0) ) = £  X, P{ Ак / Щ ( с о )  = Х  xkP{£ = xk m } №  
k=l k=l
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Bu formulani qayta ifodalaymiz:

M {4 /97}(®) = I  x*P {Ak / ©}(со) = £ % £ p{ 4  й ; [ Iв (со> =
£=1 A=l > 1

OQ iptf 00

= I  h j  {co)Y.xkP{ й  IB J 1 = 1 %  m  ШШ IB j}.
]=i *=i • j - t  J .

Shunday qilib, £ tasodifiy miqdorning 93 parchalanishga 
nisbatan shartli matematik kutilmasi bu parchalanishning har bir B}

elementida A/|^/Sy |e R ga teng o‘zgarmas qiymatlarga ega boMgan 

tasodifiy miqdordan iborat ekan. Demak, M ^ / B . J -  93 parchala­
nishga nisbatan (03 parchalanish yaratgan ̂ сг-algebraga nisbatan) 
oMchovli funksiya ekan. Ixtiyoriy 93 oMchovli D to‘plam uchun 
{cos Q :M{%/93}e D} hodisa 53 dan olingan B/ to‘plamlaming 
yigMndisidan iborat boMadi, ya ’ni u 93 parchalanish yaratgan a -  
algebraga tegishli ekanligini qayd etishimiz lozim.

Endi 93 parchalanishga nisbatan shartli matematik kutilmaning 
asosiy xossalarini keltiramiz. Quyida keltirilgan tengliklarda uchragan 
tasodifiy miqdorlaming matematik kutilmasi mavjud deb faraz qili- 
nadi.

Ixtiyoriy g,7] tasodifiy miqdorlar, har qanday 93 parchalanish 
va ixtiyoriy a , b , c e  R sonlar uchun:

Щ M{a% + brj / 93} = aM{% /93} + ЬМ{т] / 93};
2 )М {4/ Щ  = М4;
3 )М { С / Щ  = С; ' 1

4) М{1Л1Щ=Р{А1ЧЗ}.
1)-4) xossalarning isboti shartli matematik kutilmaning ta’ri- 

fidan bevosita kelib chiqadi.
5) ixtiyoriy tasodifiy miqdor £ va 9J={fi,,B2,..} oMchovli ixti­

yoriy A hodisa uchun
M j = M { j AM { z m } }  (2 1 )

formula o‘rinli.
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Isboti. Haqiqatan ham, A hodisa 97 parchalanishga nisbatan 
oclchovli boMgani uchun, A = U  tenglik o‘rinli va

J :B jc A

М1л4 = ^ 4 { с о )Р { ( о} =  £  ££(<у)Р{й>} =
m A  J %B jcA (o sB j

= I  2  m {z /Bj }p (Bj )=
j if f jc A o K B j j ; B j c A

= £  М{|/Яу } £  P{a>}= £  Jl/{|/® }(< !))P{fl»}= ^¥ g f t
j\B fC .A  w s B j сое A

(21) tenglikdan toMa ehtimol formulasini umumlashtiruvchi 
ushbu muhim xossa kelib chiqadi:

N atija. Ixtiyoriy £ lasodifiy miqdor va ixtiyoriy 33 parcha­
lanish uchun toMa matematik kutilma formulasi o‘rinIi:

M 4=M M {£ /03}.
01={5p52s...} parchalan ish  va rj =rj(co) qandaydir tasodifiy 

miqdor boMsin. Agar 77 yaratgan 93 ̂  parchalan ish uchun 93,; cz93 
munosabat o‘rinli boMsa, bu holda 77 tasodifiy miqdorni

GO

'7 = '7 (« )  = 2 > Л ,  (®) 
f=l

shaklida ifodalash mumkin, bu yerda y i laming ba’zilari teng ham 
boMishi mumkin. Boshqacha aytganda, agar 77 tasodifiy miqdor 93 
parchalan ishning elementlarida (atomlarida) o‘zgarmas qiymatlar 
qabul qilsa va faqat shundagina u 93 ga nisbatan oMchovli tasodifiy 
miqdor boMadi.

Agar 93 trivial parchalan ish  (ya’ni 93={fi}) boMsa, u holda 77 

93 oMchovli boMishi uchun 77 = C = c on s t  boMishi zarur va yetarli. Shu 
bilan birga, ixtiyoriy 77 tasodifiy miqdor o‘zi yaratgan 93 r/ 
parchalanishga nisbatan oMchovlidir.

6) agar 77 tasodifiy miqdor 93 oMchovli boMsa, u holda ixtiyoriy 
diskret £ tasodifiy miqdor uchun
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tenglik o‘rinli va xususan,
М{Г]/<П} = 71 (22)(2 2 )

Isboti. £ = Y,xj Iaj (.0)) bo'Isin. U holda
j=i

CO CO

j=lk=1
tenglik obrinli va shu sababli

( й , )

/57>=
y=U=!

y=i *=l /-I

= 1 1 ^ л ? Ц Л /B* ( ® ) = Е 1 >уЛ-р Н - /5* I7** (®)- (23)7=1 *=1 >!*=!
Ikkinchi tomondan, (fi>) = TBk ( со ) va k *  j  uchun 

I Ba(co) IBi (co)  = 0 tengliklarni hisobga olib, quyidagini topamiz:

bu (23) tenglik bilan birga 6) xossani isbotlaydi.
Shatli matematik kutilmaning yana bir muhim xossasini kelti-

ramiz:
7) 97] va ® 2  -  ikkita parchalanish bo‘Jib, 2 J i c %  (P£ 

parchalanish 2J| ga nisbatan “maydaroq”) boMsin. U holda ixtiyoriy 
diskret £ tasodifiy miqdor uchun

Isboti. (24) tenglikni isbotlash uchun 2Ji = {Bu ,Bl2,...} va

QJ2={ B2VBa>. )  deymiz. U holda, agar | = '£xJ IA/ (<y)bo‘ lsa,

M (M % /Щ Ю 1) = М {4/Щ . (24)

CO
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C O

ЩИ
va shuning uchun ham

M[P{Aj / Щ  / 9Ji ] = p{Aj 12 Ji} (25)
ekanligini ko‘rsatish yetarli.

00

т т * % т , Ф г ' } ! ъ  (®)
9=1

bo‘lgani uchun

Щ Р Ш Щ  /®1] - | \РЩ  / ̂ , № 2, /93,} =
q= 1

CO

= £ / 4 < W
9=1

£ р е д , к « , и | = !
.Я-l J

= £  я  ( » ) £  =
/7 * 1  q r= 1

00

= I ' 4 , M '  I  f W ' W "  
£=•

_  Y  / л-.,л у  m 2g) _
s  s y s  Ж Е

oo
= Z V (®)Ж4г / s ip)  = m  / 2}},

/*=•
ya ’ni (25) tenglik kelib chiqadi.

Agar 93=2377Р...,77И parchalanish *7,,-..,17* tasodifiy miqdorlar 
orqali yaratilgan boc Isa, u holda M{£ / 5 3 } shartli matematik 
kurilma £ tasodifiy miqdorning q ],...,rik tasodifiy miqdorlarga nis­
batan shartli matematik kutilmasi deyiladi va uni A/{£ /77,,...,77,,}
orqali belgilanadi.

7-xossadan quyidagi foydali xossaning o‘rinli ekanligi bevosita 
kelib chiqadi:

8)  M [M {^/ ^ ,77̂ / 77,]=  M{^ //7|}.
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Izoh. Diskret Q ni har bir chekli yoki sanoqli 23={5,,S2,...} 
parchalanishiga u orqali yaratilgan yagona minimal 
<t  (23) — a  -algebra mos keladi va aksincha Cl ni qism to‘p!amlaridan 
tashkil topgan har qanday <7 -algebra biror 2J — chekli yoki sanoqli
parchalanish orqali yaratiladi. Boshqacha aytganda, diskret Q fazo- 
ning cr-algebralari bilan uning barcha parchalanishlari orasida 
o‘zaro bir qiymatli moslik mavjud ekanligini ko4rsatish qiyin emas 
(bu fikmi isbotlashni o‘quvchiga mashq sifatida qoldiramiz). Shuning 
uchun ham, £ tasodifiy miqdoming cr(2J)-< r algebraga nisbatan
shartli matematik kutilmasi /23} ga teng ekanligi ravshan.

23 parchalanish biz ko‘rgan chekli yoki sanoqli, ammo
ulaming B} elementlari 0 dan farqli ehtim ol^ ega boMgan holda
shartli matematik kutilma va shartli ehtimolning ta’rifi konstmktiv 
boMib, n juda yaqqol ko‘rinishga ega. Ammo ehtimollar nazariyasida 
“nol” ehtimollik hodisalarga nisbatan shartli ehtimollarni ko‘rishni 
taqozo etuvchi masalalar bilan uclirashishga to4gsri keladi.

(С1,Я,Р) — ehtimollar fazosi, 6  — qandaydir cr-algebra, 6 c ^  
(6 — Я  ning qism ст-algebrasi) va £ =£(<a) ixtiyoriy tasodifiy miqdor 
boMsin. Endi g  tasodifiy miqdorning 6<r-algebraga nisbatan shartli 
matematik kutilmasining (va xususan, shartli ehtimolinmg) ta’rifini 
keltiramiz.

6-ta ’rif. £ tasodifiy miqdoming ©cr-algebraga nisbatan shartli 
matematik kutilmasi /&} deb 6  ga nisbatan oMchovli va ixti­
yoriy As & uchun

f g d P =  \М{% / 6  }dP
A  A

tenglikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy tasodifiy miqdorga aytiladi. 
Bunday tasodifiy miqdorning mavjudligini isbotlash ancha murakkab 
boMib, u ushbu Radon-Nikodim teoremasiga tayanadi.

Radon-Nikodim teoremasi. (С1,Я,Р) — ehtimollar fazosi va 
Я esa P  ga nisbatan absolut uzliksiz, ishorali oMchov (ya’ni 
Я = Я, -  Яз, bu yerda Я, va Л, nomanfiy va juda boMmaganda ulardan
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bittasi chekli) boMsin. U holda shunday Я  oMchovli 
/  = f ( c o )  :Q  ->[-co5+qo] funksiya mavjudki, uning uchun ixtiyoriy 

.Я bo‘ lganda

ЦА) |  \ f( cy )P (d co )  (26)
’ A

tenglik o‘rinli. Shu bilan birga o‘lchovi P  — nol boMgan to‘plam 
aniqligida bunday /  funksiya yagona, ya ’ni agar h  (26) tenglikni
qanoqtlantiruvchi boshqa funksiya boMsa, u holda

P{coe  Q : f  (со) Ф h(co)} = 0 .
Bizning holda M{q /©} = /(<») — X oMchovning PoMchovga

nisbatan zichligi. Radon—Nikodim teoremasi oMchovlar nazariyasiga 
tegishli: uning isbotini masalan A.A.Borovkovning darsligidan topish 
mumkin.

7-ta’rif. A hodisaning ©cr-algebraga nisbatan shartli ehtimoli 
P{A/&} deb, 1А(со) indikatoming ©cr-algebraga nisbatan shartli 
matematik kutilmasiga aytiladi, y a ’ni

P {A / e}  = M{IA/G}.
Boshqacha aytganda, P{A/ ©} —© oMchovli tasodifiy miador 

boMib, u ixtiyoriy B e  © uchun

jP{A/&}dP = P (A n B )
В

tenglikni qanoqtlantiradi.
Bu paragrafning oxirida ©cr-algebraga nisbatan shartli mate­

matik kutilmaning muhim xossalarini keltiramiz. Quyida keltirilgan 
xossalarda barcha ko‘rilayotgan tasodifiy miqdorlaming matematik 
kutilmasi aniqlangan va © с\Я deb (va xossalarda bu shartlami 
alohida qayd etmasdan) faraz qilamiz.

1-xossa. Agar C —o‘zgarmas son boMib, % = C  boMsa, u holda
A / g/ 6 } = C .

2-xossa. Agar<if <rj boMsa, u holda M / & } < M { tj /©}.
3-xossa. |М{£/б}|<М{||[/©},
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4-xossa. Agar a,be. R va ciMq -f ЪМц aniqlangan bo‘lsa, u holda
M{a% + bn/&} = aM{% /&} + bM\r] / 6 }

tenglik o'rinli.
5-xossa. Agar 6 = {0 ,Q }- trivial algebra boMsa, u holda

6-xossa. M{| /Л} = 4 ■
7-xossa. Af{M{§/&}}-.$ .
8-xossa. Agar 6 /сб .г boMsa, u holda

M[M{4 /6 2 }/ 6 /]=M g /6 1 }-
9-xossa. Agar bo‘lsa, u holda

M[M{4 /6 2 }/&i] = M{4 ф г } -
10-xossa. Matematik kutilmasi mavjud boigan 4 tasodifiy 

miqdor в  cr - algebraga bog‘ liq boMmasin (ya'ni u /Й.й е  © ga bogMiq 
emas). U holda

M {4 / 6 } =  M4 .

11-xossa. Agar rj -  6 -oMchovli tasodifiy miqdor boMib, 
M\r,\ <00 va м\4п\ < 00 bo'Isa, u holda

M{4tj/&}=j]M{4/&}.

I ll  BOBGA DOIR MASALALAR

1 . F(x) -  manfiy boMmagan 4  tasodifiy miqdoming taqsimot 
funksiyasi bo‘lsa, u holda

M4 = J ( i -/■(*))&
0

va ixtiyoriy o‘zgarmas С uchun lim у/м%п = max{x1,x2>—•**}
Щ Щ Ob' 8 • ‘  ’

С
A/(min(£,C))= J(1 -  F(x)dx

0

tengliklarning o‘rinli ekanligi isbotlansin.
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2. Polinomial taqsimotda

bu yerda iwp / = manfiy boMmagan butun sonlar,

3. £ tasodifiy miqdor chekli sondagi nomanfiy x],x2,...,xk qiy- 
matiami qabul qilsin. U holda

i-  f Jlim -------- = max< x} .x? ,...xk >:
W § *  1 J

ekanligi isbotlansin.
4. £ manfiy boMmagan butun qiymatlarni qabul qilsin va 

Me, < oo boMsin. U holda

ehtimollar bilan qabul qiladi (Paskal taqsimoti). £ tasodifiy miqdor­
ning matematik kutilmasi va dispersiyasi topilsin.

6. ц  -  n  ta bogMiqsiz tajribada A hodisaning ro‘y  berishlar soni 
boMib, /с-tajribada A hodisaning ro‘y  berish ehtimoli p k boMsin. ц  
miqdorning matematik kutilmasi va dispersiyasi hisoblansin.

7. £ va r j bog‘ liqsiz tasodifiy miqdorlar qo'shimcha yana qan­
day shartni qanoatlantirsa, Dgrj^D^Drj  tenglik о‘rinli boMadi.

8. Idishda N ta shar boMib, ulardan n  tasi oq. Idishdan m  ta 
shar olinadi va £ olingan sharlar icliidagi oq sharlar soni boMsin 
(m<ri). q tasodifiy miqdorning (gipergeometrik taqsimot) matematik 
kutilmasi va dispersiyasi topilsin.

9. £ tasodifiy miqdorning matematik kutilmasi

mx + ...+ щ  ='й„р, -K..+ p k = 1) Щ у  DS)i va Covig^J;.) lar topilsin.

k=[
ekanligi isbotlansin.

5. £ tasodifiy miqdor faqat butun musbat qiymatlarni

W=1
boMsa va faqat shundagina chekli boMishi isbotlansin.



10 . £ tasodifiy miqdor lognormal taqsimotga ega, ya ’ni
1 ., .2 i ---^-(lox-or

p(x) = 0, agar x £ 0  va p (x )  =---- = e  , agar x > 0 ,
хЬ\12я

bu yerda a — ixtiyoriy haqiqiy son, b>  0 . £ tasodifiy miqdorning 
matematik kutilmasi va dispersiyasi topilsin.

11. Agar chekli bo‘ Isa,
lim x(l — F(x))  = 0; lim xF(x) = 0
*-*00 I-H®

munosabatlaming o‘rinli ekanligi isbotlansin.
12. R radiusli sferada tavakkaliga A va В nuqtalar olingan. 

AB vatar uzunligining taqsimot' funksiyasi va matematik kutilmasi 
topilsin.

13. Sfera sirtidan tavakkaliga ikkita nuqfe olinib, ulami katta 
doiraning kichik yoyi bilan tutashtiriladi. Hosil boMgan yoy uzun­
ligining taqsimot funksiyasi, matematik kutilmasi va dispersiyasini 
toping.

14. Absolut uzluksiz manfiy boMmagan £ tasodifiy miqdor
F (x ) taqsimot funksiyaga va p(x)  taqsimot zichligiga ega boMsin.
Shu bilan birga, F (0 ) = 0 va manfiy boMmagan monoton differen-
siyallanuvchi g (x ) funksiya uchun A/g(£)<<*> boMsa, u holda

00

m 4 ) = g ( .  o) + J g 'c o a  -  m ) d t
о

tenglik o‘rinli ekanligi isbotlansin.
15. £ tasodifiy miqdor A parametrli ko‘rsatkichli taqsimotga 

ega. г/ =[£] tasodifiy miqdoming taqsimoti topilsin va Mrj hisob- 
lansin.

16. £ tasodifiy miqdor (0 , 1 ) parametrli normal taqsimotga ega 

bo‘ lsin. *1 = ~̂ 2 lasodifiy miqdoming taqsimoti topilsin. Mrj mavjudmi?

17. F(x) — uzluksiz taqsimot ftinksiya bo‘ lsin. Quyidagi teng- 
liklar isbotlansin:

a) jF ( x ) d F ( x ) = I ;  b) jF * (x )£ fl?" (* )r= £ ~
—«с —<o
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1 1 Ц \
e X[ ex- . . ex" •

Vn = det А/ = e2*1 e2*2 ... .  e2x"

e(«-1)*, ..e{nA)x”

Vandermond determinantidan iborat boMadi. Vn =
Ы <J in

tenglik o‘rinli. xJ9J —l ,2 ,„.,w turli sonlardan iborat boMgani uchun
*  0 va Af"1 -  teskari matritsa mavjud ekan. Teorema isbot boMdi. 

Hosil qiluvchi funksiyalar. Tasodifiy miqdorning qiymatlari 
xj = J> j  = 0,1,2,... — manfiy boMmagan butun sonardan iborat boMgan
xususiy, ammo juda muhim boMgan holda

00

g ( t ) = ' Z eVp Jy=0

boMadi. Agar oxirgi tenglikda z — e l belgilash kiritsak, u holda hosil 
boMgan funksiyani quyidagi

CO

(2)h(z) = Ydz lp J 
Щ

ko‘rinishda ifodalaymiz va uni hosil qiluvchi funksiya deb ataymiz. 
g ( t )  va h(z)  funksiyalar orasida

h(z) = g(logz), g ( t )  = h ( e ‘) 
tengliklar o‘rinli. А(1)з= g (0)  = 1, ЙЩ = g '(0)  = Oj va

*4 1 )  = g"(0) -  g ' (0) = a2 - a l9

a  = a l = M£ = K (  1) (3)

2^ = a ; ( 1)+/^(1) - [ a ' ( 1)]2
tenglik laming o‘rinli ekanligini qayd etib o‘tamiz.

(2 ) tenglikning ofcng tomonidagi darajali qator kompleks sonlar

tekisligining markazi 0 nuqtada va radiusi esa r  = ̂ lim ^j^|j formula

bilan aniqlanuvchi doirada yaqinlashadi.
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P j = j h (l)\0 ) ,  / = 0 ,1 ,2 ,... (4)

tenglik o‘rinli boMgani uchun (2) va (4) formulalar §  tasodifiy miq­
dorning { p j} taqsimot qonuni bilan h(z) hosil qiluvchi funksiyasi
orasida o'zaro bir qiymatli moslik o‘matadi.

5-misol. £ diskret tasodifiy miqdoming momentlari quyidagi
1 2*

ao = l > ak = -£ + — 9к-Ы
formulalar yordamida ifodalangan boMsin. U holda uning momentlar 
hosil qiluvchi funksiyasi

f a  Й  2 f a  §  § j |  | |  - 4 3 4
tenglik orqali ifodalanadi. Bu z = er nomaMumning kocp haddan iborat 
va

i/ \  1 1 1 2 h ( z )  = — + —z + —z . 
w  4 2 4

Demak, | tasodifiy miqdor {0,1,2} qiymatlarni mos ravishda

i l l  
4*29 4"7 >T»Ti ehtimollar bilan qabul qilar ekan.

2-§. Momentlar hosil qiluvchi va hosil qiluvchi funksiyalarning 
xossalari

Momentlar hosil qiluvchi va hosil qiluvchi funksiyalarning 
ikkalasi ham diskret tasodifiy miqdorlami o ‘rganishda juda foydali 
boMgan ko‘p xossalarga ega. Biz bu xossalardan asosiylarini kelti- 
ramiz.

1-xossa. Agar £ diskret tasodifiy miqdor boMib, 
/7 + 6 , a , b e  R boMsa, u holda г) tasodifiy miqdoming moment­
lar hosil qiluvchi va hosil qiluvchi funksiyalari quyidagi 

a ,  ( 0  = «*«■* ( « 0  va \ ( z )  = zb\ ( a z )  
tengliklar orqali ifodalanadi.

Isboti. Haqiqatan ham,
g n ( t )  = Menai+b) = Mea,ie ,h = e'bMea,‘  = e ‘'%  (at) .
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Ikkinchi tenglik ham shu kabi isbotlanadi.
Agar va mos ravishda va P^ taqsimotlarga ega boMgan

tasodifiy miqdorlar boMib, ularning yig‘ indisi r/ = ^ x+ ^ 2 esa Pq taq­
simotga ega bo isa , u holda PtJ Д  va P*2 taqsimotlaming kompo-
zitsiyasidan iborat va uni aniqlash ancha mashaqqatli ekanligi bizga 
maMum (11-bobga qarang). Quyida keltirilgan 2-xossa diskret 
tasodifiy miqdorlar uchun yigMndining taqsimotini topishni ancha 
osonlashtiradi.

2-xossa. Agar bogMisiz tasodifiy miqdorlar boMib,
g^ (r)vaA ^(z). k = l ,2 ,...,n mos ravishda ularning momentlar hosil 
qiluvchi va hosil qiluvchi funksiyalari boMsa, u holda

va (5)N .. • и'Щ
Isboti. tasodifiy miqdorlaming bogMiqsizligidan

mos ravishda ef*l r ..9efia va tasodifiy miqdorlaming ham
bogMiqsizligi kelib chiqadi. Bundan matematik kutilmaning multipli- 
kativ xossasiga ko‘ra (5) munosabatlarga ekvivalent boMgan

= M e*  = П  Me* , 
y-l

= к Ф  . . J *  = n  
Щр

tengliklar kelib chiqadi.
6-misol. <£; va rj bog‘ liqsiz va mos ravishda ( n ,p )  va (m ,p )  

parametrlarga ega boMgan binomial tasodifiy miqdorlar boMsin. U 
holda

g {(0 ^  ( p e '  + q)", h4(t) = ( p z + q y ,  

g n(t) = ( p e '  + q T ,  hn(z) = (pz  + q r  
va 2 -xossaga ko‘ra 

g 4+n ш = g e  щ m  = ш + я г т,
n+m

h4+n(z) = h5 (z)hn(z) = { p z + q r m = Z  C l mp kqn¥m~kzk.
k=0
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Oxirgi tenglikdan bir xil p  parametrga ega boMgan bogMiqsiz 
binomial taqsimotga ega boMgan £ va r) tasodifiy miqdorlarning 
yigMndisi ham (w + m; p )  parametrli binomial taqsimotga ega ekanligi 
kelib chiqadi.

7-misoI. Agar £ va rj bogMiqsiz, mos ravishda no manfiy bu­
tun qiymatlarni qabul qiluvchi p  parametrli geometrik taqsimotga ega, 
ya’ni рс (к) = p n(k) = qkp ,  k = 0,1,2,... boMib, £=£+7] boMsa, u holda

= & ,( ')= - j ^ r
va 2-xossaga ko‘ra,

1.  : a. f ' U: 
Agar z = e'  almashtirish bajarsak, u holda oxirgi tenglikdan,

hc ( z ) ^ - ^ —2 = p 2 'Z (k + lW 'zk
(1 -qz)  *=o

kelib chiqadi. Bundan hosil qiluvchi funksiyaning ta’rifiga ko‘ra
= k )= p 2(k + l)qk, A: = 0 ,1,2 ,.

Demak, taqsimot p  parametrli teskari binomial taqsimotdan iborat 
ekan.

bogMiq boMmagan bir xil taqsimlangan, manfiy boM- 
magan butun qiymatlarni qabul qiluvchi tasodifiy miqdorlar ketma-ket­
ligi hJfcz). hosil qiluvchi funksiyaga ega boMsin va v {%k,k >1} ketma-
ketlikka bogMiq boMmagan butun nomanfiy qiymatlarni qabul qiluv­
chi tasodifiy miqdor boMsin. S0 = 0 va v  > 1 uchun Sv =£, + £ 2 + 
tasodifiy sondagi tasodifiy miqdorlar yigMndisi boMsin.

3-xossa. hs  (z) hosil qiluvchi funksiya ushbu

hsv (z) = K ( h4(1O) '  (6)

superpozitsiyaga teng. 
Isboti. Quyidagi

Mz^"-4v  / v  = n)  = = [ f e (z)]"
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IV  B O B . H O SIL  Q IL U V C H I V A  X A R A K T E R IST IK
F U N K SIY A L A R

l-§ . Diskret taqsim otlar uchun momentlar hosil 
qiluvchi funksiya

III bobda biz tasodifiy miqdorning ikkita eng muhim xarak- 
teristikalari bo'lgan matematik kutilma va dispersiyani toMiq obrgan- 
gan edik. Matematik kutilma va dispersiya tasodifiy miqdor haqida, 
aniqrogM uning taqsimot funksiyasi haqida muhim maMumotlami 
qamrab oladi. Ammo ular tasodifiy miqdorning taqsimotini, hatto 
tasodifiy miqdorlar chekli sondagi qiymatlarga ega bo‘lgan eng sodda 
holda ham toMiq aniqlay olmaydi. Turli taqsimotlarga ega boMgan, 
ammo matematik kutilmalari va dispersiyalari bir xil boMgan sodda 
tasodifiy miqdorlarga misollar keltirish qiyin emas.

l- ta ’rif. £ tasodifiy miqdor qiymatlar sohasi boMgan
diskret tasodifiy miqdor bo‘ lsin. £ tasodifiy miqdorning momentlar 
hosil qiluvchi funksiyasi deb

« M - л *  (!)
кшО K l \ к =0 )  }ш\

funksiyaga aytiladi. Bu yerda ak -  Щ к, p(Xj) = P(t; = л;у).
Momentlar hosil qiluvchi funksiyani £ tasodifiy miqdor 

momentlarini tasvirlashning qulay vositasi deb qarash mumkin. 
Haqiqatan ham, g ( J )  funksiyani n  marta differensiallab, so‘ngra 
r  = 0 deb olsak, u holda

00 1.1 ^ sk -n

(k-n)\k\ = ak-
/=0

Sodda misollarda momentlar hosil qiluvchi fimksiyalami 
hisoblash qiyin emas.

1-misol. £ tasodifiy miqdor {1, 2 ,...,n} qiymatlarni p c (  j )  = —,

1 < j  < n  ehtimollar bilan qabul qilsin (tekis taqsimot). U holda
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g (/) = £ - V = . - ( e ' + e 2'+...+ e n,) = 
1"! n n№ n (e* -1)

Birinchi tenglikning har ikka la  tomonidan hosila olib, quyi­
dagi lam i topamiz:

a  = a . = g ' ( 0 ) = - ( l  + 2  + ...+  w) =n
n+\

n о
( J 2 = D% = a2 — a 2 = (n2 — 1) /12.

2-m iso l. £ tasodifiy m iqdor (n ; p )  parametrli binom ial taqsi­

motga ega bo‘ lsin. U  holda p c ( j )  = P„(j)j = C ' p Jq"'J 9 q  = l - p 9
0 < j  < n  ekanligin i hisobga olib , quyidag ilam i topamiz:

g ( 0  =  Z  c l p j q ” ~i  =  Z  c l  { р е '  У  - { р /  +  ч Т  -
>o y=о

Bundan

", = g'(O) = n ( p e  + qT p e  0̂= np ,

a 2 = / ( 0)  = « ( »  ~ 1)P 2 + И/7.

Demak, a  = a. = n p  va  a 2 = a 2 -  a 2 = n p (  1 -  /?).
3-m iso l. £ tasodifiy miqdor {1,2,...} qiym atlarni qabul qilib , 

p A j )  = q J~xp > j=  1,2,... boMsin. U holda

00 p eg(t) = ' Z e i ' q h l p
P  H f*

Bu yerda,

* , = * ' ( 0 )  =
pe

d V  ) 2

a2 = g ' (  0) =
p e  +pqe

__1

Ш P 
2 /

5

г=0 P '

Demak, a  = a, = 1 / p  va cr2 = a 2 -  o f = q  / p 2.
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4 -m iso l. £ ta so d if iy  m iqdor Я > 0 p aram etrli Puasson taqsim o-

tiga ega boMsin. U holda р г  ( j )  = e ' AXk
k\ , к  = 0 ,1 ,...boMgani uchun

CO

k=0 
U holda.

kt е~ЛЛк
k\

= e
k\

= e - xe ke' = e Ue' - "

al = g ' (0 )  = ̂ - nM  ,=9=Л, 

a2 = g" (  0) = e Me’- l\X2e 2' + Xe' )|,=0= Я2 + A,

a  = ax = A v a  a 2 = a2 -  o f  = A.
Puasson taqsim otining d ispersiyasiu i bu usul bilan topish uning 

ta ’rifidan  foydalanib bevosita hisoblashga nisbatan ancha qu lay ekan.
M o m en tlar m uam niosi. M omentlar hosil qiluvchi funksiyadan 

foydalanib, biz iuda boMmaganda sodda tasodifiy miqdorlar uchun 
taqsimot funksiyalar o zin ing momentlari orqali toMa aniqlanishini 
kocrsatishim iz mumkin.

1 -teo rem a. £ diskret tasodifiy miqdor [ x i9x2,,..9x  } q iym at­

larni qabul q ilib , a k = M%k, к = 0 ,1 ,2 ,... momentlarga ega boMsin. U 
holda

S { t ) = t ak,kk=0 k\
momentlar qatori g ( t )  barcha t sonlar uchun cheksiz marta differen- 
siallanuvchi funksiyadir.

Isboti. ak —Мс/ p (X j)  tenglik o‘ rin li. A gar M = m ax
M  \ . - I '\ni '

boMsa, u holda

I -  Z Й  * p ( xj )  -  м кX p ( x >)= м к •

Xi

Demak, barcha N  lar uchun

•v
Ik=о

akt'
k\

N  I M
I t ;k=0 k\

< e M\t\
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tengsizlik o‘rinli va bundan barcha t sonlar uchun momentlar 
qatorining g ( t )  funksiyaga yaqinlashishi kelib chiqadi. g ( t )  darajali
qator boMgani uchun uning yigMndisi cheksiz ko‘p marta differen- 
siallanuvchidir.

Demak, ak,k  = 0,1,... momentlar g ( t )  funksiyani toMa aniqlar 
ekan. Aksincha ak= g ik)(0) boMgani uchun, g ( t )  ham ak moment- 
larni aniqlaydi.

2-teorema. { x , , * , , . q i y m a t l a r n i  qabul qiluvchi sodda £ 
tasodifiy miqdor taqsimotga va g ( t )  momentlar hosil qiluvchi 
funksiyasiga ega boMsin. U holda g ( t )  Д  orqali bir qiymatli aniq- 
lanadi va aksincha.

Isboti. к

g ( 0  = i , e a jp(Xj)
> 1

boMgani uchun g ( t )  funksiyani bir qiymatli aniqlaydi. (1) formu-
lada p(Xj)= p j  deb belgilaymiz va t ning n ta turli /p/2, q i y -
matlarini tanlab, bf = gft,-) deb, quyidagi chiziqli tenglamalar siste- 
masini hosil qilamiz:

« = 1, 2 ,
P

yoki uni matritsaviy shaklda
B = MP

deb ifodalashimiz mumkin. Bu yerda B = (bi) , P  = ( p j ) n  oMchovli

ustun vektorlar, M = ( e ,Xj) esa n x n  oMchovli kvadrat matritsa. Hosil 
boMgan matritsaviy tenglamani M  matritsa teskarilanuvchan, ya ’ni 
uning determinanti noldan farqli boMgandagina P  ga nisbatan yechish 
mumkin. Bu holda

P  = ATlB
boMadi. Agar ni ^ = i — 1 ko‘rinishida tanlasak, u holda M 
matritsaning determinanti quyidagi
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18. Agar M£ chekli bo‘lsa, u holda ushbu
»  0 <o

Щ  = j ( \ - F ( y ) d y -  J  F ( y ) d y  = J(1 -  F(+y)  + F ( - y ) ) d y
0 0 

tenglik o‘rinli va aksincha, o‘ ng tomondagi integrallarning cheklili- 
gidan, < oo tengsiziik kelib chiqishi isbotlansin.

19. Har biri ikkitadan qiymat qabul qiluvchi £ va ij tasodifiy 
miqdorlaming korrelyatsiyasi 0 boMishi uchun ular bogMiqsiz boMishi 
zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

20 . 4  va rf butun manfiy boMmagan qiymatlarni qabul qiluvchi 
bogMiqsiz tasodifiy miqdorlar bo‘lib, Mt; < oo boMsin. U holda

k=\

ekanligi isbotlansin.
2 1 . £ va j] -  bogMiqsiz bir xil taqsimlangan tasodifiy miqdorlar 

boMib, aniqlangan boMsin.

tenglik ko‘ rsatilsin.
22. -bogMiqsiz bir xil taqsimlangan tasodifiy miqdorlar 

uchun A/j£,|<oo shart bajarilsin. U holda

ekanligi isbotlansin, bu yerda SH = £, + £2 + ...+£w.

TEST SAVOLLARI

1. £ va rj tasodifiy miqdorlaming kovariatsiyasi qaysi 
formulada to‘g ‘ri ko‘rsatilgan?

"  к ш - щ ) ь - м ч )  в .  m m m  - '

С. M (| -M ^ ) 2(/7 - M ^ ) 2 D. щ п .
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2. Agar £ va 77 tasodifiy miqdorlar bog‘ liqsiz va D(£ +rj) - 10; 
= 6  boMsa, / > 7  topilsin.

A. 1 B. 0,4 C. 0,6 D. 4.
3. Agar £ va 77 tasodifiy miqdorlar bo4lib, Л/<£; = 3; Af/7 = —2

boMsa, Af(4£ +З77) topilsin.
A. 18 B. 6  C. - 6  D. 30.
4. Agar £ va 77 tasodifiy miqdorlar bog‘ liqsiz va Z)£ = 4,

/> 7  = 2 boMsa, D ( 2 g - 3 r j )  hisoblansin.
A. 44 B. 24 C. 34 D. 16,
5. A gar £ tasodifiy miqdor (n ;p)  parametrli binomial taqsi­

motga ega bo‘ lsa, uning matematik kutilmasi va dispersiyasini toping.
A. 0; np ( l  -  p ) .  B. np;  p q  C. npq;  nfr D. np;  np ( l  -  p )
6 . [ a ,b\ oraliqda tekis taqsimlangan tasodifiy miqdoming mate­

matik kutilmasi va dispersiyasini toping.
д  a+ b ( b - a ) 2 g  b - a , ( a + b )2

2 12 2 12 
£  g + 6 # ( b - a ) 1 _  b - a a ( a - b ) 2

2 7 6 2 12
7. a  parametrli Puasson taqsimotiga ega boMgan tasodifiy miq­

dorning matematik kutilmasi va dispersiyasi topilsin.

А. а ; — В. a : a 2 C. a ; a  D. —; —. 
a  a  a

8  . a  parametrli eksponensial taqsimotiga ega boMgan tasodifiy 
miqdorning matematik kutilmasi va dispersiyasi topilsin.

A 1 1 1 ^ 1 1  Г Ч  2А . —; —  В . a ; — C. — D.  a ; a  . oc ccz a  a  a
9. (я ,cr2) parametrli normal taqsimotga ega boMgan tasodifiy 

miqdorning matematik kutilmasi va dispersiyasi topilsin.
A. 0;1 B. a;c7 С. 0;cr2 D. a ; a 2

1 0  £ va 77 tasodifiy miqdorlaming korrelyatsiya koeffisiyenti 
1 ga teng. £ va 77 miqdorlar haqida nima deyish mumkin?

A. Ular chiziqli bogMiqli
B. Ular bogMiqsiz
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C. Ular haqida hech narsa deb bo‘lmaydi
D. Ular ixtiyoriy funksional bog'ianishga ega.
11. Qanday tasodifiy miqdorlar uchun D(X -Y )  = DX + DY 

tenglik o‘rinli?
A. Bu tenglik hech qachon bajarilmaydi
B. Diskret tasodifiy miqdorlar
C. Ixtiyoriy tasodifiy miqdorlar.
D. BogMiqsiz tasodifiy miqdorlar.
12. 4k tasodifiy miqdorlar mos ravishda к  parametrli Puasson 

taqsimotiga ega boMsa (k  = 1,2v ..,n ), M + ...+£„) hisoblansin.

A. 1+1 + . . .+ !  B. nk D. л(л + 1).
I n  2

13. £ va г/ tasodifiy miqdorlaming matematik kutilmalari 
ucnun qaysi munosabat xususan o‘rinli emas?

А. М О;=СМ £. В.
C.M£rj = M£Mrj D. £<̂ 7] => <> Mrj.
14. Noto‘g‘ri tenglikni ko‘rsating.
A .DC4 = C2D£ B.Dt; =  A /£2—(Л /£ )2 

C.DC>  0  D.D(4 + C) = D4.
15. £ — [0*1] oraliqda tekis taqsimlangan tasodifiy miqdor va 

/7 = 2J; +1 boMsa, Mrj topilsin.
A. 2 B. 3 C. 5 D. 0,5.
16. Qanday tasodifiy miqdorlar uchun Mgr/ = MgMrj  tenglik 

o‘rinli?
A. Ixtiyoriy tasodifiy miqdorlar
B. Diskret tasodifiy miqdorlar
C. Normal taqsimlangan tasodifiy miqdorlar
D. BogMiqsiz tasodifiy miqdorlar.
17. (a>&2)  -  parametr bilan normal taqsimlangan £ tasodifiy 

miqdor uchun M(£ -  #)3ni toping.
A. a  B.O C. a 3 D. a a 2.



18. Agar ва £2 bogMiqsiz va har bin mos ravishda (2;1) 
hamda (1;4) parametrlar bilan normal taqsimlangan boMsa, 
£>(£,-£2)n i toping.

A. 5 B .l C. 2 D. 6 .
19. Qanday shartda M (g +rj)= M g  + Мц tenglik o‘rinli?
A. Har doim
B. g  va rj bogMiqsiz
C. g  va rj lar uzluksiz taqsimotga ega
D. g  va r\ diskret taqsimlangan.
20. Agar g  va rj bog'liqsjz tasodifiy miqdorlar boMib, M g  = 1, 

Mr\ = 2,Dg=\, Dq = 4  bo‘lsa, M (g  + q  +1) 2 ni toping.
A. 16. B. 5. C. 10. D .t l .
21. Tanga “gerb” tomoni tushgunga qadar tashlanadi. Tashlash- 

lar soni X ning manematik kutilmasini toping.
A 2,5 B. 0,5 C. 4  D .2.
22. Agar g  tasodifiy miqdor N(a;cr2) normal qonun bo‘yicha 

taqsimlangan va M g = 1, M g 2 = 2 boMsa, a  va a 2larai toping.
A. 1 va 1. B. I v a 2 . C. 2 v a l .  D. 2 v a 2 .
23. Agar M g = a ,  Dg  = c r  bo‘lib, r]=—-  bo‘lsa, Mij va Dqa

larni toping.
A. o ,l В. 0;cr2 C. a\Ma  D. 0;1.
24. Agarg  tasodifiy miqdor 5(2;0,5) binomial qonun bo‘yicha 

taqsimlangan boMsa, — l) 2 ni toping.
A. 3/2 B. -3/2 С .  0 D. 1/2.
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tenglikni ishlatib, A^(z) = Afe^ hosil qiluvchi funksiyani shartli
matematik kutilma yordamida aniqlaymiz:

hSv(z) = Mzs* =m {m {zSi+- h " / v } )= m [ac (г )J  = f\,(А ,(г)).

(6) va (3) formulalardan foydalanib Sv tasodifiy miqdorning 
matemanik kutilmasi va dispersiyasini hisoblaymiz:

t t s „ ( z )  =

Щ  (z ) = К  ih f  ( г ) Щ  ( z ) f  + Л;. (h{ ( г Щ  (z),

%  ( 1 ) = К ( Щ  (I)]2+ К Щ  (!)•
Demak,

MSV = 

DSV = К  (1)[л; (l)]2 + К  ОЩ  (1) + MSV -  (MSV )2 =

= (M v2 -  Mv%M£,i)2 + + MvAf|, -
- (M v )2(M £ ,)2 = Dv(M4t)2 + MvDZy 

Shunday qilib,
Щ  =

DSV = D v(M Z ,f  + MvD$v
Yuqorida MSV va DSV uchun keltirilgan tengliklarga Vald 

ayn iyatlari deyiladi va ular ehtimollar nazariyasining ko‘p masala- 
larida keng ko lamli tatbiqlarga ega.

Bu paragrafning oxirida | p t , j  = 0,\,..\ taqsimot qonunlari
bilan hosil qiluvchi funksiyalar orasida (2) va (4) formulalar yor­
damida aniqlangan moslik nafaqat o‘zaro bir qiymatli, shu bilan birga
u o‘zaro uzluksiz ekanligi haqidagi teoremani isbotlaymiz.

00
3-teorema. hlXz) = '£ p {nr)zn9r  = l ,29... -  {/£> taqsimotga mos

n-0 }
kelgan hosil qiluvchi funksiyalar ketma-ketligi, h(z)  esa { p n} taqsi­
motning hosil qiluvchi funksiyasi bo‘ lsin. Har qanday n uchun
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lim р^г) = p„ munosabatlarning o‘rinli boMishi uchun ixliyoriy
Г-КО
0 <, z < 1 da quyidagi

lim hr{z) = h(z)  (7)
Г - * 00

munosabatning o‘rinli boMishi zarur va yetarlidir.
Isboti. lim p„ (z) = p H munosabat o‘rinli deb faraz qilamiz.

Г—>00

g > 0  va 0< z<  1 boMsin. U holda

\hr(z)-h(z)\<. £ )\p[r) -  p\zk <, X \ркУ- Pk\+
к "О к-О

z * * = i : K - ' * h b*=ЛГ кшО 1—2 ^
v

Tengsizlikning o ‘ng tomonida, avval N ni -j— <— tengsizlikni 

qanoatlantiradigan qilib tanlaymiz, so‘ ngra r0 sonni shunday tanlay-
ЛГ"1 I £mizki. r> r0 boMganda A  P i  tengsizlik o4rinli boMsin.
4-0 2

Demak, r^ r 0 tengsizlikni qanoatlantiruvchi г  lar uchun A(z]|<£.
Bundan esa teoremaning zaruriylik sharti kelib chiqadi.

Ehtimollar nazariyasida matematik analizdagi turli boMimlar- 
ning metodlari va analitik apparatlari keng qoMlanishini biz aw alg i 
boblarda ko‘rgan edik. Ehtimollar nazariyasida uchraydigan juda ko‘p 
masalalarning ayniqsa bogMiqsiz tasodifiy miqdorlaming yigMndisi 
bilan bogMiq boMgan masalalarning sodda yechimlarini, nazariyasi 
matematik analizda rivojlantirilgan va Furye almashtirishlari nomi 
bilan maMiun boMgan xarakteristik funksiyalar yordamida topish 
mumkin.

Xarakteristik funksiyalar metodi ehtimollar nazariyasi analitik 
apparatining asosiy vositalaridan biri ekanligini V bobda limit teore- 
malarni isbotlashda, xususan Muavr-Laplas teoremasini umumlash- 
tiruvchi markaziy limit teoremani isbollash jarayonida yaqqol ko‘ ri- 
shimiz mumkin. Ushbu bobda biz xarakteristik funksiyalarning asosiy 
xossalarini bayon qilish bilan birga, unga tegishli boMgan maxsus 
xossa va teoremalarni ham isboti bilan keltiramiz.
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3-§. X arak teristik  funksiyalarn ing  ta’ r if i va  sodda xossalari

Haqiqiy qiymatlarni qabul qiluvchi tasodifiy miqdorlar bilan bir 
qatorda xarakteristik funksiyalar nazariyasi kompleks qiymatlarni 
qabul qiluvchi tasodifiy miqdorlami jalb etishni taqozo qiladi. 
Kompleks qiymatlarni qabul qiluvchi tasodifiy miqdor deb 
С(а)) = %}(со )  + 142( со )  ko‘rinishidagi funksiyaga aytiladi, bu yerda
c o e d  va (£,,£2) “  tasodifiy vektor. Tasodifiy miqdorlarga oid boM­
gan ko‘pgina ta’rif va xossalar kompleks tasodifiy miqdorlar uchun 
ham oTinli ekanligini ko‘rish qiyin emas. Masalan, agar A/£, va М%2 
matematik kutilmalar mavjud boMsa, u holda £ =£,+/£, kompleks 
tasodifiy miqdorning matematik kutilmasini

ш р ш Ы щ
formula orqali ifodalash tabiiy.

Agar (£,,17,)  va \ 2̂>tj2)  tasodifiy vektorlar bogMiqsiz boMsa, u 
holda =£, + h7, va g 2 = g 2 + Щ2 kompleks tasodifiy miqdorlar bog‘- 
liqsiz tasodifiy miqdorlar deyiladi.

Matematik kutilmaning asosiy xossalari kompleks tasodifiy 
miqdorlar uchun ham saqlanib qoladi.

2 -tarif. tasodifiy miqdorning xarak teristik  funksiyasi deb 
haqiqiy t argumentning ushbu

4  (0  = M?'“ = J e iadP  = J  (jc) (8)
П -00

funksiyasiga aytiladi.
Agar £ diskret taqsimotga ega boMsa, u holda xarakteristik 

funksiya

к к

tenglik orqali ifodalanadi.
Agar £ tasodifiy miqdor absolut uzluksiz taqsimotga ega bo‘- 

lib, p(x) uning zichlik funksiyasi boMsa, u holda
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<м

j p =  \ e i,xp(x )dx  (8")
—со

boMadi, y a ’ni absolut uzluksiz tasodifiy miqdorning xarakteristik 
funksiyasi p (x )  z ich lik  funksiyaning Furye alm ashtirishidan iborat.

Eyler form ulasiga ko ‘ra, e ,a = cos a  + i s in a  tenglik o ‘rin li boM­
gani uchun (8)  tenglikdan

f t  ( ( )  = M  cos t£ + /Л/sin tl*

kelib  chiqadi.
Ushbu |^(/)|= Me'** <1 tengsizlikdan ixtiyoriy tasodifiy m iq­

dorning xarakteristik  funksiyasi m avjud lig i keliftch iqadi.
X arakteristik funksiyaning b ir nechta eng sodda xossalarin i kel- 

tiramiz.
4 -teo rem a. f ?  (/)— £ tasodifiy miqdorning xarakteristik  funk­

s iyas i boMsin. U holda

2°. Ixtiyoriy a  va b  o‘ zgannas haq iq iy  sonlar uchun 

/ащ  ( 0  = e “"  h  ( b t )  ten§ lik  ° ‘ r in li-

4°. A gar bogMiqsiz tasodifiy m iqdorlar boMsa, u
holda

4 +...+£„ (0 = 4  ( ')•  4  Щ  ■ 4  w

tenglik  o ‘rinli.
5°. Д  (/) xarakteristik  funksiya R = (-co,oo) da tekis uzluksiz.

6 °- xarakteristik funksiya haq iq iy boMishi uchun £ taso­

d ifiy  miqdorning F^(x) taqsimot funksiyasi sim m etrik boMishi zarur 

va yetarlid ir.

Isbot. l°-xossan ing isboti e j0 = 1 va \Ме'^\< м\е"*\ = M\ = \ 
munosabatlardan kelib chiqadi. 2° va 3°-xossalar xarakteristik  funk- 
siyan ing ta ’rifidan kelib  chiqadi. Haqiqatan ham,
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va

/ « *  = M ei,ia+H) = i aM e f i  ==. (6 0

1  (?) = M ?,v* = = Ш т  = / » ( - 0 -

4°-xossaning isboti. e"{|,e"&,...,e"4" kompleks tasodifiy 
m iqdorlar bogMiqsiz. Demak,

' f t L i  *e ( t )  = M e i,(S'+i2*"^") = =* Ы+Ь2+—+̂ я v y

= /й ( 0 4 ( 4 - 4 ( 4

Bu yerda biz bogMiqsiz kompleks q iym atlarni qabul qiluvchi 
chekli tasodifiy m iqdorlar ko ‘paytm asining matematik kutilm asi mos 
matematik kutilm alam ing ko4paytm asiga teng ekanligidan foyda- 
landik.

Endi f g ( t )  funksiyaning tekis uzluksizligin i isbotlaym iz. Ixti­

yo riy  haq iq iy x , y e  R sonlar uchun

■ ft iye  - e } <2 (9)

va

I
I1t
o

У -

j V ' ' c / и < J d l w

X . T

(10)

N  ix tiyoriy musbat son bo‘ lib, A = { o j e  Q;j<i ; ( co)  <N} bo'lsin . 
U holda

I A + M e u& - h

munosabatdan |£ > /V boMsa, (9 ) va |||<iV boMsa, (10) tengsizlikni 
qoMlab, ushbu

I a  m ) -  4  M -  fe  -  ̂  к + 2 P(|^ | > д о  ( i  l )

tengsizlikning oMinli ekanligi rii keltirib  chiqaram iz.



Ix tiy o r iy  e > 0  son b erilgan  boMsin. A w a l  N  n i shunday

natijada |f, — ̂ \<8  tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha tv t2 sonlar 
uchun ( 1 1 ) munosabatdan

tengsizlikning o ‘rin li ekan lig i kelib  chiqadi. Shuni isbotlash talab 
q ilingan  edi.

6°-xossani isbotlash uchun b iz  turli taqsim ot funksiyalarga turli 
xarakteristik  funksiyalar mos kelish idan foydalanam iz. D arliaqiqat, 
/^(/ ) = f^{t)  boMsa va faqat shundagina f , { l )  haq iq iy , y a ’ni 3°-

xossaga ko ‘ra £ va bir x il xarakteristik  funksiyaga ega boMsa va 
faqat shundagina u haqiqiy. Ammo bu o ‘ z navbatida £ va —£ bir xil 
taqsim otga ega y a ’n i, F?(x) simm etrik ekan lig iga  ekvivalentdir.

X arakteristik funksiyalam i qoMlash asosan 1-teorem adagi 4°- 
xossaga tayanadi. BogMiqsiz tasodifiy m iqdorlam i qo‘ shish juda 
murakkab boMgan am al -  qo lsh iluvch ilar taqsim ot funksiyalarin ing 
kom pozitsiyasiga keltirilish in i biz II bobda k o ‘rgan edik. Xarakteristik 
funksiyalar uchun bu murakkab am al xarakteristik  funksiyalam i 
ko ‘paytirish  am ali b ilan  alm ashtirilar ekan.

4 -§ . X a ra k te r is t ik  fu n k s iy a la rn in g  m axsus xo ssa la r i

5 -teorem a. A gar A/|£|* < 0 0  boMsa, u holda f ^ ( t )  xarakteristik

funksiya к  -tartibli uzluksiz hosilaga ega boMib, quyidagi munosabat­
la r  o ‘rin li boMadi:

tan laym izk i, P(\%\> N ) < €/4 boMsin, soMigra S  = —  deb olam iz,

( 12)

f c V)(0 )  -  i 'M £ y , (13)

(14 )
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Isboti. (12) tenglikn i v  = 1 uchun isbotlaymiz. Q uyidagi

§ ЩШШ 0) _  m  P  i S  r i l  
h h

munosabatda ( 10)  tengsiz likka ko‘ra ^ - 1
< 1 va teoremaning

shartiga ko ‘ra M|£|<co boMgani uchun Lebegning majorant yaqin- 
lashish haqidagi teorem asiga binoan h —> 0  da lim itga o4ish mumkin 
va demak,

U ( 0  = lim —------- -— ------= lim  Л/----- Ц ------ - = iMEe K
А-»0 И h-±0 h

tenglik ocrinli.
( 12)  munosabatni um um iy holda isbotlash uchun biz ushbu

e lx - . ix ( ix)n 114----- 1----4- ——------
1! ( я - 1)!ч 4 /

< min
f l  n 0| I/J- 1I I* 2\x

n\ ’ ( м-1)! (15)

tengsizlikdan foydalanam iz.
(15) tengsizlikning n  = 1 boMgan holi (9 ) va (10) tengsizlik- 

lardan kelib  chiqadi. (15) munosabat birorta n  uchun o ’rin li boMsin. U 
holda

x  П- 1  / . ч/

l i C f J P l*t=0 /
d u —\

i
n vA'

A=0

(ixy
k\

tenglik o ‘ rinli boMgani sababli 

f
e K —

1! n\

l|
M

0

Ш- I
k=0

v . x lr f . W—1 I{ m f 1

du< • h rm i n  1 —
2|w 1>du<k\ С |[ n - *(n--l)!|

fH  n Ш 1.Я- 1
<min>l f— d u , 2 f-------- d u

■!J *! 0J (л- l ) !  I

m + ]

= min-J —-----,2
| | ( л + 1 ) ! /7

Demak, toMiq matematik induksiya m etodiga kocra  (15) teng­
siz likn ing ixtiyoriy n  > 1 uchun o 'rrn li ekan lig i kelib  chiqadi.



(1 2 ) fo rm u la  v  < к  uchun o ‘r in li boMsin. U holda

tenglikdan (15) tengsizlikga asosanSyv  _it£

boMgani va teoremaning shartiga ko ‘ra M |^ |‘ +1 < 0 0  boMgani uchun 
Lebegning majorant yaqin lashish teorem asiga binoan

lim  f  M£v e "S ̂  = Г хЩ & .  
h-> 0 h  S

f l v) ( t + h ) - f y ’ ) ( t )  
f P ' ' №. = lim — — 7~ 1 = Р Ш^+1 \ a  e » ' + l

Shuning uchun

*(v+l)
11 1 = in n -----------

A-»0 h

(12) munosabatda / = 0 deb, b iz (13) formulani hosil qilam iz.
(14) munosabatda qoldiq hadni baholash uchun (15) tengsizlikni

к
л к ( 0  =

v=0 V !
M m m

>'=0 v ! у
ayirm aga qoMlaymiz:

1 / 1л + 1  Ф  f  k

Rk (/ )< -У -----M\Z\k+l I  , + 2 M - ^ —  I ,  ,
1 (А + 1 ) ! “  A k l  A

bu  yerd a  A={co<e Q :||(t»)|<  jv j .

(16)

A gar |£|> iV bo‘ lsa I A-  0  bo‘ lgani sababli (16 ) dan ushbu

R k O H
NM\Z\'к I лк+i ! к

(*+1)! k\

tengsiziik  kelib  chiqadi. s  > 0 ixtiyoriy musbat son boMsin. A w a l N 
sonini shunday tanlaym izki, natijada

M\£f 17l <~ 
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tengsizlik o ‘ rin li boMsin, so ‘ ngra 8  = -- +1̂  deb olam iz, natijada

|/| < 8  tengsizlikn i qanoatlantiruvchi barcha t e  R sonlar uchun 
u*

Rk (/) < —  s , y a ’ni Rk(e )  = t -> 0  munosabatning o ‘ rin li ekan-л  1
lig i kelib  chiqadi. Shuni isbotlash talab qilingan edi.

Endi m isollar ko ‘rishga o4am iz.
8-m iso l. A gar P(£ = a )  = 1 b o lsa , u holda Д  (/) = e ita.

9-m isol. A gar jig  (w; p )  parametrli binomial qonun bo‘yicha taq­
sim langan tasodifiy miqdor bo‘ Isa, u holda (8f)  formulaga ko ‘ra

fc* 0 k±0
10-m isol. £ — A parametrli Puasson qonuni bo‘ yicha taqsim lan­

gan tasodifiy miqdor b o is in . U holda

11-m isol. Е ,-  p  param etrli geom etrik qonun bo 'y icha taqsim ­
langan tasodifiy miqdor bo‘ lsin. U holda

*=0 /с=0 1 - q e

12-misol. £ - [ - a , a ]  oraliqda tekis taqsim langan tasodifiy m iq­
dor bo‘ Isa, u holda

P S f ®  } ~ - Ф ч
a e ,tx , sin at

2 a  at- a

13-m isol. Agar parametrli eksponensial qonun bo‘yicha
taqsim langan bo‘ lsa, u holda

f ^ t )  = x ] e Ux- Xxd x = ^ - .
o  A  11
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14-m isoI. £ standart М О Д ) norm al qonun b o ‘y ich a  taq sim lan ­
gan  ta so d if iy  m iqdor boMsin. U  ho lda

i «> J2
1 r  i/X—'

\}2л -00

f t  ( t )  funksiyani t bo‘y icha differensiallab va boMaklab 

integrallab ushbu
, « >  J2 / . 2

г  . - i f x - x A  . 1 л  tf.v—*
f '  ( t )  = - jL=  J  ixe~ dx = - '  dx = - t f t  (Г);

| # - P  .

differensial tenglam ani hosil q ilam iz. Bunin^g um um iy yechim i

- ' Vf ^ ( t )  = C e  /2  k o brin ishga ega. / ^ (0 ) = 1 boshlangMch shartdan 
C= 1 ekan lig i kelib chiqadi. Demak,

f 4 ( t )  = e % .

Endi t ] — ( a , a )  param etrli normal qonuni bobyicha taqsim lan­
gan tasodifiy miqdor boMsin. U holda rj tasodifiy miqdorni q  =cr^+a  
ko‘rinishda ifodalash mumkin. Bundan l-teorem aning 2 ° -xossasiga 
ko‘ ra

,  A**ita -

f n ( 0 = e  2

ekan lig i kelib chiqadi.
15-m isol. % - a  param etrli Koshi taqsim otiga ega boMsin. U

holda

( \ * a Pc  (  л )  = ~Z~ ~ »n  a +x
va

03 +cc
> > ,v  I  f  i a  a  j  a .  С cos tx ,
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f  ( 0  ~ ju fi funksiya boMgani sababli uning r>  0  nuqtalardagi

q iym atlarin i b ilish  k ifoya. O xirgi tenglikning har ikkala tomonidan 
t  bo‘y icha hosila olsak,

.V SI 11 AY. a  ( 17)
* n  I  x2+a2

—CO

M atem atik analiz kursidan bizga maMumki,

r > 0 ) .  shuning uchun ham я  = — f sm dx  (18)
J X  x • Г  7Г J X—s o ' \ —CO

(17) va (18) tengliklarni b irgalikda qo ‘shib quyidagin i topamiz:

S  , а с а  sin a  ,щ  m  + a - - \  - r -T -y .------ dx
s я_±х2+а2 *—X

O xirgi tenglikning har ikkala tomonidan /bo‘ yicha hosila olib, 
topamiz.

j£  ( t )  = a 2 (/ ). Demak, f  ( t )= cxe at+ c2e~a,J > 0 . f c ( 1 )  -  tfda 

aniqlangan chekli funksiya boMgani sababli, c, = 0, f -  ( 0 )  = 1 shartdan 

c2 = l ekan lig in i hosil q ilam iz. Shunday q ilib , /> 0 uchun 

f ( t ) = e * .  Bundan f<(t)  funksiyaning ju ft ekan lig in i hisobga olib, 

f E ( t )  = e~a^ ,/e R  tenglikga kelam iz.

5-§ . T esk a r ila sh  fo rm ulasi

Har b ir F (x )  taqsim ot funksiya uchun (8)  formula orqali aniq­
langan f ( t )  xarakteristik  funksiya mos kelad i. Bu fikm ing teskarisi
ham  o ‘ rinli, y a ’ni taqsim ot funksiya xarakteristik funksiya orqali bir 
q iym atli aniqlanadi.

6-tco rem a ( t e sk a r i l a sh  f o r m u l a s i ). F  = F (x )  -  taqsimot funk­

siya  va
eO

/ ( 0 =  \ e ,ad F (x )  (19)
-w

unga mos kelgan xarakteristik funksiya boMsin.
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1°) A gar a  va b  (a<b) lar F(x ) funksiyaning uzluksizlik  nuq- 
ta lari bo‘Isa, u holda

] A c e 4 , a  - e i , b

F (b )  — F ( a ) =  lim —  f------------- f ( t ) d t .
a~>*о 2 л  J A i t

(20)

CO

2°) A gar \\f(t)\dt <oo bo‘ lsa , u holda F(x )  absolut uzluksiz
• 4 0

taqsimot funksiya bo1 lib, uning z ich lik  funksiyasi
00

(21)
—00

foim ula orqali ifodalanadi.
Isboti. A vval F(x )  absolut uzluksiz bo‘ lgan holni ko ‘raylik .

Bunda (8*) formulaga ko 'ra  ^

f ( t ) = l e i,xp ( x ) d x
-os

va  shuning uchun ham (2 1 ) formula integrallanuvchi f ( t )  lunksiya- 
n ing Furye alm ashtirishidan iborat. (21) tenglikning chap va o ‘ng to- 
monlarini integrallab, hosil boMgan ifodada integral lash tartibini o ‘ z- 
gartirib , topamiz:

F ( b ) - F ( a ) = \ p ( x ) c b c = ^ - \
■WO
\ e ‘« f № \ d x = i -  1 / ( 0

-<30 'j

ь
\<Tuxdx\dt =

- i a t  -  ibt e  - e
jI n  J it

—CO

dt.

Demak, bu xususiy holda teskarilash form ulasi Furye integral 
alm ashtirishining natijasidan iborat.

Endi (20) formulani um um iy holda isbotlashga o ‘tam iz.
1°. ( 12)  formuladan ushbu

I
A - Ua -  itb e  —e

it im m M
i  ^  — f ta  — itb 1 r e  —e

Щ " -Л

tenglikning o ‘ rinli ekan lig i kelib chiqadi.
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(1 0 )  ten g s iz lik d an

—Ua — ith
L _ l £ _ V “

i t it
< b  — a

ekan lig i kelib  chiqadi. Shu bilan birga
A +ao
J  l ( b - a ) d F ( x ) < 2 A ( b - a )  <CO

-A-*О

munosabat o ‘ rinli bo‘ lgan i uchun (22) integralda Fubini teoremasiga 
ko‘ ra integrallash tartib in i alm ashtirish mumkin. Shunday qilib ,

i ■w> 

f  ш  1-CO:

+ 0 0

-CO

A e~i,a-e~"b ;- — — e' ,xd t \ d F ( x )  =J
-/f

4<o

—002n  

bu yerda

A ( x - a )  . A ( x - b )  .
s i n  Z  j  1 ------dz

+co
j

- A ( x - a ) - A ( x - b )

d F ( x ) =  J GA(x)dF (x ) ,  (23)

G A x)  =
2 n

A (x - b )A (x - a )

I . j
s i n  Г dz

- A ( x - a ) - A { x - b )

(24)

g ( x >y)= \~r~dz  funksiya x  va у  argum entlar bo‘ yicha tekis uzr

luksiz va

lim  g ( x , y )  = 7r
ЛГ—>—«Э , v— (25)

tenglik  o 'rin li. Bundan barcha A \ a x  sonlar uchun shunday С  o ‘z- 
garmas son topiladiki, uning uchun jG.,(x)|< C < со tengsizlikning 

bajarilish i kelib cliiqadi. Shu b ilan b irga, (24 ) va (25) tengliklardan

l i m  G ,  ( a - )  =  G ( x )
A - >  oo
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limitning mavjudligini osongina isbotlash mumkin. Bu yerda

0,x<a,x>b\
G(x) = \ y 2,x  = a ,x  = b\

[̂1, a < x < b .  i • ■

Bundan va Lebegning majorant yaqinlashish haqidagi teorema- 
siga binoan integral belgisi ostida A-> oo da limitga oMish mum- 
kinligidan foydalanib quyidagilami topamiz:

+ C 0  -fc o

lim J A = lim f GA (x )dF (x )=  f G (x)dF (x )=
A -*cо A->a> % _

-с о  -< o .

= j  G(x)c/F(;e) + JG(a-)o'F (x)+  |G fa)dF (x) =
-< o  a  b

= F ( b - ) -  F ( a )  + ̂ [ F ( a ) ~ F ( a - ) + F ( b ) - F ( b - ) \

Agar a  va b nuqtalarni F(x) funksiyaning uzilish nuqtalari 
ekanligini e ’ tiborga olsak, oxirgi tenglikdan (13) formulaning o'rinli 
ekanligi kelib chiqadi.

6-§. Taqsimot funksiyalar to‘plami bilan xarakteristik 
funksiyalar orasidagi moslikning uzluksizligi

Uchunchi paragrafda biz tasodifiy funksiyalar to‘plami va xa­
rakteristik funksiyalar to‘plamlari orasida o‘zaro birqiymatlik moslik 
(biyeksiya) mavjud ekanligini ko'rsatgan edik. Ushbu paragrafda bu 
moslik o‘zaro uzluksiz, ya ’ni u gomomorfizm ekanligini ham ko‘r- 
satamiz. Buning uchun biz bu to‘plamlarda mos topologiyalar kiri- 
tishimiz zarur boMadi. Xarakteristik funksiyalar to‘plamida nuqtaviy 
yaqinlashish yoki kompaktlarda tekis yaqinlashish topologiyasini, 
taqsimot funksiyalar to‘plamida esa sust yaqinlashish topologiyasini 
kiritamiz.

3-tarif. {F„(x),«>l} va F ( x ) -  taqsimot funksiyalar bo‘ lsin. 
Agar F(x) funksiyaning ixtiyoriy uzluksiz nuqtasi x uchun
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) w F „ ( x )  = F (x )
п-*>о

munosabat o‘rinli boMsa, u holda Fn(x) taqsimot funksiyalar ketma- 
ketligi F(x)  taqsimot funksiyaga sust yaqinlashadi deyiladi va

Fn(x) =>F(x)n->w

simvol orqali belgilanadi.

1-izoh. F(x)  -  taqsimot funksiya boMmagan holda ham yuqo- 
ridagi ta’rifdan foydalanamiz.

Quyida keltirilgan misol taqsimot funksiyalarning sust limiti 
taqsimot funksiya boMishi shart emasligini ko‘rsatadi.

16-misol. {^(.vXw^l} taqsimot funksiyalar ketma-ketligi
ushbu

0,x<n,
( * )  = {. .[ l 9x >n

formula yordamida aniqlangan boMsin. U holda, Fn (x)  => F (x ) ,  bu

yerda F(x) = 0, x e  R.
1-lemma. D to‘plam R da hamma joyda zich to'plam boMsin. 

Agar {/^ (*),/? >1} taqsimot funksiyalar ketma-ketligi ixriyoriy x e  D 
uchun n —> qo  da F{x) taqsimot funksiyaga intilsa, u holda

Isboti. x nuqta F(x) taqsimot funksiyaning fiksirlangan uzluk- 
sizlik nuqtasi boMsin.

F„(x) - »  F(x)
n—HO

munosabatning o‘rinli ekanligini ko‘rsatamiz. D = R boMgani sababli, 
x' < x < x" tengsizliklami qanoarlantiruvchi x ! ,x " eD  nuqtalar mav­
jud. 1-lemmaning shartiaridan

F(x' )  = lim  F„ ( x )  < lim /;, ( x ) £ lim / ;, (x) < lim F„ (д: " )=F(x")
n-**>
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nm nosabatlam ing o ‘ rinli ekan lig i bevosita kelib chiqadi. x  nuqta 
F (x )  taqsimot funksiyaning uz luksiz lik  nuqtasi boMgani uchun F(x')
va F (V ') la r  b ir-b iriga istalgancha yaqin bo‘ lishi mumkin.

7-teorem a (X ellin ing  b ir in ch i teo rem asi). Taqsimot funksiya­
larning ix tiyo riy  ketm a-ketlig idan sust yaqinlashuvchi qism  ketma- 
ketlik  ajratish mumkin. Shu b ilan b irga F (x )  lim it funksiya quyidagi
xossalarga ega:

1) F (x )  monoton kam aym aydigan funksiya;
2) F (x )  o ‘ngdan uzluksiz;
3) ix tiyo riy  x g  R uchun 0<. F (x )  < I .
Isboti. Teoremani isbotlash uchun Kantoming diagonallash- 

tirish mctodidan foydalanam iz. D={xk}~ R f y  hamma joyda zich

sanoqli to‘plam boMsin. {F„(jc,)}. sonli ketm a-ketlikni qaraym iz. 
Fn(x)  -  taqsimot ftinksiya ekan lig in i hisobga olib, topamiz:

« £ 1 .

V eyershtrass teoremasiga ko‘ ra bu ketm a-ketlikdan yaq in la­
shuvchi qism  ketm a-ketlik  ajratish mumkin. Bu ketma- 

ketlikn ing lim itini F (x ,)  orqali belgilaym iz.

Endi {Fw(at2)} sonli ketm a-ketlikni olam iz, 0 < | ^ (д :2)|^  l,//^l 

tengsizliklardan Veyershtrass teoremasini ishlatib, F ( .v ,)g a  yaq in­

lashuvchi | F„2 ( x2 )} qism  ketm a-ketlikning m avjudlig iga ishonch ho­

sil q ilam iz va shu kabi davom ettirib, {/%(**)} q ism iy ketma- 

ketliklarni topamiz hamda uning lim itini F(xk) orqali belgilaym iz.

N ihoyat, taqsim ot funksiyalarning |/^ ( jc)J diagonal kctma-

ketlig in i olam iz,
(*)} Fn (jc)} va yasalish iga ko‘ra, ix tiyo riy  xk e  D uchun

Fn„(xk) F (*k)-" П-+00

Demak, 1-lemm aga asosan, F  => F .
"  /7-ХЗО
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F (x )  funksiya, 4-teoremada keltirilgan shartlam i qanoatlanti- 
rishi lim itlarn ing xossalaridan  kelib chiqadi.

8 -teorem a (X e llin in g  ikk inch i teo rem asi). taqsimot
funksiyalar ketm a-ketlig i /? -> со da F(+oo) - /^(-oo) = 1 shartni qa- 
noatlantiruvchi F (.y ) funksiyaga sust yaqin lashsin . U holda ixtiyoriy 
uzluksiz va chegaralangan g (-v ) : R —>R funksiya uchun

+ 0 0  +00

lim  \ g ( x ) d F „ ( x )  = j g ( x ) d F ( x )  (26)n->00-00 -00
munosabat o ‘ rinli.

2-izoh. 5-teoremani quyidag i ko‘rinishda ifodalash mumkin: 
Fn => F  boMsin, bu yerda Fn va F  taqsimot funksiyalar. U holda 
ix tiyo riy  uzluksiz va chegaralangan g ( x ) : Д —> R funksiya uchun (26) 
munosabat o ‘ rinli.

Isbotni ikk i bosqichda o ‘ tkazamiz.
1 -bo sq i ch .  F  funksiyaning ixtiyoriy ikk ita a < b  uzluksizlik 

nuqtalari uchun

lim  \ g (x )dF „  (x )  = J g ( x ) r f F (x )  (27)

munosabatning olrin li ekan lig in i ko‘rsatam iz
g ( x )  funksiya [ a yb\ oraliqda uzluksiz bo‘ Igani sababli, u [a ,b]  

oraliqda tekis uzluksizd ir. Demak, V s >  0  uchun [ a , b ]  oraliqni 
a  = x0,...,xL = b  nuqtalar yordamida shunday oraliq larga ajratish mum- 
kinki, natijada ixtiyoriy x e  (xkmml,xk] uchun |g*(x) — g(x)|<£ teng­
siz iik  o ‘ rin li boMadi, bu yerda g k(x) = g ( x k),\/xe (xk_v xk], Ar = l , . . . ,L .  
F  funksiyaning uzluksiz lik  nuqtalari hamma jo yd a  zich joylashgan i 
uchun barcha xk lar F  funksiyaning uzluksizlik  nuqtalaridan iborat 
deb o lish im iz mumkin. Endi g  funksiyaning chegaralanganlig i va 
R im an-Stiltyes integralin ing xossasiga ko ‘ra,

Jg ( x ) d F n ( x ) -  Jg ( x ) d F ( x )  < fg ( x ) d F n ( x ) -  ) g k (x)dFn (x )
a

+

\gk {x)dF„ ( x ) -  f g k ( x ) d F ( x )
a

\ gk ( x ) d F ( x ) — \ g ( x ) d F ( x )
a  a
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a
b

L 4 L xk
£  J  g ( * *  )< # »(* )“ £  J g ( .xk) d F ( x ) +

+ j| g ( * ) - g *  C*)|dF (x )< .e (F„  ( b ) - F „  ( a ) ) + e ( F ( b ) - F ( a ) }  +

X g O *  № ( * k ) ~ K  ( xk - i )~ F ( xt  ) + F ( xk-1)] 
k=1

+m y x f * (** ) - F ^ *  > ) - (£  ) - ^ ( * * - .  »|-

(27) munosabatni isbotlash uchun, a w a l  L ni yetarlicha katta 
qilib  be lg ilaym iz , so‘ngra /;-> oo va Fn taqsi/hot funksiyalar ketma- 
ketlig in i F  taqsimot funksiyaga w—► coda x a ,A t = 1 ,2 ,...,L , nuqtalarda
intilishini hisobga olamiz.

2 -b o sq i ch .  (26 ) ifodaning o ‘rin li ekan ligin i ko‘ rsatamiz. 2 -izoh- 
ga ko ‘ra, F (x )  taqsimot funksiya boMgani sababli, ix tiyoriy £ > 0  

uchun F(x )  fuoksiyaning shunday - X  va X  uzluksizlik  nuqtalari 
m avjudki, ular uchun

F ( r X ) < s l 2 ,  l - F ( X ) < v l 2  

va n  ->oo da Fn =>F  boMgani sababli shunday n0e  N son mavjudki, 
barcha n > n0 sonlar uchun

F „ ( - X ) < e / 2 , ] - F S X ) < e / 2

tengsizlik lar oMinlidir.
Yuqorida aytilgan larn i e ’ tiborga olib, g ( x )  funksiya chegara-

langan boMgani sababli,
к о -mo

J g ( x ) o F „ ( x ) -  \ g ( x ) d F ( x ) ^  \ |g(*)|fi№'„ (* )  + 
\4>x

+ J  |g{ x )\ d F (x )Z  
\A>*

J  g ( x ) d F n (x )~  J  |g(x)|dF (jr)
x\<X |x|<Jf

^  M ( F „ ( - x )  + ( l - F ( x ) )  + e  + M ( F ( - X )  + ( l - F ( X ) ) £ 3 M £  + e .
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8 -teorema isbotlandi.

Xellin ing ikk inch i teorcm asiga teskari teorema ham o ‘rinli.

9 -teorem a. A gar ix tiyo riy  chegaralangan uzluksiz g : R - >  R 
funksiya uchun

-tco

lim  J  g(;c)<3tff„ \ g ( x ) d F ( x )
-OO —<0

bo 'lsa , u holda

И --Х О

bu yerda Fn , /7 = 1 ,2 ,,.. va F la r  taqsimot funksiyalar.

10-teorem a (to ‘ g 6r i lim it teorem a). A gar {F„} taqsimot funk- 
s iya lar ketm a-ketligi n  - »  coda taqsimot funksiyaga sust yaqin lashsa, u 
holda ularga mos kelgan xarakteristik funksiyalar) /;,} ketm a-ketlig i F  
taqsimot funksiyaga mos kelgan f  xarakteristik funksiyaga nuqtaviy 
yaqin lashadi.

3-izoh. Bu teorem adagi nuqtaviy yaqin lashishni R dagi ixti­
yo riy  kompaktda tekis yaqin lash ish bilan alm ashtirish mumkin.

10-teoremaning isboti X ellin ing ikkinchi teoremasi va xarak­
teristik funksiyaning ta ’rifidan bevosita kelib  chiqadi. Bu yerda biz
g ( x )  = e ,tx , x e  R deb olam iz, i  va / larga esa  paramctrlar deb qa- 
raym iz.

11-teorcm a (te sk a r i lim it teo rem a). {j n } — xarakteristik 
funksiyalar ketm a-ketligi 0  da uzluksiz /  funksiyaga nuqtaviy yaqin- 
lashsin. U holda mos taqsimot funksiyalar {/^} ketm a-ketligi F  taq­
simot funksiyaga sust yaqin lashadi va /  funksiya F  taqsimot funk­
siyaga  mos kelgan xarakteristik funksiya boMadi.

Isboti. {/•;,} -  {/„} xarakteristik funksiyalar ketm a-ketligiga 
mos kelgan taqsimot funksiyalar ketm a-ketligi boMsin. X ellin ing 

birinchi teoremasidan sust yaqinlashuvchi {f„a } c { F w} qism  ketma- 

ketlikning mavjud ekan lig i kelib ch iqadi. Fn => F  boMsin. F -taq -к i
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sim ot ftinksiya ekan ligin i ko^satam iz. Buning uchun F(-kc) —F(-°o)—1 
ekan lig in i ko ‘rsatish k ifoya. K elgusida isbot uchun b izga quyidagi 
tengsizlik  kerak bobladi:

P{ Ш Л Ш

1 +r 
2r_ r Г.Т

1- 1
(28)

T X

t x =  2 deylik . U holda (28 ) tengsizlik

' Ш т
=  2 Jl_ 

2 r
( t ) d t - 1 (29)

ko ‘rin ishga kelad i.
(28) tengsizlikni isbotlaym iz. Xarakteristik funksiyaning ta ’rifi 

va Fubini teorem asiga ko 'ra

-  f  f ( t ) d !  = — +J Me"* d n  = U -А/ \e"4 d t
- Г  - r  I  I - T

1 M sinr^ 1 A/sinif
p  £  ̂ £

,  l l  . - s in r f  ItigI t + 1—M -------
ff iW  к  г

< M sinr^
% и + M

sinr<5

Oxirgi tengsiz lik  (28) b ilan b ir x il ekan ligin i ko ‘rish  q iyin  emas. 
f { x )  funksiya 0  nuqtada uzluksiz v a  u  { / ,(0 } xarakteristik  funk­
s iya lar ketm a-ketlig in ing nuqtaviy lim iti boMgani uchun / (0 )  = 1 va 
ix tiyo riy  e  > 0  uchun shunday r 0 > 0  m avjudki, 0 < r  < r 0 tengsizlikni 
qanoatlantiruvchi ix tiyoriy г  lar uchun

+ r

— г
> 1-1

4
(30)

tengsiz lik  o 4rinli.
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«-> o o  da /„(/)-> /(/) ekanligidan, barcha n > n 0 va r e  (0 ,ro] 
sonlar uchun

(31)

tengsizlikning o ‘ rin li ekan lig i kelib chiqadi. (30 ) va (31) tengsizlik- 
lardan, ix tiyo riy  n > n 0 va 0 < r < r o shartni qanoatlantiruvchi barcha 
т sonlar uchun

+ r

2r
(32)

— r

(32 ) v a  (30 ) tengsizliklardan. ix tiyoriy л > я 0 va 0 < r < r 0 
shartni qanoatlantiruvchi barcha r  sonlar uchun,

■  . - r 

O xirgi tengsizlikdan, гг> 0  va г > 0  ix tiyo riy  sonlar boMgani
uchun

F(+ao) -  F ( - o o )  = 1

tenlik kelib  chiqadi. Sunday qilib , F(x)  ning taqsimot funksiya ekan­
lig i isbotlandi.

Yuqorida aytilganlardan, to‘g ‘ri limit teoremagako‘ra
+00

lim  /  (/ )=  | Л ^ ( х ) , / 6 Д
- 0 0

Munosabat o ‘rin li. Ammo teoremaning shartiga ko 'ra

lim/„(/) = / ( 0П-*Ю
+CO

boMgani sababli f ( t ) =  j e"'dF(x) funksiya F(x)  taqsimot funksiya-
-C O

ga mos kelgan xarakteristik funksiya boMadi.
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Endi Fw => F  munosabatning o‘rinli ekanligini isbotlaymiz.n-*co
Teskarisini faraz qilamiz: Fn taqsimot funksiyalar ketma-ketligi 
n  —> oo da F  — taqsimot ftinksiya ga sust yaqinlashmasin. U holda

3Fmk-\Fmk}^{F„},Fmk = > F \ F * F ,

shu bilan birga F'  va F  taqsimot funksiyalar. To4g ‘ri limit teoremaga 
ko‘ra

va yagonalik teoremasidan /(/) Ф / 4 0  > ammo Sunday boMishi mum­
kin emas, chunki ]im f H(i) = f i t )  va shuning uchun ham / ( 0  = / 4 0 -

n—

Hosil boMgan qarama-qarshilik farazimizni noto‘g4ri ekanligini ko‘r- 
satadi. 8-teorema isbot boMdi.

IV BOBGA DOIR MASALALAR 

1- / ( 0  = / ( - 0 . f ( t  + 2a) = f ( t ) , 0 ^ t < a  bo‘lsa, a
tengliklar yordamida aniqlangan funksiya xarakteristik funksiya 
ekanligi isbotlansin.

2. £2 va £3 turli taqsimlangan boMib, + £ 2 va £ , + £ 3 

yig‘ indilaming taqsimot funksiyalari bir xil, bogMiqsiz 
tasodifiy miqdorlarni topish mumkin ekanligini isbotlang.

3. Agar f ( t ) , t s  R xarakteristik funksiya boMsa, u holda

ф' { f ( t  + 2a),\t\>a,

о
Ф з ( 0 = exp{ /СО ~ i}

funksiyalar ham xarakteristik funksiyalar ekanligi isbotlansin.
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4. /(/), t e  R xarakteristik funksiya uchun

1-|/(20|2 <4(1-|/(/)|)г ,-/ е й  
tengsiziik o‘rinli ekanligi isbotlansin.

5. Har qanday haqiqiy /(/), t e  R xarakteristik funksiya uchun

l + / ( 2/)>2 [ / ( / ) ] 2 

tengsiziik o‘rinli ekanligi isbotlansin.
6 . Agar F(x)  taqsimot funksiya va /(/) uning xarakteristik 

funksiyasi bo‘ lsa, u holda har qanday x e  R uchun

j f ( t ) e - ‘*d t  = F ( x ) - F ( x - 0 )
/-►со 2 T  J T

tenglik isbotlansin.
7. F  taqsimot funksiya, xk uning sakrash nuqtalari, /  unga 

mos kelgan xarakteristik funksiyasi bo‘lsa, u holda

lim -^г J|/ (0 | 2 = ) ~ П х к - 0]/->O0Z/ _ r  k
tenglik isbotlansin.

8 . Absolut uzluksiz tasodifiy miqdorning xarakteristik funk­
siyasi / —>oo da nolga intilishi isbotlansin.

f r f i r f  -  xarakteristik funksiyalar va f f 2- f j z bo‘ lsin. 
Bundan f 2 = /ъ tenglik kelib chiqadimi?

10. Agar f  va f 2 — xarakteristik fmksiyalar bo‘ lib, O<0^1 
boMsa, u holda (1 - 0 )  f + 0 f 2 ham xarakteristik funksiya ekanligini 
ko‘rsating.

11. Agar A/£ = 0 bo‘lsa, u holda

-oo *
tenglik isbotlansin. Bu yerda /  -  xarakteristik funksiya, Re/  esa 
/ning haqiqiy qismi. Agar Щ  mavjud bo‘ lsa, u holda

-oo

tenglik isbotlansin.
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12. Xarakteristik funksiya juft funksiya boMishi uchun unga 
mos kelgan F(x) taqsimot funksiya

F ( x ) = l - F ( - x - Q )
shartni qanoatlantirishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

13. BogMiqsiz tasodifiy miqdoriarni qo‘shganda uchinchi mar- 
kaziy momentlar qo‘shiladi, to‘rtinchilari esa qo‘shilmasligi isbotlansin.

14. Д л Д  (O' frj ^  tenglikdan £ va rj tasodifiy
miqdorlaming bogMiqsizligi kelib chiqmasligi isbotlansin.

15. f 4+v = (/)•/, ( t ) , t e  R tenglikdan j§ va t] tasodifiy
miqdorlaming bogMiqsizligi kelib 'chiqmasligi isbotlansin.

16. £ tasodifiy miqdorlaming nolda differensiallanuvchi ekan- 
ligidan M g  ning mavjud ekanligi kelib chiqmasl^i isbotlansin.

17. Xarakteristik funksiya haqiqiy qiymatli boMishi uchun u juft 
funksiya boMishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

18. Quyidagi funksiyalar xarakteristik funksiya boMa olmasligi 
isbotlansin:

_-/4а ) b ) e  
c) ax cos/ + ...+ an coswf + bx sinf +... + bnsmnt\ Ь,,...,Ьп Ф 0 , bu 

yerda s  R.
19. cos t2 funksiya xai*akteristik funksiyami?
2 0 . £ =|(6>) tasodifiy miqdor (Q ,9 ? ,P )- ehtimollar fazosida 

aniqlangan, bu yerda Q  = [0,1], 9? = -  [0,1] oraliqdagi Borel tolp- 
lamlarining cr-algebrasi va P  = P? -  Lebeg oMchovi. Agar

a) !(«> ) =
2 ®,0 < o < -j,

b) %(®) = ln co ; g (0) = 0 ;
1,0<ft)<l/3, 

c) 4(co)= {0,l/3<£»<2/3,
1[1,2/3<й><1 

boMsa, uning xarakteristik funksiyasi topilsin.
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21, Zichlik funksiyasi ——,-co<x<oo boMgan taqsimotning

xarakteristik funksiyasini toping.
22- £, =(£, Rn dagi tasodifiy vektor,

uning xarakteristik funksiyasi, mbs ravishda
tasodifiy miqdorlaming xarakteristik funksiyalari boMsin. ta­
sodifiy miqdorlar bogMiqsiz boMishi uchun ixtiyoriy lar uchun

Ш ....... M
tengliklaming o'rinli boMishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

23. 4  dagi tasodifiy vektor, esa
uning xarakteristik funksiyasi, lar tasodifiy
miqdorlaming xarakteristik funksiyalari boMsin. Ixtiyoriy haqiqiy 
t e  R uchun

/ 0 >->0 = Ш ( 0
M

tengliklarning o‘rinli ekanligidan tasodifiy miqdorlaming
bogMiqsizligi kelib chiqmasligini ko‘rsating.

24- /,(/ ),/^ (/),... — xarakteristik funksiyalar, ax,at9... manfiy 
boMmagan sonlar boMib, ax + a2 -+■... = 1 boMsin. U holda

/«I

funksiya xarakteristik funksiya boMishi isbotlansin.
25. F(x ) — /(/) xarakteristik funksiyaga ega boMgan taqsimot 

funksiya boMsin. R e/(/) xarakteristik funksiya ekanligini isbotlab, 
unga mos kelgan taqsimot funksiya topilsin.

26. £ tasodifiy miqdor /(/) xarakteristik funksiyaga ega bo‘-
lib, qandaydir a  uchun Р{% = <?}> 1/2 boMsin. U holda /(/) haqiqiy
sonlar o‘qining birorta ham nuqtasida nolga aylanmasligi isbotlansin.

27. £ tasodifiy miqdor haqiqiy f ( t )  xarakteristik funksiyaga
ega boMib, qandaydir а Ф 0 uchun P {£ = a}< l/4  boMsin. U holda 
/(/) cheksiz ko‘p nuqtalarda nolga aylanishi isbotlansin.



28. Q uyidagi xarakteristik funksiyalarga mos kelgan taqsim otlar 
topilsin.

a) c o s t ; b) cos21 ; с ) е ~'г ; d) e  ;
v 1 ^ 1  v sin/ , v _ы

e ) — 7 ; f) 7— ; g ) ------ ; h ) e Hcos/.
l+ r 1- ^  ^ t

29. —bogMiqsiz b ir x il taqsim langan tasodifiy m iqdorlar 

ketm a-ketlig i, v -  butun musbat q iym atlarn i qabul qiluvchi va 
ketm a-ketlikka bogMiq boMmagan tasodifiy miqdor boMib, 
p k = P ( y  =  /с), / (/ )  esa f j  tasodifiy m iqdorning xarakteristik  funk­
s iyas i boMsin. <̂I + ... + ̂ v, tasodifiy miqdorning xarakteristik fimk- 
siyasin i toping.

30 . Juft uzluksiz va /> 0 da qavariq, 0 ^ / ( r ) ^ l  va / (0 )  = 1 
shartlam i qanoatlantiruvchi ix tiyoriy funksiya xarakteristik funksiya 
boMishi isbotlansin.
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V BOB. LIM IT TEOREMALAR

Oldingi boblarda keltirilgan  fikr-mulohazalardan ko‘rinadiki, 
ehtim ollar nazariyasin ing ko‘ pchilik  m asalalari tasodifiy miqdorlar 
yigM ndisini oMganish b ilan  bogMiq boMar ekan. Bunga oddiy misol 
sifatida binom ial taqsim otni (polinomial taqsimotni ham ) olish mum- 
kin. O 'zaro bogMiqsiz tasodifiy m iqdorlar yigMndisining taqsimoti har 
b ir qo 'sh iluvch ilar taqsim otlarining kom pozitsiyasi bilan aniqlanadi. 
Lekin taqsimot funksiyalar sinfida aniqlangan bu am al murakkab va 
shu munosabat b ilan yigMndi tasodifiy m iqdom ing taqsimotini aniq 
hisoblashga qaratilgan harakat befoyda boMib chiqadi. Shuning uchun 
tasodifiy m iqdorlar yigM ndisining taqsimotini asimptotik ifodalar yor- 
damida approksim atsiyalash m asalalari muhim aham iyat kasb etadi. 
0 ‘z navbatida taqsim otlam i approksim atsiyalash m asalalari etim ollar 
nazariyasin ing lim it teorem alari bilan bogMiqdir.

Am aliyotda bitta tasodifiy miqdor ko ‘p marta kuzatilib , natija 
har bir kuzatuv qiym atlarin ing yigMndisidan iborat boMgan hoi ko‘p 
uchraydi. Yuqorida qayd  q ilingan qimor o‘ y in lari bilan b ir qatorda, 
birorta fizik  kattalikn i, oMchov an iq lig in i oshirish uchun takroriy 
oMchashlar, so‘ngra ulam i o ‘rtalashtirishlar, ko ‘p karra bir jin s li 
sabablar ta ’sirida o ‘tadigan, vaqtga bogMiq boMgan jarayon lar va shu 
kab ilar bunga misol boMa oladi.

Ushbu bobda bunday hodisalar yagona ehtim ollik nuqtayi naza- 
ridan quyidagi sxem aga asoslanib tavsiflanadi.

BogMiqsiz, b ir x il taqsim langan boMishi ham mumkin boMgan, 
tasodifiy m iqdorlar ketm a-ketlig i berilgan boMsin. Bizni ulardan 
birinchi n  la yigMndisining, qo 'sh iluvch ilar soni o ‘sgandagi (asimpto­
tik ) holati q iziqtiradi. Yetarlicha katta n  larda tasodifiy miqdorlar 
o ‘rta arifm etigi tasod ifiy lik  xossasini yo ‘qotib, matematik kutilm alar- 
n ing o ‘ rta arifm etik qiym atiga intilar ekan. Bu tasdiq katta sonlar 
qonuni deb ataladi.

Katta sonlar qonuni ikk i x il yoMialishda kengaytirilgan . Ulardan 
biri o ‘rta arifm etik miqdorning dinam ikasi b ilan bogMiq. Bu yo ‘na- 
lishning asosiy natija lariga kuchaytirilgan katta sonlar qonuni va



takroriy logarifm qonunlarini kiritish lozim. Ikkinchi yo‘nalishning 
boshlangMch punkti ba’zan markaziy lim it muammosi deb ataluvchi 
masala hisoblanadi. Bizga ma’ lum boMgan Muavr-Laplas teoremalari 
bunga misol boMadi. Markaziy limit muammoning yechimi bogMiqsiz 
tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi yigMndisi har bir qo‘shiluvchining 
qo‘shgan hissasi yigMndiga nisbatan cheksiz kichik boMgan holda, 
taqsimot funks iyasining limitlaridan tashkil topgan sinfhi tafsiflashga 
imkon beradi.

l-§ . M arkaziy lim it teorema

Ushbu paragraf ehtimollar nazariyasining eng ajoyib natija- 
Iaridan biri boMgan markaziy limit teoremaga bagMshlangan. Har 
qaysi qo‘shiluvchilari cheksiz kichik boMgan b^Miqsiz tasodifiy miq- 
dorlaming yigMndisi keng shartlar bajarilganda normal taqsimot funk­
siyaga (Gauss taqsimotiga) yaqin taqsimotga ega. Bu natijaning qiy- 
mati ehtimollar nazariyasi chegarasidan jiida chetga chiqib ketadi. U 
ko‘p amaUy masalalarni yechish jarayonida normal taqsimotni 
ishlatish uchun asos vazifasini bajaradi.

Ф Л Р )  ixtiyoriy ehtimollar fazosi va ,£ 2 unda
aniqlangan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi boMsin. 

l- ta ’ rif. Agar ixtiyoriy x e  R uchun ushbu

-►Ф(Л) = ^  J e _"2/2A
2»  ШШ

munosabat o‘rinli boMsa, u holda , | 2 tasodifiy miqdorlar
ketma-ketligi m arkaziy lim it teoremani qanoatlantiradi deb ataymiz.

Avval markaziy limit teoremaning bir xil taqsimlangan bog‘- 
liqsiz tasodifiy miqdorlar ketma-ketligiga taalluqli boMgan eng sodda 
variantini keltiramiz.

1-teorema. ,£2 ,... tasodifiy miqdorlar bogMiqsiz bir xil 
taqsimlangan va M£in — a  chekli matematik kutilmaga hamda chekli 
D£n =cr2 > 0, n  > 1 dispersiyaga ega boMsin. U holda ular markaziy 
limit teoremani qanoatlantiradi, ya ’ni

D i l i  + - 4 n - " °  ^  Л -



Isboti. g k = gk - a  belgi kiritamiz. U holda M gk = 0 va 
=cr . Xarakteristik funksiyalarning maxsus xossasi (5-teorema,

(16) munosabat)ga ko‘ra

a )
£ + +£ —nci n E

Shu bilan birga, Sn =---- —-Д-----= £ — =̂- tenglik o'rinli ekanligini
a  v «

ko‘rish qiyin emas. Shuning uchun ham Sw miqdorning xarakteristik 
funksiyasi

fs„ ( 0 - П ^ /<т̂ ( 0 - П 4  f —t=
*=1 * *=1 k \CTyJn=1

2

1 —— -l-of—1
ч 2/7

ko‘rinishga ega va demak u я - »  ooda e“' /2 ga nuqtaviy yaqinlashadi. 
“ /2Ammo, e- funksiya (0;1) parametrlarga ega bo‘lgan normal taso­

difiy miqdoming xarakteristik funksiyasidir. Endi 1-tcoremaning 
isboti xarakteristik funksiyalar uchun isbotlangan teskari limit teore- 
madan kelib chiqadi.

1-misol. Har bir tajribada yutuqning ehtimoli p  bo‘ lgan Ber- 
nulli sxemasini ko'ramiz. p k orqali k- tajribadagi yutuqlar sonini bel- 
gilaymiz, u holda

Мцк = p,Dpik = p ( i - p ) - , k  = \,2,...,n.
Sn -  ц х + ...+//„ belgilash kiritamiz.
1-teoremaga ko‘ra, ixtiyoriy x e  R uchun

V M  )"-**
Bu tasdiq Muavr-Laplasning integral teorcmasini aks ettiradi.
2-misol. 0 ‘ lchov xatoliklari. Biror a miqdomi o‘ lchaganda 

taqriban £ qiymat hosil bo'ladi. Yo‘ l qo'yilgan xatolik S =%-a  ikkita 
xatoliklaming ushbu

S = ( g  -  M£)+( Щ  -  a )

yig'indisi shaklida ifodalanishi mumkin. Ulardan birinchisi Щ 
tasodifiy xatolik, ikkinchisi M E ,- a  esa sistematik xatolik deb ataladi.
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Yaxshi oMchov usullari ishlatilgan holda sistematik xatolik 
nolga teng boMadi, shu sababli Щ = а  deb olamiz va demak

- a  = 0. Dl; — t2 boMsin. Tasodifiy 5 xatolikni kamaytirish 
uchun n marta, qiymatlari £i ,£ 2 bo‘ lgan bogMiqsiz oMchov 
o‘tkaziladi va a miqdoming qiymati sifatida

о _ Z\+%2 +-H n  
n

o‘rta arifmetik qiymat olinadi. Bunda qanday xatolikka yoM qo‘yiladi?
1 -teoremaga ko'ra

.  e -Jnfr 2
p(|Sn - fl|£e ) «  ‘ J e~l ,2 d t .

—e  yfn/r
0 ‘ng tomonda turgan funksiyaning qiymati jadvallashtirilgan 

(ilovalar 2-jadvalga qaralsin).
3-misol. Antropologiyada maMum yoshli va jinsli odamning 

bo‘yi yo‘ki vazni odatda normal tasodifiy miqdor deb hisoblanadi. 
Ammo ko‘p hollarda bu parametrlaming logarifmlari normal 
taqsimlangan deb juda katta asos bilan aytishimiz mumkin. Agar r\ 
tasodifiy miqdor uchun £ = log/; normal taqsimotga ega boMsa, u 
holda 77 logarifmik normal taqsimotga yoki qisqacha lognormal taqsi­
motga ega deyiladi. Bo‘yni yo‘ki vaznni lognormalligini nazariy 
jihatdan ham asoslash mumkin. Masalan, vazn juda ko‘p bogMiqsiz 
sabablar natijasida hosil boMadi va ular vaznga multiplikativ ta’sir 
ko‘rsatadi, ya ’ni

Bu yerda rjk lar birga yaqin boMgan bogMiqsiz tasodifiy miqdorlar. Bu 
holda

n
log7? = X  log7?*Ы

va log rj 1-teoremaga ko‘ra limitda normal taqsimotga ega.
4-misol. Markaziy limit teorema yordamida sof analitik nati- 

jalam i ham isbotlash mumkin. Masalan, ushbu
n j  1 

кш lл—>00 1 к !
tenglik ni isbotlaymiz.
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Faraz qilaylik, Sn -  parametri n boMgan Puasson tasodifiy 
miqdori boMsin. U holda

7Ч£„<,0 = е-'!£ - ^ ,A=l «i
Ammo S . =£,+$,+ - + I . ,  bu yerda | , , | 2 -  bog‘ liqsiz

bir xil taqsimlangan, parametri 1 ga teng boMgan Puasson tasodifiy 
miqdorlar boMib, ME, = D% = 1. 1-teoremaga ko‘ra

lime'"У\— = limP(S <n)= —* [e"‘n dt =—.

Ba’zi shartlar bajarilsa bogMiqsiz turli taqsimlangan tasodifiy 
miqdorlar ketma-ketligi uchun ham markaziy limit teorema o‘rin!i. 

Agar ixtiyoriy r > 0 uchun

- i Z  J  { x - a k f d F k{ x ) -+ 0
B n  Ы \ х - а к \ ***»■

boMsa, u holda [4k),k>  1 tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi uchun
и П

Lindebcrg sharti bajarilgan deyiladi, bu yerda ак =Щк9 B„ = J^D4k
ы

va Fk (x ) esa <̂k tasodifiy miqdorning taqsimot funksiyasi.
2-teorema (Lindeberg). Agar bogMiqsiz tasodifiy miqdorlar 

ketma-ketligi uchun Lindeberg sharti bajarilsa, u holda ixtiyoriy x e  R 
uchun

« , ( # -  * ****
V BIl Jn-*X>

Isboti. Quyidagi tasodifiy miqdorlami kiritamiz:

Z k n = ^ p - - ,k  = l,2,. . . ;n=:l,2,. . .

U holda

B n  *=1 B n  *=1

С _  (vi +£2 + - Ч п  M * i +«2+ -+<V) Х П & -Л  т т е
я  -  Li~Z Z jbh

*«1  N M
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tasodifiy miqdorning xarakteristik funksiyasini hisoblaymiz. 
g kn,k = \,2,... tasodifiy m iqdorlar bogMiqsiz boMgani sababli, xarak­
teristik funksiyalarning xossasiga ko 'ra

Л Я ( 0  = П 4 , ( 0  = П Л , ( 0 .
M  кш 1

(2 ) tenglikning har ikkala tomonini logariflaym iz:

In/j„ C0  = i / b ( 0

(2)

I
va

Inf s  (/)
"  //■—►oo 2

munosabatning o 'r ir ili ekan lig in i isbotlaymiz.^ Buning uchun avval 
ix tiyo riy  chekli |/|<Г intervalda, /c (1^  /c S w) va / lar bo 'y icha tekis

l n . 4 , ( 0  -> 0

yoki

f i n  ( 0  " i ’//-wo
m unosabatlarning o‘rin !i ekan lig in i isbotlayraiz.

V bobdagi (15 ) tengsizlikdan va

J  /Oa/Fte ( x )  = Mitgb, = 0
40

tenglikdan foydalanib quyidag in i topamiz:
CO

[ ( e * - 1 ) ^ , 0 )
-oo

00
f (e " r  - l-/ / x )^ F fa, ( x )

—<o
<

-C O

x2dFk„ (x ) . (3)

Ushbu
x -ak

hi Вn
V=P\Znk^^JL \=P B. В

= Fk (x )

tenglikni hisobga olib , ix tiyo riy  r > 0  uchun
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4 - Z  1 i x - a k)2 dFk ( x )  = f j  J  
W K K

/ \ rx -ak
dFh, x -a „

П
т ю г щ ш ш ш ю  *  4 ш щ  ■

^—1 |г|>Г
(3 ) tenglikning o ‘n g  tomonini yuqoridan quyidag i ifoda bilan 

baholash mumkin:

t e 2 + t  I - ^ W '  , 2 Я Й -  ы
l-‘N

Shunday q ilib , barcha yetarlicha katta n  sonlar uchun, 1 < k < n  
shartni qanoatlantiruvchi к  va ixtiyoriy chekli [■-T,T ] intervalda 
yotuvchi t larga nisbatan tek is ravishda

I I T*\/кл( 0 - 1 \ < ^ - +К - . щ кп

tengsiziik  o ‘rin li ekan.
Oxirgi tengsizlikdari (1< k<  « ) g a  nisbatan tekis ravishda

lim /*„(0 = 1 (4)n—>00
va barcha yetarlicha katta n  larda, ix tiyoriy chekli [ - Г , Г ]  intervalda 
yotuvchi / lar uchun

|/ы(0-1|<“  (5)
tengsiziik  o4rinli. Shuning uchun ham biz bu oraliqda quyidagi yoyil- 
mani yoza olam iz:

i n 4 ( 0 = Z i n A , ( 0 = I i n ( i + ( / fa ( 0 - i ) ) =  .

Ш  м

= 1 ( Л Л ' ) - 1)+ Л „ , (6)кш |

bu yerda Rn ( г ) = J  £  ' £ $ £ ( £  (/)  - 1 ) ' .
k=l s=2 S

(5 ) tengsizlikka ko ‘ra

к  « - i f .
*= l*= 2  1  Z  W  k=l
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ammo
n

/:=! Ar=l

+<o
} (e '“  - \ - i t x ) d F hl ( x )

-9> k=\ -CC

Demak, |Л„ (/)| £ ^-max|/ta (/) — lj
I-iaSW

(5 ) dan, ix tiyoriy T>  0  uchun t e [ - T J ]  o raliqga nisbatan 
tekis ravishda n  —> со da

M 0 - > o  W
kelib  chiqadi.

Shu b ilan  b irga

l ( / b ( 0 " l  )  = - T + P „ , 
t=i z  %

bu yerda
/?  +00

pn ( o = V + £
Z  b = l- c o

A ytaylik , 0  < s  — ix tiyo riy  musbat son bolsin. U holda

I * = !

(8)

k=\

ekanligin i hisobga olib , quyidagiga eg a  bo ‘lam iz:

р Л  0  = £  1
|лг|̂£ V

dFkn ( x )  +

X J
*=4'i>c

+ e i u - \ - i t x  WFto (x ) .

V  bob 4-§  dagi (15) tengsizlik quyidag i bahoni o lishga imkon
beradi:

*=I l.vtee

£-T £S  J x2dFlm( x ) + t  £  J x F to(x)  =

|3
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Lindeberg shartiga ко 4 га

t 2 1 - —£
64 /

\Z J  x2dFb l ( x ) 9 [ - Г ,Г ] ,  s > 0

qo‘ shiluvchining q iym atin i istalgan S >  0  sondan kichik qilib  olish 
mumkin. e  ning ixtiyo riy lig idan  foydalanib, uni shunday tanlaym izki. 
natijada barcha 8  > 0  v a  T j e  [TJ"\ sonlar uchun

|p„(/)|< 2«5 , ( n ^ n n( e ,5 ,T ) )

tengsizlik o‘ rinli boMsin. Bu tengsizlik t  ni q iym atin ing har bir chekli 
intervalida tekis ravishda

l im p . ( I ) *  0  (9 )
n — К С

munosabat o ‘rinIi ekan lig in i ko ‘rsatadi.

(6 )-(9 ) munosabatlardan, har qaysi oraliqda tekis ravishda

lim  In /с (/) = -----
n-мо JSn 2

ekan lig i kelib chiqadi.Teorem a isbot bo‘ ldi.

L yapunov  teo rem asi. A gar {£„} tasodifiy m iqdorlar ketma- 
ketlig i uchun shunday musbat S  mavjud bo‘ lib, я  -»< »da 

_ 1  ,2 +*
В,2*6 -4 (i (L yapunov sh a rt i)

i= l

munosabat o 'r in li boMsa. u holda bu tasodifiy m iqdorlar ketma-ketligi 
uchun m arkaziy lim it teorema o ‘rin li boMadi.

Isboti. Lyapunov shartidan Lindeberg shartining o ‘rin li ekan ligi 
kelib  chiqishiga ishonch hosil qilam iz. Haqiqatan ham,

1 A  „ . i я .



1-mashq. 1-teorema Lindeberg teoremasining natijasi ekan­
ligini isbotlang.

2-ta ’rif. }feAr tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi bo‘ lib, 

n = °k > ̂  = Un  у n  ̂  1 bo ‘ Ism, bu yerda ak = M£k,

ВI = £)(£, +...+%n) .  Agar ixtiyoriy s >  0 uchun
max
*<л 4 K - J  ( '» )

bo‘lsa, %hl tasodifiy miqdorlar hisobga olmasa ham bo‘ladigan 
darajada kichik (nolga tekis yaqin lashadi) deyiladi.

Lindeberg sharti

*=i
tasodifiy miqdorning taqsimoti n —>ooda N(0, 1) —normal taqsimotga 
intilishi uchun zaruriy shart emas. Bu fikmi quyida keltirilgan misol 
tasdiqlaydi.

S-misoi. £1и =?7, 4in ~ — -  = 0 bo‘lsin. Bu yerda 77-(0 ,1 ) 
parametrli normal taqsimotga ega boMgan tasodifiy miqdor boMsin. U 
holda

« 4 = & Ш  w i t s * .  % * V - p ( ’)  s  Ш  a e r* - l \ks\ /  \ 2 Я  ^

tengsizliklar o‘rinli, ammo Lindeberg sharti bajarilmaydi.
Ammo, agar

■ ♦ ...............> Щ т и Ш в ^ *ч̂ =1 / \2n  _oo
yaqinlashish bilan birga hisobga olmasa ham boMadigan darajada 
kichiklik sharti bajarilsa, u holda Lindeberg sharti zaruriy shart boMib 
qoladi.

3-teorema. Agar bog‘ liqsiz tasodifiy miqdorlar ketma- 
ketligi (10) shartni qanoatlantirsa va har qanday x e  R uchun

-0 0

± 4 h i<x \--------- > _ L r e- '4 / /

bo‘lsa, u holda Lindeberg sharti bajariladi.
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Isboti. Quyidagi tengsizliklaming o‘rinli ekanligini ko‘rish 
qiyin emas:

\ Ш -\ \  = \Ме,а-\\± j|e'“ - l | ^ ( * )  +
Ul>£

J e i u - 1
\x\£e

dFh,(x )< 2  J  dFkn(x)+  J |/е|^(д :)< 2Рф <71|>е)+|/е|.
\x\>e U t e

(10) shartga ko‘ra, ixtiyoriy t e  R uchun

max j/,„(0 - 1 1 >0 -k&n
Lindeberg teoremasining isbotlashda qo'llanilgan usuldan 

foydalanib, quyidagini topamiz:

K l=  ig / ^ ( o - Z ( / f o ( o - i )

Quyidagilar ham o‘rinli

£ (/ * . ( » ) - ч » $ & т * Е£ л ч .  < *»-
A-=! -сс A'=l

= | £—ZLll-—c/Gn ( x ) ,
—CO

bu yerda G„ ( * )  = £  | t 2dFk, ( t ) .
*=i «X

Demak,
in/ЛО—

muhosabatdan, t e  R uchun nuqtaviy ravishda

S U , ( o - i ) — —+t2/i

/ 2

Л-1
va Gn(x) taqsimot funksiya bo‘Igani uchun

e ‘lx —\-itx . 1 1  ,n  , , dG„ (x )J » 0 .ff—XO
-oo \  X

So'ngra
e i,x-\-ix < :!

2
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va bu tengsiziik x&0 da qat’iy. Shuniug uchun ham, agar r> 0  
bo‘Isa, u holda

sup
W>*

e itx-\-ix
x2

bu yerda S ( r ) > 0 . Demak, x \ > t  tengsizlikni qanoatlantinivchi bar­
cha x  lar uchun

Re

U holda

V “ - l  -jx  i 

.  ** 2

> S(  t )> 0 .

J  « { ^ ^ 0  -
\x\>Ttl

Agar E(x) fimksiya 0 nuqtani 1 ehtimol bilan qabul qiluvchi 
tasodifiy miqdorning taqsimot funksiyasi, y a ’ni

f , U > 0 ,E(x) =

bo‘lsa, u holda
x< 0,

J  S ( T ) d E ( x )  = 0
\x \> T

va Gn(x)=> E(x), bu esa Lindeberg sarti bajarilishiga ekvivalentdir. 
Teorema isbotlandi.

2-§. Tasodifiy m iqdorlar ketma-ketligining 
yaqinlashish turlari

Matematik analiz kursida funksiyalar ketma-ketligining turli 
yaqinlashishlari ko‘riladi: tekis yaqinlashish, deyarli barcha nuqta- 
larda yaqinlashish, o‘lchov bo‘yicha yaqinlashish, o‘rta kvadratik 
yaqinlashish va boshqa shular kabi yaqinlashishlar. Xuddi shu kabi, 
ehtimollar nazariyasida ham (elementar hodisalar fazosida aniqlangan 
funksiyalar kabi qaraladigan) tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi uchun 
va shu bilan bir qatorda taqsimot funksiyalar ketma-ketligi uchun ham 
turli yaqinlashishlar ko4riladi.

Ushbu paragrafda tasodifiy miqdorlaming turli yaqinlashishlari 
ko‘rilib, ular orasidagi bog‘ lanishlar o‘rganiladi.
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Bir ehtimol b ilan  yaqinlashish (deyarli m uqarrar 
yaqinlashish).

4-ta’rif. (Д Д Р ) ehtimollar fazosida aniqlangan £=|(<a)
{%п =£Дй>), n > 1} tasodifiy miqdorlar berilgan boMsin.

Agar

p jo e  Q; Umfn(®)=|((»)| = 1

boMsa, u holda £,,£2,... ketma-ketlik 1 ehtimol bilan (deyarli 
m uqarrar) £ tasodifiy miqdorga yaqinlashadi deyiladi va buni

|и_ М ^

orqali belgilanadi.
4-teorema. %n 

ixtiyoriy s  > 0 uchun

im i4 :

I eh/. -»£ munosabat o‘rinli boMishi uchun.

lim e  О : sup\4m ( ( o ) - 4 ( o ) ) \ > s
Л-»<o man

= 0

boMishi zarur va yetarli.
Isboti. Quyidagi tenglikni o‘rinli ekanligini ko‘rish qiyin emas:

0 0  CO CO

J ® e Q ;  lim|„ (й)) = | (<»)[ = Q ( J  f j{ ® e  Q : ^ m («> )-£  (a>)|^ 1 /г} .
' й Р 9 / t * .  . r=\ n=lm =$

Faraz qilamiz,

p(ft)G Q : lim£_ (&>)} = 0
l  Я-+С0 ’  J

tenglik o‘rinlj boMsin. Bu esa o‘z navbatida

^йпй{|4(® )-^(® )|>1м}=о
Lr=l w=l m=n

tenglikka ekvivalent. Oxirgi tenglik esa, o ‘z navbatida, ushbu: 
ixtiyoriy r  > 0  uchun

n r t u f t ,  -Ф Щ
|,n=l m=n

yoki ixtiyoriy r  > 0 uchun

= 0

lim PW—>00 B M P *
\m = n

= 0
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ta’kidga ekvivalent. Oxirgi ta’kid esa: ixtiyoriy r  > 0 uchun

bilan teng kuchli. Bu esa ziddiyatga olib keladi. Yuqorida aytil- 
ganlarning hammasidan teoremaning isboti kelib chiqadi.

Лг А2,..Лаг Ji dan olingan hodisalar ketma-ketligi boMsin. 
[An ch.k?t orqali A],A2, . . . -  hodisalardan cheksiz ko‘pi ro‘y  berishini 
ifodalovchi

hodisani belgilaymiz.
Quyidagi Borcl-Kantelli lemmasi ehtimollar nazariyasi va mate­

matik statistika kursining eng muhim va amaliyotda keng koMamli 
tatbiqlarga ega boMgan natijalaridan biri liisoblanadi. Bu lemma 
{ Д; ,/7>1}- hodisalar ketma-ketligi limsupligining ehtimolini hisob- 
lashga bag6ishlangan.

5-teorema. (Borel-Kantelli Lemmasi). (£1УЯ ,Р )~  ehtimollar 
fazosi va { Д ,} ^  — hodisalar ketma-ketligi boMsin.

{An}^{ -  hodisalar ketma-ketligi bogMiqsiz boMsa, u holda 
P(limsupi4w) = l .

9 3

Isboti. (a) A w al lim sup Д, с  ( J  Ak Vk > 1 munosabatning

lim/l„ = lim sup 4 = flU Л
//

(a) agar ]T  P(Afl) < oo boMsa, u holda P(lim sup All) = 0,

(b) agar ^ГР(.Д ) qator uzoqlashsa (ya’ni ^ P ( A n) = +oo) va

o‘rinli ekanligini qayd etamiz. Demak, har qanday butun к ^ 1 uchun, 
Bui tengsizligiga ko‘ra

(П)
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Р(ЛЯ) qator yaqinlashgani uchun uning qoldiq hadi nolga
n=\

intiladi, ya ’ni k-><x> da - » 0.. Shuning uchun ham (11) da
n=k

к  —>oo deb, biz kutilgan natijaga ega boMamiz.

(b) Biz P((limsupy4w)c) = 0 ekanligini ko‘rsatamiz, bu yerda 

Ac = A . Ta’ritga ko‘ra
03  0 0

( И т з и р Л ^ и Г К ,
n=\ m - n

(Morgan qonuni) boMgani sababli, biz har bir n>  1 uchun

P r t f *\m=n /
= 0  (12)

ekanligini ko‘rsatishimiz yetarli. n  > 1 ni fiksirlaymiz. Har qanday 
haqiqiy x uchun \ + x £ e x tengsizlik о‘rinli. Bundan foydalanib, har 
qanday /!>1 uchun {An} hodisalar ketma-ketligining bogMiqsizligini 
hisobga olsak,

P

n+ j

^ ^ ( Д , )  qator uzoqlashgani uchun, у  —» o o  da P(Ani)->co. 

lime~* = 0 boMgani sababli, у ni cheksizga intiltirib, biz ( 12) ni hosil
X-КО

qilamiz. Teorema isbot boMdi.
1-izoh. (a) va (b) tasdiqlar birgalikda Borel-Kantelli lemmasi 

nomi bilan yuritiladi. Bu ikkala natija 1909, 1912-yillarda Borel va 
(1912-yilda Kantelli tomonidan isbotlangan).

Borel-Kantelli lemmasi ehtimollar nazariyasining (kuchli yaqin- 
lashishlar bilan bogMiq boMgan) ko‘p masalalarida juda foydali, xusu­
san bu lemma kuchaytirilgan katta sonlar qonunlarini va takroriy loga- 
rifm qonunlarini oMnatishda kerak boMadi. Bu lemmaning birinchi
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qism i keng ko 'lam li tatbiqlarga ega, chunki undagi hodisalar ketma- 
ketlig i m utlaq ix tiyo riy  bo ‘ lib, bogM iqsizlikka hech qanday shart qo ‘ - 
y ilm ayd i. Shu b ilan birga u ix tiyo riy  o ‘ lchovli fazoiar va undagi ix ti­
yo riy  boshqa (ehtimol oMchovi boMishi shart boMmagan) oMchovlar 
uchun ham o ‘ rinli, chunki (a ) tasdiqning isboti jarayon ida ehtimol 
oMchovining monotonligi va yarim  cr -a d d it iv lik  xossasig ina ish- 
latilad i, xolos.

Borel-K antelli lem m asin ing (a) qism i oMchovlar nazariyasidagi 
monoton yaq in lash ish lar haqidagi teorem aning nom anfiy hadli 
qatorlarga tatbiqi natijasida kelib  chiqadigan xususiy  holidan iborat:

(a) ning shartiga kokra,

M
^//=1 /  ;i= ! /7=1 *

va shuning uchun P
CO \

W b r * * =  0 .

Ammo Z /4 ,= eori= IimsuP 4,-
«=1 J

w

A slida, agar V «> 1  uchun g n > 0  va }  ME, n <oo boMsa, u
W=I

00
holda qator 1 ehtimol b ilan yaqin lash ish in i ko‘ rsata olamiz.

w=l

2-izoh. Borel-K antelli lem m asining (a ) q ism iga teskari tasdiqni 
quyidagicha ta ’riflash im iz mumkin: agar F (lim su p An) = 0 boMsa, u

cO

holda ^ Г Р (Д )  qator yaqin lashadi. Bu esa o ‘z navbatida ushbu: agar
M=1

03 ' •
P M  = 00 bo‘ Isa, u holda P ( l im s u p ^ J  > 0  degan tasd iqga ekvi- 
H=\

valentdir. Borel-K antelli lem m asining (b) qism i, agar bunga qo ‘- 
shimcha ravishda An hodisalar ketm a-ketlig i bogMiqsiz boMsa, u hol­
da P (lim su p ^ w) = 1 ekan ligin i ko 4rsatadi; shuning uchun ham (b) 
tasdiq (a) ning qism an teskarisi deb yuritilad i. Shu b ilan birga, (a) tas-
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diqning teskarisi (y a ’ni (b) tasdiq) umumiy holda to 4g ‘r i em as, buni 
quyidag i m isol yaqqol k o ‘rsatadi.

6-m isoi. Q = [0 ,1 ], Я  -  [0 ,1 ] oraliqdagi Borel to‘plam larin ing 
сг-a lgeb rasi, P  esa A -  Lebeg oMchovidan iborat boMsin. 
An = (0,1 / n\  V /7 > 1 hodisalar berilgan boMsin. U holda An X 0 ,  
y a ’ ni lim sup ^ w= 0  va

f ] P ( 4 , )  = f ] - = c o ,  lekin jP ( lim su p 4 ,)= 0 .
п w* \n

Bu misolda \/n>m  uchun An = (c ,c  +1 /n )  deb o lsak, bu yerda

/77; m > —— shartni qanoatlantiruvchi ix tiy o riy  fiksirlang an  butun son, 
1- c

<0

u holda t / W  = co  va P (lim su p y^ ) ehtimolning qiym ati [ 0 , l]
n = \

oraliqdagi ix tiyoriy son bolishi m um kinligini ko‘ ramiz.

1-n a tija . (£2.Я,Р) ehtim ollik fazosida {%„} tasodifiy miqdorlar

ketm a-ketlig i va £ tasodifiy m iqdor aniqlangan boMib,

ketma- ketlk e n 4- 0 , n  —> 00 shartni qanoatlant i ruvchi musbat sonlar 
ketm a-ketlig i boMsin. Agar

/1=1
boMsa, u holda

bn ' b
munosabat o‘ rinli.

Isboti. Ah ={o>e -§ | > £ wj  boMsin. U  holda Borel-

Kantelli lem m asiga ko‘ ra, P(An ch.k.) = 0, bu esa deyarli barcha 
c o g  Cl n atija lar uchun shunday N  = N(co)  topiladiki, n> N (c o )  

uchun |$и(й>)-£({У )[<£:„ ekan lig in i b ild iradi. Ammo s n i 0  boMgani 
sababli, deyarli barcha c o g  Cl lar uchun n  —>00 da $„(&) —>4(®) •
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T asodifiy m iqd o rlam in g  ehtim ol bo‘yicha yaq in lash ish i

(Д Д Р ) ehtimollik fazosida tasodifiy miqdorlar ketma-
ketligi va £ tasodifiy miqdor aniqlangan bo‘ lsin.

5-ta’rif. Agar har qanday s  > 0 uchun

Л £ , - £ | > е ) - > 0 ,  n  > oo

munosabat o‘rinli bo‘ lsa, u holda {£„} tasodifiy miqdorlar ketma- 
ketligi £ tasodifiy miqdorga ehtimol bo‘yicha yaqinlashadi deyiladi 
va bu yaqinlashish

w -> oo (yoki 1

ko€rinishda belgilanadi.
Bu yaqinlashish ehtimollar nazariyasida ko‘p ishlatiladi. 

Masalan katta sonlar qonunida (3-§ ga qarang), limit tasodifiy miqdor 
£ o‘zgarmas sondan iborat bo‘ ladi, y a ’ni P ( g = c )  = 1. Analizda bu 
yaqinlashishni o‘ lchov bobyicha yaqinlashish deb atashadi.

Endi ehtimol bo‘yicha yaqinlashishning ba’zi asosiy xossalarini 
keltiramiz.

1-xossa. £)n—^——>5 va f{x )  funksiya R da aniqlangan
uzluksiz funksiya bo‘lsin. U holda f (£ n) —n̂ a > f ( £ )  munosabat 
o‘rinli.

Isboti. f ( x )  ning R da uzluksiz bo‘ lgani uchun, Kantor 
teoremasiga ko‘ra u ixtiyoriy chegaralangan yopiq to‘plamda tekis 
uzluksiz bo‘ladi. £ > 0  va c >  0 ixtiyoriy musbat sonlar bo‘lib, 
<5 = S ( e , c )  > 0 shunday tanlanadiki, Щ < c, per, — x2 < S  tengsiziik lar 
bajarilganida

\ f i x x) - f ( x 2)\^S
bo‘ladi. Bundan

munosabat kelib chiqadi. Demak,

p ( \ m „ ) -  m i  >s ) z  p (|£| > c ) + p ^ „  - 4 \ > s ) .  ( i3 )
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§•„ tasodifiy miqdorning g  tasodifiy miqdorga ehtimol bo‘- 
yicha yaqinlashishidan, ixtiyoriy fiksirlangan 8  > 0 va ixtiyoriy у  > 0 
uchun shunday n0 = n0(8 )  sonning mavjudligi kelib chiqadiki, «> «„ 
boMganda

............... < . у

tengsizlik o'rinli bo‘ ladi. Demak, (13) tcngsizlikdan uchun

kelib chiqadi. Oxirgi tengsizlikda, у  ning ixtiyoriy ekanligini hisobga 
olsak,

'  ........... , щ

Bu tengsizlikning ocng tomonidagi miqdorni с  sonni tanlash 
natijasida istalgancha kichik qilib olish mumkin ekanligidan

lim P (| / (^ )-/ (^ )| >e )= ° .

2-xossa. {£,f \ £ = l , 2,...,m; /7 > 1} tasodifiy miqdorlaming m  ta 
ketma-ketligi boMsin. Agar ^ >%{k) va esa Rmda
aniqlangan uzluksiz funksiya boMsa, u holda

bo‘ladL
Isboti. 1-xossaning isboti kabi

< £ (  />(|f <*>| > c) + > * ) )
к— I

tengsizlikdan kelib chiqadi, bu yerda e  > 0 , с  > 0 ixtiyoriy musbat 
sonlar, 8  > 0  shunday tanlanganki, natijada, |jct|< с,...,|л:да| < с  
va |x̂  — 8 T..Jp cm — У „ \ й 8  shartlar bajarilganda

boMadi.
3-xossa. Agar va birorta c> 0 uchun

P(|i£n|< c) = 1 boMsa, u holda
lim m  = Mg .
и—>co
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Isboti. A w al Р(|^|< c ) = 1 ekanligini ko‘rsatamiz. Haqiqatan 
ham, uzluksiz f ( x )  funksiya, / (.v) = 0 , agar |x|<cva / (x) > 0 , agar 
|л-|>с shartlami qanoatlantirsa, u holda P ( f ( 4 „ )  = 0 ) = 1 va 1-xossaga 
ko‘ra f ( 4 „ )  „£-■ >/ ( !) -  Shuning uchun ham

Р (| ф с )  = Р (/ (£ ) = 0) = 1.
Ushbu

| - £ \ = \£n +|Zn ~^\1{̂ „-i\>s} -  S + 2cI{̂ n-i\>8) ■
Bundan, >% munosabatga kocra, ixtiyoriy 5 > 0

uchun
lim \M^„ -  A/£ | < S ц

tengsiziik kelib chiqadi.
4-xossa. Agar ^ —>4 boMsa u holda ^  ><g 

boMadi.
Isboti. 4-xossaning isboti 4-teoremadan bevosita kelib chiqadi. 
Ixtiyoriy tasodifiy miqdor rj uchun Fn (x) = P(tj < x) boMsin.

Taqsimot funksiyalar uchun kiritilgan kuchsiz yaqinlashish tushun- 
chasidan foydalanib quyidagi ta’rifni kiritamiz.

6-ta’rif. Agar « -> 0 0  da Щ boMsa, u holda |^|
tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi £ tasodifiy miqdorga taqsimot 
bo4yicha yaqinlashadi deyiladi. Bu yaqinlashishni %n — >g
kocrinishda belgilanadi.

5-xossa. Agar tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi f  tasodifiy 
miqdorga ehtimol bo‘yicha yaqinlashsa, bu ketma-ketlik | ga taqsimot 
bo4у icha ham yaqinlashadi.

Keltirilgan teoremani “g„ >1 dan g„ >£ kelib
chiqadi” ko‘rinishida ifoda qilish mumkin.

Isboti. Aytaylik r/n =%„ va — Ĥ e0 >£ bo‘Isin. U holda

Vn —„ P~ >0  bo'ladi, y a ’ni har qanday s  > 0 uchun

P({j?7n| > e} )-»0 ,« -> o o  (14)
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munosabat o'rinli. tasodifiy miqdoming taqsimot funksiyasini 

F£ (x) = F„(x) = P ( {£, <x})=P(gn<x,\n„\<s})+Щ4,<х,\т}„\>е}) (15)

ko‘rinishda yozamiz. Agar Щ х)=  Р({£ g  x}) = Щх) desak, (13) 
tenglikdan

Fn ( x ) < P ( { $ < x  + £ ) ) + P ( {|/7„|>£■}) = F(X + e )  + P ( {|7„j >e}) (16)

tengsizlikni olish mumkin. Endi (14) munosabatni hisobga olib, (14) 
tengsizlikda oldin n  —» oo, so‘ng s  -> 0 deb hisoblab, F(x)  funk- 
siyaning uzluksiz x nuqtalari uchun

UmFn(x)£F(x)
Я —»co

tengsizlikni yoza olamiz. (15) va (16) munosabatlarda £ va taso­
difiy miqdorlaming o‘rinlarini almashtirib,

Р(х)*Р({£л1х+е})+Р({\Пп\*е}) 

tengsizlikni hosil qilamiz. Bu yerda x ni x + e  bilan almashtirsak,

boMadi va bundan F(x)  taqsimot funksiyaning hamma uzluksiz x 
nuqtalari uchun

UmF„(x)>F(x)
П-+0)

tengsizlikning o‘rinli ekanligi kelib chiqadi. Demak, F(x)  ning 
uzluksiz л* nuqtalari uchun n  -> oo da Fw(x) -> F (x ) , ya ’ni %n ——>%.

3-izoh. Taqsimot bo‘yicha yaqinlashishdan tasodifiy miqdor- 
laming ehtimol bo‘yicha yaqinlashishi kelib cbiqmaydii Buni f , va %2

tasodifiy miqdorlar uchun F^(x) = Fb (x ) , y a ’ni boMsa,
boMishi mumkinligi ko‘rsatadi (boshqacha aytganda bir xil taqsim­
langan har xil tasodifiy miqdorlar mavjud). Masalan tasodifiy 
miqdor - 1  va 1 qiymatlarni 1/2 va 1/2 ehtimollar bilan qabul qilsin va

£2 =£i boMsin. U holda £,=£2. Endi Zin-^ 2  deb olsak,
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o‘z-o‘zidan ko‘rinadiki, {<£„} ketma-ketlik ——> ma’noda
yaqinlashadi, ——> ma’noda esa уaqinlashmaydi.

Lekin limit tasodifiy miqdor E, oczgarmas boMsa, bu yaqin­
lashishlar ekvivalent bo6 lar ekan. Bu tasdiq quyidagi xossadan kelib 
chiqadi.

6-xossa. Agar >g  boMib, qandaydir c e  R uchun, 

P ( g = c } )  = l  boMsa, £ , - ^ - > 0 .

Isboti. Haqiqatan ham, E,n— boMib,  P({g= c} )  = 1 
boMsin. 0 ‘zgarmas с  sonini 0 deb hisoblash mumkin. U holda har 
qanday s  > 0 uchun n - »  oo da

Fn (+s) = F?n (+s) -> 1, Fn( - q  0 .
Bundan,

р ( { ^ 1>е })= 1 - ^ ( £)+ р им

tenglikni hisobga olib, g n — >0  ekanligiga ishonch hosil qilamiz. 
r -  tartibli о  ‘r ta cha  yaq in la sh ish .

(Д А Р ) ehtimollik fazosida {£„} tasodifiy miqdorlar ketma- 
ketligi va % tasodifiy miqdor aniqlangan boMsin.

7-ta’ rif. Agar

( r > 0 )
boMsa, u holda -  tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi £ tasodifiy
miqdorga r  - ta r t ib l i  o ir ta cha  yaq in la shad i  deyiladi va

E — %—Щ

orqali ifodalanadi. r  = 2 boMgan xususiy holda r-tartibli о'rtacha 
yaqinlashish о *rta kvadratikyaqinlashish  deb ataladi.

7-xossa. Agar ^  >4  boMsa, u holda »g .
Isboti. Chebishev tengsizligidan kelib chiqadi:

ya ’ni E. — ц-— .J n-xn “
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8-xfissa.  

' : ' '  *
Isboti. А.—& Г & bo'lsa,uholda

0 }
tengsizlikga ta r ta  ^  V la d i .
Endi

M gn = M (|n-Z + Z )= M Z  + M{Z„-Z)
tenglikdan

|m£„ - м̂ |=|M(̂ n -<*)|s л / | £ „ >o
kelib chiqadi. Demak, A*£„ Birinchi tasdiq isbot bo‘ ldi.

Endi ikkinchi tasdiqni isbotlaymiz. (a  + b)2 < 2[a2 + i 2) teng- 

sizlikdan

м н # ^ М |
kelib chiqadi. Demak.

\м$гп - м $ г\=\мвп - № п+ ф

5 [ M (S „ -4 ) 2J 2[2 M (42n + e ) f  Z 

z  [  M(4n -  4 )2J 2 [5  M g 2 + 4 M (gn - 1  f  J 2.
Bundan

\Mg 2 -  M g 2\ - ^ + 0  yoki M g 2n - ~ r + M g 2 
kelib chiqadi. 8-xossa isbotboMdi.

3-§. Katta sonlar qonuni

Ushbu paragrafda n  ta tasodifiy miqdorlar o‘rta arifmetigining 
n —>oo dagi limit holati o‘rganiladi. Keltirilgan natijalar yaqinlashish 
turlariga, ehtimol bo‘yicha yaqinlashish yoki deyarli muqarrar 
yaqinlashishga bogMiq ravishda ikki qismga ajratilgan.
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1. K atta  so n la r qonuni (K SQ ).
(Д  Д  P) — ix tiyoriy ehtim ollar fazosida N} tasodifiy

m iqdorlar ketm a-ketligi berilgan boMsin.
8 -ta ’ r if . Agar

£  + ...+ £ , Щ ,+ . . .+  Щ а P_ (
n n П -У Х З

y a ’ni ix tiyoriy s  > 0 uchun

> 6: И-КО ->0
УЯ Я

boMsa, u holda N  tasodifiy m iqdorlar ketm a-ketlig i katta
s o n l a r  q o n u n i g a  bo‘ ysunadi deyiladi.

6 -teo rem a. {%„,ne N} tasodifiy m iqdoflar ketm a-ketligi katta

sonlar qonuniga bo‘ysunishi uchun

k=l

n У ( 4 к - щ к)
\ 2  w -»o o (IB)

\k=\

shartning bajarilish i zarur va yetarli.
Isboti. Z arurligi. Belgilash  kiritam iz:

n k=\
(17) shart bajarilsin , y a ’ni rjn — — > 0  munosabat o‘ rinli boMsin.n-xc

U holda ixtiyoriy e  > 0  uchun

M
„ 2  2 Пп _  % + М-Лл—L

\+П2п M  l+Пп 1 м  "
< е 2 + М1

(К М

= * 2 + ^ ( к 1> * )  
bundan (18) munosabat kelib  chiqadi. 

Yetarli l ig i .  (18) shart o‘ rin li, y a ’ni

+ e2,

1+ П'„
->0

boMsin. U holda
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P ( W  M § = “ ik m

я л .  i
2 w *

IS
!Ы>*!

e -  I+77;
Teorema isbotlandi.

7-teorem a (M arkov teorem asi). Agar

> 0.

1 " 
Л / )n"

Г n

V*=l у
w-*»=o ■>0 (19)

boMsa, u holda {^,/геЛ^} tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi katta 
sonlar qonuniga bo'ysunadi.

Isboti. Bu teorema 6-teorernaning natijasidan iborat. Haqiqatan
ham

\2

a; A«1
= -АгЛ/ n ' ;> А/

I
U-l

1
U -i

boMgani sababli, (19) muriosabatga ko‘ra, (18) shartning o‘ rinli 
ekanligi kelib chiqadi.

8-teorem a (Chebishev). tasodifiy miqdorlar ketma-
ketligi bogMiqsiz va ixtiyoriy /7 = 1,2,... sonlar uchun D g„<C  shartni 
qanoatlantiruvchi C > 0  0 ‘zgarmas son mavjud boMsin. U holda 
{£„}«б V tasodifiy miqdorlar ketma-kciiigi katta sonlar qonuniga 
bo‘ysunadi.

Teorem aning isboti. Chebishev tengsizligidan bevosita kelib 
chiqadi: e  — ixtiyoriy musbat son boMsin. U holda

П П >8 £

s 2n2 s 2n2

s

* 0 .

4-izoh. 8-teorema o‘rin li boMishi uchun

lim T l ^  = 0 *=i
77



shart bajarilishi yetarli. Agar

lim - Щ „  = 0
Я-КО П

boMsa, bu shart bajariladi, chunki Shtols1 teoremasiga asosan
1 n

lim —r Y  D£k = lim  —r— - —T = lim — — = 0 . 
П->cc n  n -*oo 77 — (Т7—1 )  и—>co 2/7—1я & Ь а ь а—(77—1 )  и - * »  2/7—1

1-m ashq. 3-teorema 6 -teoremaning natijasi ekanligini isbot-
lang.

9-teorem a (X inchin teo rem asi). we yV} bogcliq siz  bir xil 
taqsimlangan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi bo* lib, M<̂ n = a<  oo 
boMsin. U holda ular katta sonlar qonuniga bo‘ysunadi, y a ’ni

- p. >o . ь  (20)
77 n —XO

Isboti. Teoremani xarakteristik funksiyalar metodi yordamida 

isbotlaymiz. Shu maqsadda %n = g n- a 9 Sn = - 1 belgilashlar

kiritamiz. U holda = 0, л?е N  va xarakteristik funksiyalarning 
xossasiga ko‘ra (IV bob, 4-§, (14) formula) f F(/) = l  + o ( t ) 9n-><x>. 
Shu bilan birga (20) shart

P ->0 (21)
shartga ekvivalent ekanligi ravshan. Quyidagi tengliklar o‘rinli:

: / , ( 0  П 4 < о = П 4 ( : )  » •
П

П—КО

£ -  P(£ = 0)  = 1 shartni qanoatlantiruvchi tasodifiy miqdor 
boMsin. U holda f^ ( t )  = /(/) = 1 boMadi. Bundan teskari lim it teore- 
m aga ko‘ ra, Sn => £ , oxirgi munosabatdan esa 6 -xossaga ko‘ ra

fl-W)
Xinchin teoremasining isboti kelib chiqadi.

4-§. K uchaytirilgan  katta  so n lar qonuni

9-ta ’ r if . (Д  Я. P) -  ixtiyoriy ehtimollar fazosida {£„,«€ N} 
tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi berilgan boMsin. A gar n  -»oo da
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->0n n
bo'Isa, u holda {-§я} ,л е  N tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi kuchayti- 
r i lgan  katta s on la r  q onun iga  boksunadi deyiladi.

10-teorema (G ayek -R en i  tengsizligi) .  Agar
tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi bogMiqsiz, M£k = a,.9 Щк = <x|, 
& = 1,2,... va C ,,C 2, . . . -  manfiy boMmagan sonlarning o‘ smaydigan 
ketma-ketligi boMsa, u holda ixtiyoriy £ > 0  va barcha m ,n e  N,m< n 
sonlar uchun

max Ck
m<,k<Ln

к

/=1
ж — о > e

k = \

2_2 
к

к=т+\  у

tengsizlik o 'rin li.
Isboti. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

/=1 '
// tasodifiy miqdorning matematik kutilm asini hisoblab, uni 

qulay shaklga keltiramiz:

M n  = I  (Q2 -  C l , ) M S ! +ClM Sl  = §  ( c ? - c ? +1)+c„2x> ,2 =
к - т

sn  я —1

4=4»! 1=1

* * *■ -m Ыт+\кщ /=|

я й й н а й й й р ,  г./=#я+1 
т п

t S S t f  + X  а / с ? .
/=1 /=//7+1

Qandaydir s  > 0 uchun quyidagi hodisalarni qaraymiz:

Aj ={(we Q :C t |St (ffl)|<e, m < , k < i - \ ,  С,|5;(ю )|>е |; i =  m,n.

A„i = m ,n  hodisalar birgalikda boMmagan hodisalar boMgani
sababli

P  max C .
m<k<,n /=1

> e т ш  « Ф т
i=1 r=l
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ekanligini ko‘rsatsak, teorema isbotlanadi. Ko‘rish mumkinki,

Mn > M v i t  IAi = s  w 4 ,
i= m  i= m

Mr\iAi = I  ( c l  -  -I- c 2„m s ; i Ai ,
k=m

M tfU  = M(Sk -  Si + S,)2̂  > MSfl^  + 2M(Sk -  =

= M SflA +  2 M(Sk -  S J M S ^  = M SflAi =  M О 4  =  •

A gar

i= m

1-natija (Kolmogorov tengsizligi). Agar bog‘liqsiz tasodifiy 
miqdorlar ketma-ketligi chekli matematik kutilma
hamda chekli dispersiyaga ega bo'lsa, u  holda

1max—
1 ik<nк 1=1

\

Isboti. Gayek-Reni tengsizligida CA. =— deb olsak, 2-natija-К
ning isboti kelib chiqadi.

Kolmogorov tengsizligini
к

P max
1<J&n /'=1 I

£  k=l

ko‘rinishda qayta ifodalash mumkin.
11-teorema. Agar %x,£2>— bogMiqsiz tasodifiy miqdorlar

00bo‘lib, M^n = 0,Dt;n =<rn va <oo bo‘lsa, u holda

1̂+̂ 2 +—+£#» 1«Л/-
/I п—хя

munosabat o‘rinli, ya’ni bu ketma-ketlik uchun kuchaytirilgan katta 
sonlar qonuni o‘rinli.

Isboti. S  - +<=2 + bo‘ lsin. U holda
1еЛ/

/7 W-+CO 
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boMishi uchun, ixtiyoriy s  >0 uchun
кP| sup

кЪп к
>8 n->00 * 0 (22)

shart bajarilishi zarur va yetarlidir. Quyidagi

4 , - max sk
2n~x*k<ln к 1

hodisani kiritamiz. U holda (22) yaqinlashish

munosabatga ekvivalent. Kolmogorov tengsizligiga ko'ra

>e|^P| max |sJ>£:2"P(An)=P\ max
V 2 S*<2"

S,

й Р max L$* I > e2"~' 'k  4 Df 2" ,
U-S.K 2"1 * '  J  s  2

so ngra

Z 2 - 2 t  =M fc=l n=\ я«1

n=l {*;??* .}  1 2 * ) "= l"
Ф

chunki X  2~2i < 2 - 2-2*0 .
*=*o

Bundan £ P ( A )  qatoming yaqinlashishi kelib chiqadi. Demak, 
*»i

Г .' ’ ' ;  №  •\*=л / it=/l
va bu esa (6) munosabatga ekvivalentdir. Teorema isbot boMdi.

1-Iemma. £ tasodifiy miqdorning matematik kutilmasi chekli 
boMishi uchun

n=
boMishi zarur va yetarli.
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Isboti. Mg  matematik kutilmaning chekliligidan Mjf|<oo 
kelib chiqadi va aksincha. Quyidagi

oo CO - oo
X  "" V{Z=o) ЩьгЩЩ>n=\ n=i n=\

tengsizlik o‘rinli boMgani sababli,

|> -1)Р (и-1< |ф и)< М |£|< |> Р(и-1< |£|< и) (23)
П=\ W=1

ammo
CO

X «P(«-1< |^|< «)= SP(|^|> »)< 1 + ZP(|^|>«), (24)
м=1 /1=0 , n—\

f ](A r-l)P (w -l< |£|< n) = f> P(;?-l< |£|< w )-

- ^ N )  = X ^ I > « ) -  (25)
Ш

(23) -  (25) munosabatlardan

£ р (| ф и ) < м | ф 1 + £ р (| ф и) ,
/1=1 n=\

bundan esa lemmaning isboti kelib chiqadi.
12-teorema (Kolmogorov teoremasi). N} bogMiqsiz

bir xil taqsimlangan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi boMsin. Ku- 
chaytirilgan katta sonlar qonuni oMinli boMishi uchun, ya ’ni

-  n  k = i

boMishi uchun §k tasodifiy miqdorlar chekli Mgk=ayk s  N mate­
matik kutilmaga ega boMishi zarur va yetarli.

Isboti. Yetarliligi. Quyidagi belgilashlami kiritamiz.
funksiya har qaysi n uchun Borel funksiyasi boMgani

sababli bogMiqsiz tasodifiy miqdorlar ketma-ketligidan
iborat. 8Й=-|£ + ...+£w boMsin. U holda

S„~na _ S„-S„ , S„-MS„ , f  MS,,
n n Г Tn n

\

/
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tenglik o‘rinli. Teorema shartining yetarliligini isbotlash uchun har 
uchala qo'shiluvchi ham nolga 1 ehtimol bilan yaqinlashishini ko‘rsa- 
tamiz, Uchinchi had uchun

_ « % м [ ^ к  й л + ) ) = ~~n %  ) ’

ammo

& и )M  c i ,  —r— >0 .

U holda Shtols teoremasidan J " ------- ^0.3  П-*X v  •

A„={£,,,*%„} hodisa kiritamiz. U holda, M£„ <oo bo'lgani 
sababli, avvalgi lemmaga ko‘ra, har bir n uchun

t  Щ Й £  p(%, | > i  |  £  k jg j> n) < *.
n—I «=i n=\

So‘ngra

0<P(A')=P  П У Л  = VlmP U 4 ,
y,H=lm=n / л— m=n

boMgani sababli Р(Л*) = 0 , ya’ni chekli sondagi n uchun £n Ф%п. 
Demak,

■/■" w"- >0 .1 W—>00
Endi

„  =  S „ - m „  \ eh l. > Q
z M Я-*Ю

munosabatning o‘rinli ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun, kuchay­
tirilgan katta sonlar qonuni bajarilishining yetarlilik shartini beruvchi
11- teoremadan foydalanamiz. Buning uchun

g p f e

Щ
ekanligini isbotlaymiz.

Dfr < Mf„2 £ £  к гР{к -  1 < £, |̂  ft)
£=1
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tengsizliklar o ‘rin li boMgani sababli
oo if #2

Ushbu

S I ✓ fdx .  \r* 1 1 1 -j-S J - j  va £ ~ <_+ =1 ^ 1 1  *+1

tengsizliklar o‘ rinli bo‘ lgani sababli,

CO

^ 2  + X (* - l )P (^ - K | ^ | S A :)< 2  + M||1|<oo.
ы  ц

Zarurligi. Agar

i y  A  — — —>0
Пk=i n-xc

bo‘ lsa, u holda

n n n n- 1 "■"*» 

&

■>o.

> 1

y a ’ni, 1 ehtimol bilan

j o e  Q :

hodisalardan faqat cheklitasi ro‘y  beradi.

>1=1 n=\
ekanligini ko‘ rsatamiz. Faraz q ilaylik ,

■ Ш м  . »=i

(ft>e Q: й >1}n J> lj  hodisalardan cheksiz ko‘pi bajarili-

shini bildiruvchi tasodifiy hodisani belgilaym iz va g k tasodifiy miq­
dorlaming bog4liqsizligidan foydalanib, quyidagilarga ega bo‘ lamiz:



(  к ()£ 
= 1 -  lim  lim P  f )

, 7 - > c c  к  - X »  \ m = f , \

m\
m < 1

oo

1 - P Iff
\ \

'till >1m

- 1 -  lim  PI
Н-Хй m=n

1 - P % i >
m

\ \

S /
= 1 .

Demak, A/£, <cc- Teorema isbot boMdi.
2-natija . (Borel teorem asi). Yutuqning ehtimoli p  boMgan 

Bernulli sxem asi boey icha otkazilayotgan n  ta  tajribada yutuqlar soni 
uchun kuchaytirilgan katta sonlar qonuni o ‘rin li, y a ’ni

Д »  1 e h t .

П и — >co
* 0 .

7-misol. B ernshteyn polinom lari. Katta sonlar qonuni, mate­
m atik analiz  kursidan b izga m a’ lum bo‘ lgan uzluksiz funksiya ko‘p- 
hadlar orqali tekis yaq in lash ish i haqidagi Veyershtrass teorem asini 
isbotiashda ishlatiladi. T-Tar bir tajribada “yutuq” chiqish hodisasining 
ehtim oli x , qaram a-qarshi hodisaning ehtimoli 1 -  x , (0  < x < 1) 
bo 'lgan  bogMiqsiz ta jribalar o 'tkazilayotgan  boMib, ц п esa n  ta taj­
ribada chiqqan “yutuq” lar soni / e  C[01] boMsin. U holda

Р (Мл = к )  = С У ( 1 - х Г к 
tenglik o ‘rin li boMgani sababli

B , X x ) = M f [ ^ y ^ f ( ^ c y ( \ - x r k (26)

Bn(x)  ko4phad f i x )  fim ksiya uchun B ernshteyn polinomi deb 
atalad i. Bernulli teorem asiga k o ‘ra

Цп 1 eht.

U holda
n

n~>&> *f(x)
munosabatning o ‘ rin li ekan ligin i ko ‘rish  mumkin.

Bernshteyn teorem asi. (26) formula orqali aniqlangan 
{/?*(*)» «€  14} ko ‘phadlar ketm a-ketlig i [0 , l] oraliqda aniqlangan 
uzluksiz f{x)  funksiyaga tekis yaqinlashadi.
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Isboti. / funksiya [0 ,l] oraliqda uzluksiz boMgani sababli u 
[ 0, 1] oraliqda tekis uzluksiz boMadi, ya’ni ixtiyoriy e  > 0 uchun shun­
day 6(e) son topiladiki, |x, - x 2\<S(s) tengsizlikni qanoatlantiruvchi 
barcha x{ va x2 sonlar uchun

| / ( * l ) - / ( * 2 ) | < |  

boMadi. f ( x )  funksiya [0 ,l] oraliqda chegaralangan boMgani uchun, 
shunday o‘zgarmas son с  topiladiki, uning uchun / (x ) < с  tengsizlik 
o‘rinli boMadi. Ushbu

'Z о-- x )"-* = 1
k=Q

binom formulasi o‘rinli. Bunga ko‘ra
Л кBn Ш -  Щ  = X ( / l f  I" Щ I 1 -  x)n -k

k=0

va demak,

k=0
Cknxk( l -x y~ k <;

+ I

<6

>5

Ckxk (1 -  x)n~K +n-k

Ckxk(l-x)"~li <n-k

^ + 2  с  £  Ckxk{\-xy-k =e- +2cP\ n — x

Chebishev tengsizligidan

P
n

m m
V n x(l-x) I
S2 n52 4nS2 

kelib chiqadi, chunki 0 < x < 1 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x
sonlar uchun x(l —x)< —. N(S) soni
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1 s < —
4  N (6 )6 -  2

tengsizlikni qanoatlantiruvchi natural son boMsin. U holda ixtiyoriy 
xe  [0.1] uchun

K (* )-/ (* )| < s
tengsizlik o‘rinli. Shuni isbotlash talab qilingan edi.

8-misol. Monte-Karlo metodi. Bizdan, qandaydir uzluksiz 
g(x) funksiya uchun

Ig(x)dx
0

integralni hisoblash talab qilinayotgan boMsin. {g„,ne N} [0;1]
oraliqda tekis taqsimlangan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi boMsin. 
U holda

• к о  1

Mg{Z„ )  = J g{x)Pin (x)dx = \g{x)dx.
-oo 0

va kuchaytirilgan katta sonlar qonuniga asosan, 1 ehtimol bilan

>Mg(4,)=)g(x)dx

deb ta’kidlashimiz mumkin.
l

Shunday qilib, ]g(x)clx integralni taqribiy hisoblash algoril-
о

mini keltirib chiqarish uchun katta sonlar qonuni nazariy asos vazifa- 
sini bajaradi.

V BOBGA DOIR MASALALAR

1. -  bogMiqsiz tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi
boMib, Mgn = 0, /76 N bo‘lsin. Agar c  = 1 uchun

со k C

' oo
bo‘ Isa, u holda qator bir ehtimol bilan yaqinlashishini isbotlang,
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, hg TV—tasodifiy funksiyalar ketma-ketligi uzluksiz
tasodifiy miqdorga sust yaqinlashsin. U holda bu yaqinlashish tekis 
yaqinlashish ekanligi isbotlansin.

3. — bogMiqsiz normal taqsimlangan tasodifiy miq­
dorlar ketma-ketligi boMib, M£k = 0 ,k e  N, D£, = 1, Dlqk = 2k~2, k>2 
boMsin. Bu holda Lindeberg sharti bajarilmaydi, ammo markaziy limit 
teorema o‘rinli ekanligi isbotlansin.

4. Agar bog4liqsiz tasodifiy miqdorlar ketma-ket- 
ligi boMsa, u holda

M 4 „  va S
tasodifiy miqdorlar xos ekanligini isbotlang.

5. bogMiqsiz, bir xil taqsimlangan tasodifiy miq­
dorlar ketma-ketligi boMib, = 0, = 1 boMsin. U holda

Ш  ■ Щmax 1[л/п
munosabatning o‘rinli ekanligini isbotlang.

6. bogMiqsiz bir xil taqsimlangan tasodifiy miqdor­
lar ketma-ketligi boMsin. Agar Щп chekli boMsa va faqat shundagina
An =\\̂ n\>yjn\ hodisalardan cheklitasi 1 ehtimol bilan ro‘y  berishi

0 . Я —>oo

isbotlansin.
7. bogMiqsiz tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi 

boMib, P(%„ = 1) = —, n e  N , P(£n = 0) = 1—— boMsin. Bu ketma- ket-
lik r>  0 tartibli o‘rtacha ma’noda yaqinlashib, 1 ehtimol bilan yaqin- 
lashmasligi isbotlansin.

8. bogMiqsiz tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi

bo'lib, P(4„ =n2!r) = K r > 0 , n e  N,P(£„ =0) = l - i  bo'lsin. Bu

ketma-ketlik ehtimol bo'yicha yaqinlashib, r>  0 tartibli ocrtacha 
ma’noda yaqinlashmasligini ko‘rsating.



9. %n =/72<J;exp{-fl£},w€ N boMsin, bu yerda £ ko‘rsatkichli 
taqsimotga ega. U holda barcha nuqtalarda n ->oo da g n —>0 boMib, 
Mgn nolga yaqinlashmasligini ko‘rsating.

10. f  я = anr\, bu yerda {a„,we N} yaqinlashuvchi sonli 
ketma-ketlik, Mr\r = oo ,r> 0  bo‘lsin. {£„}> we TV tasodifiy miqdorlar
ketma-ketligi 1 ehtimollik bilan yaqinlashib, r  tartibli o‘rtacha ma’no- 
da yaqinlashmasligini isbotlang.

11. bogMiqsiz, bir xil taqsimlangan tasodifiy miq-
1 ndorlar ketma-ketligi boMib, A^,=0,Л/£,2 = 1 va Sn / boMsin.

V/l y=J
Bu ketma-ketlik sust yaqinlashib, o‘rta kvadratik ma’noda yaqinlash­
masligini isbotlang.

12. £ -  Л >0  parametrli Puasson taqsimotiga ega boMsa, ^=-
vA

ketma-ketlikning A -»oo dagi sust limitini toping.
13. -  ketma-ketlik katta sonlar qonuniga bo‘ysinadi.

U holda I’*** ketma-ketlik katta sonlar qonuniga bo'ysunishi
shartmi?

14. -  bogMiqsiz, bir xil taqsimlangan tasodifiy miq­

dorlar ketma-ketligi boMib, Sn = У ^ , r\n = — , %n =^£r boMsin.
>i n >Jn

Quyida keltirilgan taqsimotlar uchun Sn ,?]„ ,xn -  tasodifiy miqdorlar 
ketma-ketliklarining /?-» oo dagi sust limitlari topilsin.

a) binomial taqsimot;
b) Puasson taqsimoti;
c) [a,b] oraliqda tekis taqsimot;
d) normal taqsimot;
e) Koshi taqsimoti.
15. [0,1] oraliqdan tasodifiy ravishda £ nuqta tanlanadi va uni

o‘nlik kasrga £ = ]tA 1 I2  yoyiladi. У, (£ ) + ...+ J n (£) yigMndi
i f  i 10"

munosib normalangach, n —>со da normal tasolifiy miqdorga sust 
intilishi isbotlansin.
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VI BO B. TA SO D IFIY  JA R A Y O N LA R

Ehtimollar nazariyasi kursini o‘rganish jarayonida ko‘z o‘ngi- 
mizdan o'tadigan tasodifiy obyektlar borgan sari murakkablashib 
boradi. Eng aw al bular tasodifiy hodisalar boMib, ulami 0 va 1 qiy­
matlarni qabul qiluvchi indikatorlar bilan o‘zaro bir qiymatli akslan- 
tirish mumkin. So‘ngra (haqiqiy qiymatli) tasodifiy miqdorlar o4rgani- 
lib, ulardan so‘ng chekli oMchovli tasodifiy vektorlar ko‘z o‘ngimizda 
namoyon boMadi. Nihoyat, limit teoremalami o‘rganishda tasodifiy 
miqdorlar ketma-ketligi bilan ish olib borishga to‘g ‘ri keladi.

Shunday qilib, ehtimollar nazariyasida bitta yoki bir nechta 
tasodifiy miqdorlarni o‘rganishdan tashqari cheksiz kocp sondagi 
tasodifiy miqdorlarni o‘rganishga amaliy ehtiyojlar tugMladi va bu 
masalalarni tadqiq etish tasodifiy jarayonlar nazariyasini tashkil qiladi. 
Tasodifiy jarayonlar nazariyasi ehtimollar nazariyasining nisbatan 
yosh yo‘nalishlaridan iborat boMib, u fizika, texnika, moliyaviy mate- 
matika va tabiiy fanlarning boshqa turli tannoqlarida muhum qoMla- 
nishlarga ega. Yuqorida qayd etilgan fanlarning talablari qaralayotgan 
nazariyaning oxirgi o‘n yilliklar davomida keskin rivojlanishiga sabab 
boMdi.

Ushbu bobda tasodifiy jarayonlar nazariyasining asoslari bayon 
etiladi.

l-§ . Tasodifiy jarayonlar nazariyasining asosiy 
tushunchalari

Oldingi boblarda biz tasodifiy miqdorlaming bitta ehtimollar 
fazosida aniqlangan chekli yoki sanoqli sinflarini ko‘rgan edik. Ushbu 
paragrafda tasodifiy miqdorlar sinfi kontinual (kontinum quvvatli) 
boMishi ham mumkin boMgan hoi o‘rganiladi.

(Д А P) ehtimollar fazosi berilgan boMsin. oMchovli
fazo boMsin, bu yerda К ixtiyoriy to‘plam, 3? esa К to‘plamning 
qism to‘plamlaridan tashkil topgan cr-algebra.
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1-ta’rif. £ =%(со) :Q->K boMsin.
Agar ixtiyoriy B e  91 uchun

%~l(B)={co:l;(cd)e В} еЯ  (1)
boMsa, u holda £ = £(<») funksiyaga К dan qiymatlar qabul qiluvchi 
tasodifiy element, yo‘ki К -q.t.m. deyiladi.

Agar К = Rl va 9? = В(Л!) -  Borel to‘plamlarining cr-algeb- 
rasidan iborat boMsa, u holda %=%(co) funksiya tasodifiy miqdor 
boMadi.

2-ta’rif. Tqandaydir to‘plam boMsin. t e  T parametrga bogMiq 
boMgan К — qiymatli tasodifiy miqdorlar oilasiga tasodifiy funksiya 
deyiladi.

t e  T parametrga bogMiq boMgan tasodifiy funksiya odatda 
{ £ (/ )> Г} orqali belgilanadi. TczR  boMib, t e T  parametrni vaqt
deb talqin qilinsa, u holda ( t\ t e  T} tasodifiy funksiya tasodifiy 
ja rayon  deb ataladi.

1-misol. Bundan oldingi paragraf T = N ={1,2,3...} larda ko‘- 
rilgan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi ko‘rinishga ega boM­
gan tasodifiy jarayondan iborat. S{,S2,... ketma-ketlik haqida ham 
bunday fikmi aytish mumkin, bu yerda Sk = + £2 +... + . 
7 'c Z = { ...,- l ,0 ,lv..} boMgan bunday jarayonlami odatda diskret 
vaqtli tasodifiy jarayonlar  yoki tasodifiy ketma-ketliklar deyiladi.

2-misol. Agar T birorta sonli interval bilan ustma-ust tushsa, 
ya’ni Г= [а ,б ] (-со<#<6 <оо, yoki 0<a<6<co) boMsa,
{£(t),te T) tasodifiy miqdorlar oilasi uzluksiz vaqtli tasodifiy ja ra ­
y o n  deyiladi. t parametrni vaqt deb talqin qilish, albatta shart emas. U 
tasodifiy jarayon tushunchasini yuzaga keltirgan tabiiy nazariy 
masalalaming ko‘pchiligida t parametr vaqtdan, £(/)ning qiymati t 
momentdagi kuzatuvning natijasidan iborat boMgani sababli, tarixan 
vujudga kelgan.

Masalan, gaz molekulasining vaqtga nisbatan harakati, suv 
havzasidagi suvning sathi, samolyot qanotining tebranishi va boshqa 
shu kabi jarayonlami tasodifiy jarayon deb qarash mumkin.
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g ( t )  = £^|-sinA ?, ^ g [0 ,27 t] 
k=0 2

tasodifiy funksiya tasodifiy jarayondan iborat, bu yerda g k —o‘zaro 
bogMiqsiz va bir x il taqsimlangan tasodifiy miqdorlardan iborat.

3 -ta ’r if . /0е  Г  -  fiksirlangan moment boMsin. g 0(co) = g ( t 0,co) 
tasodifiy miqdor ta sod i f iy  j a r a y o n n i n g  t0 G T  nuqtadagi kesim i  deyi­
ladi.

4 -ta ’ rif. Agar g ( t , c o )  ixtiyoriy tG T uchun haqiqiy (kompleks)

qiym atli tasodifiy miqdor boMsa (y a ’ni Ц = Rl (K = C ) , bu yerda 
С -kom pleks tekislik), u holda £.(t) haq iq iy  (kompleks) ta sod i f iy  

j a r a y o n  deyiladi.
5 -ta ’r if . {^(z1) , tG Г} tasodifiy jarayoW i ko‘raylik . Ixtiyoriy 

fiksirlangan co0g  Q uchun ('/) = £ (/,<%), tG T funksiya jarayon­

ning coQ elementar hodisaga mos kelgan t rayck tor iyas i  deyiladi. 
Trayektoriyalar rea lizats iya lar  yoki tan lannta fu nk s i y a la r  deb ham 
ataladi. Demak, bu holda tasodifiy miqdorning qiymatlari sifatida t  ga 
bogMiq funksiyalar yuzaga keladi.

6 -ta ’ rif. Agar jarayonning trayektoriyalari har bir tG T nuqtada 
o‘ngdan uzluksiz va chapdan chekli lim itga ega boMsa, u holda g ( t )
r e g u l y a r  ta sod i f i y  j a r a y o n  deyiladi.

Endi yuqorida keltirilgan ta’riflarni izohlovchi bir nechta 
m isollar ko‘ ramiz.

3-m isol. g ( t )  tasodifiy funksiya

g ( t )  = tX, tG [0,1]

formula orqali aniqlangan boMsin, bu yerda X - [ 0 , l ]  oraliqda tekis 
taqsimlangan tasodifiy miqdor. g ( t )  tasodifiy funksiyaning kesim - 
la r in i va trayektoriyalarini tavsiflang.

Yechim i. Fiksirlangan /oe[0 ,l] nuqta uchun ^  (со) = /0Ал(<у)-[0,/o]

oraliqda tekis taqsimlangan tasodifiy miqdordan iborat. £(/) tasodifiy 
funks iyaning trayektoriyalari (/) funksiyalar (0 ,0 ) nuqtadan chi- 

quvchi burchak koeffitsiyentlari X(co0) boMgan tocg kri chiziqlar. g ( t )
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tasodifiy fimksiya regulyar, chunki uning barcha Irayektoriyalari 
uzluksiz.

4-m isoi. T  = [0,co), £(/) tasodifiy jarayon quyidagi
= [я ,и  + 1) , я  = 0 , 1,... 

formula orqali berilgan, bu yerda {ц„,п = 0 ,1,2 . . .} -  chekli tasodifiy 
miqdorlar ketm a-ketligi. 4(t)  tasodifiy jarayonning trayektoriyalarini 
toping. Bu jarayon regulyarm i?

Yechim i. {£ (/), t e  Г} jarayonning trayektoriyalari boMakli

o 'zgarm as funksiyalardan iborat bo‘ lib, ular №=«=0 ,1,2 ,... nuqtalarda 
uzilishga ega. Ta’ rifga ko‘ra bu funksiyalar o'ngdan uzluksiz va 
chapdan barcha © e Q  larda

» )/I n
lim itga ega. Shartga ko‘ ra, P{|^„_,|<<»} = 1 boMgani sababli bu 
jarayon regulyar.

7-ta ’ r if . {$ (/ ), /е Г} tasodifiy jarayon  va n>\  lar uchun 

t,,t2, . . . , tns  Г -c h e k li vaqt momentlari guruhi boMsin. (£(/,),...,£(f„)) 
tasodifiy vektorning taqsimoti £(/) j a r a y o n n in g  n  o 4 c h o v l i  taqsi­
m o t i  deyiladi. Turli n = 1,2,... va mumkin boMgan barcha /,е T vaqt 
momentlari uchun aniqlangan taqsimotlar sinfiga £ tasodifiy 
jarayonning c h ek l i  o 4 c h o v ! i  taqsimot lur i  deyiladi.

К orqali | (г) tasodifiy jarayonning irayektoriyalari joylashgan
K = { i(/ ) ,/ e r}  funksiyalar fazosini belgilaym iz. So 'ngra 93^ orqali 
К fazoning ixtiyoriy n e  N, ixtiyoriy t„ t2,..'.,tae  T va ixtiyoriy 
Bl,B2, . . . ,Bn Borel to‘plamlari uchun

C = { x e  К  : x ( t t )e  5 ,,...,*(/,, )e  B„ }  (2)

ko^inishidagi barcha qism to‘plamlari yaratgan c r-a lg eb ran i belgi­
laymiz. (2) ko‘rinishidagi to‘p!am lar si l indrik t o ‘p lam la r  deyiladi.

£(t) tasodifiy jarayonni (С1.Я) oMchovli fazoni (K\23^) 
oMchovli fazoga Borel oMchovli akslantirishi deb talqin qilish 
mumkin. Bu akslantirish (K\93* ) fazoda
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tenglik orqali Pe ehtimol oMchovini yaratadi.

(X ,2 5 j 9Pc )  uchlik t a n la nm a  eh t im o l la r  f a z o s i  deyiladi va bu
fazoda elementar hodisa (со) jarayonning trayektoriyasi bilan aynan 
teng deb hisoblanadi, oMchov esa g{t) ta sod i f i y  j a r a y o n n in g  
taq s im ot i  deyiladi.

£(/) tasodifiy jarayonning chekli oMchovli taqsimotlari silindrik 
to‘plamlar sinfida aniqlangan. Ushbu kitobga kirmagan A.N.Kolmo­
gorov tomonidan isbotlangan mashhur teoremaga asosan bu taq- 
simotlarni silindrik to‘plam lar algebrasi C^dan 25^ <j-algebraga 
davom ettirish mumkin va buning natijasida hosil boMgan Д  (•) taq­
simot berilgan jarayonning P̂  taqsimoti bilan ustma-ust tushadi. 

Aytilganlardan kelib chiqadiki, Рг taqsimot hamma chekli oMchovli
taqsimotlar b ilan  bir qiym atli aniqlanadi. Bizga (II bobning 4-§ga 
qarang) maMumki, chekli oMchovli taqsimot funksiyalar chekli 
oMchovli taqsimotlarni toMa aniqlaydi. Shuning uchun ham tasodifiy 
jarayonning chekli oMchovli taqsimotlarini aniqlash uchun mos 
taqsimot funksiyalarni aniqlash yetarli.

Shunday qilib, oldindan berilgan chekli oMchovli taqsimotlarga 
ega boMgan tasodifiy jarayon mavjud, ammo umuman olganda bunday 
tasodifiy jarayon yagona emas ekan. Boshqa so‘z bilan aytganda, 
chekli oMchovli taqsimotlar tasodifiy jarayonlam ing qandaydir 
ma’noda bir-biri bilan ekvivalent boMgan butun bir sinfini yaratadi. 
Ekvivalentlik tushunchasiga turli yondashishlami mukammalroq 
ko‘ rib chiqamiz.

{g ( t ) , t€T }  va {r](t),t(= T} bitta (Д Я.Р)  ehtimollar fazosida

aniqlangan va bir x il oMchovli fazoda (masalan, (Rl ,B (R1))  d a) 
qiym atlar qabul qiluvchi ikkita tasodifiy jarayon boMsin.

8-ta ’ r if . B izga {%(/),t e  T)  va {77(/),/€ T} tasodifiy jarayonlar 

berilgan boMsin. Agar ixtiyoriy Г, Щ9...,Впе  B(RV) ;  n=1,2,... lar
uchun
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/>(£(/,)€ S „ . ..,!(/ „ )s  Bll) = P (n (t l ) e  Bv ...,T]{tn) e  Bn) (3)
tenglik o ‘ rin!i boMsa, u holda {£(/), *€ Г} va {/;(/),/e Г} tasodifiy
jarayon lar k en g  m a ’n o d a  stoxastik ekviva len t  deyiladi.

1-izoh. Keng m a’noda ekvivalentlik sharti £ va ?j tasodifiy 
jarayonlarning chekli oMchovli taqsimotlari ustma-ust tushishini 
bildiradi.

9 -ta ’ rif. Agar ixtiyoriy t e  T uchun

■ в * - ,  m  ' w
bo‘ lsa, u holda £(t) va rj(f) tasodifiy jarayonlar stoxastik ekv iva len t  
yoki sodda qilib ek v iva len t  tasodifiy jarayonlar deyiladi.

Agar jarayonlar stoxastik ekvivalent boMsa, u holda ularning 
chekli oMchovli taqsimotlari ustma-ust tushadi, y a ’ni ular keng 
ma’noda ekvivalent boMadi, ammo buning teskarisi to‘g ‘ ri emas. 
Trayektoriyalar to 'g 'ris'ida gapirsak, ular stoxastik ekvivalent 
jarayonlarda turli boMishi mumkin ekanligini ushbu misolda ko‘ rish 
mumkin.

S-misoI. f i= [0 , l ] ,  — [0 ,1] oraliqdagi Borel tobplam-

larining cr — algebrasi P -  Lebeg oMchovi va 7  = [0 ,l ]  boMsin. 

(Q ,XP)  ehtimollar fazosida {;(/),/£ Г} va {/;(/),/€ Г} tasodifiy

jarayonlam i quyidagicha aniqlaym iz. c(/,w ) = 0 va 7 7 (^ 5
[l, t = c>,

( t ,co)e ТхП. Bu jarayonlar ekvivalent, ammo ularning trayektoriyalari 
turli ekanligi ko^satilsin.

Yechim i. Qandaydir fiksirlangan t e  T  uchun
{coe  Q :£ ( t , o ) ) * n ( t , c o )} = { a ) eQ :G )  =/}={r}.

Bitta nuqtali to‘p

4 - Ё  J {x -akf  dFk{x)<,- ~ ' ■ £  | ( х - а к)Ш dFk(x)<*m 
Щ  Вп \тВп) А-=1|л-̂ .|>гЯ„

ning Lebeg oMchovi nolga teng boMgani sababli, \ ft e  T uchun

y a ’ni £(/) va rj(/)tasodifiy jarayonlar stoxastik ekvivalent. Shunga
1 9 5



qaramay £(/) va 7](t) jarayonlarning birorta ham ustma-ust tusha- 
digan trayektoriyalari mavjud emas. Haqiqatdan ham, istalgan ше Q 
uchun f  = со nuqtada shartga ko‘ra £(tm,co) * rj ( f  ,co) boMgani 
sababli,

P(coe  n : g ( t , C Q )  =  7] ( t , C Q ) ; V t e  T) = 0.
Boshqa so‘z bilan aytganda g ( t )  va r j ( t )  tasodifiy jarayon­

larning (1 ehtimol bilan) birorta ham trayektoriyalari ustma-ust tush- 
maydi.

Quyidagi ta’rif eng kuchli ekvivalentlik tipini aniqlaydi.
10-ta’rif. {|(0> t s  T) va T} tasodifiy jarayonlar beril­

gan boMsin. Agar

P^up|£(O -f?(f)|> 0^1 (5)

boMsa, u holda £ va rj ajratib bo'lmaydigan  tasodifiy jarayonlar 
deyiladi.

(5) shartdan (4) kelib chiqadi, ya ’ni ajratib boMmaydigan jara­
yonlar ekvivalent, lekin buning teskarisi umuman olganda to‘g ‘ri 
emas. Ammo ba’zi qo‘shimcha shartlar bajarilsa, 9- va 10-ta’riflar 
ekvivalent bo* lib qoladi. Bunday hoi, masalan g ( t )  va 77 (/) lar taso­
difiy ketma-ketliklar boMsa bajariladi.

1-teorema. Ekvivalent diskret tasodifiy jarayonlar ajratib 
boMmaydigan tasodifiy jarayonlardan iborat.

Isboti. (/),/€ T) va [t](t),te T)\ T = Z -  diskret ekvivalent
tasodifiy jarayonlar boblsin. U holda

birorta t e  T uchun) =

=  P U {5(0^»7 (0}
<.teT J  <eT

Bundan (5) shart kelib chiqadi.
Quyidagi misollar chekli oMchovli taqsimotlarni qanday topish 

mumkinligini ko‘rsatadi.
6-misol. X va Y lar .Fv(x) va FY( y ) taqsimot funksiyalarga 

ega boMgan bogMiqsiz tasodifiy miqdorlardan iborat boMib, 
{ £ ( / ) ,  / g  Г} tasodifiy jarayon
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formula yordamida aniqlangan boMsin. %(t) jarayonning trayekto- 
riyalari tavsiflansin va uning chekli oMchovli taqsimot funksiyalari 
topilsin.

Yechimi. Bu jarayonning trayektoriyalari tasodifiy burilishga 
va /* = 0 dagi boshlangMch tasodifiy shartga ega boMgan to‘g ‘ri 
chiziqlardan iborat. £(/) tasodifiy jarayonning / >0 dagi bir oMchovli 
taqsimot funksiyasini topamiz.

00
Fs (x-,f)=P(Xt + Y<x)= J P(Xt + Y / Y = y)dFY ( y )  =

—00

= ]p (X / + y^ x )dF r ( y )  = ] p [x < ?= f\ dF y ( y )  =
-C O  - 0 3  '  /

= ] ^ ( 7 k w .
—<o

Agar / = 0 bo'lsa, u holda Fs (x’,t) = Fy (x). n oMchovli taqsimot 
funksiya uchun, agar /, > 0 , > 0  bo‘lsa, u holda

Щ (x, , . . . , x „ ) = P(4  ( r ,) <; x, ) <. xn ) =
OQ

= P(Xt, + Y£ xl}...,Xtn <xn)= J  Р(Л?, + У £ x,i = Y=y)dFr(y )  ±

со CO /
= j  P(Xtl + y^x ,i  = ],...,n)dFy(y)= fF x min

-CO

*  - y  xu-y
1Fr (y).

7-misol. {£(/?);« = 1,2,...}—kesmalari F(x) taqsimot funksiyaga 
ega boMgan bir xil taqsimlangan tasodifiy ketma-ketlik boMsin. £ ket- 
ma-ketlikning chekli oMchovli taqsimotlar sinfi topilsin.

Yechimi. £(n) tasodifiy miqdorlaming bogMiqsizIigini hisobga
olsak,

Fe (x, ) = P(| Ц ) ̂  a-......(nk ) < xk) =

= 17Р (^ («(-)<х,.) = П Р (х ,.) . .
/ = 1  / - 1
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Bu holda barcha chekli oMchovli taqsimot funksiyalar bir 
oMchovli F(x)  taqsimot funksiya orqali ifodalanadi.

8-m isol. { g (n ) ;n=  1, 2 ,...} tasodifiy ketma-ketlik

f i n ) = 1)+  (° ) = 0
rekurrent munosabat orqali aniqlangan. bu yerda {s„} -  (0 ,<т2) (а  Ф 0) 
parametrlarga ega boMgan bogMiqsiz bir xil taqsimlangan normal 
tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi boMsin. g (r i )  tasodifiy ketraa- 
ketlikning bir oMchovli taqsimot funksiyasi topilsin.

Yechim i. £(n) tasodifiy ketma-ketlikning ta'rifidan foydalanib 
topamiz:

4 ( п )  = £ла ^ 1 +...+en_la + s „  = § > " “*£* .
k= l

{s*} -taso d ifiy  miqdorlaming normalligidan va bog‘ liqsizligidan 
g ( n )  tasodifiy miqdor ham normal tasodifiy miqdor bo‘ lib, 
M g (n) -  0  va

f 2 a 2"-I 2 ,

l [ ( j2/ 7 ,agara2 = 1 
tengliklarning o‘rin li ekanligi kelib chiqadi. Shuning uchun £(/?) 
tasodifiy ketma-ketlikning bir oMchovli taqsimot funksiyasi

F( ( x ; n )  = P ( g ( n ) < x )  = 1 ) e ~ y  ' 2^ ' % = ф Ь / . Д  (и ) )
(и) 4 , '  4 >

kobrinishga ega.

2-§. Tasodifiy ja rayo n la rn in g  x a rak te r is t ik a la r i.
G ilbert ja rayo n i

Bu paragrafda ko4riladigan tasodifiy jarayonlar kompleks 
qiymatlarni ham qabul qilishi mumkin. Tasodifiy jarayonning asosiy 
sinflarini kiritish uchun bizga uning eng muhim momentli 
xarakteristikalari kerak boMadi. Ular chekli oMchovli taqsimotlar 
yordamida hisoblanadi va jarayonning sodda xossalarini beradi. £(/) 
tasodifiy jarayon boMsin.
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Щ  т = А ф №  1 va D(  = ( t ) f
funksiyalarga £(t) j a r a y o n n i n g  mos ravishda matemanik kuti lmasi  
va d i sp e r s i ya s i  deyiladi. Tasodifiy jarayonning muhim xarakte-
ristikalaridan biri

m t  Щ  Щ

formula bilan aniqlanadigan kovariatsiya funk s iya s i  hisoblanadi. 
Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan barcha t9s e  T lar uchun m? (/),
D* (/) va K (t , s )  m iqdorlaming mavjud boMishi uchun

M||(o|2 < «> v / £ r (6)
shart bajarilishi yetarli ekanligi kelib chiqadi.

11-ta’ rif. (6) shartni qanoatlantiruvchi tasodifiy jarayon Gilbert 
j a r a y o n i  dey i lad i.

Gilbert jarayonining vaqtning / momentidagi qiymatini biz 
£ 2 = £ 2(Ц Д Р ) fazoning elementi deb talqin qilamiz. Bu nuqtayi 
nazarga ko4ra {£(/),Ге Г} tasodifiy jarayonni £ 2 fazodagi qandaydir 
egri chiziq deb qarash mumkin.

H iJ  = t , s e  T

fimksiya % (t\ te  T jarayonning kovar ia ts iyas i  deyiladi.
1-tasd iq . { % (t ) j e  T} tasodifiy jnrayonning kovariatsiyasi 

quyidagi xossalarga ega:

1) B { t , t )  = M\Z(t)\2 > 0 , t e  T; B ( t , s )  = B ( 7 7 ) , t , Se  T ;

2) g f t r f j  ( , s e  T-
3) В  -  musbat aniqlangan funksiya, y a ’ni barcha kom- 

pleks sonlar va ixtiyoriy tu ...9tne  T vaqt momentlari uchun

b=x:>j= i

Isboti. 2-xossaning isboti Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan 
kelib chiqadi, 3-xossani isbotlash uchun esa
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i=i Щ
tenglik o‘rinli ekanligini qayd etishim iz yetarli.

Ikkita £(/) va 77(f), /е Г  tasodifiy jarayonlarning birga l ikdagi  
kovaria ts iyas i  (korre lya ts ion  funksiya s i )  deb

Bin (t , s )  = M4 (t)T] ( s )  = M  ((4 ( 0  -  m,(t))(r j  (5)  -  mn (s )))  
funksiyaga aytiladi.

12-ta’ rif. A gar T  to‘plamdan olingan <t2 <i3< t4 vaqt mo- 
mentlari uchun

boMsa, u holda {^(/),/€ Г} tasodifiy jarayo^ o r t o g o n a l  ort t irmali  
ta sod i f i y  j a r a y o n  deyiladi.

Agar T) 4, ( t )= 4C 0  -  ( t )  jarayon ortogonal orttir­
m ali bo‘ Isa, u  holda k orr e l ya t s i ya lanm agan  or t t irmali  tasodifiy 
jarayon deyiladi.

{ £ ( / ) , Г} ortogonal orttirmali tasodifiy jarayon va biror
(Qe  T uchun £(/0) = 0 boMsin. U holda T to‘plamdan olingan 
t0< s e t  sonlar uchun

м  У=1

B ( t , s )=M4 (04 ( s ) =M { 4 ( t ) - 4 ^ W ( s ) - 4 ( t n) ) +

Bundan,
B (t , s )  = B (s , t )

ekanligini hisobga olib, B (t , s )  kovariatsiya uchun t>t^9s > s 0 
boMganda quyidagi ifodani olamiz:

B(t9s )  = 2?(mm(£,-?)), bunda B(1) = B ( t , t )  = M|£(/)f2 .
B{t) monoton kam aymaydigan funksiya ekanligini qayd 

etamiz. Haqiqatan ham, t > s  >t0 boMsin. U holda § ( t )  jarayonning 
ortogonalligiga ko‘ra

5 (0 = M | | (0 |2 = M \ f c ( t ) - 4 { s ) + 4 ( s ) - 4 ( t J l  =
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• = M^{t)-^{S)\2 + M\Z(s)f = M ^(t) -^ (S )\2 + B(s) ,  
y a ’ni B{t) > B ( s ) .

2-teorem a. Berilgan
M 4 ( t )= m 4 (t ) ,  K , ( t , s ) = C o v ( ^ ( t ) ^ ( s ) )  (7)

xarakteristikalarga ega bo‘ lgan T\ haqiqiy tasodifiy jarayon
mavjud bo‘ lishi uchun ixtiyoriy tv ...,tne  T  va ixtiyoriy z ,,...,z„e  С 
kompleks sonlar uchun

m
/=! Щ

shart bajarilish i, y a ’ni K ( t , s )  kovariatsion funksiya musbat aniqlan­
gan boMishi zarur va yetarli.

Isboti. £ (/ )-  (7) xarakteristikalarga ega boMgan tasodifiy

jarayon boMsin. U holda ixtiyoriy tl9...9tne  T va ixtiyoriy zp...,z„e С 
kompleks sonlar uchun

щ &  t i  ) i = z  i  c o v U u , .  ) i  щ  ) ) z ,z ,  S &
U=1 i=l j=l

y a ’ni K ( t , s ) kovariatsiya funksiyasi musbat aniqlangan.
Endi (7) momentli xarakteristikalarga ega bo‘ lgan tasodifiy 

jarayonning mavjud boMishi uchun (8)  shart yetarli ekanligini ko‘ r-
satamiz. Haqiqatan ham, ( 8) shart К  = (К -  (/, ,/Л ) matritsa-

ning musbat aniqlanganligini bildiradi. Bundan esa, n  oMchovli 
taqsimoti funksiyaga teng boMgan m  va К  para­
metrli n  oMchovli normal tasodifiy miqdor N (m ,K )  ning m avjudligi 

kelib  chiqadi, bu yerda m ={wf (f,) , . . . , .  Shu bilan birga

ko‘ rinishidagi chekli oMchovli taqsimotlar sinfi

Kolmogorovning moslangan taqsimotlar haqidagi teoremasining 
shartlarini bajaradi va unga lco‘ ra chekli oMchovli taqsimotlari yuqo- 
rida ko'rsatilgan nonnal taqsimotlarga teng va xususan, (7) xarakte­
ristikalarga ega boMgan {%(/),/<= T) jarayonning m avjudligi kelib  chi­
qadi. Teorema isbot boMdi.
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Gauss ja rayon la rL
13-ta’ rif. {g(t)J<a T) tasodifiy jarayon boMsin. U holda ixti­

yoriy T uchun

f  Jr*
/4  C?1  l ! )  = м exp-j i Z zj £ O j . )

d F c  (-V| , . . . ,X k , t [  3—j f k  )

f к 
= J  exp-j i 

Щ j =l
munosabat yordamida aniqlangan haqiqiy z ,,...,zA o‘zgaruvchili 
kompleks f 4 (z, , . . . ,zA. ) ftinksiya £(/) jarayon £ o icho v li 

(x , ,...,xk ) taqsimotining xarakteristik funksiyasi deb

ataladi.
2-izoh. /fc-tartibli xarakteristik funksiya (xuddi bir oMchovli 

holdagi kabi) unga mos kelgan A: —tartibli taqsimot funksiyani 
topishga imkon beradi va shuning uchun ham bu tushunchalar 
tasodifiy jarayonning ehtimollik strukturasini tavsiflashda biri ikkin- 
chisining o‘rnini bosa oladi.

14-ta’ rif. Xarakteristik funrsiyasi

f £(zt ,...,zk \tl ,...,tk ) = exp
* к  к

(9)Щ врщ , { t j ) - - Y L K s  ( t i , t j ) z izj  
f . .  Щ

ko‘ rinishga ega boMgan T} tasodifiy jarayonga Gauss jara-
yoni deyiladi.

A w a l aytganimizdek, xarakteristik funksiya tasodifiy miqdor- 
larning birgalikdagi taqsimotini toMa aniqlaydi. B izga maMumki 
(II bob, 5-§), matematik kutilm asi mn va kovariatsion matritsasi K q
boMgan к  oMchovli normal tasodifiy vektor 77 = (77, , .. .,77*) <pn(x)
zichlikka ega boMishi uchun uning Kq -kovariatsion matritsasi xos-

mas, y a ’n i det^Tf/ >0 boMishi zarur va yetarlidir. Bu holda zichlik

funksiya

I ’ * 2  > "•> **.) 1

ko‘rinishga ega.
( I n f 2 (det Кц)
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Shunday qilib, agar K t] matritsa musbat aniqlangan bo‘ Isa, u 

holda Gauss jarayoni (£(/,),...,£(/*)) kesim ining birgalikdagi taqsi­
moti

1
f (  (x'A >— 4  ) ------- — ------- ( x -  m£ У K~ ( х - щ  )

(2 я )  (det Kg j  z
taqsimot zichligiga ega. Xarakteristik funksiya bilan /с-tartibli taq­
simot zich ligi orasidagi bogManish ko‘p oMchovli Furye almash- 
tirishiga ko‘ra

#| Р Ц  = { I n y k J  e~ “ zf s  (zUi )dz
Rk

ko\rinishga ega. Agar det/£,: = 0 boMsa, u  holda bu (£(/,),...,£ (^ ))
kesim larnmg chiziqli bogMiqligini bildiradi va ularning birgalikdagi 
F\ (*;/, ) taqsimot funksiyasi zichlikka ega emas.

(9) xarakteristik funksiyalar o ilasiga mos kelgan chekli oM­
chovli normal taqsimotlar Kolmogorov teoremasining shartlarini 
qanoatlantirishini tekshirib ko ‘rish q iyin emas. Demak, Gauss taso­
difiy jarayonining ixtiyoriy ( £ ( / , . ,£ ( / *  ) )  kesim lari normal taq­
simotga ega boMgan tasodifiy vektordan iborat.

Gauss tasodifiy jarayonining ta’ rifidan, uning chekli oMchovli 
taqsimotlari uning ikkita moment xarakteristikalari: matematik 
kutilmalari va kovariatsion funksiyalari yordamida toMiq aniqlanadi.

2-teoremani isbotlashda qurilgan jarayon  Gauss jarayonidan 
iborat ekanligi ravshan. Gauss jarayoniga yana bitta misol keltirainiz.

9-m isol. 77, -bi rgal i kdagi  taqsimoti normal taqsimot- 
dan iborat boMgan tasodifiy miqdorlar guruhi va

1 ( 0 = 2 л / & ( 0
r=l « -’  йл . i -

boMsin, bu yerda g ,(/ ) -  tasodifiy boMmagan funksiyalar. £(/) ja ra ­
yon Gauss jarayon i ekanligi ko‘rsatilsin.

Yechim i. Biror /, ,...,/A vaqt momentlari uchun (£(/, ),...,£(/*))
kesimlarni birgalikdagi taqsimotlarining xarakteristik funksiyasini 
topamiz. 14-ta’ rifga ko‘ra

203



bu yerda a t = ̂ J g , ( t J )zr  77, ,77, , . . . ,77,, tasodifiy m iqdorlaming birga-
■Jm I

likdagi taqsimoti nonnal taqsimot boMgani uchun,
n nГ я j

U zk\t\,-- Л )  = exp-j ЩМтца,- -  ~ Z  gCotof?/, ,17,  }*/a .
/=1 ~ /=1 ■?=! 

Endi a, ning ifodasini qo‘ysak,

7=1' . > 1

Z Z C o V ^ , , ^ } ^  = S  S  CoV{£ (A | Й %  )}Z/z7 ’
/=1 5=1 i=I y=I

bo‘ lib, bu yerda

М £ (о } = = £ ^ »7/ &  ( o = « *  ( 0 ,
/=1

Cov{£ ( 0 ,5  (* ) )  = Z Z  Cov{/7, ,*7„, J § j  ( 0 s „  | §  = Ш  l i f t
/=1 ni=]

Shunday qilib, £(t) Gauss jarayonidan iborat, chunki uning 
xarakteristik funksiyasi (9) munosabatni qanoatlantiradi.

3-§. Bog4liqsiz  o rttirm ali tasodifiy ja ra y o n la r

BogMiqsiz orttirmali jarayonlar tasodifiy jarayonlam ing juda 
muhim sinflaridan biri hisoblanadi. Broun harakati, Puasson jarayoni 
va boshqalar bu sinfga tegishlidir.

15-ta’ r if . {£(/),fe T) tasodifiy jarayon berilgan boMsin. Agar 
ixtiyoriy n e N  va /0 </, < .. .< tn shartni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy
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tne  T vaqt momentlari uchun 4(r0),4(t i) - 4 ( t 0),...,J;(tn) - l ; ( t n_t) 
tasodifiy miqdorlar bogMiqsiz bo‘Isa, u holda £(/) b o g ‘liqsiz 
or t t irma l i  ta sod i f i y  j a r a y o n  deyiladi.

3-izoh. (£ (/ ,),...,£ (f*)) tasodifiy vektorlami ((!(/,)
4 ( 0 “  £(*/h)) vektorlardan xosmas chiziqli almashtirish yordamida 
topish mumkin boMgani sababli, bogMiqsiz orttirmali tasodifiy 
jarayonning taqsimotlarini berish uchun jarayonning bitta £(/) 
nuqtadagi bir oMchovli taqsimoti va s > t  uchun £Cs)—£(/) orttirma- 
larining taqsimotini berish yetarli.

{£(/),/£()} tasodifiy jarayon berilgan boMsin. Agar bir ehtimol 
bilan £ (0) = 0 va £ (s )—£ (/),(/< .?) tasodifiy miqdorning taqsimoti 
s - /  ga bogMiq boMib, t  ga bogMiq boMmasa, bunday bogMiqsiz 
orttirmali tasodifiy jarayon b ir  j i n s l i  deyiladi.

B irjinsli tasodifiy jarayonning xarakteristik funksiyasi
f ( z , t )  = Mexp{iz4(t)}, z e R '  (10)

ko‘ rinishga ega.
3-teorem a. f { z 9t) xarakteristik funksiya ushbu funksional 

tenglamani qanoatlantiradi:
f ( z 9t  + s )  = f ( z 9t)- f ( z 9s )9 t , s > 0  (11)

Isboti. £(/) bir jin s li bogMiqsiz orttirmali tasodifiy jarayon 
ekanligini hisobga olib, quyidagini topamiz:

M  exp{ i (z ,4 ( t  + 5))} = M  expj ;(z ,|  ( t + s ) -£(.s))}exp{ =

= M  exp{ ЩЩ {t + s ) - %  (s))} M  exp j i ( U g  (s))} =

= M  expj/(z,£ (/))}M exp{/(z,£ (s))} .
Teorema isbot boMdi.

Tasodifiy jarayon £(t) uchun ham uzluksizlik, differensial, 
integral tushunchalarini kiritish mumkin. Bu tushunchalar “stoxastik 
analiz” deb nomlangan va hozirgi zamon matematikasida katta 
yo 'nalish  hisoblangan nazariyaning asosini tashkil etadi. Masalan, 
agar tasodifiy jarayonning hamma tanlanma funksiyalari uzluksiz 
boMsa, u holda £(t) uzluksiz deyiladi. U zluksizlik tushunchasini 
boshqacha qilib kiritish ham mumkin.
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16-ta’ r if . Г} tasodifiy jarayon berilgan boMsin. Agar
a) Har qanday /, / + he. T uchnn h - » 0 d a

ш щ Ж Ш к
boMsa tasodifiy jarayon £(/) stoxastik uzluksiz deyiladi.

b) L L m 4 ( t  + h )  = g ( t \ 9
l/rH> Ф

ya ’ ni lim M\S ( t  + h ) - g ( t ) ?  = 0 boMsa, u holda £(/) jarayon t nuq-

tada o ' r ta  kvadratik m a ’n oda  uzluksiz deyiladi.
Bu ta ’r if  faqat ikki oMchovli taqsimotlarga asoslangan xolos 

(/, =/, t2 = t+ h ) .  Trayektoriyalari uzluksiz fimksiyalardan iborat boM­
gan tasodifiy jarayonlar stoxastik ma’noda ^am  uzluksiz boMadi. 
Lekin, aksincha stoxastik uzluksiz boMgan tasodifiy jarayonlar uzluk­
siz boMmagan trayektoriyalarga ega boMishi ham mumkin.

4-teorem a. {£(/),/€ 71} —bir jin s li stoxastik uzluksiz jarayon
boMsin. U holda f ( z 9t )  funksiya />0 o‘zgaruvchiga nisbatan 
uzluksiz.

Isboti. Teorema da’vosi (11) munosabat va
l i m  /  ( z , ^ )  =  l  1 2 )
s~>0

tenglikdan kelib chiqadi. Endi o ‘z navbatida, (12) munosabatni isbot- 
lash uchun esa V s  > 0 uchun

I f ( z , s )  - 1| £ м|ехр{ Щ  (*)} - 1| < e  + 2P(\z£(S)\ > s )  
ekanligini qayd etamiz. £ — stoxastik uzluksiz jarayon boMgani sababli 
s  —» 0 da oxirgi ehtimol nolga intiladi.

Endi bogMiqsiz orttirmali jarayonlarga doir m isollar koMamiz.
10-misoI (Puasson ja rayo n i). T = [0,oo)}-bogMiqsiz

orttirmali tasodifiy jarayon berilgan boMsin. Agar £ (0) = 0 (d.m.) va 
ixtiyoriy s\t ( i< t )  vaqt momentlari uchun £ (/ )-£ (s )  tasodifiy 
miqdor a { t - s )  parametrli Puasson taqsimotiga ega boMsa. u  holda £
jarayon a  parametrli Puasson jarayoni deyiladi.

Puasson jarayoni turli arnaliy tadqiqotlarda, xususan ommaviy 
xizmat ko‘rsatish nazariyasida juda katta ahamiyatga ega. 
Trayektoriyasi biror hodisani vaqtning 0-momentidan hozirgi /-
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momentigacha ro‘y  berishlar soni %(t)n i qayd etish bilan bogMiq 
boMgan jarayon Puasson jarayoni deb qaralishi mumkin. Bunday 
jarayonlarning aniq m isollari sifatida kim yoviy moddaning radioaktiv 
boMinishida chiqadigan fotonlar soni, biror fizik qurilmaning berilgan 
vaqt oraligMda ishdan chiqishlari soni, sug ‘urta kompaniyasiga 
tushgan talablar soni va shu kabilarni qarash mumkin.

Puasson jarayonining barcha Irayektoriyalari o ‘ngdan uzluksiz 
boMsa, u holda uning barcha trayektoriyalari butun qiymatli, kamay- 
maydigan va o‘ sish nuqtalarida sakrashlari birga teng boMgan 
funksiyalardan iborat ekanligini isbotlaymiz.

Buning uchun yshbu hodisalarni kiritam iz:

A = barcha ikkili ratsional nuqtalarda l t  = —  \£(t) e  Z

B={barcha t{<(2 ikk ili ratsional nuqtalarda ^(/,)<^(/2)}, 

barcha butun 0< i  < N sonlar uchun shunday ikk ili ratsional 

t e  [0 ,iV] nuqta mavjudki, bu nuqtada |(/)= i  tenglik o 'rinli
A, = {£ (0  butun son}.

U holda
P(A,) = P (4 ( t )~  butun) = P (% ( t ) -£ (0 ) -  butun) =

= Z p { m - m = i ) = i e - ai^ =  1.
i=0 /=0

A hodisa Ar hodisalarning sanoqli sondagi kesishmasidan 
iborat boMgani sababli P(A) = 1- В  hodisa

Ш Ш 2”

Пk
k+\
2"

-  >0 
2" /

hodisalar ketma-ketligining kesishmasidan iborat va

P\t
\ 2" 
2 "N

С

boMgani sababli, 1 = P(B ft)  = P (B ) .

N ШШшЗШ boMgani uchun Puasson

jarayonining xossalariga kocra,
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Ammo а ->0 da е~а +ае~а =1 ~о(а)  mimosabal o‘rinli boMgani 
tufayli, w->oo da

Ш $ щ -  -  ° l a2~" I T '1 — %1 va = l
Nihoyat, g ( t )  -  kamaymaydigan, butun qiymatli va o'sish nuq- 

talarida sakrashlari faqat birga teng degan ma’noni bildiruvchi hodisa, 
£(f)ning o‘ngdan uzluksizligiga ko‘ra, AB^\CN hodisa bilan teng

kuchli boMgani uchun uning ehtimoli birga ten|. Shurii isbotlash talab 
qilingan edi.

Shunday qilib, a parametrli Puasson jarayonining trayekto­
riyalari (tanlanma funksiyalari) 1-shakldagi koMinishga ega. Bunda 
r , ,r 2J... — birinchi sakrash momenti, ikkinchi sakrash momenti va 
hokazolardan iborat. Boshqacha aytganda

r„ = m in{^0;£(/) = n} (13)
boMib, shu bilan birga bunday t momentlar boMmasa, u holda 
тп = +00 deymiz.

(13) tenglik orqali kiritilgan xn -  ([0,oo) dan qiymat qabul 
qiluvchi) tasodifiy miqdordan iborat. Haqiqatan ham,

{r„ *7} ={§(/) Я-
bogMiqsiz bir xil taqsimlangan tasodifiy 

miqdorlar boMib, ular a  parametrli ko‘rsatkichli taqsimotga ega 
ekanligini kocrsatish qiyin emas.

11-misol. (Viner jarayoni). Viner jarayoni jarayonlar naza­
riyasining juda muhim misollaridan biridir. Bu tasodifiy jarayon 
qandaydir ma’noda suyuqlik ichidagi zarracha molekulalarining 
xaotik zarbalari natijasidagi harakatining matematik modeli vazifasini 
oMaydi, shuning uchun ham uni Broun harakati deb ham atashadi.

{ w(t\ ts  T = [0,oo)}- bogMiqsiz orttirmali tasodifiy jarayon 
berilgan boMsin. Agar w(0) = 0 (d.m.) va ixtiyoriy s , t  (0<$<t)  vaqt 
momentlari uchun w(/)-vv>(.s) tasodifiy miqdor matematik kutilmasi
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0 dispersiyasi t — s  ga teng boMgan normal taqsimotiga ega bo‘ lsa, u 
holda w(/) jarayon 0 dan chiquvchi Viner jarayon i  deyiladi.

Viner jarayonining chekli oMchovli taqsimotlarini topamiz. 
Buning uchun 0 < t e n g s i z l i k l a m i  qanoatlantiruvchi 
momentlarni fiksirlaymiz va vv= (w,,..., w„) vektomi qaraymiz, bu 
yerda w. = w(tj) , i  = l , 2 , X  = (w,,w2 -  w}9...9wn -  vektor-
ning koordinatalari bogMiqsiz va har qaysisi normal taqsimlangan 
tasodifiy miqdorlardan iborat boMgani sababli uning quyidagi 
birgalikdagi taqsimotini hisoblash qiyin emas:

- 1 /2 f,
/=i L -vf- 'i—1 >

bu yerda /,, = 0 . Shu bilan birga w~ AX bo‘lib, bu yerda
ПОО.. .ООЛ

A =
1 1 0 . . . 0 0

1 1 1 . . .  1 1
Bu holda

/ д е ) = ^ 4 Ч ( / г ’лг)
ekanligi bizga maMum (II bob. mustaqil yechish uchun masalalar). 
Shu bilan birga det A = I ekani va

A~l =

'  1 ОО . со
-1 10 . . . 00
0 -l l . . 00

о о 
:

о 
, 

• .-1 1
qiym emas.tengliklami tekshirib ko‘rish 

A~'X = (x„x2 -x„_,) va
‘ - 1/2 Г 2

^(лг1,...,.г„и|,...,/„) = П[2я-(/1 exp-j-^ y ^

Bundan

I* I
kelib chiqadi, bu yerda x0 = 0.
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Demak, V iner jarayonining chekli oMchovli taqsimotlari 
normal (Gauss) taqsimotidan iborat ekan.

B ro u n  harakati j a r a j o n i . Viner jarayonining fizik mohiyati, 
Broun harakati nomi bilan mashhur boMgan jarayonda namoyon 
boMadi. Tarkibi bir jin s li boMgan suyuqlikka solingan zarrachani 
ko‘raylik . U suyuqlik molekulalari bilan tobqnashishlar natijasida 
uzluksiz tartibsiz harakatlanadi. Broun harakati birinchi boMib 19- 
asrda ingliz shifokori Robert Broun tomonidan kuzatilgan. Broun 
harakatining matematik nazariyasi 20-asr boshlarida Bashelye va 
Eynshteynlar tomonidan tak lif  qilingan. Bu nazariya tajribalar yor- 
damida tekshirish uchun yetarli boMib, ammo matematik nuqtayi 
nazardan ular yetarlicha asoslangan emas edi. Bu vazifani birinchi 
boMib 1923-yilda Norbert Viner bajardi. ^

Bu jarayonning diskret analogi sifatida, ushbu tasodifiy daydish 
modelini ko‘rish mumkin. Zarracha o‘z holatini faqat At ga karrali 
boMgan vaqt momentlaridagina o‘zgartiradi. x nuqtada turgan 
zarracha, undan oldingi holatlariga bogMiqsiz ravishda, qo‘ shni 
x + Ax yoki x -  Ax nuqtalardan b iriga teng ehtimollar bilan oMadi, shu 
bilan birga siljish  barcha x nuqtalarda bir x il Axga teng (bir oMchovli 
daydish). MaMum ma’noda Ax->0  va Д^-^О boMgandagi limit 
holatida Broun harakatining fizik mohiyatini xarakterlovchi tasodifiy 
jarayon hosil boMadi.

w(/) orqali Broun zarrachasining vaqtni t momentidagi holatini 
belgilaym iz. Vaqtning boshlangMch t = 0 momentida zarracha л: = 0

nuqtada boMsin. Diskret sangMshda zarracha t vaqt davomida л? = —
At

marta siljiyd i, ulardan qandaydir Sn tasodifiy sondagilari obngga, 
qolgan n - S n tasi esa chapga siljishlardan iborat boMsin. Shunday 
qilib, zarrachaning o‘ngga SNAx, chapga ko‘chishi esa ( n - S n)Ax 
boMib, w(t)  va Sn orasida ushbu

w( 0 = [5яД х - ( и - S 'JA x] = (2S1,, -  и)Дх 
tenglik o‘rinli, bu yerda t = nAt. A gar >v(0) = 0 tenglikni hisobga 
olsak, u holda ixtiyoriy s , t  > 0 uchun

w ( s  + 1)  = [ w ( s )  -  w(0)] + [ w(t  + s )  -  w(5-)]
tenglik o‘ rinli.
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Ko'rilayotgan daydish modelida w (s )-w (0 )  va w(t  + s )  — w ( s )  
tasodifiy miqdorlar bogMiqsiz boMib, u lar bir xil taqsimotga ega 
ekanligini ko‘rish q iyin emas. Shuning uchun ham, ixtiyoriy s , t>  0 
uchun ushbu

Dw(t + s )  = D[>v(^) -  >v(0)] + D\w(j + s )  -  w (s)] =
= D w(s)  + Dw(t)

tenglik o‘rinli. Dw(t)  dispersiya /(/>0) argumentning funksiyasi 
sifatida qaralganda, chiziqli funksiya ekanligi ko‘rinib turibdi, shuning 
uchun ham

Dw(t) = cr2/, 0 < / < oo,
boMib, bu yerda a 1— diffuziya koeffitsiyenti deb ataluvchi biror 
o4zgarmas sondan iborat. Ikkinchi tomondan, t vaqt davomidagi y a ’ni

n — ta qadamdagi siljishning dispersiyasi

Dw(t) = (Ax)2 —
At

ekanligini ko‘rsatish q iyin  emas. Natijada Ax va Д/orasida quyidagi 
munosabatni hosil qilamiz:

Щ ш :
At

Zarrachaning siljishlari bir-biriga bogMiq boMmagani sababli, 
ulami 6tyutuq”ning ehtimoli p - 1/2 ga teng boMgan Bemulli tajri- 
balari deb qarash ham mumkin. Shu bilan birga zarrachaning o‘ngga 
siljish ehtimoli p=  1/2 ga teng. U  holda St) -  musbat yo 6nalish tomon 
qo‘y ilgan  qadamlar (siljish lar) soni n ta bogMiqsiz tajribada chiqqan 
“yutuq” lar soniga teng boMadi. Shu bilan birga, vaqtning t-  mo-

mentidagi zarrachaning holati S*n = -X=(2Sn - и )  -  normalangan

miqdor bilan quyidagi bogManishga ega:

w ( t )  = M  ̂ A x  = S'n 4 i  ~  = Г ш  y f t .
Ч/Л t

Demak, w(/) tasodifiy miqdorning Д/—>0 dagi limit taqsimoti, 
markaziy lim it teoremaga ko‘ra, quyidagi formula orqali itodalanadi:

I e ' * 1'2dx = <&(x). (14) 
cjyjt J  Д/->0  ̂ / yj2n ^
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Stasionar jarayonlar tasodifiy jarayonlam ing muhim sinflaridan 
biri hisoblanadi. Statsionarlik xossasi jarayon kesim lari sinfining ba’zi 
xarakteristikalari vaqtga bogMiq em asligini bildiradi.

17-ta’ rif. {£(/),/e T) jarayon berilgan boMsin. A gar /7 > 1  larda 
ixtiyoriy r|v..,/we  T vaqtmomentlari va £(/t + h ) r...9£(tn + h )  tasodifiy 
m iqdorlaming birgalikdagi taqsimoti, (ti + h ) e  = shartlami 
bajaradigan barcha h lar uchun bir x il boMsa, u holda g ( t )  s ta ts ionar  
ta sod i f i y  j a r a y o n  deyiladi.

Stasionar jarayonning chekli oMchovli taqsimotlari h  ga surish- 
ga nisbatan invariantdir. Agar bunday jarayonning matematik kutil­
masi mavjud boMsa, u o4zgarmas,

M g ( t )  = M g(0 \
va (ikkinchi moment mavjud boMsa) Kg ( t ys )  -  kovariatsiya funk­

siyasi (t — s )  ayinnagagina bogMiq boMadi. Shu munosabat bilan quyi­
dagi ta’ rifni kiritamiz.

18-ta’ rif. Agar ixtiyoriy t ys e  Tyt - s e  T uchun
М т = с о Ш >  C o v ( 4 ( t ) 4 ( s ) )  = K ( t - s ) 

boMsa, u holda {£(/),/€ 7*} — k en g  m u 'n o  da  s ta t s iona r  j a r a y o n  deb 
ataladi.

B ir x il taqsimlangan, bogMiqsiz boMishi shart boMmagan 
tasodifiy m iqdorlaming yigMndisi statsionar tasodifiy jarayonga misol 
boMadi. Endi murakkabroq misollam i ko‘ramiz.

12-m isol. A,rj >0,(p Ayrjy(p— tasodifiy miqdorlar esa Ayi7 taso­
d ifiy m iqdorlarga bogMiq emas va [0 ,2n ]  oraliqda tekis taqsimlangan 
boMsin.

g ( t 9d})=Acos(r ft - t(p) 
formula orqali aniqlangan tasodifiy jarayon statsionar ekanligini isbot- 
laymiz.

Isboti. g ( t )  statsionar jarayon  ekanligini ko‘ rsatish uchun 
ixtiyoriy n  oMchovli С  Borel to‘plami va ixtiyoriy A , v a q t  
momentlari uchun

4 -§ . S ta s io n a r  ta s o d if iy  j a r a y o n la r
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P((^lcos(?7(/, + h)-\-(p),...9Acos(r/(tn + h)+q>))& C ) =

= P((^cos(t7/, + (p),...,^cos(77(/w +(p))e  C) 
ekanligini isbotlash zarur. В orqali x > 0 , y> 0 ,  z e  [0,2л:] va 
(xcosOtf, + z\... ,xcos(ytrl + z))g  С  shartlami qanoatlantiruvchi (x,y ,z)  
nuqtalar to ‘plamini, <u>  orqali esa [0,2л*] oraliqqa keltirilgan (ya ’ ni 
2nk< и < 2 л (к  + \) uchun <и>=и — 2 л к )  и  nuqtani belgilaym iz. U 
holda isbotlanayotgan tenglikni

P((A,T],<(p + rjh >)e B )  = P((A,T],<p)e B )
ko‘rinishda yozish mumkin, yoki

C O CO

J Pv ! z: ( * » 2 + Ун >)e 51 =
0 0

C O CO

= I \F9 {2 ' \ x , y , z ) e  B )dF All ( x , y ) ,
0 0

bu yerda F^-tp  tasodifiy miqdorning taqsimoti, FA jj esa A va r\
tasodifiy miqdorlaming birgalikdagi taqsimoti.

Ammo oxirgi tenglik o ‘z-o‘zidan ravshan, chunki (p tasodifiy 
miqdorning taqsimoti surishga va 2л  modul bo‘yicha keltirishga 
nisbatan invariant bo4Igani sababli, \/x,y uchun

Р<р{2 -{х ,У , < 2  + уЬ>)& B} = F<p{z-.{x,y,z)& 5}.
13-misoI. M£(t) = m  va ( t , s )  = C ( t  — s )  kovariatsion

funksiyaga ega boMgan Gauss jarayoni, tor ma’noda statsionar boMishi 
isbotiansin.

Yechim i. £(/) jarayonning T uchun n  oMchovli
taqsimotining xarakteristik funksiyasi

f s  (zi , - , z „  -a , - л  ) =exp ~lih.%>
ч ./=1 2 M j - 1

va u barcha t( larni + h\ / = l,...,w  lar bilan almashtirishda, 
o ‘zgarmaydi, shuning uchun jarayonning yi oMchovli taqsimotlari ham 
tj larni t, + h  lar bilan almashtirganda o'zgarm aydi, shu bilan birga bu 
barcha n>\  va t, + h e T  shartni qanoatlantiruvchi barcha h lar 
uchun o‘rinli.
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14-misol. {w(£), / > 0} -  Broun harakati jarayoni va r >  0 
boMsin. { Z(t)  = w(t  + z) -  w ( t )9t  > 0} keng ma’noda statsionar jarayon 
ekanligini ko ‘rsatib. uning kovariatsiya funksiyasi topilsin.

Yechim i, Z(/) jarayonning momentli xarakteristikalarini aniq- 
laym iz. Mw(t)= M w ( t f  r ) = 0  boMgani uchun, MZ(t) = Q va 

Cov(£ ( t ) 4  (5) )  = M ( w(t -  r )  -  w(/))( w(x + 1) -  w(^)) =

= mm(ir + r , s  + r )  -  min(/, s  + r )  -  min(/ + r 9s )  + min(/,s )  =

[ T — |r—j|, ag a r  \t-s\<r,

|[0, agar |/-s |>t

Shuday qilib, Z(t)  jarayonning kovariatsiya funksiyasi faqat
t — s  ga bogMiq boMgani sababli u keng m a’noda statsionar jara- 
yondan iborat.

5-§. M arkov ja ra y o n la r i

Bu paragrafda biz, amaliyotda keng koMamli tatbiqlarga ega 
boMgan, tasodifiy jarayonlarning yana bir muhim sinfi hisoblanadigan 
Markov jarayonlari bilan tanishamiz.

(Д Д Р )  ehtimollar fazosida jarayon aniqlangan
boMsin. Markov jarayonining ta’ riflni keltirishdan oldin quyidagi 

$ ,  = c r{ t ; (u ) ,u< t} ;  = cr{£(ы ) , и  > t}
belgilashlarni kiritamiz. Qaralayotgan cr -  algebralam ing aniqla- 
nishiga kocra, agar u < t  boMsa, %(u) tasodifiy miqdor 5 ,  cr-algeb-

raga nisbatan oMchovli va agar u > (  boMsa, u 5 [ /v*>) § a nisbatan 
oMchovli boMadi.

19-ta’ r if . A gar ixtiyoriy />0, A e $ f , В е $ [г^ )  lar uchun I 
ehtimol bilan

P(AB  / £ (0 )  = P(A / 4  ( t ) )P (B  / £ Ш  (15)

tenglik obrin li boMsa, u holda {£(/),/>()} tasodifiy jarayon  Markov
jarayoni, (15) xossa esa Markov xossasi deyiladi.

Markov jarayonining yana bitta ekvivalant ta ’rifln i keltiramiz.
2 1 4



20-ta’ rif. Agar ixtiyoriy chekli f  Borel funksiyasi va 
/, </2 <...<tn<t  tengsizlikni qanoatlantiruvchi vaqt momentlari uchun

= (16) 
bo‘ lsa, u holda {£(/), / ^  0} tasodifiy jarayon Markov jarayoni deyiladi. 

T a’rifga ko 'ra,
P ( s ,x , t ,B )= P (Z ( t ) e  B $ ( s )  = x) (17)

va bu funksiya absolut uzluksiz, y a ’ni uni

P (s ,x , t ,B )  = j p ( s , x , i , y ) d y ,  V S e  B(R)
В

ko‘rinishda ifodalash mumkin boMsin.
P(s ,x9t ,B )  funksiya g ( t )  jarayonning o‘tish funksiyasi (yoki 

ehtimoli), p ( s ,x , t ,B )  esa o‘ tish zichligi deyiladi.
5-teorem a. A gar {£{l\ t > 0} Markov jarayoni boMsa. u holda 

P (s ,x , t ,B )  = \P{s ,x ,u ,d y )P (u ,y , t ,B ) ,  (18)
R

p ( s ,x , t ,z )  = f p ( s ,x , u , y ) p ( u , y , t , z ) d y .  (19)
R

Isboti. £(/) Markov jarayoni boMgani sababli, и > s  uchun 
P ( s , x , t , B ) ^ P ^ ^ B ^  = x)=  . . . .

= Jp ((^ (/ )G  B ^ { u )  = y ) ^ ( s )  = x)dy =
R

J  P(Z(s )=x У

= ft>( j « ) e  B)£(u) = y  n g  ( s )  = x)  P(-  {% ŷ >X)d y  =

= j P t f ( t ) e  B\*(u) = y ) P t f ( u )  = y\Z(s) = x ) d y  =
R

= \ P (s ,x ,u ,d y )P (U ,y> l ,B ) ,  . .
I

ya ’ ni (18) tenglik isbotlandi. (19) tenglik ham shu kabi isbotlanadi.
(18) va (19) tenglamalar Kolmogorov-Chepmen tenglamalari 

deyiladi.



Endi (17) shartni qanoatlantiruvchi %(t) Markov jarayoni 
mavjud boMishi uchun P ( s 9x,tyB )  funksiya qanday xossalarga ega 
boMishi kerakligini aniqlaymiz.

21-ta’ r if . (X ,9t^) oMchovli fazo boMsin. A gar P ( s 9x,t9B) 
funksiya quyidagi shartlami qanoatlantirsa:

1) В  ning funksiyasi deb qaralgan P (s ,x , t ,B )  har bir 
s  < /, x g K  da ehtimollik taqsimotidan iborat;

2) har qanday s < t  va B e  uchun P (s ,x , t ,B )  x ga nisbatan 
oMchovli;

3) 0 < s< u < t  da, ixtiyoriy л; va B e  uchun (18) tenglik 
o ‘rinli;

4) agar s  = t  bo‘ lsa, u holda P(s ,x , t ,B )  £ l x( B ) , bu yerda

u oMish funksiyasi deb ataladi.
Bu ta ’rifdagi 1- va 2-xossalar P ( s 9x,t ,B)  funksiyani shartli

taqsimot ekanligini asoslaydi.
Endi £(0)  = a  boshlangMch shartni qanoatlantiruvchi qandaydir 

4 (t )  jarayonning chekli oMchovli taqsimotlarini P (s ,x9t ,B )  funksiya 
yordamida ushbu

formula orqali ifodalaymiz.
3- va 4-xossalardan bu chekli oMchovli taqsimotlaming 

moslanganligi kelib chiqadi va shuning uchun ham ular Kolmagorov 
teoremasiga kobra, %(t) jarayonni toMa aniqlaydi. (20) formula va 
(16) ga ko‘ ra

Г1, agar x e  B,
10, agar д-« В

(20)

Demak, 20-ta’rifga ko‘ra biz
P (s ,x , t ,B )  = P(Z (/)e B ^ ( s )  = x)

shartni qanoatlantiruvchi M arkov jarayonini qurdik.



Agar P (s ,x , t ,B )  = P ( 0 ,x , t - s ,B )  tenglik bajarilsa, u holda 
£(/) b ir  j i n s l i  M arkov  j a r a y o n i  d ey i lad i  va bunda o‘ tish ehtimolini 
qisqalik uchun P(x,t,B )  ko‘rinishda yoziladi.

B ir jin sli M arkov jarayonlari uchun Kolmogorov-Chepman 
tcnglamasi soddalashadi:

P ( x , s  + l , B )  = \ P { x , s , d y ) P ( y , t , B ) ,
R

Markov jarayonin ing chekli oMchovli taqsimotlarini topish 
uchun uning o‘ tish ehtimollari va biror boshlangMch momentdagi bir 
oMchovli taqsimotlarini bilish yetarli, chunki toMa ehtimol formulasi 
va Markov xossasini ishlatib,

/>(£(/, ) e  5 , ( tk ) e  Bk )=  Jff(aE*o) J P ( 0 , x , , dxx )
r в,

••• >Xk-1 ^k ^ Xk )

tenglikni hosil qilam iz, bu yerda 0 = /0 < /t < ...< /л Bl,...,Bke  B(R\ 
7c(B) = P (Z (0 ) eB ) .

6-§. M arkov z an jir la r i

Markov jarayonlari nazariyasida fizikadan olingan atamalar 
ishlatiladi: jarayonning qiym atlar to‘plami fa z a la r  f a z o s i  (yoki 
ho la t la r  f a z o s i ), uning elementlari esa ho la t la r  deb ataladi. 
£(/), t e  T  -  tasodifiy jarayormi qarayotganda, vaqtning t momentida 
fazaviy holati ^(t)  boMgan sistema haqida gapiramiz.

Keyinchalik Markov zanjiri deb atalgan jarayonlar birinchi 
marta 1906-1907-yillarda A.A.Markovning rus tilida yozilgan asar- 
larida uchraydigan unli va undosh harflar ketm a-ketligining xossa- 
larini o ‘rganishga bag‘ ishlangan ishlarida ko‘rilgan.

Ushbu paragrafda biz Markov jarayonlarining muhim sinfi 
hisoblanadigan, holatlar fazosi chekli yoki sanoqli tolplamdan iborat 
bolgan, bir jin s li Markov zanjirlari bilan tanishamiz va uning asosiy 
xossalarini o ‘rganamiz. Umumiylikka zarar keltirm ay Markov 
zanjirining holatlari natural sonlardan iborat, deb faraz qilishim iz 
mumkin. t parametr manfiy bo‘ Imagan butun qiymatlarni qabul 
qiladi, y a ’ni Г={ 0,1,2,...} deb faraz qilam iz. U holda £(/) Markov 
xossasini qanoatlantiruvchi tasodifiy ketma-ketlikdan iborat boMadi.
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З-izoh. %\£2>— ushbu { 1 , 2 tcrpl amdan qiym atlar qabul
qiluvchi tasodifiy miqdorlaming ixtiyoriy ketma-ketligi boMsin. 
Shartli ehtimolning taVifiga ko‘ ra, ixtiyoriy />0, /g N lar uchun

^ ( £ 0  =  %  Л \  ~  %  * • • • > £ /  =  h  > £ / + 1  =  f r + i )  =

= P tfo  = b  )П  P{Zs« = w  1̂0 =A> 1 Ц | = 4 } (21)
tenglik o‘ rinli.

Agar £,,£2,... tasodifiy miqdorlar bogMiqsiz bo‘ lsa , u holda

4  & = 'о ,•••><?, = is } = P(£s+l = &  )
vab irgalikdag i taqsimot formulasi ancha soddalashadi:

P f o  8 U 4 4 ( “ W « i  - u  (2 2 )
j=0

Markov zanjiri — chetki (21) va (22) hollar orasida turgan 
bogMiqli tasodifiy miqdorlar ketma-ketligidan iborat.

Markov zanjirlari uchun 20- (va 21-) ta’r if  ancha soddalashadi 
va ushbu ko‘ rinishga ega boMadi.

22-ta’ rif. Holatlar to‘plami S chekli yoki sanoqli boMgan 
diskret  vaqtli Markov zanjir i  deb tasodifiy miqdorlaming shunday 
{£,,/ = 0,1,...} ketma-ketligiga aytilad ik i, ular ixtiyoriy / ^ 0  va 
ixtiyoriy z0,/p ...,/,,/,+le  S holatlar uchun

p{t,+, =',+! 1̂0 = 'о =',} = p{4,+ 1 = 1 % =i,} = pl'ln
shartni qanoatlantiradi.

Tasodifiy miqdor £0 sistemaning boshlangMch holatini bildiradi
va uning taqsimoti

р<0)= р (Ъ = к ) ,  = 1
к

bosh langM ch taq s im ot  deyiladi.
Agar р)‘ ] ftinksiya / ga bogMiq boMmasa, u holda Markov

zanjiri vaq tga  n isba tan  b ir  j i n s l i  deyiladi.
Holatlar to‘plami {l,2,...,w} boMgan vaqtga nisbatan bir jin sli 

Markov zanjiri uchun (21) formula
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Р (4 о  ~ *о £\ ~ h »— “ О ”

= п ъ  = Г0 )П  Р[$к = i* Ни = 4-1}= р[0) П  ̂  (23)
ы  к=\

ko‘rinishini oladi. Holatlar to‘plami { 1 , 2 , boMgan vaqt bo‘yicha

bir jin sli Markov zanjiri trayektoriyalarining taqsimotlari n 2 + n ta 
parametrlar

p<0)={p™ = P{Z0 = k ) , l< k Z n}

va Pg  = {̂̂ /+| = у(э/ = /} o‘ tish ehtimollari bilan aniqlanadi. p if ni 
sistema bir qadamda /-holatdan y-holatga o‘ tish ehtimoli deb talqin 
qilish mumkin.

'P\\—P\n
matritsani hosil qiladi.

^PnV'Pnn >
0 ‘ tish matritsasining barcha elementlari nomanfiy, har bir 

satrdagi elementlar y ig ‘ indisi birga teng. Bunday matritsalar stoxastik 
matr i t su lar  deyiladi. Barcha satrlarining elementlari yigMndisi birdan 
oshmaydigan va elementlari nomanfiy bolgan matritsa esa y a r im  
stoxastik matritsa  deyiladi. Har bir ustun clementlarining yigMndisi 
ham bir boMgan stoxastik matritsa ikki marta  stoxastik matritsa  deb 
ataladi.

Vaqt bo‘yicha bir jin sli boMmagan Markov zanjirlarida
-  oMish matritsa lari / ga bogMiq boMadi.

Sanoqli Markov zanjirlarining o‘tish ehtimollari guruhini 
oMchovlari cheksiz boMgan matritsa shaklida ifodalash mumkin.

Hndi Markov zanjirlarini tashkil qiluvchi tasodifiy miqdorlar 
ketma-ketligi uchun bir necha misollar keltiraylik.

15-misol. Butun qiymatlarni qabul qiluvchi bogMiqsiz va bir xil
taqsimlangan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi {4r }*=0 bir jin sli
Markov zanjirini hosil qiladi. Bu holda

P„ = P i t ,  = = i)  = P i t ,  = j )=  P (4 o  = J )  = P T  •
y a ’ni P  matritsaning har bir satri boshlangMch taqsimotdan iborat.
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16-misoI. {*7,}/eI -  bogMiqsiz bir x il taqsimlangan tasodifiy miq­

dorlar, P(rjt = 1) = /?, P(r]t =—\) = q  va p + q = 1 boMib, {£,} ketma-ketlik

%  =max{£M + ?7/>0}, / = 0 ,1 ,2 ,... 
formula orqali ifodalangan boMsin. {£,} ketma-ketlik 0 nuqtada qay-
taruvchi ekranli manfiy boMmagan butun sonlar to‘plamida ta sod i f iy  
dayd ish  deb ataladi.

ketma-ketlik Markov zanjiri hosil qilishini ko‘ rish qiyin

em as. Bu holda P{|,+1 =/+l|£, =i} = p,P{% ,+i = / -l| f, =i}= q ,  /2:1
tengliklar obrinli boMgani sababli bu Markov zanjiri

q p  0 0 0 ... 
q  0  p  0 0 . . .
0 <7 0 p  0 ...

P =

o ‘ tish  m atritsasiga ega.
17-m isol. -bogM iqsiz b ir x il taqsim langan nomanfiy butun 

q iym atlar qabul qiluvchi tasod ifiy  miqdorlar ketm a-ketlig i bo4lib, 
Р(Лп = k ) = Pk> *  = 0 ,1 ,2 ,... boMsin. U holda S0 = 0 ,5 ,, =£, +

deb qabul qilsak, ketm a-ketlik bir jin s li sanoqli M arkov

zanjirin i tashkil q iladi. Bu holda oMish ehtim ollari

p v = p { s n=j\pm = / }  -  p{ s„. ,+l = j K , = / } =

f, P j - i J  
Ш

ko ‘ rinishga ega. Bu m isolda o ‘tish matritsasi
РоР\РгР,-‘
0  P o P i P i —
0 0 p 0p r ...

= ^ „  = У - ' )  =

P  =

bo‘ lib uning har bir satri oldingi satrning elementlarini bir raqamga 
o‘ng tomonga surishdan hosil boMadi.

18-misol (D iffiiziya uchun Erenfestlar modeli). F iziklar Paul va 
Tatyana Erenfest nomi bilan ataluvchi bu model zarrachalarni (bir-biri
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bilan tutashtirilgan) ikkita idishda ko‘chish jarayonini tavsiflaydi va u 
m olekulalam ing harakati jarayonida k lassik  mexanika nuqtayi nazari- 
dan qaytariluvchan deb hisoblangan, qaytarilm aydigan o‘zgarish- 
lam ing (tutashtirilgan idishlarda bosimlarning tenglashishi natijasida) 
vujudga kelish oqibatlarini tushuntirib berish uchun taqdim etilgan.

Ikkita idishda n  ta zarracha bor boMsin. Vaqtning har bir 
/ = 0,1,2 ,... momentida tasodifan va undan oldingilariga bog‘ liqsiz, 
n  ta zarrachalardan bittasi teng im koniyatli ravishda tanlanadi va u 
1/2 ehtimol bilan o‘z idishida qoladi, yoki boMmasa 1/2 ehtimol bilan 
boshqa idishga oMkaziladi. esa vaqtning t momentida birinchi 
idishdagi zarrachalar soni boMsin. U holda bir jin sli Markov zan- 
jir in i tashkil qiladi va

......................... . i

tengliklar o‘rin li boMgani sababli, obtish matritsasi quyidagi ko‘ ri- 
nishga ega:

rl 1 0 0  . . . 0 0 0 02 2
1 1 n- 1 0  . . . 0  0 0 0

2 2 2/7

0
2 1 n - 2 0  0 0 0

I n 2 2/7

0 0 0 0  .. n - 2  1 2 0
2 n  2 2ft

0 0 0 0 ,*• . о Г 1
1 i

2 n 2 2/7

0 0 0 o i . 0  0 1 1
2 2

Endi m  qadamda sistemaning holatlari o ‘zgarishini o‘rganamiz. 
Shu maqsadda (m )  = P (4 rn = y|£0 = 0"* m  qadamda sistema i 
holatdan j  holatga o ‘ tish ehtimollarini ko‘ ramiz.
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/+Ю-1) .

{£,}— holatlar to‘plami { 1 , 2 va o‘ tish ehtimollari mat- 
ritsasi P  boMgan M arkov zanjiri boMsin. m  qadamda o 'tish  ehtimol­
lari />(w ) = | ^ .(w ) ,/« = 1,2,... matritsasini va p ( t )  = ( p ] (t),...yp„ (/))

vektorlami kiritamiz, bu yerda p k(t)  = P(£f = к).
6-teorem a. 0 ‘tish ehtimollari matritsasi P  boMgan bir jin sli 

M arkov zanjirlari uchun ixtiyoriy m  > 1 boMganda
P (m )  = P - ,  p ( t  + iff) = W ) P m> (24)

oMish ehtimollari matritsasi />(") = =/}|| boMgan bir

jin sli boMmagan Markov zanjirlari uchun esa

p ( t  + m )  = p { t )P (,)P u" ) 
tengliklar o‘rinli.

Isboti. To‘ la ehtimol formulasiga ko 'ra, istalgan 
Are {1 ,2 , . . . ,» » -1} va ixtiyoriy i , j e  {1,2,...,»} uchun

P,j ("» + •) = Z  Pit M P v  = Ш И * * ) .
£=1

tenglik o‘ rinli, bu yerda (A)& — A matritsaning /-satridagi j -  ele- 

mentini bildiradi. Shunday qilib, P (m  + l )  = P ( m )P . Bundan, induk- 
siyaga ko‘ ra, (24) formula kelib chiqadi. (25) formula ham shu kabi 
isbotlanadi.

(25)

Ixtiyoriy n -tartibli P  = P*j va Q = stoxastik matritsa-

larning ko‘paytmasi S= s -  =PQ  yana stoxastik matritsa boMadi.
Haqiqatan ham, ko‘paytmaning elementi nomanfiy ekanligi o ‘z- 
o‘zidan ravshan. Shu bilan birga

n n
Zs,> =Z Z At 4%=Z Pik Z я  и = Z Pik =h
j=\ Ml Л=1 1=1 i=I

y a ’n iS  matritsa ham stoxastik matritsa ekan.
Shunday qilib, 6-teoremadagi Pm va P ( ,)P(,+I) ...P (,+"'-l) 

matritsalar ham stoxastik.
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6.1. M arkov  z an jir i ho latlarin ing k lassifikatsiyasi

M  — Markov zanjirining holatlar to‘plami, p M )  esa z- ho- 

latdan j  -holatga / qadamda o‘ tish ehtimoli bo‘ lsin. Markov zanjiri 
holatlarini Markov zanjiri trayektoriyalari, ularga tushish moment- 
larining xarakteriga ko‘ ra klassifikatsiyalash mumkin.

ZS-ta’ rif. A gar biror /> 0 uchun р 0О) > 0 bo‘ lsa, u  holda bir
jin sli Markov zanjirining j - h o l a t i  i - h o la td an  keyin keladi  deyiladi 
va buni y 'H f  simvol orqali belgilanadi. Agar / н  j  va у  boMsa 
(/-./)> i va j  holatlar tu ta sh gan  ho la t la r  deyiladi. ~ holatlar to‘p- 
lamida ekvivalent munosabat boMishini tekshirib ko‘rish qiyin emas.

Quyida keltirildan tushunchalar Markov zanjirlari nazariyasida 
ko‘p ishlatiladi. i e  M  holat:

1) agar p u(1) = 1 bo‘Lsa, yu t ib  q o lu v c h i  h o la t  deyiladi;
2) agar Р ц ( 0 > 0  shartni qanoatlantiruvchi / -vaq t 

momcntlarining eng katta umumiy bo‘ luvchisi d >  1 bo‘ lsa , d  davr l i  
h o la t  deyiladi;

3) agar uning davri birga teng bo‘ lsa, u holda u davriy emas 
deyiladi;

4 ) agar 3 / e  A /;/i-> y,y ></ bo‘ lsa, u holda u aham iya tga  
molik  em a s  deyiladi;

5 ) agar V y e  Л/;{/н» у} =>{y н » /} boMsa, u holda u 
aham iya t g a  molik  holat deyiladi.

Ahamiyatga molik / -ho lat: a) agar = /|f0 =/} = !

shart bajarilsa. qaytuvchan\  b) bunda agar /-> oo da р и (1)->  0 
bo‘ lsa, u holda “n o t  q a y t u v c h a n ” deyilad i; c ) agar limsup/?,# (O > 0

shart bajarilsa, / m usba t  q a y tu v ch an  h o la t  deyiladi.
Barcha tutashgan holatlar sinflaridan tashkil topgan to‘plamda 

q ism an  tartib m uno saba t i  o ‘rnatilgan: A va  В  tutashgan holatlar 
sinflari bo‘ lsin. Agar eng kamida bitta i e  A holat qandaydir j e  В 
holatdan keyin kelsa, u holda holatlar sinfi A, В  dan so‘ng keladi 
deyiladi va buni B\->A simvol orqali belgilanadi. Tutashgan sinflar
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uchun /4ь-»В, В I—̂ Л vaziyat (hoI).4 = 7? boMgandagina bajarilishi 
mumkin.

Qaytuvchan holatlar f i n a l  s i n f  tashkil qiladi: ulardan so‘ ng 
boshqa sinflar kelishi mumkin emas. Har bir yutib qoluvchi holat 
qaytuvchan, bu bir elementli tutashgan qaytuvchan holatlar sinfini 
tashkil etadi.

24-ta’ r if . Bitta tutashgan holatlar sinfidan iborat boMgan 
Markov zanjiri y o y i lm a y d i g a n , agar u bir nechta tutashuvchi holatlar 
sinfidan tashkil topgan boMsa, u y o y i l u v c h i  Markov zanjiri  deyiladi.

: ’ i ^ 0 1 0
19-misol. a) Davriy zanjir lar.  OMish matritsasi P  = 

boMgan bir jin s li Markov zanjiri berilgan boM§a, u holda

, p a= p ,....

001
1 0 0

' 0 0 П '1 0 0 '

P 2= 1 0 0 , р * = 0 1 0
О<”—■1
О

 
______У

, 0 0 1 ,
tengliklar o 'rin li. Demak,

P i j ( 0  = <
1, agar j  -  i  = i  (mod3), 

0 , aks hollarda.

Xuddi shunday effekt blokli P  =
'  0/>0 * 

0 OP,

POOJ

matritsalar uchun

ham o‘ rinli boMib, bu yerda Pl,P2,P$ -  (kvadrat matritsa boMishi shart
boMmagan) stoxastik matritsalar, nollar esa mos oMchovlarga ega 
boMgan nollardan tashkil topgan matritsalardan iborat.

b) Ahamiyatga molik boMmagan va yutib qoluvchi holatlar.
( a p y

Holatlar to'plam i {1,2,3} va o 'tish matritsasi P=  0 10
0 0 1

a  + (3 + y  = I,or ,/?,/>  0 boMgan Markov zanjirida 1-holat -  aha­
m iyatga molik boMmagan, 2- va 3-hoIatlar esa yutib qoluvchi holatlar:
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Р п ( 0 = а '  >0 ,р ,2(О = (1 -Д ,(О )^ ^ :.

р  р  р  \
1 I I 1 12 1 13

О Р:2 о

О О О  \ /
ko‘rinishidagi blokii matritsalar ham xuddi shunday xossaga ega, bu 
yerda (f j, P]2 f j3), P22, P33 — stoxastik matritsalar: Ри matritsa aha-
m iyatga molik boMmagan holatlar sinfiga mos keladi, P-,2 va P33 

matritsalar esa tutashuvchi holatlar sinflariga mos kelishi mumkin.
7-teorem a. (B ir  j i n s l i  Markov zan j i r in in g  qay tuvchan l ik  

kriteriyasi). Markov zanjirining y e  M  holati qaytuvchan boMishi
00

uchun ^  Pj/(n) = 00 boMishi zarur va yetarli.
я=1

Isboti. { £ 0 = y’} shartda, zanjirni y  -holatga qaytish moment- 
larining ketma-ketligini koMamiz:

To = 0, Tt  = min{/ >b y :%, = j } ,k  = l ,2,..., , 
odatdagidek min{0 } = 00 deb olamiz.

1-lem nia. A gar |£f} b ir jin s li Markov jarayoni boMsa, u holda 

{4o = j } shartda Ak =Tk- T k_], A: = 1,2,... — bogMiqsiz bir x il taqsim­

langan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligidrm iborat.
isboti. {7  ̂=/}=>{£,= j}  munosabat o‘rin li boMgani sababli, 

Markov xossasiga ko‘ra, ixtiyoriy natural n  va ixtiyoriy
M  holarlar uchun

p {%M« -  Whi >w = l,...,n|^o = U j - h ^ -Лы =\-\Лт = ./} =

= p {4l+m = = /} = =il+m,m  = K~ ,n^o =j}-
Shuning uchun ham, Tk = t boMganda {£/+l,£/+2S...} trayek-

toriyatiing taqsimoti к  ga va / ga bogMiq emas. Demak, ixtiyoriy 
к  = 1,2,... uchun Ak+i —-Tk tasodifiy oraliqnirtg uzunligi 
A, — Tj_{yj  = 1,2 ,...,A: oraliqlarning uzunligiga bogMiq emas va 
A, =7] tasodifiy miqdorning taqsimoti bilan bir x il taqsimlangan.
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{со :3/<oo \gt = j}={co :AX <<*>}
ekanligini qayd etamiz. Shuning uchun ham qaytuvchanlikni qayta 
quyidagicha ta’riflash mumkin: /е M  holat qaytuvchan boMishi 
uchun

Р ( Д ,  < oo ) =  l

boMishi zarur va yetarli.

Agar {£o = ./} boMsa, u  holda

„ 1, aear £ = / bo'lsa 
= J «  = 1,2,... tasodifiy mdikatorlar

[0, aks holda,
ketma-ketligini kiritamiz, v(N) -  N < oo qadamda y-holatga qay- 
tishlar soni boMsin:

d e f  n  *
v (N ) = ~Zln ((o) = max{k:Tk <N} 

tt=\
M{/„ (ft))|§0 = /} = P{$n = j |£0 = j )  = Pjj (и) bo‘lgani sababli, 

Mv (N) = ̂  pj j  (n).
n=l

Agar P(At <oo) = l boclsa, u holda ixtiyoriy £ = 1,2,... uchun 
shunday N(k)<<x> topiladiki, uning uchun

P(Tk < N(k)) = P{v(N(k ) ) > k} >\, 
va shuning uchun ham

Z  pM(n )  = MviN(k))>l-k.
П=1

03

Bundan, к ni tanlash ixtiyoriy boMgani uchun ^ P ^ ( w) =00 kelib
я=1

chiqadi.
Ikkinchi tomondan, agar F(A, < oo) = p  < 1 boMsa, u holda { Tk 

ketma-ketlik birinchi marta Ak = oo boMgan к da uzilib qoladi. Agar

v = limv(N) = max{ k:Tk< oo}

boMsa, u holda yuqorida isbotlangan lemmadan
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P(v = m) = P(min{ к : A* = 00} = m) = p nH (1 -  p) 
kelib chiqadi, ya ’ni v tasodifiy miqdor p  parametrli geometrik

taqsimotga ega, demak, = Shuning uchun ham, ixtiyoriy

N <00 uchun
N

Щ l~P
.до

ya’ni ^ р м(п)<со. 7-teorema isbollandi.
11=1
20-misoI. a) bogMiqsiz tasodifiy miqdorlar boMib,

m k = 1  )= p ,  P(i;k = - i ) = q = i -p , i c= i ,2 , . . .
boMsin. Agar S0 = 0, S’,, = £1 + --+C,-- «  = 1,2,... deb belgilasak, u hol­
da {iS1,,} ketma-ketlik barcha holatlari tutashuvchi Markov zanjiridan 
iborat. {S,,} tasodifiy daydishning trayektoriyalari 0 holatga qaytishi
uchun uning o‘ngga va chapga qo'ygan qadamlari soni bir xil boMishi 
zarur va yetarli. Shuning uchun ham toq qadamda 0 holatga qaytish 
ehtimoli nolga teng, 2n ga teng boMgan juft qadamda bu ehtimol 
n —> со da

/О \ /^И n  n
Р оо( 2 п )  =  С 2 пР  C J -------уттпу

chunki Stirling formulasiga ko‘ra n —> oo da

FT^-(2nt 't* \. v2/r2/i---  .

W
Agar р ф ц  boMsa, u holda Apq< 1 va ^ p oa(n)<co , ya'ni 0

Л-1
holat qaytmas holat boMadi. Agar 4pq = l 9 p  = q = — bo‘lsa va
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со

^Poo(") = +00 > ya ’ni bir o'lchovli simmetrik daydish uchun 0
ir=l
qaytuvchan holat.

b) Tekislikdagi (1S10,SJO)=(0,0), «= U ~
Ы

tasodifiy daydishni qaraymiz, bu yerda {£*} a-holatda kiritilgan 
ketma-ketlik. Bu (S Ilf,S2n) daydish a-holatda ko‘rilgan ikkita 
bog‘ liqsiz tasodifiy daydishlaming majmuasidan iborat. p * q  boMgan 
holda 5In tasodifiy daydish qaytuvchan emas va shuning uchun ikki

oMchovli daydish ham qaytuvchanmas boMadi. p  = q =^  boMgan hol-

ni qaraymiz. (0,0) 2n nuqtaga qadamda qaynsh ehtimoli, har qaysi 
ikkita daydishlaming 2n qadamda 0 ga qaytish ehtimollarining 
ko‘paytmasiga teng:

P(0,0,(0,0, (2 П) = ( p ofl ( 2 n ) f  = (2-2" C " ,)2 r - .± , n - » oo.
ay

2 Л 0.0)(0,0)(2И) qator uzoqlashadi, demak isbotlangan teore-
W- I

maga ko‘ra, (0,0) holat qaytuvchan.
c) Ammo

Ao.oto)(o,o,o)(2w) = (/?oo(2w))3 =(-2 2n СЦ,,) ~ (кп)т ( /7“>0°)
CO

va ХЛооо)(одо)(2^) qator yaqinlashuvchi boMgani uchun uch oM-
n= 1

chovli simmetrik tasodifiy daydish (*51й?52я,53и) a-holatdagi uchta 
bogMiqsiz daydishlaming gumhi uchun (0,0,0) holat qaytuvchimas 
ekanligi kelib chiqadi.

6.2. Chekli M arkov z an jir la r i uchun lim it teorema

Vaqtga nisbatan bir jinsli boMgan chekli {£,} Markov zanjiri 
uchun 1 ehtimol bilan yaqinlashish, {£,} ning trayektoriyasi birorta
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holatda “to‘xtab qoladi” degan ma’noni bildiradi, bu holda u yutib 
qoluvchi holat boMishi kerak.

8-teorema. Holatlar to‘plami {1,2,...,/?} boMgan Markov zan­
jirining o‘tish matritsasi P  boMib, birorta v<oo uchun P v matritsa­
ning barcha elementlari musbat boclsa, u holda

Jimp iJ(t) = 7cj  >0, j e  { '  (26)

munosabat o‘rinli.
я^...,лп limitlar i -  boshlangMch holatga bogMiq emas vaular

n II
j ' e  К I a = i  (27>Щ k=l

tenglamalar sistemasining yagona yechimidan iborat.
Isboti. v qadamda o‘tish matritsasi Pv = ||/fy(v)|| ni ko‘ramiz.

Shartga ko‘ra u stoxastik va barcha elementlari musbat.
s  = min Pu(v) > 0 belgi kiritamiz.•ij J i

Gn ={x = (xl ,...,xn ):x] ,...,xn >Q,xl + ..,+ x„ =1}-{1,...,я} 
to6plamdagi taqsimotlar simpleksi boMsin. Agar Gn birlik
vektorlar boMsa, u holda p i}(t) = (̂ P! ). = [ e P ! ) .

Ixtiyoriy x e  Gn boMganda xPr > p  munosabatni qanoat­
lantiruvchi p  = ( ; r v e k t o r  mavjud ekanligini ko4rsatamiz.

|xP' | -  ketma-ketlik {х/"""1’} ={(xPw ) JP'V m = 0 , l , . . . ,v - 1

ko‘rinishidagi v ta qism ketma-ketliklardan tashkil topgan, shuning
uchun ham teoremaning birinchi tasdigMni isbotlash uchan x^P' ^
vektorlar ketma-ketligining p  limiti, ixtiyoriy xg G„ uchun mavjud, 
x ga bogMiq emas va (27) sistemani qanoatlantirishini ko‘rsatish 
yetarli.

Keyingi isbot 4 ta tasdiqqa ajratilgan.
a) Ax = xPv tenglik orqali aniqlangan chiziqli almashtirish Gn 

ehtimollar taqsimoti simpleksinini yana o‘ziga o‘tkazadi.
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Haqiqatan ham, agar x = (xv ...,xn) e  Gn boMsa, u holda 
y = ( y l,—,y„) = xPv vektoming barcha komponentlari manfiy emas va

n n
Z у j  = Z Z** р ъ  ( у )§ Z** Z Рщ (■‘О% Zхк =1■у=1 у=1 *=1 *=! рх к=\

и
Ь) р (х9у ) — у  j  metrikada A:Gn -> Gn-  koeffitsiyenti 

/-1
1 — s  < 1 dan katta boMmagan siquvchan akslantirishdan iborat. 
Haqiqatan ham,

P ( xPr , yP" ) = £  £  xkPhj (v)  -  Z Л  Рщ ( v)
/=1 A=1 *=1 = Z l ^ - t t  Xp* ( v)|-

y=I

Agar x , y e  Gn boMsa. u holda —y k ) = 0. Shuning uchun
k=\

ham xk — y k ayirmalarning manfiy boMmagan va musbat boMmagan 
yigMndilari faqat ishoralari bilan farq qiladi, ya’ni 

n  n I я 1
Z m a x { ^ - ^ ,0 }  = -X m in { ^  - л |  = тР (* .У )-
/=* /=i 1 >i z

Demak, bo Mganda shunday r,-se{l,...,w} holatlar
mavjudki, ular uchun

х*-Уг Z j^ p ( x , y ) > 0 > j - p ( x , y ) > x s - y s
tengsizliklar o‘rinli. Bundan va a,b>0  bo Mganda 
\a — b\^a+b — 2min{tf,6} tengsizlikning o‘rinli ekanligidan hamda 
s  ningta’rifidanbu r va s  larva ixtiyoriy /e{l,...,n} uchun

\(.xr -  у г)р„ (v)+о ,  - ^ i*r -  y r)Pr,(v) +

К  - y,\Pi<y)-  2min{|xr - y r\,\x, -  J f jm in j^ (v ) ,^ (v )}  <+

-л | р ^ (г ')  + К *■?,\p 4
va

Z(** -Ук )Рч (y)*=l g Z к  -  У к  \ р »  (v)+k?i у А р ч  ( y ) +k=l
k*ra
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Demak,

р (х р \ , у р ' )= ± Z<X - y k) p kj(v ) <

n  r  n

£ Z  Z k “ Ук\рк](^ )- -р{х ,у )еn
»  - ft

= Z к  -  У к IZ Pk) (v) -  ■eP (*>>0 = (■1 -  ■s  ) p  {x,y).A=1 j=\
c) Gn kompaktni o‘ziga o‘tkazuvchi A siquvchi akslantirish 

yagona p  qo‘zg‘almas nuqtaga ega va bu nuqta ixtiyoriy 
A'x9 r  = l,2 ,..., x<s Gn ketma-ketlik uchun limit nuqta boMadi, 
chunk i r  —> oo da

p (  Arx ,p )  = p  ( Arx,Arp )  2  (1 -£  f  p  (x ,n ) -> 0.

(<j „ kompaktning {Л'*} nuqtalaridan tashkil topgan ketma-ketlik
kamida bitta limit nuqtaga ega. Ap& p  deb faraz qilamiz va r  ni 
shunday tanlaymizki, natijada

р ( аг* ,p\<^p(Ap,n)  va

p (  Arx,A’^ x) :£ (1 - s ) r p A ’ x} <1/3p (p ,A p )
boMsin. U holda uchburchak tengsizligiga ko‘ra, qarama-qarshilikga 
kelamiz:

p(Ap,p)£p(Arx,p)+p(A'x,Ar*x')+p(Ar+ix,Ap'}<(l-^s)p(Ap,p).

d) /• -> со da A'x -> p  va (̂ Arx}P -> A‘ (xP) p ,  matritsaga 
ko‘paytirish esa uzluksiz funksiya boMgani uchun p  — P  matritsa 
bilan Gn - »  Gn chiziqli almashtirishning qoezg‘almas nuqtasi. Agar bu 
chiziqli almashtirish boshqa qo‘zg‘almas nuqtalarga ega boMganda 
edi, ular A akslantirishning qo‘zg‘almas nuqtalaridan iborat boMar 
edi, bu esa mumkin emas. p  — P  matritsa bilan akslantirishning



yagona qo‘zg ‘almas nuqtasi boMgani sababli, u (27) chiziqli teng- 
lam alar sistemasining yagona yechimidan iborat. Teorema isbot 
boMdi.

6.3. M arkov z a n jir la r i yo rdam ida oddiy tasodifiy 
davd ish larn i teksh irish

£0,| ,v . . -  holatlar tp‘plam i {0,l,...,iV} boMgan chekli Markov 
zanjiri boMib, 0 va N yutib qoluvchi holatlar boMsin, y a ’ni

Poo = = o} = p NN = =g p i  = N\=1 1 >0(28)
va har qaysi “ichki” /се {1 ,2 ,...,TV — 1} holatdan yoki qo‘shni 
holatlarga oMishi yoki o‘z o4mida qolishi mumkin:

РккЯ -  Щ ы  = k ± = 4 = Pk > ° ’ 
Pkk= P { ^ = k % = k }  = rk >Q, (29) 

Pkk-x = P {$,+1 = k ~ %  = k} = Як >0-
Bunday zanjim ing £0 = к boshlangMch holatli trayektoriyasi 0

yoki N yutib qoluvchi holatlarga tushib qolish ehtimolini topamiz. 
к  = 1 ,2 ,...,TV va / —>oo da

Рко(*) = Р{£,  =  0||0 =A: } - » и * 5

PkN (0= P{4, 4  = *} -»  Vk .
0 va N holatlar yutib qoluvchi boMgani va p k(i( t ) hamda 

p kN(t)  o ‘tish ehtimollari monoton kam aym aydigan boMgani uchun, 
p k0(t) va p hN{t) miqdorlaming /—> со dagi lim iti mavjud.

9-teorem a. Agar {£,] holatlar to'plami {0,1,...,TV} va oMish
ehtimollari (28), (29) formulalar orqali ifodalanuvchi Markov zanjiri 
boMsa, u holda %0 = n bo Mganda 0 holatda yutilib qolish ehtimoli 
un , N holatda yutilib qolish ehtimoli vw lar quyidagi



Ы  Pi -Pk 
formulalar orqali ifodalanadi.

Isboti. />{ ^  = 0 ^ 0 = Aj uchun to‘la  ehtimol formulasidan foy­
dalanib, 1 < k< N  boMganda quyidagi tenglamalar sistemasini 
tuzamiz:

P{$, =0|5o =k}=P{$x = k - l ^ = k } p { ^  = 0 | t  = * - l }  + 

+ P { ^ = k  + l f e  = к} р{ $ ,= 0%  = *  + l}=

= Чкр {%,-1 = 0|So = к  - 1} + = 0|^0 = к - 1}.
Bundan, t ni cheksizga intiltirsak,

ик = Якик-у + Рьиы ,  l< k < N ; щ  = l , u N = 0. (30) 
Bu tengiamani boshqa ko‘ rinishda yozib olamiz:
ЯкШт- Щ  =Pkщ  -  ны ), Щ к < Ш  «оmi, щ т о.

Demak,

- и 2 =(w0
Pi

и 2 - * ' з  = ( w 0 -  и , )  ^
Pi Р2

va induksiyaga ко4га,

и к ~ и к+1 =(Ho-tti ) - " ’** , Л = 1,2,,..,JV —1.
i?l

Bu tengliklarni hadma-had qo‘ shib, quyidagini topamiz:

"1 - %  =(w0 - « 1  ) £ - - —■ = («0 - « 1  )£■ (31)
*=■ Щ -Pk

Shartga ko‘ra, w0 = l ,  demak г/1 = (ы0 -  г/|)5' = (1-г/,)5’, yoki 
s

w, = —— . Qolgan uk larni topish uchun endi quyidagilarni qayd etish
Л-и

yetarli:

y o k i

щ  -  « з д  = (1 -  « , # A =  - |  , к = 1 ,2 ,...J  - 1,
п - P k  0 + S ? P i  ■■■Pi

ft, Ш &  -  «*♦, ) = y f f i f l l f e  И = 1 ,2 ,..., N-.  1.< > Л  Л  T l  ■ 1 .  r*

k=n k=n P\ •••Pk
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Xuddi yuqoridagi kabi, vp v2,... ,v v lar uchun ham tenglamalar
sistcmasini keltirib chiqarish mumkin, u (30) dan faqat chegaraviy 
shartlar bilan farq qiladi:

v* = ?* v*-i + A v*.i. l * k < N ,  v0 = 0, vA, = ! . (32) 
(31) tenglamagacha chegaraviy shartlar ishlatilmagan edi. 

Yangi chegaraviy shartlami hisobga olinsa, (31) tenglama

v , - l  = -v ,5 , yoki v, = —

ko'nnishm i oladi. v* — v*+l = - v , ---------  bo‘ lgani uchun,
Pl-rPk

V, -  v„ = £ (V* -  V*+l ) = - yi X 4t "4k
va

*=1 *=1̂ 1 -Pk

v„ = vi
/г-1 /1—1

1+5 k=i P\ -Pk
Teorema isbot bo‘ ldi.

Yuqoridagi kabi, ammo uytib qoluvchi holatlarsiz Markov 
zanjirining limit taqsimotlarini topamiz.

10-teorem a. Agar { £ ,} -holatlar to 'plam i {0 ,1 ,...,At} boMgan 
Markov zanjiri boMib, uning oMish ehtimollari

PkMi = A  > °> P k m  = 4k > °> P k f  = Ъ > o.
Pk+ 4k+rk = 1 (* = 1,2.... N - 1),

P o i = P o >°> Poo = ro > 0 ’ Po + ro = 1>

P m = rN > ° >  Pn,n-i =  Як > °. 

boMsa, u  holda n n = lim P{£, = n||0 = A:} limit ehtimollar quyidagi
/ - Х С

1 Ро—Рп-\ с* Po
**» = — r  :  —  > *  - 2 .

1+5* Л - f t  k=i f t - f t
formulalar orqali ifodalanadi.

Isboti. P  o‘ tish matritsasiga ega boMgan {<£,} Markov zanjiri,
p 00 > 0, p m  > 0 boMgani sababli, davriy emas, uning barcha 
holatlari tutashgan va N qadamda u ixtiyoriy holatdan boshqa 
istalgan holatga musbat ehtimol bilan o‘ tishi mumkin. Shuning uchun
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ham unga limit taqsimotning mavjudligi haqidagi umumiy teoremani 
(8-teoremani) qoMlash mumkin: P  o ‘ tish matritsasiga ega boMgan. 
Markov zanjirining limit ehtimollaridan tashkil topgan n  -  (лг0,...эяглг) 
vektor, 7гР = 7г tenglamani, y a ’ni xususiy holda quyidagi tenglamalar 
sistemasini qanoatlantiradi:

*o = f p  + ̂ 1?! 9
л к = *k-\Pk-\ + я кгк + п ыЧк+\ > k =1......N ~ i .
n N = 7TN-I P n~\ + n Nr N »
710  -1-7Г , + . . . +  Я-Д, = 1 .

Birinchi tenglamadan п . = л 0 = л 0 —  kelib chiqadi, bun-
4\ 4\

dan va ikkinchi tenglamadan esa

п г = — (л-, 0 - г 1) - л 0р о )  = — л 0р 0 
Чг Чг

1=1-1 
< Ч\

= я о
РоР\
Ч \Ч 2

va hokazo, nihoyat n N = n Q + ... + = 1 boMgani

sababli, n 0 = -------, va bundan boshqa qolgan ehtimollar uchun for-
1+5*

m ulalar kelib chiqadi.
21-m isol. Diffiiziya uchun Erenfestlar modeli. n  ta zarrachani 

bitta idishdan ikkinchisiga o‘ tishi haqidagi yuqoridagi 18-misolda 
ko4rilgan Erenfestlar modeli uchun / vaqtda birinchi idishdagi 
zarrachalarning sonini ifodalovchi -  holatlar to‘plami {0,1,...,/?} va 
o‘ tish ehtimollari

PkMi=Pk =!j £  ( *  = 0 , . . ./ !- l ) ,

Pk*-\=4k , = j -  ( *  = 1......n ) ,

P k * = \  (k = 0 ,. . . ,n )

boMgan Markov zanjirini tashkil etadi.
Bu Markov zanjirining statsionar (lim it) taqsimotlarini topish 

uchun limit teoremadan foydalanamiz. Bu holda
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£* Ро— Рк-\ _л^ д(я—1)м.(я-£+1) =2rt -1
*=1 4 \ —<1к к=\ Ы

va
* *  = ■  2 “ * ' С * ,

ya’ni statsionar taqsimot (w;l/2) parametrli binomial taqsimotdan 
iborat. Binomial taqsimot uchun 0 va n  qiymatiaming ehtimollari 
(ya’ni vaqtning berilgan momentida barcha zarrachalar birinchi yoki 
ikkinchi idishda yigMlib qolish ehtimollari) 2”" ga teng va n idishdagi 
molekulalar soniga teng boMgan holda bu ehtimollar shunday 
kichikki, koinot vujudga kelganidan boshlab to hozirgi kungacha boM­
gan vaqt oralig‘ida bunday momentni kuzatish amalda mumkin emas.

*
7-§. Tarm oqlanuvchi ja rayo n la r

Tarmoqlanuvchi jarayonlar nazariyasida kimiyoviy, yadroviy va 
shu kabi boshqa reaksiyalardagi populatsiyalarning rivojlanish jara­
yonining sodda matematik modeli o‘rganiladi. Birinchi boclib bunday 
model XIX asr boshlarida Galton va Vatsonlar tomonidan, ingliz 
lordlari familiyalarining yo‘q boMib ketishini o‘rganish jarayonida 
taklif etilgan.

/u(t) tarmoqlanuvchi jarayonning / momentdagi holatini / 
avloddagi zarrachalar soni deb talqin qilinadi. Keyingi avlodga o‘tish- 
da har bir zarracha tasodifiy sondagi keyingi avlod zarrachalarini 
vujudga keltirib, o‘zi yo‘q boMib ketadi, turli zarrachalarning avlodlar 
soni o‘zaro bogMiqsiz deb faraz qilinadi.

Tarmoqlanuvchi jarayonni formal ravishda ta’riflash uchun,
0,1,2,... qiymatlarni qabul qiluvchi bogMiqsiz bir xil taqsimlangan 
tasodifiy miqdorlaming cheksiz { ^ ,*  = 0,1 ,..., 4 = 1 ,2 ,...} to‘plami 
mavjud deb faraz qilamiz ( y lk- t .  avloddagi A-zarrachaning 
qoldirgan nasllari soni). Jarayonning qiymatlari ushbu

ПЧ [Гп + Г ,2+- + Г,»Х')’М(О>0, n ( t  + ! )  = <
\o,^u (/)=o

rekurrent munosabat orqali ifodalanadi.
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Bunday ta’riflangan /u(t) tasodifiy jarayon Markov zanjiridan 
iborat boMadi, chunki vaqtning ixtiyoriy t momentida jarayonning 
qiymati aniqlangan boMsa, uning keyingi holat lari s>t9 A = 1,2,...} 
tasodifiy miqdorlar orqali aniqlanadi, ular esa aw algi holatlarga 
bogMiq emas. Tarmoqlanuvchi jarayonning holatlar to‘plami 
{0,1,2,...}—manfiy boMmagan butun sonlar tocplamidan iborat, shu­
ning uchun ham tarmoqlanuvchi jarayon sanoqli holatli Markov zan­
jiridan iborat. 0 holat yutib qoluvchi holat, agar jarayon 0 holatga 
tushsa, uy o ‘q ho'l ib ketgan deyiladi.

Biologik va shuningdek fizik qoMlanishlar nuqtayi nazaridan 
quyidagi ikkita savol eng ko‘p qiziqish uyg‘otadi: qanday shart 
bajarilsa jarayonning yo‘q boMib ketish ehtimoli birga teng va qanday 
shart bajarilganda jarayon musbat ehtimol bilan yo‘q boMib ketmaydi?

Tannoqli jarayonlarning xossalarini o‘matishda hosil qiluvchi 
funksiya lardan foydalanish maqsadga muvofiq boMadi. y -  tarmoqla­
nuvchi jarayondagi bitta zarrachaning nasllar soni bilan bir xil taqsim­
langan tasodifiy miqdor boMsin. Quyidagi hosil qiluvchi funksiyalami 
kiritamiz:

/ ( s )  =  Ms1 =  m { s mW \h  (0) =  1},

11-tcorema. <p(t,s\t = 0, 1,... hosil qiluvchi funksiyalar ketma-
ketligi

<p(0,s) = MsM(O), <p(t + l , s )  = ( p ( t , f ( s ) ) , t  = 0,\,... 
rekurrent munosabatni qanoatlantiradi. Agar Р(/л(0) = 1) = 1 boMsa, u 
holda

0>(O,.y) = 5, <p(t+ l,s)  = /(<?(/,a*)), / = 0, 1,... 
tengliklar o‘rinli.

Isboti. Tarmoqlanuvchi jarayonning ta’riflga ko‘ra, //(/ + 1) 
miqdor har birining taqsimoti у  ning taqsimoti ga teng boMgan /U(f)ta 
bogMiqsiz tasodifiy miqdorlaming yigMndisiga teng ekanligini hisobga 
olib, hosil qiluvchi funksiyalarning 3-xossasidan (5-bob, (6) formula) 
foydalanib quyidagini, topamiz:

=?»</, w
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Xuddi shu kabi, boshlangMch zarrachaning barcha bevosila (1- 
avlodni tashkil etuvchi) nasllari bir-biriga bog‘liqsiz ravishda 
ko‘paygani va boshlangMch zarrachaning / + 1 momentdagi nasllari 
soni /u(t) bilan bir xil taqsimotga ega boMgani uchun, ikkinchi 
tenglikni hosil qilamiz:

9>(/ + U )  = Afc"(,+n = Л / (м { ^ ,,+,> ( 0)}) = / (^ (/ ^ )).
I-natija. Agar //(0) = 1 boMsa, u holda

Isboti. Agar <p(0,s) = = Ms1 = s  ekanligini hisobga olsak, 
natijaning isboti 8-teoremadan bevosita kelib chiqadi.

I I -teoremadan foydalanib, Mn(t)  ning qiymatini topamiz. 
My = A boMsin. U holda ixtiyoriy / = 0,1,2,... uchun

М ц(t  +1) = <p's (t +1 , s ) | = ̂ - ( p ( t , f ( j ))|,=1 =

=(<ри*,и) !« ./ („ / ' ( * ) ) u = ^ ( o

ya’ni
М/л(1) = 0).

Demak, tarmoqlanuvchi jarayonlar bitta zarracha avlodlarining 
o‘rta qiymati A = My  ning turli qiymatlarida turli sifatiy xossalarga 
ega:

agar A< 1 boMsa, u holda >0 va bunday jarayon
dokritik jarayon  deyi lad i;

agar A = 1 boMsa, u holda M/i(t) = М/л(0) va bunday jarayon
kritik jarayon  deyiladi;

agar A> 1 boMsa, u holda A//z(/)— ->oa va bunday jarayon
nadkritik ja ra yon  deyiladi.

Bu atamalar kimyoviy yoki yadroviy tasniflashga mos keladi: 
reaksiya yoki juda tez tugaydi (odatdagi shartlardagi kabi), yoki 
taxminan bir xil o‘zgarmas holatda turadi (yadroviy reaktordagi kabi), 
yoki boMmasa yadroviy portlash hosil boMadi.

Matematik kutilmaning holati bilan bir qatorda, tarmoqlanuvchi 
jarayonning muhim xarakteristikalaridan yana bittasi kamaymaydigan
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= 0|//(0) = l} ehtimolning limitidan iborat boMgan jarayonning
yo‘q boMib ketish ehtimolidan iborat (0 holat yutib qoluvchi holat 
ekanligini eslatib o‘tamiz):

9  = lim 0 [/x(0)  = l} . !/->00 \ r  3

12-teorema. f ( s )  hosil qiluvchi funksiyaga ega boMgan 
Galton-Vatson jarayonining yo‘q boMib ketish ehtimoli q soni 
f ( s ) -  s  tenglamaning eng kichik nomanfiy ildizidan iborat.

12-teoremani isbotlash uchun bizga quyidagi lemma kerak 
boMadi.

V3

2-lemma. f ( s )  = p ks k —nomanfiy butun qiymatli tasodifiy
*-1

miqdoming f ( s )  shartni qanoatlantimvchi hosil qiluvchi 
funksiyasi boMsin.

a) Agar A = / '( l) < 1 boMsa, u holda 0 < s  < 1 boMganda 
f ( s )  > s  tengsizlik o‘rinli.

b) Agar A = f ' (  1)>1 boMsa, u holda shunday 50e [ 0, l)  son 
mavjudki, uning uchun

f ( s ) > s 90 < s< s09f ( s Q) = s09/ ( s )< s9s0<s<\ 
munosabatlar o‘rinli.

Lemma ning isboti. f ( s ) — hosil qiluvchi funksiya. yigMndisi I 
boMgan nomanfiy koeffitsiyentli darajali qatordan iborat, ya’ni u [0,1] 
oraliqda aniqlangan, nomanfiy, monoton o‘suvchi, uzluksiz qavariq, 
barcha tartibli monoton kamaymaydigan nomanfiy hosilalarga ega 
boMgan ftinksiya boMib, shu bilan birga /(1) = 1 va f  (0) > 0 bo‘lsin.

a) Agar /'(1)^1 boMib, f ( s ) # s  boMsa, u holda barcha 
we (0, 1] nuqtalarda /'(w)<l va f { u )  > 0 (shu bilan birga f ”(u) = 0 
tenglik faqat /'(1)<1 boMgandagina bajarilishi mumkin) va Teylor 
formulasiga ko‘ra, har qanday s s  [0,1) boMganda, biror 
и = u (s ) e  (^,1) uchun
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Endi b-tasdiqni isbotlaymiz. Agar A> 1 boMsa, u holda .sT l 
boMganda

f ( s )  = 1 -  A( 1—s)  + o ( l  -  
ya ’ni s  birga yetarlicha yaqin boMganda f ( s ) < s  boMadi. Ikkinchi 
tomondan,

/ (0) = P(% = 0) £ 0
va f ( s )  funksiyaning uzluksizligiga ko‘ra f ( s )  = s  tenglama 

0̂g [ 0,1) ildizga ega. /'r(.v) > 0  boMgani uchun f ( s )  funksiya [0, 1] 
oraliqda botiq, ya’ni f ( s )  = as + b tenglama [0,1] oraliqda bittadan 
ortiq ildizga ega boMishi mumkin emas. Ammo f ( s )  = s  tenglama 
A > 1 bo Mganda ikkita 1 va s0 ildizga ega; demak s e  [0,s0) bo Mganda 
f ( s ) > s  va s e  Су0,1) bo Mganda esa f ( s )< s .  bm m a isbotlandi.

12-teoremaning isboti.
p { / i ( / )  = 0|/i(0 )  = l}  =

• = l:/ > { / i(O = ^ (0)= i)s*|^0=A/y'( ,)U = y ; ( 0), 
k=0

boMgani uchun
9 = limy; (0)/-КЮ

tenglik o‘rinli.
Ixtiyoriy / = 0,1,2,... uchun 0 ^ / (0) ^ 50 ekanligini ko‘rsata- 

miz. / = 0 boMganda bu tengsiziik to‘ g‘ri ekanligi ravshan. So‘ngra 
induksiyadan foydalanamiz. Qandaydir /^0 uchun 0^  f t(0)<s0 
boMsin. Bu tengsizlikning har ikkala tomoniga f  funksiyani ishlatib 
va uning monotonligini hamda f ( s 0) = s0 ekanligini hisobga olib, 
topamiz:

0 £ /, ( 0) < / (/ , (0)).= f +l (0) < / ( s0 ) = s0.
Monoton o‘suvchi chegaralangan {/,(0)} ketma-ketlik t —»co da 
limitga ega. Uni q<s0 orqali belgilaymiz. J '(s ) funksiya uzluksiz 
boMgani sababli

q = lim / +1 (0) = lim/C/; ( 0)) = / ( lim f i  (0) )  = /(<?)./->00 /->00 V/-KO /
Demak. q = s0. Teorema isbot boMdi.
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2-natija. Agar A - f \  1)>1 bo'lsa va faqat shundagina 
tarmoqlanuvchi jarayonning yocq boiib ketish ehtimoli q birdan 
kichik.

13-teorema. f ( s )& s  boigan tarmoqlanuvchi jarayonning 
barcha musbat holatlari ahamiyatga molik emas: agar 0<k<co 
bo‘lsa, u holda lim/>{//(/) = k) = 0.

Isboti. Teskarisini faraz qilamiz: shunday k> 0 mavjud bo‘l- 
sinki, u uchun

limsupPCu(l) - k )  = vk > 0 
0

munosabat o‘rinli boMsin. Alohida ikkita holni ko‘ramiz.
a) P(v=0)=/»0 boisin. U holda P{/z(/ + l)=0|/i(0=A:} = //>0. 

Demak, to‘la ehtimol formulasiga ko‘ra

P (u  (t +1) = 0) = £  P(M(t) = ni) P{n (t +1) = 0|,u (0  = m)  >
m=0

Щ Р(М Ц  = 0) + P( m (t) = k)P{M(t + \) = <%(/) = к} =
= P<ji{t) = Q)+ p kP(n(;t) = k).
Bu tengsizliklarni hadma-had qo‘shib, quyidagini topamiz:

r=0
Agar &,=? h m m p P (^ ( t )=  k)> 0 bo‘Isa, u hoida yetarlicha

/ -> 0 0

katta t uchun oxirgi tengsizlikning o‘ng qismi birdan katta, bu esa 
bo‘lishi mumkin emas. Demak vk = 0ekan.

b) Endi P (y  = 0) = 0 bo‘lsin. U holda P ( y > l) -1 va f ( s ) * s  
bo'lgani uchun P(y  = 1) < 1. Demak,

P ( v ( t  + l )  = yn +...+Yl/t(l)7>fi(t)) = 1
va

P(/i(/ + l)>^+l|//(0 = A :)> l- (P (r  = l))* Z l - P ( y  = l )  = r>0.

a) Punktdagi kabi fikrlashlar yordamida quyidagilarga ega 
bo‘ lamiz:
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P (n ( t  +1);> к +1) > P(fj ( t )  >k+ l)+P(p( t )  = k,n (t +1) > к + 1) >

>P(/u(t)>k + l)+rP(/*(t) = k).
Bu tengsizliklami hadma-had qo‘shsak,

P(/t (/+1) > £ +1) > P (M (0) > it +1) + r  £  Р(м (/w) = /с) •
m=0

Agar vk =limsupP((u(O  = * ) > 0  boMsa, u holda yetarlicha
/—» ot>

katta t lar uchun oxirgi tengsizlikning o‘ng tomoni birdan katta, bu 
esa bo‘ lishi mumkin emas. Demak, bu holda ham vk =0. Teorema 
isbot bo‘ ldi.

14-teorema. Agar A = M y  > 1 va cr2 = ф у  < oo boclsa, u holda 
P(X > 0) > 0 shartni qanoatlantiruvchi shunday X tasodifiy miqdor 
mavjudki, u uchun

>0|я(0) = l| - 1 у а Ж  = 1

munosabatlar o‘rinli. Shu bilan birga X tasodifiy miqdorning 
«//(w) = MeluX xarakteristik funksiyasi y/(Au) = tenglamani
qanoatlantiradi.

Isboti. X(t)=  / = 0,1,2,... deb belgilaymiz.
A

x (° )  + f l ( X ( t  + l ) - X ( t ) )
/*o

qator (bunda birinchi к ta qo‘shiluvchining yig‘ indisi X (k ) - 1)
1 ehtimol bilan absolut yaqinlashuvchi ekanligini ko‘rsatish yetarli 
(uning yig‘ indisi limit tasodifiy miqdor X dan iborat). Agar ^(/) = m 
boclsa, u holda ^(/) = ytX + ...+ y fm ekanligidan foydalanib, to‘la 
matematik kutilma formulasidan,
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oo / m \2

A2('+1) m=0\k=l

1 CO

oo m
т% р { т = щ м  z<y,/c-A )

V i
(33)

<*•=1

A 2 U H )
£  Р (ц  ( t )  = m )m a2 = - § Ш М ^  (t)

r/+2w=*0 4*'*™ A1
Agar A> 1 bofilsa, u holda (33) tenglikka va Chebishev 

tengsizligiga ko‘ra,

ЛГ(/+ ! ) - * ( / ) (7
I / / 3

F, <j 2/A,+2
/ - 0 ( t r / ^ ) 2 Zo Л'/3 + 2

<00

va Borel-Kantelli lemmasiga asosan
{\Х$+\)-ХЩ><г1Л,л), / = 0,1,... 

hodisalardan 1 ehtimol bilan faqat cheklitasi ro‘y beradi. Bundan

p \ (X(t +1) — X(t)) qator absolut yaqinl.
f - 0

= 1

kelib chiqadi, ya’ni X = XQ + J ](A r(/ + l ) -X (/ ) )  tasodifiy miqdor
t3>

deyarli muqarrar aniqlangan va chekli.
Teoremaning oxirgi ta’kidini isbotlash uchun quyidagi tenglikni 

ko‘ramiz:

Щ  (u)=MeiuXi,+l) = M expj iutt£p-j=<p(t +1, exp{ iu I A'* }) =

= /  (<P (t, exp {iu I A1+1})) = /  I  M  exjx п Ш
A

*''4 ■ ^ f ( M e ,uX̂ IA) = f( i f , ,{u lA )) .  (34)

Isbotlanganiga ko‘ra, X (t )—~— ->X,  demak barcha haqiqiy 
и lar uchun y/t(u) —^  >i//(u) munosabat o‘rinli. Undan foydalanib,
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(34) tenglikning har ikkala tomonida t bobyicha liniitga o4ib, topa­
miz:

4'(u) = f{4'(u/A)), 
bu esa teoremaning tasdigMdan faqat o‘zgartirish almashtirishigagina 
farq qiladi.

VIBOBGA DOIR MASALALAR

1. {£ T = [0,1]}— tasodifiy jarayon (Д Д Р ) ehtimollar 
fazosida aniqlangan bo‘ lsin, bu yerda f i  = {l,2}, A — Q ning barcha 
qism to‘plamlaridan tashkil topgan cr —algebra, P — esa {l} va {2} 
to‘plamlarga 1/2 ehtimollami mos qo‘yadi. Agar %(t) = cot boMsa, 
| j a r a y o n n i n g  barcha trayektoriyalari va chekh oMchovli taq­
simotlari topilsin.

2. a -parametrli Puasson jarayonining matematik kutilmasi, 
chekli oMchovli taqsimotlari va kovariatsiya funksiyasi topilsin.

3. parametrli Puasson jarayoni boMsin. Unga bog‘- 
liqsiz ravishda tanga tashlaymiz va rj(t) jarayonni quyidagicha aniq-
laymiz: agar tanga gerb tomoni bilan tushsa, т;(/) = ( - 1)П(г), aks 
holda ?7( 0 = ( - l ) n(' )+l deb belgilaymiz. {77 (/),/>0} tasodifiy jara­
yonning chekli oMchovli taqsimotlarini toping.

4. %(t) = Xsincot— tasodifiy jarayonning matematik kutilmasi 
va kovariatsiya funksiyasi topilsin, bu yerda c0- o ‘zgarmas chastota, 
MX = l,DX = 0,2.

- t25. g ( t )= X e  -jarayonning matematik kutilmasi va kova­
riatsiya funksiyasini toping, bu yerda X  -  tasodifiy miqdor, 
M X = 2, D X  = 0,01.

6. Agar T} -  tasodifiy jarayon Ae T -  kompakt
to‘plamda stoxastik uzluksiz bo1 Isa, u shu to'plamda ehtimol bocyicha 
chegaralangan, ya’ni N —»co da

supP(|^(0 | > ^ ) - ) - 0
teA

ekanligi isbotlansin.
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7. £ (/)- stoxastik uzlukziz jarayon va g ( x ) -  ixtiyoriy uzluksiz 
funksiya bo‘lsin. U holda g(£(/)) ham stoxastik uzluksiz jarayon 
ekanligi isbotlansin.

8. £ (/) = y {g x(t) +... + Yng„(t) tasodifiy jarayonning kovariatsiya 
funksiyasini toping, bu yerda notasodifiy funksiyalar, 
y ]9...,yn- e sa korelyatsiyalanmagan tasodifiy miqdorlar boMib, ular 
mos ravishda d]9,..,dn dispersiyalarga ega.

9. Щф va %2( t ) -  Kx(t9s )  va K2(t9s)  kovariatsiya funksiyalarga 
ega boMgan ikkita bogMiqsiz tasodifiy jarayonlar boMsin. 
7?(0 = €i(t)%2(0 jarayonning kovariatsiya funksiyasi topilsin.

10. £(0 “  tasodifiy jarayon o‘z qiymatini vaqtning tasodifiy mo- 
mentlarida o‘zgartiradi. Sakrashlar orasida £(/) ning qiymati oczgar- 
maydi va bu qiymatlarning har qaysisi, matematik kutilmasi 0 va 
dispersiyasi <7 2 boMgan bogMiqsiz tasodifiy miqdorlardan iborat. Jara­
yonning matematik kutilmasi va kovariatsiya funksiyasi topilsin.

11. G sohada vaqtning boshlangMch / = 0 momentida к ta 
zarracha bor edi. Zarrachalarning har qaysisi At vaqt oraligMda 
f.iAt+o(At) ehtimol bilan G sohadan chiqib ketadi. Yangi zarra-
chalar paydo boMmaydi. Bu jarayonni tavsiflovchi tenglamalar siste- 
masini tuzing. Uni yeching. Vaqtning t momentida G sohada boMgan 
zarrachalar sonining matemauk kutilmasi va dispersiyasini toping.

12. Poya jarayoni. G sohada qandaydir zarrachalar paydo 
boMib, so‘ngra ular sohani tark etishmaydi. Agar vaqtning 
boshlangMch / = 0 momentida sohada n ta zarracha boMgan boMsa, u
holda vaqtning (t,t + At) intervalida zarrachalar soni ^— At + o(At)

l+ a t  4 7
ehtimol bilan bittaga ko‘payadi, bu yerda a >  0. Zarrachalar soni 
ikkita yoki undan ko‘pga ko‘payish ehtimoli Bu jarayonni
tavsiflovchi tenglamalar sistemasini tuzing. Uni yeching. Vaqtning t 
momentida G sohada boMgan zarrachalar sonining matematik 
kutilmasini va dispersiyasini toping.

13. Puasson jarayoni . Biror fizik sistema sanoqlita E]9E29E39... 
holatlardan birida bo‘ lishi mumkin, shu bilan birga vaqtning ixtiyoriy 
/ momentida u o6zining holatini o‘zgartirib, tartib raqami bittaga ko‘p 
boMgan holatga o'tishi mumkin. Agar А/ yetarlicha kichik boMsa, u
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holda sistemaning ( t J  + At) Vaqt oraligMda En holatdan En+l g a o ctish 
ehtimoli AAf + o(A/)ga teng, bu yerda A -  musbat o‘zgarmas son. Bu 
jarayonni tavsiflovchi tenglamalar sistemasini tuzing, uni yechib, agar 
vaqtning boshlangMch / = 0 momentida sistema E0 holatda bo‘ lgan 
boMsa, vaqtning / momentida uning En holatda boMish ehtimoli 
/7#,(/)(we N )n i toping.

14. Ц  — bir jinsli Markov zanjiri va A tutashgan holatlar sinfi boM­
sin. A sinfning barcha tutashuvchi holatlari bir x il davrga ega va ular- 
ning hammasi qaytuvchan yoki hammasi nol qaytuvchan, yoki boM- 
masa musbat qaytuvchan holatlardan iborat ekanligini tekshirib ko'ring.

15. Vaqtga nisbatan bir jin sli boMmagan Markov zanjirlari 
uchun 7-teoremada keltirilgan kriteriy nbtobg ‘r i ekanligini ko‘rsating. 
Misol sifatida ikkita (0 va 1) holatli, o ‘tish ehtimoli

1 / 2 , « = 0, M e  {0 ,1},
( r t )

1 - n  2, i = j ,
” - 0’ n~ , i * j ,l|0 , r # l j * * 7 ;

boMgan Markov zanjirlari qaralsin.
16. Agar ^ (f)-G alton-V atsonning kritik jarayoni boMib,

/ '( , )  = l , /"(/) = (0,oo) boMsa, u holda

Mp. ( 0 - 1 ) = j f c f t H S U iN  Щas
ekanligini isbotlang.

17. f i  (?) — bitta zarrachadan boshlangan va f ( s )  = Ms7 — hosil 
qiluvchi funksiyaga ega boMgan Galton-Vatson jarayonida t — avlod­
dagi zarrachalar soni boMsin.

a) ^ (0 )  + /г(1) + ... + ̂ (А:) yigMndining hosil qiluvchi funksiyasi 
topilsin.

b) / '(1 ) = 1, /"(1) = &€ (0,oo) boMgan kritik jarayon uchun
/

M
кmm

U = 0 -  , 
taqqoslansin.

к k к
va ^ M / r i i j ) ,  D 2 Д ( У )  va miqdorlar

m  w=o ;  y=o
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TEST SAVOLLAJRI

1. W(t) standart V iner jarayoni uchun quyidagi tasdiqlardan 
qaysi biri ocrin li?

A. EW(t) W(s)-max(t,s) B. EW(t) W(s) =min(t,s)
C. EW(t)W(s)=0 D. To‘g ‘ risi y o ‘q.
2. V iner jarayoni bo‘ Isa, wr ning taqsimotini toping. 
A. N (0 ,t )  B. N(1,1/2) С. П (1) D. П (0 ).
3. {£(/),/>0} -  a  parametrli Puasson jarayoni bo‘ Isa, P[^( 1)=2) 

hisoblansin.

A. В. ^  C. To*g*rijavob yo ‘q. D. j|e~Q a 1.

4. Quyidagi tasdiqlam ing qaysi biri to‘g ‘ ri: {£(/),/e 7'} va 
T} tasodifiy jarayonlar stoxastik ekvivalent deyiladi?

A. agar barcha c o s  T lar uchun % ( i \ ( o )  = i j  ( t , co)  boMsa;
B. agar V/e Г  uchun P (% (t )* r i ( t ) )  = 1 bo6lsa;
C. agar T  uchun p ( g { t )  = r)( t j )  = I b o isa ;
D. agar deyarli barcha t e T  uchun V t y e f i ;  ^ ( t , c o )  = r ,(t .co) 

boclsa.
5 . {w(/),/>0} -  V iner jarayoni bob Isa, w (2 ) -  w (l)n ing taqsi­

motini toping.
A. N (0,t )  B. N(1,1/2)
С. n ( l )  D. Javoblar ichida I ogcrisi yo'q.
6. {£(/),/>()) -  a  parametrli Puasson jarayon i bo is a ,  P(£(/) = 2) 

hisoblansin.

А. Щ  B . \-e~aj  C. —  D. To‘g ‘ ri javob yo ‘q.
2 2 2

7. Quyidagi tasdiqlam ing qaysi biri to‘g ‘ri? {£(/),/e 7"} va 
Г} tasodifiy jarayonlar stoxastik ekvivalent deyiladi. agar:

A. W e  T  la r uchun P(%(t)&rj(t)) = l  bo‘ lsa;
B. deyarli barcha t e  Г  lar uchun \/coe Q ; E(t,o)) = i](t,o)) bo‘ lsa;
C. agarV/e T  uchun P(%{ = f7,)= -lboelsa;

D. barcha c o e  Q , t e  T lar uchun ^f ( co )  = r]f ( co )  bo‘ lsa.
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8. Noto‘g ‘ri tasdiqni toping: { w(t),t > 0} Viner jarayoni.
A. w{t) -  N (b,t - s )\
B. w(f) -  bogMiqsiz orttirmali jarayon;
C. w(t) -  statsionar jarayon;
D. w(/) -  Gauss jarayoni.
9. {Xn,n = 0,1,2,...} — butun j  = 0,1,2,... qiymatlarni qabul qi­

luvchi Markov zanjiri boMsa, u holda XQ — boshlangMch taqsimot 
deyiladi,...

A. agar P(X<y = j )=  0 boMib, £ p ® = 1 boMsa;
7

B. agar P(X0 = = p°j > 0 boMib, = * boMsa;
j

C. P(X0 = 0) = 1 boMsa;
D. To‘gbri javob yo‘q.
10. Zarracha [0,3] oraliqning butun nuqtalarida tasodifiy sim-

metrik daydiyotgan boMsin, bunda 0 va 3 nuqtalar yutib qoluvchi 
holatlar boMsa, bunga mos kelgan Maikov zanjirining oetish 
matritsasini yozing.

0 0 1 0 1 “ 0 0 0 1.1
1//2 0 j 0 К 0 к 0

0 i 0 1//2
и .

0 0 X
0 l 0 0 J 1 0 0 0 J
0 l 0 0 1 '  1 0 0 01

X 0 X 0
D.

1//2 0 1//2 0

0 к 0 1//2 0 X 0 1//2
0 0 0 1 J 0 0 0 1 J

11. {w(/),/>0} -  Viner jarayoni. w(2) — w(l)ning taqsimotini 
toping.

A. N (2)-N (\)  В. П(3) С. П(2) D. П (2 )-П (1 ).
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12. {£(/),/>О}-я parametrli Puasson jarayoni bo‘lsa, 
P (£ (l) = l)  hisoblansin.

A. —  В. a e a C. - e~aa2 D. — .
2 Ъ 2

13. Ш T} jarayonning trayektoriyasi deb ...
A. £(/0) tasodifiy miqdorga aytiladi;
B. T funksiyaning grafigiga aytiladi;
C. 0) funksiyaga aytiladi, bu yerda fiksirlangan 

elementar hodisa;
D. (t,co) tasodifiy funksiyaning biror qiymatiga aytiladi.
14. Quyidagilardan to‘g ‘ri tasdiqni toping.
A. Puasson jarayoni bog‘liqsiz orttirmali jarayon;
B. Puasson jarayoni Gauss jarayoni;
C. Puasson jarayoni statsionar jarayon emas;
D. Puasson jarayonining trayektoriyalari uzluksiz.
15. {Xn,n = 0,1,2,...} — butun j  = 0,1,2,... qiymatlarni qabul 

qiluvchi tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi Markov zanjirini tashkil 
qiladi, agar:

A. X) -> Xx —> X2 - »  munosabat o‘rinli boMsa;
B. P(Xn = j  / Xtl_{ = /) shartli ehtimol wga bogMiq bo‘ lmasa;
C. P(Xn = j  IX0 = k0 ,X f = /с, ,...,X„_2 = к n-2 1 = 0  =

D. Javoblar ichida to‘g‘risi yo‘q.
16. Zarracha [0,3] oraliqning butun nuqtalarida tasodifiy sim­

metrik daydiyotgan boMsin, bunda 0 va 3 nuqtalar yutib qoluvchi 
holatlar boMsa, bunga mos kelgan Markov zanjirining ahamiyatga 
molik holatlarini toping.

A. bunday holatlar yo‘q В. 1 va 2-holatlar
C. hamma holatlar D. 0 va 3-holatlar.
17. Qanday zanjirga yoyilmaydigan Markov zanjiri deyiladi?
A. hamma holatlari ahamiyatga molik boMgan Markov zanjiriga;
B. bunday Markov zanjiri boMmaydi;
C. holatlari faqat bitta ahamiyatga molik boMgan holatlar sinfini 

tashkil qilgan Markov zanjiriga;
D. to‘g lri javob yo‘q.
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18. {w(t)J>0} — Viner jarayoni. p(2,3 ;x ,y)  -  ikki o‘lchovli 
taqsimot zichligi topilsin.

A. i . f. exp
2

1

3xz-2 x y+ y '
4

2

B. x2- 2 x y + y ‘

C. exp| - ( y - x )  /8 > D. to‘g‘ri javob yo‘q. 
v 2/r s *

19. {£(/),/e T} jarayon bogMiqsiz orttirmali jarayon deyiladi,
agar:

A. t2 ; t e  T uchun (/0I I  f e ) t l  Cti) tasodifiy 
miqdorlar bogMiqsiz boMsa;

B. uning kesishmaydigan kesmalardan iborat boMgan orttirma- 
Iari o‘zaro bogMiqsiz boMsa;

C. {£(/),*€ 7} tasodifiy miqdorlar sinfi bogMiqsiz boMsa;

D. to‘g‘ri javob yo‘q.
20. Zarracha [0,4] oraliqning butun nuqtalarida tasodifiy sim- 

metrik daydiyotgan boMsin, bunda 0 va 4 nuqtalar yutib qoluvchi 
holatlar boMsa, bunga mos kelgan Markov zanjirining o‘tish 
matritsasini yozing.

m 0 0 01 ‘ q 0 0 0 п
0 J , 0 X 0 0 X 0 1/

/2 0
A. 0 0 0 X B. К 0 M 0 0

l 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 l J 0 0 ■X 0 X j
1 0 0 0 01 0 1 0 0 0p
i 0 К 0 0 i ; 0 к 0 0

C. 0 ft о y2 0 D. 0 0 0 0 1

0 0 X 0 к 0 к 0 к 0

0 0 0 0 1J 0 0 0 1 0J
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21. {w(/),/>0} -  Viner jarayoni. w(3)--w(2) ning taqsimotini 
toping.

А.Л'(0,1) B. N(0,\) C .N (2 ) -N ( l )  D. П (3).
22. Zarracha [0,4] oraliqning butun nuqtalarida tasodifiy sim-

metrik daydiyotgan boMsin, bunda 0 va 4 nuqtalar yutib qoluvchi 
holatlar boMsa, bunga mos kelgan Markov zanjirining ahamiyatga 
molik boMmagan holatlarini toping.

A. 1 ,2 ,4  B. 1 ,2 ,3  C .0 ,4  D. 2 ,3 ,4 .
23. { X.n = 0,1,2,...} — Markov zanjiri bir jinsli deyiladi, agar:
A. Py{n)= P9( n - 1) boMsa;
B. P(Xn = j  / X„_, = z) shartli ehtimol n ga bog‘ liq boMmasa;
C. { X„,n = 0,1,2,...} ketma-ketlik bir xil taqsimlangan bo‘lsa;
D. javoblar ichida tolg ‘risi yo‘q.
24. {!(/),/ > 0} -  a parametrli Puasson jarayoni bo‘lsin. 

P(£ (2) = 0) hisoblansin.

А. В. —  C. I  е аа г D. ^
2 2 2

25. {!(/),t e  T} va {rj(t)yt e  T} tasodifiy jarayonlar stoxastik 
ekvivalent boMsa, u holda:

A. ularning chekli oMchovli taqsimotlari bir xil boMadi va 
aksincha;

B. ularning trayektoriyalari ham bir xil;
C. ularning chekli oMchovli taqsimotlari bir xil boMadi, teskarisi 

o‘rinli emas;
D. yuqoridagi mulohazalar ichida to‘g ‘risi yo‘q.



V II BOB. ST A T IST IK  M A SA LA N IN G  QO‘Y IL ISH I

l-§. Tanlanma tushunchasi. Tanlanma fazo

Statistik izlanish asosida kuzatilmalar, ya ’ni statistik tajriba 
natijalari — sonli ma’lumotlar yotadi. Faraz qilaylik, biror tasodifiy 
tajribani kuzatish natijasida xl9...9xn sonlar olingan boMib, ulami 
bogMiq boMmagan va bir xil taqsimlangan Xl9...,Xn tasodifiy 
miqdorlaming qiymatlari deb .qaraylik. U holda x(n) =(x, )
vektor X(n) ={XX9...9Xn ) tasodifiy vektorning qiymati boMadi. 
Matematik statistikada X]9...9Xn tasodifiy ifcqdorlar n hajmga ega 
boMgan takroriy tanlanma yoki- shunchaki tanlanma deb ataladi. 
Bunda Xм  vektor tanlanma yoki kuzatilayotgan tasodifiy vektor deb 
ham ataladi. 0 ‘z navbatida esa X~t tasodifiy vektorlarni biror £ taso­
difiy miqdorning har bir tajribadagi amaliy qiymati deb ham qaray- 
miz. Demak, kuzatilma deb qiymatlari biror ) oMchovli fazoda
boMgan $  = tasodifiy miqdor tushunilar ekan. Boshqacha 
aytganda, biror (Clyj t f 9P) ehtimollar fazosi mavjud boMib,
4 ->(^,.^)-oMchovli akslantirishdir. Bu yerda Q -  elementar
hodisalar fazosi, s/ — hodisalar a  -algebrasi va P  — ehtimollik. £ 
tasodifiy miqdoming asosiy xarakteristikasi — uning da aniq­
langan quyidagi taqsimotidir: P (5 ) = P(£e B\ B e  . Matematik 
statistikada P  taqsimot nomaMum boMib, u biror ma’lum {P} sinf 
(oila)ga tegishli deb hisoblanadi. Bu yerda (Q,j*%P) uchlik yor- 
damchi rol o‘ynaydi va uni ko‘p usullar bilan tuzish mumkin. Masa­
lan, P(B)=P(B) va t((o)=ca desak, £ tasodifiy 
miqdor Р*п))  da aniqlangan boMadi. Demak, tanlanmani

tanlanma fazodagi elementar hodisa deb qarash
mumkin. Bu yerda x...x Ж 9 &'{n) to‘plam M (n) dagi
to‘plamlarning Borel cr-algebrasi, I*n) esa Awning B=B\x...x B„ da 
aniqlangan taqsimoti va В& ШР, Qulaylik uchun keyinchalik P (,,)
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taqsimotning yuqori indeksini tushirib qoldiramiz. Yuqoridagidan 
kelib chiqqan holda quyidagi tenglikni yoza olamiz:

p ( x ' n) e  B )=P ( X t 6 5, Щ BH) = f [ P ( X ,  e  * , ) .
b=\

Yuqorida aytilganlarni cheksiz hajmdagi tanlanma uchun ham 
o‘rinli ekanligini ta’kidlab o‘tamiz. Bu holda Xs* ni 

ning dagi proyeksiyasi deb tushunamiz va
A*°°*ga mos taqsimotning mavjudligi esa Kolmogorovning moslangan 
taqsimotlar haqidagi teoremasidan kelib chiqadi.

Biz yuqorida keltirgan tushunchalar с  — tasodifiy vektor boM- 
ganida ham o‘z kuchini saqlaydi. Demak, agar £ -  tasodifiy vektor 
boMsa, u holda ,ЙГ=Л(ш), m > 1.

2-§. Empirik taqsimot. Glivenko-Kantelli teoremasi

Ma’lumki, ixtiyoriy с  tasodifiy miqdorning taqsimot funksiyasi 
F(x ) = <> x)9x e  R orqali aniqlanadi. Har bir x da F  noma’lum 
boiganligi sababli hodisalar ehtimollari turg'unligi xossasiga asos- 
langan holda {%£x} hodisa ehtimolini X̂ n) tanlanma orqali uning

nisbiy sanogM boMgan F  n{x) -  empirik taqsimot bilan yaqinlashtirish
mumkin. Empirik taqsimot funksiyani indikatorlar yordamida quyi- 
dagicha aniqlaymiz:

F „ ( x)  = ̂ l = l ± I ( X ^ x ) ,  x e R ,
" п ы\

bu yerda I{A) orqali A hodisa indikatori belgilangan. Demak, v„(x) 
sanoq x dan katta boMmagan Xj lar sonini bildiradi. F„ (л:) funksiya

X\, Хъ~ ,Хп qiymatlarini — ehtimol bilan (agar X, lardan biror к  tasi
n

ustma-ust tushsa, u holda bu qiymatni — ehtimol bilan) qabul qiluvchi
n

diskret tasodifiy miqdorning taqsimot funksiyasidir. Har bir fiksir-
a

langan x nuqtada Fn(x) bir xil binomial taqsimotga ega boMgan taso­
difiy miqdoriarning o‘rta arifmetik qiymatidan iborat boMganligi
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uchun uning matematik kutilmasi va dispersiyasi quyidagicha aniq- 
lanishini ko‘rish qiyin emas:

M f n  ( j c ) <:  X)  = , f c 4  ( ! )
пЫ

DFn (x) = 4 Ё а д m * - F ( x ) ( l - F ( x ) ) .  (2) 
« /=1 "

Demak, (2) ga asosan Chebishev tengsizligiga ko‘ra, har bir x da 
F/,(x) tasodifiy miqdor ketma-ketligi sifatida F(x) ga ehtimol 
bo‘yicha yaqinlashar ekan:

Ve >0 uchun />(|Fn(x )-F (x )| > e ) -> 0. (3)

Agar Borelning kuchaytiriigan katta ^onlar qonuniga asos- 
lansak, quyidagi kuchli da’ voga ega bo‘lamiz.

1-teorema. Tanlanma hajmi n  -»  oo da
1 e ta

Fn (x )  F(x). (4)
Bu yerda bir ehtimol bilan yaqinlashish (St? P) uchlikdagi

taqsimotga nisbatan tushuniladi.
Isboti. Empirik taqsimot funksiya aniqlashishiga ko‘ra.

F„ (x ) = — У  I(X-. й  x), x e  R ga teng. n = k2 deb olsak, 
"w

Ft2 (x) = —Yl I(Xj <x) boMadi. Empirik taqsimotning (1) va (2) 
к щ

xossalariga ko‘ra:
MF& (x) = F(x);

p(|F*> (5)
к e~ 4к e

Bu yerda к  = k(n) va n - » oo da к - t o o .  (5) dan Borel-Kantelli
I cht

lemmasiga asosan Ft,(x ) -> F(x). VA:, k = k(n) uchun: 

к2йп<(к + 1)1=к2 + 2к + 1, 0 < n - k 2 <2k boMadi.
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пк2 П п п к2 к

| Я (;с )-/ Ч х )| < | Я ,(а -)-Я г2 (х)| + |Fa-2 (a:)-F(-v)|<
4 ^  I eht

< т + \Fk1 (x )-F (x )j -> 0.

(4) yaqinlashish har bir л* nuqtada o‘rinlidir. Ammo F«(,v) 
taqsimot uchun yuqoridagi teoremadan ham kuchli boMgan da’vo, 
ya’ni (4) yaqinlashish aslida barcha x e  R uchun tekis bajarilishi 
haqidagi quyidagi Glivenko-Kantelli teoremasi o‘rinlidir.

2-teorema (Glivenko-Kantelli). Bir ehtimol bilan

£ „ (* ) -/ ^ i  и_» >o-

Isboti. Zjm orqali x laming shunday eng kichik qiymatini bel-

gilaymizki, F (x -0 )<  — < F(x )  tengsiziik o‘rinli boMsin. Quyidagi
m

hodisalami kiritamiz: 

q m = {Fn (zJm )n-*aF (z jm )}, C]m= [F ,  (zJa + 0 ) - ^ F ( z /m + 0)}, 

1-teoremaga asosan Р(С~тУ=Р(С*т)=\. Agar С^= С^П С^ desak, u

Demak,

sup
-«<*<30

W (
holda C,„ = f)C y„, = sup

M  [\<j <m
Fn(z jm ± 0 ) - F (z jm ±0)

n—xn
01, bu yerda

F(x + 0) = F(x) , Fn(x+ 0) = F„(x) . Endi ikkilanganlik prinsipiga 
asoslansak,

m _ m
p { c m ) =P(|Jc„H) < £ > (c> j=о.

У-I  M

so
Bu yerdan P(Cm)= l .  Xuddi shu usul bilan C= P|Cm hodisa uchun

m=l

ДС)= 1 ekanini ko‘rsatish mumkin. Endi xe (zJm9zMjn] nuqtalar uchun
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F {zjm) *  F ( z j . im) ,  F „ ( z im)  < F „ ( x )  й  Fn (z j t lm)

va har bir Zjm<Zj+ipm uchun OS ^ ( z>+i ^ ) " F ( zy™)< i  Deraak’

FH(x) - F ( x )  < F„(zj+ljn) -  F(zj+l +0) <F„(zj+hm) -  F ( Zj„ )  + 1

va F„  ( * )  - F ( x )  ^ F n (z jm )  -  F ( ? j ^  ) > F„  ( zjm ) - F ( z jm ) -  1 .  

Bu yerdan ixtiyoriy m  uchun

sup \Fn(zJm± 0) -  F ( z Jm± 0)1+1sup
— » < A '< 0 Q

£F „ (x ) -F (x )
IS  J i m

ekani kelib chiqadi. Demak,

P\ sup F „ ( x ) -F ( x )  -»0| > f> (C ) = l .

Empirik taqsimot funksiyani X(n) tanlanma elementlari tartib- 
lansa, hisoblash uchun qulay ko‘ rinishda ifodalash mumkin. Buning 
uchun tanlanmaning Xl9X2y.. .7Xn elementlarini o ‘sish tartibida joy- 
lashtiramiz va qaytadan raqamlab chiqamiz, natijada biz quyidagi 
variatsion qator deb ataluvchi to 'p lam ga ega boMamiz:

(6)
bu yerda X(l)= тш{ЛГ„.

X(2) = max{ min{ Хх,...,Х^х>Хм ...,Хп},1 =

«“  { ;
(6)  variatsion qatomi -*<*> element! /-tartiblangan statistika (yoki 

varianta) deyiladi. Bunday qatomi amalda olingan = (х р...,лгя) 
tanlanma elementlari uchun ham yozish mumkin:

*(i> ^  xi2) ^  х(я) • C®1)

Endi (6 ') to‘plam yordamida F„(.r) ni boshqa ko'rinishda yoza 
olamiz:

f 0, x < x0)9

*«*>й x< *»»*•»•* = 1 .....и " 1’к v  >  Vл(*г
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Demak, F  ,,(x) grafigi zina shaklida siniq chiziqlardan iborat 

bo‘ lib, har bir xm nuqtada uning sakrash kattaligi — ga teng ekan.
n

Tanlanma hajmi ortib borishi bilan empirik taqsimot funksiya­
ning nazariy taqsimot funksiya F(x)ga yaqinlashishi grafiklarini 
soiishtirishdagi ko 'rin ish i quyidagi rasmda keltirilgan.
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3 -§ . T a n la n m a  x a r a k te r is t ik a la r

X{f,) tanlanmaning turli o ‘ lchovli funksiyalari, xususan, empirik 
taqsimotga bogMiq boMgan oMchovli funksionallar odatda tan lanm a  
xarakteristikalari deyiladi. U lar orasida keng qoMlaniladiganlari 
tan lanm a (empirik) m om en tla rd ir.

A:-tartibli boshlangMch tanlanma moment deb,

va mn2 larm maxsus x va 6 ‘ lar orqali beigiUfymiz: x = v nl -  ~2u^i  5

dispersiyasi deb ataladi. Statistik m asalalarda turli tanlanma xarak- 
teristikalaridan foydalaniladi. Odatda amalda ko‘proq qoMlaniladigan 
xarakteristikalar quyidagilardir:

1) tan lanm a q u lo ch i: R = Х{п) — X{1) tanlanmaning son o‘qida
qanchalik uzoqlikda joylashganin i ko‘rsatuvchi kattalik;

variatsion qatoming o‘ rta qiymati;
3) p -ta rtib li tan lanm a kvantili: Q}y)=X^ /=[/?/?]+1. Xususan, n —

toq va p=—boMsa, C(\/2)=Me — tan lanm a m ed ianasi;
4) m oda :  Mo variatsion qator elementlari orasida eng ko‘p uch- 

raydigani.

^  1 i  

v nh = fxkd  Fn (x) = X* qiymatga aytiladi.
n /=i

к  -tartibli m arkaziy tanlanma moment deb,

2) tan lanm a



6) varia isiya  k oeffits iy en ti: V = ̂  100% , bu yerda  S = \fs* .

7) a s im m e t r i y a : As = тпЪ
S'3

s 4

Yuqorida keltirilgan tanlanma momentlar umumlashmalarini 
ham ko‘ rish mumkin. Bulardan biri

V ,,(F » )  = h

funksionali boMib, bunda h  va g  lar biror oMchovli funksiyalar. 
Quyida tanlanma xarakteristikalarning yaqinlashishi to‘g ‘ risidagi 
teoremani keltiramiz. X{n) tanlanma taqsimot funksiyasi F(x)  boMgan 
taqsimotdan olingan boMsin.

A  /4

3 .1-teorem a. jun(F n)  uchun /? - » со da quyidagi munosabat
o‘rinli

A  / A  \ I Cht

Bu yerda /j ( F )  mavjud va h funksiya MXx nuqtada uzluksiz deb 
hisoblanadi.

Isboti. M(F) = й/ boMsin, u holda

A  a «»v J ^ ̂

S(F„)=  j g (x )dF n (x )  = —2^ g ( X i )  -  bogMiqsiz tasodifiy miqdorlar 

yigMndisi va uning matematik kutilmasi M g(X l)=  Jg (x )rfF (jr)ga

- /~ \,сЫ teng. Kuchaytirilgan katta sonlar qonuniga asosan j —» M g(Xx). 

Agar A={x'n):S (F „ )^ > M g (X ^  boMsa, P(A)= 1 va X'"'e A da 

S(F„)->  Mg(Xx) ,  h iS (P 'n)\ -± h (M g(X x)Y  Demak, A to‘plamda

Bu teoremadan tanlanma momentlari n  -> oc da 1 ehtimol bilan 
mos nazariy momentlariga yaqinlashishi kelib chiqadi:
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пк
I  и  1 eht i  п  .  ___Ic h t . ,

- i g j f f  - * м х кх - m „k = ± £ ( x , - x )  - » M { x l - m i ) k .4  
/=1

_  1 n  leht. I й / —\2 ,chl-
Xususan, x = £  = i E ( ^ / - * )  ->DXx.

П Ы П h=\

V IIB O B G A  DOIR M A SA LA LA R

1. Tavakkaliga tanlangan 30 ta talabalam ing bo‘y  uzunliklari- 
dan iborat quyidagi tanlanma berilgan:

178 160 154 183 155 153 167 186 155 163
157 175 170 166 159 173 182 167 169 171
179 165 156 179 158 171 Ш5 173 172 164

Ushbu tanlanma uchun interval variatsion qator tuzing.
2. Chastotali taqsimoti berilgan tanlanmaning empirik taqsimot 

funksiyasini toping:

a)

% 15 16 17 18 19
1 4 5 4 2

b)

x, 2 3 4 5 6 7 8

”, 1 3 4 6 5 2 1

3. Quyidagi tanlanma uchun:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

", 8 14 20 25 30 24 16 12 7 4

nisbiy chastotali gistogramma yasang.
4 . Quyidagi tanlanma uchun:

X, -3 -2 -1 0 1 2 3

", 2 4 5 6 5 2 1
poligon yasang.

260



5. Quyidagi tanlanmaning o‘rta qiymati va dispersiyasini hisob­
lang:

Interval
chegarasi

34-36 36-38 38-40 40-42 42-44 44-46

2 3 30 40 20 5

6. Agar har bir variantani: a) d  songa kattalashtirilsa (yoki 
kichiklashtirilsa); b) к  marta katta lashtirilsa (yoki kichiklashtirilsa) 
tanlanma o 'rta qiymati va dispersiyasi qanday o‘zgaradi?

7 . Talabalardan 24 savoldan iborat test sinovi o ‘ tkazildi. Ushbu 
test natijalariga ko4ra talabalar quyidagicha taqsimlanishdi:

To‘g ‘ri 
javob lar soni 10 -12 12-14 14-16 16-18 18-20 20-22 22-24

Talabalar
soni 2 4 8 12 16 10 3

Tanlanma sonli xarakteristikalarini hisoblang.
8. Xt,...,Xn tanlanma Л[£),;02] taqsimotdan olingan boMsa,

.  j  Я _ _
a* = - ^ j X j  statistika uchun M дг, Dx larni hisoblang. 

n M
9. X^...,Xn tanlanma /V($,,022) taqsimotdan olingan bo‘ lsa,

— i h i' _  
x = — £  A' statistika uchun Mx, Dx larni hisoblang.

” ы
10. X „ ...,X n tanlanma R[0,;02] taqsimotdan olingan boMsa, 

A',,, = m in l l , , . . , ! , , }  statistika uchun MX(l),DX(]) larni hisoblang.

11. Xit ...,XH tanlanma /?[0,;02] taqsimotdan olingan bo‘ lsa, 
A'(„, = гаах{Х|3...,АГ„} statistika uchun Ж (л). DXin) larni hisoblang.

12. X],...,XH tanlanma taqsimotdan olingan bo‘ lsa, 

Л"’ = - y f X  - x ) 2 , -S’2 = - ^ - У (л г, - x )  statistikalar uchun M S2,
» > r  7

M S  larni hisoblang.
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VIII BOB. NOMA’LUM PARAMETRLARNI 
BAHOLASH

l - § .  S ta tis tik  model. S ta tistika

M a’ lumki, X {,,) tanlanma ( # Н # ' и)) oMchovli fazoni 
yaratadi. (.ЙТ(”\ М  (n)) fazoda taqsimotlaming {P} oilasi aniqlangan 
boMib, har bir fiksirlangan P  taqsimotda P) uchlik
tan lanm a fazo  deb ataladi.

l - t a ’ r i f . ( . ^ (AIV ^  (л\ {/*}) uchlik statistik model deb ataladi.
Agar {P} oila parametrlashtirilgan, \ a ’ni biror noina’ lum 

vektor yoki skalyar parametr в  .aniqligida {Po, 0e  ©} ko‘rinishda 
berilgan boMsa, u holda ( , &P(w), {Ро,ве © }) uchlik param etr ik  
statistik m o d e l  deb ataladi.

Umurnan, parametrni mos ravishda tanlash yordamida taqsi­
motlaming {P} oilasini har doim parametrlashtirish mumkin. Shu 
sababli, biz asosan parametrik statistik modellami kolramiz.

( т {п\ М Лп), {Po, в е  0 } )  modelni ko ‘raylik . A gar barcha в е  0  
parametrlar uchun Po oMchovlar fi oMchovga nisbatan absolut uzluksiz 
boMsa, y a ’ni //(5)=0 ekanidan Pf,(B)=0, в е  © ekanligi kelib chiqsa,
W~ da aniqlangan a-chekli // oMchov taqsimotlaming {Py, Oe 0} 
oilasini dominirlaydi deyiladi. Bu holda Radon-Nikodim teoremasiga

ko‘ra Щ ga nisbatan f ( x , 0 )  = ̂ ^ - (x )  taqsimot zichliklari mavjud va
d p

barcha B e  ( S f  lar uchun v

Ро(в )=  \f(x,9)M(dx).
В

Biz fi oMchov sifatida yoki Lebeg oMchovini (absolut uzluksiz 
taqsimotlar uchun) yoki sanoqli oMchovni (diskret taqsimotlar uchun) 
ishlatamiz. Bunday xossaga ega boMgan P# va ц  oMchovlar uchun biz 
{Po, Oe. ©}<s;// belgini ishlatamiz. {Pа , 0 e  0 } oila uchun dominant 
oMchovlarai ko‘p usullar bilan tanlash mumkin. M asalan, agar /uj va
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shunday oMchovlar bo‘lsa, u holda mos f\(x,6) v a f i f c f y  zichliklar 0 ga 
bogMiq boMmagan ko‘paytmagagina farq qiladi:

dPe (x )  = f  (x-,6)— ^  (x )  = f 2 ( х ; в )  , d f l 2  (X).
dU‘i+V2) -  ЩЩщ i2)

Statistik izlanishlar uchun bunday oMchovlardan qaysi birini 
tanlash aham iyatga ega emas.

{Ps , d e  0 }  <s:/i boMsin. U holda (.^5’ (''>, ^ ’ ("))da aniqlangan 
{pe =Pj”’,0 e  ©} oMchovlar o ilasi & dagi  ц м  = ̂ x--x/< oMchovga 
nisbatan absolut uzluksiz bo‘ lib, uning ehtimollik zichlik fiinksiyalari 
oilasi quyidagicha aniqlanadi:

n
)= f„

Ш"** i=i
B izga ihtiyoriy ($//?/)  oMchovli fazo berilgan boMsin.
2-Ta’ r if . {P}) statistik modeldagi ihtiyoriy

oMchovli akslantirish statistika deyiladi.
Demak, tanlanmaning ihtiyoriy oMchovli T=T(X<">)  funksiyasi 

statistika boMar ekan. 0 ‘z navbatida T  statistika ,{Q}) -
statistik modelni yaratadi. Bu yerda Q(A) = P(T~'(A)) -  Г-statistika 
yaratgan taqsimot, Ae<?/. Masalan, variatsion qator 
(Ar(l,,...,;A r(„,)statistika boMadi.

3-Ta’ r if . ( Ж Кп), т л ''\{Рв , £= 0  } ) ,© c R'S)ek sp on en s ia l  
statistik m o d e l  deb ataladi, agar f ( x , 0 ) ,  в  = ($,,•• -,0S)zich lik  
funksiyasi ko‘rinishi umumiy oMchov и  uchun quyidagicha boMsa:

f -f ( x , e )  = h(x )e\p^Y jA i(0 )t i( x ) + B ( e )  ■. (2)

( l)v a (2 )te n g lik la rd a n k o ‘rinadiki, .A^tanlamaga mos kelgan zichlik 
funksiya ham eksponensial o ilani tashkil etadi:

If n  w n) #>= К  0 ( 'n]’ ) exp\ S  Щ ( в ) 7 ]  ( x v‘ ’ )+ nB ( в )

k
(3)

bu yerda /?/I(x (,7) )= fi[/ j(jr/) ;  2J (x{n) ) = YJti (X j ). (3) model uchun
p f  M

T=(T\,...,Tn) statistikaga misol boMa oladi.
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M iso llar.
1. Ш  (tl)=R(}‘\ jfy/-{n) esa R{n) dagi Borel to‘plamlari a-algebrasi 

va P —P f  taqsimot quyidagi n  oMchovli taqsimot funk­
siyasi bilan aniqlanadi. A gar b iz b ir oMchovli F  taqsimot fimksiya- 
sidan uzluksizlik, simmetriklik, . . .  kabi biror xossalarni talab qilsak, 
{Pr} sinf taqsimotlaming parametiiashtirilmagan (yoki noparamet- 
rik) oilasini hosil qiladi. Demak, (R<"\ J jp {n\ {Pp}) statistik model 
boMadi.

2. {P0 0} oila zichlik funksiyasi a  — siljish  va a  — masshtab 
parametrlari bilan berilgan boMsin:

= 9  = {a,o)<= 0 ,

Bu yerda p(x) berilgan zich lik funksiya, cr > 0 ,  -oo < x < oo, 
© e  Rx (0,oo). Bunday taqsimotlarga N(a,<j 2) -normal taqsimotlar 
oilasi misol boMa oladi. Bu oilaning M? =R^ dagi-zichlik fiinksiyasi 
koMimshi:

/Я(.г(и ,;0 )  = т ^ = е х р 5 - - Ц - Х ^  + - T~2  и1псг|- (4)у]{2л)п I 2o- ы  a  i=i 2cr
Demak, (3) ga asosan normal taqsimotlar oilasi eksponensial 

oilaga misol boMar ekan.
3. 1-misoldagi {PF} taqsimotlar oilasi absolyut uzluksiz boMib,

/  = F  -  zichlik funksiyasi boMsin. Т $ пУУ=(Х{Х)9. . .>Х{п̂  statistika

variatsion qatordan iborat boMsin. U holda T statistika yaratgan {Q} 
taqsimotlar oilasi quyidagi zichlik funksiyasi bilan beriladi:

q { t n))=\  .................................  (5)
l[0, aks holda.

2-§. S ta tis tik  baholash m asalasin ing qo‘y ilish i.
T alofat va r isk  funksiyasi

,{Pg1’} ,0  s  @|) statistik model va 

<p(0):(© ,23) —>(Ш ,3'V') o 'lchovli funksiya bo'lsin. Noma’ Ium para-
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metr в  ni X ln) = (Xl9. . .9Xn)  tanlanma bo‘yicha baholash masalasini 
koMamiz. (p{6) uchun baho sifatida qiymatlari to‘plami ( 'M  
boMgan tanlanmaning ixtiyoriy funksiyasi T(Xln))  ni olish mumkin. 
Jfl/x to‘plamda aniqlangan W(u9v) -  musbat va haqiqiy qiymat­
larni qabul qiluvchi funksiya boMsin.

?>(0)ning o^niga uning bahosi T(X{n))  dan foydalanganda 
maMum yo'qotish (talofat)ga yoM qo‘yam iz. Bunday yo ‘qotish 
W(T(Xln)\Q)n i ta lo fa t  fu nk s i y a s i  deyiladi. Talofat funksiyasini turli 
ko‘rinishlarda berish mumkin. Quyida ularning ayrim  ko‘ rinishlari 
keltirilgan:

\У(Т(Хм ) , в )= (Т (Х м ) - в ^  -  kvadratik talofat;

W(T(XM) , e )  = |T{X*') - в \  -  absolyut talofat;

W(T(X{n)),G) = \T(Xln)) - e \  -  Lp talofat;

agar в  = T(X<n))  bo‘ lsa, lV(T(X<n)) , e )  = 0 ,  yoki agar 

в  *  T ( X ( ,,)) bo‘ Isa, W(T(Xw ),Q) = 1 -  nol-bir talofat;

W(T{Xin)) ,9)  = l{\T(Xw ) - e \ > c }  - k a t t a  tarqoqlik talofati;

Ж (Г(^Г(" ) ),6 ')=  fln| £ ^ ± \ f ( x - , 6 ) d x  -  Kulbak-Leybler ta-
* \ f ( x :T )  /

lofati.
Yuqorida keltirilgan talofatlar funksiyalari orasida kvadratik 

talofat funksiyasi ko‘p qoMlaniladi.
Statistik baholash nazariyasida quyidagi xossalarni qanoatlan­

tiruvchi talofat funksiyalaridan foydalaniladi:
1) fV(u,v) = w ( u - v ) ;
2) w(i/) funksiya Rs da aniqlangan va manfiy emas, bu yerda s  — 

parametrik to‘plam oMchami;
3) w  funksiya simmetrik: w(-w)=>v(w);
4) barcha с  > Ouchun{ и : vv(w) < c} to‘plam qavariq.
Bunday w(u)  funksiya ham talofat funksiyasi deyiladi.
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Talofat funksiyasi W(T(X^n)\ 9 )  ning matematik kutilmasi

Rw(T,e)=M0(\v{T{xw),ej) (i)
risk (tavakkallik) fu nk s i y a s i  deyiladi.

Risk funksiyasi yordamida (р{в) uchun baholami tartiblash 
mumkin: agar V 0 e 0  uchun Rw (7] ,в)<, Rw (T2 ,6 )  boMsa, 7] baho 
T2 ga nisbatan afcalroq boMadi.

3-§. Y e ta r li s ta tis tik a la r

n̂\{Po & }) -  statistik model va M <n> dagi Pe 
taqsimot yordamida tuzilgan P0 {X{n* e  В /T(X {n))}  shartli taqsi­
mot boMsin, B e  (n) ?  ^

4 -ta ’ r if . Agar Р0 (Х 'п^ е В 1 Т )  shartli taqsimotning в  ga 
bo‘g ‘ liq boMmagan varianti mavjud boMsa, u holda statistika
[PQ, 6 e  ©} oila (yoki в  parametr) uchun y e t a r l i  statistika deyiladi.

Demak, T  yetarli statistika boMsa, T=t sirtda aniqlangan shartli 
taqsimot 0  ga bogMiq boMmas ekan. Bu esa o‘z navbatida 0 parametr 
haqidagi barcha maMumot T statistika qiymatida ekanini anglatadi. 
Amalda, agar biz noma Mum P0 taqsimot haqida biror xulosa qil- 
moqchi boMsak, buning uchun katta hajmdagi )6n’ tanlanma o‘ rniga 
yetarli statistikani qoMlashimiz mumkin. Tabiiyki, yetarli statistika 
oMchami tanlanma oMchami n  ga nisbatan kichik boMishi zarur. B iz 
yuqorida yetarli statistika uchun keltirilgan ta’r if  parametrlash- 
tirilmagan taqsimotlar oilasi uchun ham o‘z kuchini saqlaydi.

M iso llar.
I. l-§  ning 3-m isolidagi variatsion qator yetarli statistika bo‘ - 

ladi. Haqiqatan,

—, agar Xм  nuqta t (n) = )ning

/  (x ("V r(x (n )) = t("}) = biror o‘rin alinashtirishidan iborat bo‘ lsa;
0, aks holda,

i
Y a’ni tenglikning o‘ng tomoni /  ga bogMiq emas. Demak, 
T=(X(l), . . . ,X (n))  yetarli statistika boMadi.
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2 . j6 ri) tanlanma в  parametrli Puasson taqsimotidan olingan 
boMsin. U holda# € © = (0,oo) uchun

bu yerda x,= 0 ,1 ,...; /= l,...,w . Puasson taqsimoti ushun T = ^ X f
м

yetarli statistika ekanini ko‘ rsatamiz. Buning uchun j£n) vektorning

=t  sirtdagi taqsimoti 0 ga bogMiq em asligini kobrsatamiz.
i«  I

Quyidagi shartli ehtimolni hisoblaymiz:

(ЛГ(И>)=/

Oxirgi ifoda в  ga bogMiq emas. Demak, T = statistika 0

uchun yetarli statistika ekan.
Yetarli statistikasining mavjudligini Neyman-Fisheming quyi­

dagi fak to r la sh t i r i sh  t e o r em a s i  yordamida osongina tekshirish 
mumkin. {/*,#€ ®}<£/л boMsin.

1-teorema. T statistika 0 parametr uchun yetarli statistika bo‘- 
lishi uchun / , ( х (п ) ; в )  zichlik funksiyasining ц ,п) oMchovga nisba­
tan deyarli hamma yerda quyidagicha ifodalanishi zarur va yetarlidir:

n

(2)

П

\

П

/а{х1п)\в) = Ц>,ХПхм -в))Ип{хм ). (3)
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Bu yerda xVa > 0 ,/?„ >0 funksiyalar mos ravishda ф?  va Ж (яМ а ( f y
va -o*lchovli va faqat o ‘z argumentlariga bog‘ liq funksiyalardir. 

Isboti. B iz faqat diskret va absolut uzluksiz hollam i kofiramiz.
Diskret holda Ж  ̂ -sanoq li (//^-sanovchi oMchov) va f n ( x (w) ; 6 ) = 

= Рв (X м  = x(n)). Biror Г-statistika uchun р Д г (Х (п>) = Г(д:(")))> 0  

bo‘ lib, (2 ) tenglik o 'rin li bo‘ lsin. U holda j  A4"1 = # ,  )=7'(x('° )j =

= |X C") =:с(я )| ekanini e ’ tiborga olsak,

f  %№ = x(«) /  V  _
4  / T ( X ' ”) )  = T (x (">)J

/,(х(п);в )  _  '
I  Ш(Щ"Щ  I  hn ( / n ) )

{^г0:Г(Уи>)=Г(х(и))}

Oxirgi ifoda в  ga bogMiq emas. Demak, T -  yetarli statistika 
boMadi. Aksincha, T-  yetarli statistika boMsin. U holda

f n(xin);0) = P0 (X„ = *<">, = T(x^)) =

Shartli ehtimol 0 ga bogMiq emas. Uni hn (x (rt)) orqali va 2- eh- 
timolni Ч^Д д^'0);#) orqali belgilasak, (3) o‘rin li boMadi.

Endi absolut uzluksiz boMgan holni qaraylik. Bu holda 
f H( х(п\ в )  funksiya (w)dagi ^ (,,)-Lebeg oMchoviga nisbatan zich­
lik  funksiya boMadi. Faraz q ilaylik , T  = (X , ) ,  r < n ( r> n
boMgan hoi ma’ noga ega emas) boMsin. X(/7)da aniqlangan biror 
5  = ( 5 , , . . . ,5 ,„_r ) statistika tanlab (Tx, . . . J r , Su ...,Sn_r )-vektor sta­
tistika uchun quyidagi shartlam i bajarilishini talab qilam iz:

almashtirish o‘zaro bir qiym atli bo‘ lib, T  va S  ning birgalikdagi
T S i  \ •B e  ( M’v )  zichlik funksiyasi mavjud boMsin. U holda, ma’ lumki,

)dn) va (T,S) ning zichlik funksiyalari uchun
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\j\f„ (x in) , e )  = g Z s { T ( x ^  ),S(x<"> ) ) ,  (4)
tenglik o'rinlidir. Bu yerda J  Ф 0 -  almashtirish yakobiani. Endi S ning 
T sharti ostida zichlik funksiyasi, mahraji 0 dan farqli deb faraz qilsak,

pS jT l  (V v ) -  g 0 1 ( ‘l ' - 4r )  /c\
*  0  v v l  /  t  T S  / # ,  I ,  »  P J

J g o  ( 'l v-Л
tenglik bilan aniqlanadi. (3) o ‘ rinli boMsin. U holda (4) va (5) teng- 
liklardan

,s/r=, ( y )  = ' V A ^ ) K ( . x (n) )\J\ = /«п (лг<") ) И

9 J 'F ,, (r;^ )7 i„  (^ (н ) ) И ^  J M * ( n ) )|Ad*’ ’
Oxirgi ifoda 0  ga bogMiq emas. Demak, S ning va o ‘z navbatida 

Awning T ga nisbatan shartli taqsimoti 0 ga  bogMiq emas. Bu esa T -  
yetarli statistika ekanini anglatadi.

Aksincha, T -  yetarli statistika boMsa, Р ^ т в  ga bogMiq boM- 
maydi. Bu holda

f  (x ln) ; 9 ) = [ | - / | ] _1 • (v )  Jg Y i t ^ d v ' .

Endi bu ifodadagi integralni 4*„(t;0)  orqali va qolgan kasrni 
hn(x*n)) orqali belgilasak, (2) ifoda hosil boMadi.

M iso llar.
3. 8-bobning l-§  dagi (3) formuladan ko‘ rinadiki, eksponensial 

model uchun T=(Tl,...,Tk)  statistika yetarli statistika boMar ekan. 
Demak, (3) ifodani qanoatlantiruvchi Puasson, Bem ulli, normal, 
masshtab parametri bilan berilgan ko‘rsatkichli va shu kabi ekspo­
nensial o ilalar uchun biz faktorlashtirish teoremasiga asosan yetarli 
statistikani osongina aniqlashimiz mumkin. Masalan, (4) ga asosan

normal taqsimotning 0=(ar,<7 2) parametri uchun T = 2

vektor yetarli statistika boMar ekan.
4. (0 ,,02)oraliqdagi tekis taqsimot zichlik funksiyasi:

li о , х*0„хъег.
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Tanlanma zichlik funksiyasini variatsion qatoming 
elementlari va indikator funksiyasi yordamida quydagicha ifodalash 
mumkin:

/„ (x (n) ;<?) = (e 2 - 9 , ) - '  1 (9 , £ щ  <x(n) Z92 ).

Demak, (2) ga asosan f „ (x {"] ;6»)=vP„(j:(1( ,jc(„);0 ), Л„ (x '" ’ )=  1 

va T = (Х щ 9Х(п)) vektor в  = (0 ,,0 2) uchun yetarli statistika bo iad i.
5. (5) formuladan ko‘ rinadiki, zichlik fimksiyaga ega boMgan 

ixtiyoriy taqsimot uchun 7J = (Af(1), . . . ,X(tl))  variatsion qator yetarli
statistika boMar ekan. Uni odatda trivial yetarli statistika deb ataladi. 
Umuman, T2 = X 'n' tanlamaning o‘zi ham ixtiyoriy taqsimot uchun 
trivial yetarli statistika boMadi va shu sababdan X  va Г21аг ekvivalent 
boMadi. Shunday taqsimotlar ham borki, ular uchun 7] yoki T', dan

boshqa yetarli statistika mavjud emas. Masalan, 0 = ( a ,c r 2) 
parametrli quyidagi Koshi:

f ( x ; 0 )  = - ----------— T , x < oo,0 e  0  = 7?x ( 0 ,co)

taqsimoti uchun (2) tenglik f , ( x (n) ;9 )  = '¥n (x(n) ;9 ) ,  hH(x ln)) = \ 
boMgan holdagina o‘ rinli boMadi. Xususan, agar a  =0 va 0 = <x2 boM­
sa, u holda f ( x ; 0 )  = f ( - x , 6 )  y a ’ni taqsimot simmetrik bo4ladi va (2 )

tenglikdan T = ( x f  y... ,X2 j  yetarli statistika ekanligi kelib chiqadi.

4-§. M ukam m al, ozod va m inim al y e ta r li s ta t is tik a la r

l - t a ’ r if . oMchovli fazoda aniqlangan {Q0 , 6 e Q }
taqsimotlar o ilasi m u k a m m a l  deb ataladi, agar ixtiyoriy (// oMchovli 
(p(y) funksiya tichun

(1)

tenglikdanjQ ,} ga nisbatan deyarli hamma yerda ( p ( y ) -  0 ekanligi 
kelib chiqsa.
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2-ta ’ r if . (& ^п\'%#Лп\{Ро,ве &}) statistik modelda aniqlangan, 
Т:(£К^п\б& (и))—►('%>?</) statistika m uk am m a l  deb ataladi, agar 
uning

Qe (A) = Pe (xin):T(x{n)) e  A),Ae U ,

ehtimollar taqsimotlari oilasi mukammal boMsa.
A gar l- ta ’rifda cp funksiya chegaralangan boMsa. u holda

{Qo ? ©} oila c h e g a r a l a n g a n  mukam m al  deb aytiladi.
1-ta’ r if  (Tl9...9Tk)  -  vektor statistika va в  = (0,,~.,04) -  vektor 

parametrlar uchun ham o‘rinlidir. Odatda k > s  boMadi.
(R^k\ ^ {k)) va <p:R{k) - * R (S)-oMchovli fimksiya boMsin. 

Bu holda (1) tenglik vektor ko‘rinishda boMadi.

Ko‘p hollarda j  dagi {Pe ,6 e® }  o ila mukammal

emas, ammo T statistika orqali hosil boMgan {Q ?,0e  ©} oila mukam­
mal boMadi.

3 -ta ’ r if . B e  (58(w) to‘plam  {/£ ,0e© } oilaga nisbatan ozod  
deb aytiladi, agar /#(#) taqsimot 0 ga bogMiq boMmasa.

4 -ta ’ r if . A gar statistikaning taq­

simoti 0 ga bogMiq boMmasa, y a ’ni j j c ^  j e  л| to‘plam ozod

boMsa, u holda ^  j — stati stika oz od  deb ay­

tiladi.
Demak. ozod statistika nomaMum 0 parametr haqida hech 

qanday maMumotga ega bo‘ lmas ekan. Aksincha, yetarli statistika esa

в  haqida A f^ d a  qancha malumot boMsa, o ‘ shancha maMumotga ega 
bo Mar ekan.

M iso llar.
n

1 . 0 e ©  = (O ,l) parametrlik binomial taqsimot uchun Т = ^ Х (
ы

statistikaning taqsimoti
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berilgan. (2) ga asosan T yetarli statistika boMadi.
(p=(p{t) haqiqiy funksiya uchun

, Щ Ш Ш Ш н в М ? ( ') ;  ® )' - P . » « e .
/=0 /=0 VMW

boMsin. Bu tenglamani chap tomonida darajasi n dan oshmagan
й  .■ . . . . 1 .----- ning polinomi turibdi. Bu polinom ko‘pi bilan n ta turli nuq-

1 —0 v
talarda nolga teng boMadi. Ammo bu tenglik barcha Qg © lar uchun 
o‘rinli boMmoqda. Bu esa, o6z navbatida Ьагсфа / =0,1,...,« la r  uchun

<p(t) = 0 ekanini ko‘rsatadi. Demak, (/),#£ ©j oila va T = ̂ JXi
i=I

statistika mukammal boMar ekan.
2. (t?/,W,{Q0,ee& })  modelda |§r = { -1,0, 1,2,...}, to‘p- 

lam ning to‘plam ostisidan iborat, © = [0,l),7 '(.t) = .v va

Q e ^ - P o i T  = t)  taqsimot:

& ( - l} = 0 . Qe{n) = {\-0)20n >n = 0, 1, 2 ,... 
boMsin. Biz T(x) ni chegaralangan mukammal ekanini, ammo mukam­
mal boMmasligini ko‘rsatamiz. Integrallanuvchi (p uchun barcha 

© larda

/=-1 W=0
tenglik bajarilsin. 0=0 da <p(0) = 0, demak,

<p(-l)6> + (l-0 )2 f> (w )0n =0 , 0<6><1,
mi

0, aks holda.

ya ni

= - j £ i = - p ( - \ )± п в "- ', 0 < e  < 1 . 
/i=l ( M r )  n=i
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Demak, <р(я) = -<р(-1)и, n = 1,2,.... Agar (p -  chegaralangan bo‘ Isa, u 
holda ixtiyoriy n uchun <p(n) = 0 . Bu esa T ning chegaralangan mu­
kammal ekanini bildiradi. Ammo T mukammal emas. Masalan, agar 
(p(— 1) = — 1; (p(n) = n , /7 = 1,2,... desak, yuqoridagi tengliklar bajari- 
laveradi, ammo cp Ф 0 .

3. £ va rj bogMiq boMmagan va bir xil {F0 , 0 6  0}  taq­
simotga ega. Demak, T = (^ ,77) vektor taqsimot funksiyasi 
{Oe {x,y) = Fe {x)Fe {y), 0 e  ©} oilaga tegishli. <p =</>(%) funksiya 
Q0 ga nisbatan integrallanuvchi boMib, uning dispersiyasi barcha 
Oe  © larda chekli va noldan farqli boMsin. U holda

J JW 'V) “ Р 'Ы ] dFe {x) dFe  {y)-= 0 > 0

Ammo P0 0 barcha 06© lar uchun. Aks holda
| va r\ bog‘ liq bo‘ lar edi. Demak, {Q, (x , y )  = Fe (* )%  ( j ) ,  0e© } 
oila mukammal boMnias ekan.

Endi shu misolda Fe = n (cc,<t2) boMsin. Malumki, Г  =| n; 
tasodifiy miqdor taqsimoti Q? = N^la ,2 a 2 j  -  normal taqsimotdar.

iboratdir. , в  =(а,<т2)е  Дх(С,ос)| oilaning mukammal boMi- 

shini ko‘rsatamiz. Integrallanuvchi <p fimksiya uchun barcha 
( a , a 2) larda

~j= J ^ ( * ) exp j- ~ r ( x “ 2a )2 jafr = 0,

ya ni
1 x2J exp{ rx}^>(x)exp^------j  > dx = 0.

-00
I  '

Demak, g (x )  = p(x)exp-j—^ j -  funksiyaning ikki tomonlama

Laplas almashtirishi r  = « / c t 2 g  ( - 00 , 00)  ning barcha qiymatlarida
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nolga teng ekan. Bu yerdan Fe  -  deyarli hamma yerda ^ (л )  = 0 , 
y a ’ni 9>(л*) = 0 ekani kelib chiqadi.

4. X in) tanlanmaning har b ir elementi N{a ,g 2 )  -  normal taq­

simotga ega bo‘ Is in, в  = ( a  ,<r2 ) e  0  = R x (0 ,co ). Biz

г ( х (и))= X\-x Xn - x '
\ <7

1 nstatistikani ozod ekanini koMsatamiz. Bu yerda x = . rii,...,rjn
n m

bogMiq bo‘ lmagan va bir x il standart 7V (0,l) normal taqsimotga ega 
boMgan tasodifiy miqdorlar boMsin. U holda ^Cl =arjl +a , i  = 1 ,...,и va

т{х^пЧ = Т(г/] Demak, T  ning taqsimoti a  va cr ga bogMiq
emas.

Endi statistikaning yana bir muhim turlaridan biri -  minimal 
yetarli statistikani ko‘ramiz. M a’ lumki, yetarli statistika taqsimot 
haqidagi ma’ lumotni kamaytirmagan holda, tanlanma m a’lumotni 
kamaytirish imkonini berar ekan. Ammo, har b ir taqsimotlar oilasi 
uchun bunday yetarli statistikalar yagona bo 'im aslig i mumkin. Bu 
holda ulardan qaysi birini tanlash kerak degan savol tugMlishi 
tabiiydir. Albatta, bu holda tanlanmani eng ko‘p qisqartirish imkonini

beruvchi statistikani tanlash lozimdir. т( -¥*"*) ->(*§/,&/)
statistika { / ^ ,0 e 0 }  oila uchun yetarli statistika boMsin. U holda
ixtiyoriy 5  = 5 (Г )  statistika zarur iy  statistika deb ataladi. Umuman,
zaruriy S statistika 9 parametr haqidagi butun m a’lumotga ega 
boMmasligi, y a ’ni yetarli statistika boMmasligi mumkin.

5-ta ’ r if . Agar S  = S (T )  zaruriy va yetarli statistika boMsa, u
m in im a l  y e t a r l i  statistika deb ataladi.

Demak, S — minimal yetarli statistika tanlanma ma’ lumotini 
mumkin qadar eng ko‘p qisqartirish imkonini berar ekan. orqali 
qiymatlari da boMgan T yetarli statistikalar sinfrni:

$ Г  ={Г} belgilaym iz. .ST = F~I ( ^ )  tolplam  о  -algebra ning T
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akslantirishdagi proobrazi boMsin. Biz 3-§ da Pe ^ X ^ e  #/7") shartli

taqsimot orqali yetarli statistika ta’ rifini bergan edik. 0 ‘ sha ta’rifhi a  - 
algebralar tilida quyidagicha ifodalash mumkin: “T statistika в  uchun

yetarli statistika deb ataladi, agar PQ e  B/.yT ) , 0 e 0 ,  ВЫ'£8 , 
shartli ehtimolning 0 g a  bogMiq boMmagan varianti mavjud boMsa” . 
:-</T ’ — (7 - algebra y e t a r l i  a  -a lg eb ra  deb ataladi. Agar T  va S 

yetarli statistikalar boMib, 5  = 5 (7 ')  boMsa, ./s c:../T boMadi. Demak, 
“ T0— minimal yetarli deyiladi, agar ixtiyoriy Т е  ЗГ  uchun . ^ c .4

boMsa”. M inimal yetarli statistika har doim mavjuddir. B iz uni izlash- 
ning bir usulini ko‘rib oMamiz. 0 } « M  boMsin. Ixtiyoriy T
statistika, xususan yetarli statistika, tanlanma fazoni ekviva­

lentlik sinflariga, y a ’ ni r ( x ^ )  qiymatlari bir x il boMgan nuqtalar 
to‘plam iga boMinishini hosil qiladi. Agar S = S (T )  boMsa, u holda T
ning ekvivalentlik sinflari S  ning ekvivalentlik sinflari ichida yotadi. 
Demak, minimal yetarli statistikaga mos kelgan boMinish yetarli 
statistikalar hosil qilgan boMinishlarining “eng kattasi” bo Mar ekan. 
^  nuqtani o‘z ichiga oluvchi ekvivalentlik sinfirii c ( x ^ )  orqali 
belgilaym iz. С  sinflarga boMinishini yetarli boMinish deymiz, agar

f n  ( х{п) ’> в )  = <Рп ( x i "} $ ) К  ( x n )  _ 

boMib, bunda uchun (p,\x ;6>) = <p;j ( x ^  ;&) boMsa.

Demak, yetarli statistikaga yetarli boMinish mos kelar ekan. Endi 

с(дГо'*) ni quydagicha tuzamiz: x ^ e  deb olamiz, agar

f n  (•**"' # ) / f n  ( 4 Я* >e ) = К  *4 ^ )  nisbatga bog1 liq bo lmasa, y a ’ni

Agar x[r̂ , 4 ^  6 c ( 4 " '  ) boMsa, u holda C . ( ) = c ( 4 ^  ) = c ( 4 ^ ) . 
Quyidagi da ’voni isbotsiz keltiramiz.
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1-teorem a. A gar Te  uchun r ( x ( n))  = 7,(x^")) ,  дг[п),

c (xq ”*), X g^e.& f^ ,bo‘ lsa, u  holda T -  minimal yetarh sta­
tistika.

M iso llar.

5 . Р д , в ц © }) statistik modelda i?T={0,l},/> -

binominal taqsimot, 0 e  © = (0 , l )  bo‘ Isin. Demak,

Д х - ,в )  = Рв (£ = х ) = в ' {
Q uyidagi yetarli statistikalarni ko'ram iz:

т ;(л г{',) )  = Х (") = ( * ,  ,.,.,Xn ) ,  Щ  = 0 ,1 ; 1 = 1 ,...,n ;

г2( л ^ 0 ц * , + л г г, 4 

r 3( x (n)) = ( x l +x2+x3,xA.....x„),

т0(х {п))= х 1+...+хя.
..sTk = T£[ { ш ^ )  -  a  -algebralar ichida m aksim al va

minimaldir. Demak, T0 -  m inimal yetarli statistika. Buni quyi-

Ш Н)#) I в  f  , - f  v
dagl I Ы \= f a £ * '  nisbat 6  §a  fa4at 2 j Xi =l ; Xio=w >

f n\ 4 , 9!  V M ,=1 '=i '=i
m e  {0,l,...,w }, bo‘ lganidagina bog‘ liq emasligidan ham ko4rish mum­
kin. Bu holda

4 | в й у 5 и  f a  = t* hl  Ы Щ
6. 3-§ ning 5-misoldagi simmetrik Koshi taqsimoti uchun 

T = ̂ X^,...9X^\ yelarli statistika ekanini ko‘rgan edik. Ushbu

/ Л 4 ИМ  x ’ + a
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nisbat Q ga (x,2, . .. ,x 2) va ( x 20 ,...,x 20 ) nuqtalar bir-biridan faqat va

faqat koordinatalari o ‘m ini almashtirish bilangina farq qilgandagina 
bogMiq boMmaydi. Demak, T -  minimal yetarli statistika ekan.

Endi biz mukammal va minimal yetarli statistikalar orasidagi 
munosabatni ko‘ rsatuvchi quyidagi teoremani isbotlaymiz.

2-teorem a. T (п\{Рв ,в& < д } ) , { О в , Qь  ©})

statistika [Рв ,О е  0 }  o ila uchun yetarli statistika boMib, { Q e ,0 e  0 }  
oila mukammal boMsin. U holda T  — minimal yetarli statistika boMadi.

Isboti. statistika { Р0, в е  0 } oila uchun
ixtiyoriy boshqa yetarli statistika boMsin. _*T -  oMchovli 
ф ( Т ) = Т -  M(T/S)  funksiyani ko‘ ramiz. S  yetarli statistika boMgan- 

lig i uchun (p(T)  funksiya {Р0, в е  0 }  ga bogMiq emas. Shartga ko‘ra

j<i>{<)Qe{dt) = 0 ,  в е ®  

va T ning mukammal ekanligidan {Qq^OgQ}ga nisbatan deyarli 

hamma yerda <р(Г) = 0 , y a ’ni T  = M(T/S)  tenglik kelib chiqadi. Bu 
esa T ning /s  -  oMchovli, y a ’ni zaruriy ekanini ko‘ rsatadi. Demak, T- 
statistika { / ^ ,# € 0 } uchun zaruriy va yetarli, y a ’ni minimal yetarli 
statistika boMar ekan.

Shuni ta’kidlab o‘ tish lozimki, yetarli statistikaning mukammal 
ekani uning minima! yetarli statistika boMisliini anglatsada (2-tco- 
rema), ammo teskari da’vo o‘rinli emas, y a ’ni minimal yetarli 
statistikaning mukammal boMishi shart emas.

M isol. 7. 3-§ ning 4-misolida 0, = в , в 2 = l+0,|0|<c°  boMsin.

U holda T ^(л)) yetarli statistikaning minimal yetarli boMishini 

ham 1-teorema yordamida osongina ko'rsatish mumkin, chunki 

= l [ d  < < x ^  < 1 + в  j .  Ammo T mukammal statistika

emas. Buni tekshirish uchun 1-ta’rifda p (T )  = — — - deb

tanlasak, (1) tenglik bajariladi, ammo <p(T)*0 . Endi o‘z navbatida
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(1) tenglik bajarilishini ko'rsatish uchun biz dastlab T ning zichlik 
funksiyasi g^(z/,v) ni hisoblaymiz. Q uyidagi munosabatlar 0 ‘rinlidir:

Qe ( X < и , Х щ  < v )  = Pe (X{n) < v ) - Q »  ( « , v ) ,  

a*  {“ >v)=pe  ( * (1) ы М т  < v) = n p« ( x i e  [ « . v ) ) = ( v - « ) " ,
M

u > e , v < \  + 9 , v > u .

(M v) -  g26(t/’K)* = |«(и -  l)f v -  г/)"”2 ,г/ > 0, v < 1 + fi, v > г/,
%

0 , qolgan hollarda.

A gar z = almashtirishlar bajarsak, u holda
v 2  v  2

А ={г/>0 , v< 1 + 0 , v>z/} soha bo 'y ieha hlfeoblovchi ( 1) integral, 
ix tiyoriy © = (-oo,со) uchun: '

+ 1  j q e  ( и , v ) d i t d v  = w ( / 7 - l ) j j x - j лг” 2 ( l - ' X ) d x  = 0.

Demak, minimal yetarli T = ̂ X^,  statistika mukammal emas.

5-§. Eksponensial m odel uchun m ukam m al statistika

©}),{/& y0 e  0 } « ix -  eksponensial sta­

tistik model zichlik funksiyasi

/„(x'"*;0 ) = AJf(*<M)ex p ^ | ; А\в)Т^хм ) + n * (0 ) j

formula bilan berilgan boMsin. Faktorlashtirish teoremasidan 

T=(Tx,...,Tk) ,  Tf = Z nj J , ( X j ) ,  i  = U -v ek to r  в  = (<?„...,^ )  parametr

uchun yetarli statistika ekani kelib chiqadi. Demak, X^"’ tan- 
lanmaning hajmi n  qanday boMishidan qat’ iy  nazar, £-o‘ lchovli yetarli 
statistika mavjuddir.
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Yetarli statistika r  = (7 ] ,.. . ,7 j)  yordamida X ^ n i  yetarlili 
boMinmalar birlashmasi koMinishda yozish mumkin:

' ( 1)
/

Quyidagi

ф (,,)\в) Г
(2)

nisbat в  ga ikki holda bogMiq boMmaydi: agar Н * ^ )  = г ( х ^ )  

boMsa, yoki { 1 ,^ (0 ) , . . . ,Ak(6)} sistema chiziqli bog‘ liq boMib,

Cf = 7 ]( x ^ ) -  7] ( x ^  ) ,  / = 1 koeffitsiyentlar uchun

CXAX ( 6 ) + ...+  СкАк( в ) -  Consty6 e  0  (3)

boMsa. Agar biror C j,. .. ,Q  lar uchun C 2 + ... + C* > 0 va (3) bajaril­

sa, u holda {l, Л,(0  Л*(0 )} sistemadan maksimal chiziqli bogMiq 

boMmagan sistema ostini olib, (3) dagi qolgan Л,-(0) larni bu sistema 
orqali chiziqli ifodalash bilan biz modelni qisqartirishimiz mumkin. 
Shu sababli biz ( 1 ,4 ( 0 ) , . . . ,Ak(0)\ -  sistema 0 d a  chiziqli bogMiq

emas, deb faraz qilam iz. Demak, (2)ga nisbatan ekvivalentlilik sinf- 
lariga boMinish (1) yetarli boMinish bilan ustma-ust tushadi va 1-teo- 
remaga asosan u minimal yetarli T statistikaga mos keladi. Endi (3) 
ifoda (T j,...,^ -) ga nisbatan simmetrik funksiya boMgani uchun tartib­
langan (r0 ) , — vektor minimal yetarli statistika boMadi. Shuni 

ta’kid lash lozimki, n = \ boMgan holda, и ,(х ),...,/ „ (х )) statistika (2) 
model uchun minimal yetarli boMadi. Ixtiyoriy n  uchun quyidagi ikki 
holni farqlash kerak: 1) k > n  boMganida, tanlanma maMumotni

qisqartirish nuqtayi nazaridan, minimal yetarli statistika

ga ekvivalentdir. 2) k < n  boMgan holda esa,

statistika tanlanma maMumotni maMum darajada qisqartirishga olib 
keladi.
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X ususan, Aj(9) = 9j>i = \9...,k bo ‘ lgan  holda

f ( x ; d )  = M ^ e x p j X ^ ,  ( ,x )+ B ( e{ , . . . ,0 * ) j ,0 = ( 0 ,  , . . . ,0k) ,  (4)

-  zichlik funksiya, Л -  param etr ik  ek sp on en s ia l  t ipdag i  (Darmua- 
Kupmen oilasi) yoki kanonik k o 'r in i sh ida g i  oila deb ataladi. Bu 
holda, 0  -  parametrik to‘plam  к ta chiziqli bogMiq boMmagan 
vektorlami o‘z ichiga oladi, deb faraz qilam iz. Bunday к -  oMchovli 
0  to‘plamni tab iiy  pa ram et r ik  f a z o  deb ataladi. A slida (2) 
ko‘ rinishdagi umumiy eksponensial modeldan (4) ko‘ rinishga 
y .  = Aj(6), i  = 1 -  qayta parametrlashtirish yordamida o ‘ tish
mumkin. Chunki, (2)dagi exp{5(0)} ifoda normallovchi ifoda boMib, 

u aslida Ai(9 \ i  = I,к lam ing funksiyasidir: %

e x p { -£ (0 )} = f  е х р ^ Д ( 0 )^(х)|/г(д:)//(аЬ:).

Shu sababli, biz quyida (4) oilani o4zini o'rganish bilangina chega- 
ralanamiz.

B iz oldingi paragrafda minimal yetarli statistikaning mukammal 
bo‘Imas!igi shart emasligini ta ’kidlab o‘ tgan edik. Ammo, ekspo­
nensial model uchun 0  ga qo‘yilgan shartlarda T  = (7 j,...,7^ ) sta­
tistikaning mukammal boMishini ko‘ rsatish mumkin. Demak, 4-§dagi
2-teoremaga asosan, T ning minimal yetarli boMishini quyidagi 
teoremadan osongina keltirib chiqarishimiz mumkin.

1-teorem a. X ^  =(X l9...9Xk)  tanlanmaning elementlari cr- 
chekli /л oMchovga nisbatan son o‘qida (4) ko'rinishdagi zichlik 
funksiyaga ega boMsin. Agar 0  to‘plam Л-oMchovli parallelepipedni

o‘z ichiga olsa, u holda г ( а Г (,10  = (Г1(АГ,),...,7^(АГа ) )  statistika

mukammal boMadi.
Isboti: 4-§dagi 2-ta’rifga asosan, biz T  statistikaning 

{O ,,0€© } taqsimotlari oilasi mukammal boMishini tekshiramiz, 
y a ’ ni 1 -ta’r if  shartlarining bajarilishini ko‘rsatishimiz lozim.

= (k))  da T statistika taqsimoti O0 ning zichlik
funksiyasi
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r l ( A)

oMchovga nisbatan
f, (*) (5)q '( r :0 )  = e x p | X ^ ', + nB (9 )

ko‘ rinishga ega. Bu esa, o ‘z navbatida quyidagi munosabatlardan 
kelib chiqadi.
Ов {А)=Рв {х{п):П х(п')*А )=  J  Ч{Пх(п) ) ;ф „  (*'"> )//"> (<fcW) =

T ( x l n ) y . A

= J  я ( * & И л )-
igA

{Q ,,0 e© }  oilaning mukammal ekanini ko‘ rsatish uchun 

Z?(A)dagi ixtiyoriy oMchovli funksiya uchun, barcha
6 e  0  larda

f  <p(tx )Qg (<*, ...‘<#2)  = 0  ,  (6)
/f(*)

tenglikdan { Q ^ e O jg a  nisbatan deyarli hamma yerda

(p(/|,...,/^) = 0 ekanini ko‘rsatamiz. <p+va<p~ lar mos ravishda cp ning

musbat va manfiy qismlari boMsin: (p=(p+— q>~, <̂±> 0 . Umumiy- 
likka zarar yetkazmagan holda, biz 0  fazo к  -oMchovli 

=|(? :\0. |<a 9i= 0 < a < co  parallelepipedtii o ‘z ichiga oladi,

deb faraz qilamiz. Agar 0  bunday boMmasa, uni /(Л) ni o ‘z ichiga 
oladigan qilib o‘zgartirish mumkin. U holda (6)  dan ixtiyoriyO e  /<A) 
uchun

J <p+(t] ,. . .,tk)Qg(d t l ,.. .,dtk)=  J  (p -( t i ,...,tk)Qe (dti ,.. .,dtk)  (7)
д(*>

cr-chekli v* (ift, , . . . ,d tk ) = <p± (/ ,.......tk ) v ( d t x , . . . ,d tk )  o'lchovlarni
kiritsak, u holda (5) va (7)dan

J  f f i j t j
л<*> u=i

v +(d tx,.. . ,dtk)= j  expW f i j t j
я“ ) u =*

v  (d tx ,...,d lk). (8 )
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(9)

Xususan, Oj = 0, j  = 1 ,k , boMganda,

J  v+(df, ,...,<//*)= J  v~{dtx,...,dtk).
R{k) R( k )

(9) intcgrallar qiymatini 1 ga teng desak boMadi (chunki agar bu 
qiymat biror C , 0 < C < o o  ga teng boMsa, (p ni С ga boMib bunga har
doim erishish mumkin). Demak, v+,v~ lar ehtimol oMchovlari boMar 
ekan:

v ±(A)= $<р* ( t ) v ( d t ) ,  l e  R{k) ,Ab -(*>
te.A

MaMumki,

v ±(dti ,.. .,dtk)

integrallar Z ,,...?ZA, Zj =6j + iu , -  kompleks о4zgaruvchilarning 

f l l y s i U  Uj\£ oo,y = 1,#J oraliqdagi analitik funksiyalari boMadi. Bu 
esa (8) integrallami oraliqqa analitik davom ettirish imkonini beradi. 
Xususan, j 6 j  = 0,| Uj |< o o , j  = 1,Arj oraliqdagi haqiqiy ul9.,l.9uk lar 
uchun (8) dan

V+{dt)= | exp[ i 'Lujt j  
jAk) [ M

f  ) •V'
J exP ' 2 > A

R( k )  { y=i
v - ( d l ) .  ( 10)

(10) tenglik v  va v~ ehtimollik oMchovlariga mos kelgan 
xarakteristik funksiyalarning tengligini ko‘rsatadi. U holda xarakte­
ristik funksiya va uning taqsimot funksiyasi orasidagi o‘zaro bir qiy­
matli moslikka asosan, v + va v~ lar ham deyarli hamma yerda ustma- 
ust tushar ekan. Bu esa, ocz navbatida, {<90,0 e  ©} ga nisbatan deyarli
hamma yerda <p(t) = q>+ (/) = 0 ekanini, ya’ni (7j,...,7^) ning
mukammal statistika ekanini ko‘rsatadi.
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6-§. Parametrlarni baholash. Nuqtaviy baholar va 
ularning xossalari

Aniqlanish sohasi {/>}-taqsimotlar oilasidan iborat boMgan 
skalyaryoki vektor funksional g (P ) ni qaraymiz. {.P} oila parametrik 
yoki noparametrik bo‘lishi mumkin. Statistikada bu oila noma’lum 
boMgani uchun g(P{) funksional ham nomaMumdir. Masalan, P -  
taqsimotning kvantili, momentlari g (P )  ga misol boMa oladi.

boMsin. X'n) tanlanma yordamida qiymatlari to‘p- 

lami \\t boMgan ixtiyoriy g n = g „ ( x {n)) statistikalar ketma-ketligi 
g (P )  funksional uchun baho  (yoki nuqtaviy baho) deb ataladi. 
Demak, g (P )  uchun baho yagona emas ekan.

Misollar.
1. Empirik taqsimot funksiyasi F n(x) taqsimot funksiya 

F (x) = P(£ < x) ga bahodir. Bu yerda = [0 ,l] .
+ 0 0

2. = | a(x)dF(x)  boMsin. U holda
-0 0

Й SI 1 «
s„=  \a{x)& nix)= - 'L a {x i\

-об n  r=l

Xususan, E, ning k- tartibli momenti uchun v-*» bahodir (I bobdagi
3-§ ga qarang).

3. (9,\+9) oraliqdagi tekis taqsimot uchun g (P e )  = 9, 
&'€©=¥ = (-<»,<x>) boMsin, 9  uchun g-,.„= Д (1) va g 2n = X(n)-\  lar 
baho bo‘la oladi.

4. P9 -JV(a,cr2)  normal taqsimotlar oilasi, 9 = (a , c r2) e  0  = 

=R(l) x(0,co), g (P0) = 9,'¥ = @ boMsin. Bu holda g ln = (x ,S 2),

g  2„=(x,S ) lar g (P0) ga baho boMa oladi. Bu yerda



Nuqtaviy baholashda biz g (P )  fuksional uchun biror aniq g n 
ketma-ketlikni taklif etamiz.

Nuqtaviy baholarning xossalarini ко‘rib o'tamiz. Mp (yoki 
M0) orqali P  (yoki Pe ) taqsimotiga nisbatan hisoblangan matematik 
kutilma operatorini belgilaymiz.

/Si;
1-ta’rif. g n baho g (P )  uchun siljimagan baho deb ataladi, 

agar barcha P e  {P} uchun quyidagi tenglik bajarilsa:

MP{ g { x ^ ) } = g ( p )  ( 1)
I

Agar (1) bajarilmasa, g n baho siljigan deb ataladi. Agar 
n —» oo da barcha P e  {P} lar uchun

м Д ^ ( ^ " ) ) }  -  g W = B „ { P ) -* 0 ,  (2)
л

boMsa, g n baho g (P )  uchun asimptotik silj imagan baho deb ataladi.

2-ta’rif. g  ;/baho g (P ) uchun asosli  (yoki kuchti asosl i) baho
deb ataladi, agar n->co  da ehtimollik (yoki bir ehtimollik) bilan 
Щ  ^  I  e h t

Sn-+g\p ) '  Biz buni g „ -> g (P )  (yoki g n -> g ( P ) )  orqali bel­

gilaymiz. Bu yaqinlashishlar ehtimollik fazosida 
tushuniladi.

Demak, F*(.r) empirik taqsimot funksiya F (;t) uchun (VII
bob, 2-§ ga qarang) siljimagan va tekis kuchli asosli baho bo‘lar ekan.

Taqsimotlar oilasi {P} -  noparametrik bo‘lsa, g (P ) uchun 
qaralayotgan baholar ham noparametrik deb ataladi. Xususan, 1-, 2- 
va 4-misollardagi baholar aslida noparametrikdir. Masalan, 4- misol-

А  Л

dagi g j n, g 2n baholar ixtiyoriy P  taqsimotda g (P )= (M pt ;9 D/4) 
uchun baho bo‘ ladi va barcha P  larda

Mpx = MP4 M PS 2 = Щ .
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Demak, g In va g 2n baholar g (P )  uchun mos ravishda siljigan va 

siljimagan baholar ekan. ( g ln -  asimptotik siljimagan, chunki 

MPS2 ->Dp4). (1) tenglik siljimaganlik tenglamasi deb ataladi.
4̂

Berilgan g (P )  uchun bu tenglamani qanoatlantiruvchi g n baho mav­
jud boMmasligi ham mumkin.

Misol.
5. 0 } -  Puasson taqsimotlari oilasi bo‘ lsin:

/ И = ^ ( {  = ' )  = 7 е' ' - 0  = ( 0,со), x e  .^ = { 0, 1,2 ,...}.
I  A

M h j *  fimksiya uchun siljimagan g n bahoni qidiramiz. ( 1) ga
asosan

M, £(*<•>)= E  = 1  v e s  0 ,
* 2 0  i=l * » !  0  
i=ljt

yoki

X/Z0 
/=1 ,n

w T 1 Txi c»o
П М ] 1 = V ’ V0€0?

tenglik bajarilishi kerak. Ammo bu mumkin emas. Demak, — uchun
в

siljimagan baho mavjud emas ekan.
Baholanayotgan g (P )  fiinksional uchun bir necha baho taklif 

etilganda, ularning ichidan “eng yaxshisini” tanlash masalasi tabiiy 
ravishda kelib chiqadi. Demak, biz biror alomatga asoslangan holda 
baholar orasida tartib o‘matishimiz kerak. Bunday alomatlardan biri 
baholami о‘rtacha kvadratik chetlanish yordamida solishtirishdir. Biz
batafsil {P}={/>0 ,0 e  0 } ,© e  R{s), g (P e )= 0 = (0 ,5. . ,Д . ) -  para­
metrik holni ko‘rib chiqamiz. Dastlab, 5 = 1, ya’ni skalyar parametrik 
baholanayotgan bo‘ lsin. в  uchun qurilgan baholaming С  sinifidan 
bir xil Bn(0 )  siljishga ega bo'lgan baholaming C B sinf ostini belgi­
laymiz. (Cq-  siljimagan baholar sinfi: C0 c C s c C ) .
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3-ta’rif. 9*е  С  baho С  sinfida effektiv deb ataladi, agar
•yv-

ixtiyoriy boshqa 9 ^  С  baho uchun barcha 6n e  0  larda

MQ (0* - в )2 < MQ (#„ - в )  ocrinli boMsa.
Demak, C0 dagi effektiv baho minimal dispersiyalik 

siljimagan baho (MDSB) ekan.
4-ta’rif. 6*e  С  baho С  sinfda asimptotik effektiv deb ataladi,

л*
agar ixtiyoriy boshqa 9 ne ' C  baho uchun har bir 9 s  © da

lim sup ЬЛв̂ в”~в ) - ^ 1,
g f  мв {вп- еУ  ■

tengsizlik bajarilsa. 9 = vektor parametr uchun ham yuqo­
rida keltirilgan ta’riflar o‘rinlidir. Bu holda ixtiyoriy v=(vj,...,vy)e R{ŝ  
vektor uchun (v ,9 )  = v[9l + ... + vs9s -  skalyar parametrga baho

0 wg C , boMib, 9*e C  ning effektivligi barcha 0 e  ©larda 
o‘rtacha kvadratik tarqoqliklar uchun

2  v2
Me [v , e* „ - e )  <Me ( v , e n- e )  ,

ya’ni

Y _ M e  ( C  ~ 9 ) { e ]n ~ 9 j ) v iv j  ̂  В Й in~0 i ) ( 9  j n - e j ) v iv j

tengsizlikni o‘rinli boMishi bilan aniqlanadi.
Misol.

9 • 2 —6. 4-misoldan 9 = <r uchun ikkita baho b «  = s \ e  2n = 5'" larni
olaylik. a  = 0 boMsin. Hisoblash natijasida

„ 2  ’  n-\  ’

ekanini ko‘rish mumkin. Ammo,

. <  (0) = 'Щ К  - в ) 1 ~De S 2 + [ М в t r -c r2 J  = 

З И П  <d2„{e)=Me {e2n - в ) 2 =De s 2 .
n2
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Demak, S — siljigan va S — siljimagan baho boclsada, S baho 
—2S ga nisbatan effektiv ekan. Bu baholar asimptotik ekvivalentdir, 
chunki

. . .  . л у ! 1  - * 1-" У  •■*”-*77—> СО

5-ta’rif. g  n baho g(P ) uchun asimptotik normal baho deyi-

г-/- ч , >/«f̂ n-g(/>))
ladi, agar ' Jn [gn-g(P))=>N(0;cr2) (yoki -------- 5-------=>A^(0;1))

a
shart bajarilsa.

v m  BOBGA DOIR MISOLLAR

1. Quyidagi taqsimotlar oilasi eksponensial oilaga tegishlimi? 

a). R [ -6 ,e ] .  b). B i(r ,6) .

lir*
\[ 0 , x<Q.

2. Quyidagi taqsimotlar uchun yetarli statistikalami ko‘rsating.
а). Я{вх,в2) .  b). Е(в).

II 0 , л=(0; 1).
п

3. Е(в) taqsimot uchun to‘la statistika bo'lishini ко'rearing.
/=1

—  |  n
4. N(0;0 )  taqsimot uchun x2=—Y x ?  statistika to‘ la sta-

Л fa\
tistika bo‘ ladimi?

f Y> Q
5. Zichlik funksiyasi f ( x , 0 )  = i  9 “  boMgan taqsimot

It o, x<e 
uchun X{]) statistika to‘la statistika bo‘ ladimi?
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6. Xl9„.9XHtanlanma #[0;#] taqsimotdan olingan boMsin, no-

maMum parametr в  uchun ——X0l) bahoni siljim aganlik va asos-
n

lilikka tekshiring.
7. X^...9Xn tanlanma М\вХУв1 )  taqsimotdan olingan boMsin, x

va S 2 larni mos ravishda va 9\ lar uchun siljim aganlik va asos- 
iilikka tekshiring.

f е в~* х ^ в
8. Xl9...9Xn tanlanma zichligi f ( x , 9 )  = \ ’ boMgan

[ 0, x<*9
taqsimotdan olingan boMsin, noma Mum parametr в  uchun quyidagi 
baholarni siljim aganlik va asoslilikka tekshiring: a) X{1); b) x — 1.

9. Xl9...9Xn tanlanma MXx= a  maMumva MX] chekli boMgan

taqsimotdan olingan boMsin. = x  - a 2 statistika noma Mum

dispersiya uchun siljim agan va asosli baho boMadimi?
10. Xx,...9Xn tanlanma MXx= a  maMum va MX2 chekli boM-

1 я _ 2̂
gan taqsimotdan olingan boMsin. г(дт(,,>) = ------ “ * )  stat*st&a

n  r- 1 j
noma Mum dispersiya uchun siljim agan va asosli baho boMadimi?

11. Quyidagi Pareto taqsimoti nomaMum parametri в  = (a%A) 
uchun minimal yetarli statistikani toping.

f ( x 96 )  = , x > a 9 a  > 0 ,A > 0.
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IX BOB. SILJIM AGAN BAHOLASH

l - § .  Eng yaxsh i s iljim agan  baho lar

Baholanayotgan g ( 0 ) ,0 6 © c / ?  funksiya uchun bir necha 
siljim agan baho tak lif etilganda, ularning ichidan “eng yaxshi 
siljim agan” bahoni tanlash masalasi tabiiy ravishda kelib chiqadi. a  « e % 
g  n, g n €  C 0 -  siljim agan baholar bo‘ lsin.

l - t a ’ rif. g  n baho g (0 )  uchun MDSB deb ataladi, agar 

Vg,’ e  C0 baho uchun quyidagi tengsiziik bajarilsa:

D0g < . D 0g n. (1)
1-teorema. 0{п. в 2пе  C0 baholar MDSB lar boMsin. U holda 

0ht va 62n baholar ekvivalentdir, y a ’ni

Рв {ви = е1п) = 1\ / ве® .

Isboti. dn( e )  = Dee ,„ , i  = 1,2 va в 3а = | ( 01п +02n) bo ls in . U 

holda = 0 , De 03n £*/„(<?). Ammo

De K  = ^ [ а д п + + 2  C ov , (0 l a , e 2a ) ] z d „  ( в ) ,

chunki Koshi-Bunyakovskiy tengsizligiga ko'ra

co v e (6in , e ln)<[D0e in ■ р вв2н ]i = d„ (0).
Shunga asosan, De 03n = d„(0),C ove (0,„ ,0 2„)  = d„(в ) va

m  (0 . -  -0 2 n )=  D A » + De e 2n -  2Cove  ( e ln, e 2„ ) = 0.

Bu esa o‘z navbatida Pe ( Q =02„ ) = 1 tenglikka ekvivalentdir. 

M iso llar.
I . Х19.. . ,Х Я tanlanma Bi(l;0) taqsimotdan olingan boMsin. 

6 m%m<, n  uchun MDSBni toping.
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п

Ma’lumki, Г(х(и)) = statistika noma’lum parametr в
7=1

uchun yetarli va to4la statistika bobladi hamda uning taqsimoti 
Bi(n;$) dir. A f(g  „(Т)) = в т shartdan g  n(T) ni topamiz:

A f ( i  „(П)= z  c f g  „(к)вк( \ - e y - k .
ЫО

M\g п(Т)) = в т ekanligini inobatga olsak,

£  с пёг№№к~т( l - 0 )w_7?,' #“w) = 1
*=o f

bo4ladi. Agar m<& bo4lsa, —>00 ekanligidan g  n(T) = 0 , fe=0,l 
olishimiz kerak. Bularni inobatga olsak, ^

X  c * 9 i£ i  Wk~m Ц - в  )n- ,n-{k-m > = 1
k=m

boMadi. Binomial taqsimot xossasiga ko‘ra:

Ж c»:: s лк)вк-т f r =i .
к=т

i  ^  I

Bu ikkala tengliklarni tenglashtirsak, Cng n(T) = CnI™9 k = mr...9n  
ifodaga ega bo4lamiz. Demak, в т,т<п  uchun MDSB

s-ik—m
11- m  '71 — ум „

gnV)=\ ck„
\ 0, T = — l

bo‘ladi.
2- Xl9...9Xn tanlanma N(a;a2) taqsimotdan olingan boMib, 

a e  R noma Mum va o*2 > 0 ma’lum boMsin.
a) a 3 va a  larning MDSB larini toping.
b) P(X\<t) va ^ P ( X x </) ( t e  R fiksirlangan son) larning

MDSB larini toping.
a) Bu taqsimot uchun x statistika yetarli va to4la statistika 

bo‘ladi. Agar
0  = M i x  — a )  = м{х -Ъ ах  +  3 a 2 X—t ? )  = )-Зскт2/п- a 3
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ekanligini inobatga olsak, u holda

M\x — з(ст2 / n)x) = м{х*) -  3a<r2 /n = a3
boMadi. Demak, a3 uchun x -з(<т2 / w)x baho MDSB boMadi.

Xuddi shunday,

3<r4 = м (х  — а ) =M _x{x-a) ]  = Л/(х4 — 3ax + 3a2 x* - a * x )  = 
= м{х ) —За(Зскт2 /n + a2) + 3a2{<r2 /n+a2) - a 4 =

=  m ( x  ) - 6 я 2 <х 2  / я — 4 д 4  =  A / ( j c4 ) — ( б е г 2  / и ) м ( л ; 2  - с г 2 7 я ) - 4 я 4

Demak, #4uchun [(х 4)-(б ст2 / я)(*2 - ( 7 2 /я) —3cr4]/ 4  baho 
MDSB boMadi.

b) Af(p(Xi <//*)) = Р(ДГ, £/) ekanligidan P(Xt <t) uchun 

MDSB P(Xx£t / x) boMadi. Normal taqsimot xarakterizatsion xos­
sasiga ko‘ra ( * „ * )  tasodifiy vektor matematik kutilmalari (я, я) va

kovariatsion matritsasi a 2 1

it" 1
boMgan ikki oMchovli normal

taqsimotga ega. Bulardan foydalanib, X{ ning x shartli taqsimoti 

w“1)cr2 j  ekanligini topamiz. Demak, P(Xl <t) uchun

MDSB Ф
f  N

t-x
v W l-  n~l > 

taqsimot funksiyasi. Endi

± - n x v < .,)= ± M

boMadi. Bu yerda Ф(/) standart normal

Ф
r  -  \  

t-x
<̂7 yj]- П~

= M d  ̂  —Ф 
dt

s  _ , \  
t - X

ni inobatga olsak, u holda — P(X} <t)  uchun

d  ^  —Ф 
dt

f  • *  ) 1 ti>' 1 1

IcrVl - f t  1 / cr ->/l — я ”1 ч<T\J\-n 1 ,
baho MDSB boMadi.
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| Pg ,0 g ©}),©e -parametrik statistik model

va g ( 0 ) : © -> R ^  , r-oMchovli vektor funksiya bo‘lsin. g (9 )  
funksiyani effektiv baholash masalasini qaraymiz. VIII bob 6-§da 
keltirilgan effektivlik haqidagi ta’riflar albatta g (6 )  vektor funksiya 
uchun ham o‘rinlidir.

V (6 ) - rx r  -  oMchovli musbat aniqlangan matritsa va

g  s?’)  ‘—'statistika g (9 )  uchun baho
boMsin. Bu yerda S f  to‘plam X ning to‘plam ostilari о -algebrasi.

x Ж da aniqlangan kvadratik tarqoqlilt funksiyasini matritsa 
ko‘rinishida

S x M ) - g { e j ) Tv ( g  nU M ) - g ( e ) )
va uning matematik qutilmasi -  risk funksiyasini kiritamiz:

&(g = Me L(8 mg)>
(bu yerda г  -  transponirlash belgisi).

Biz risk funksiyasiga ega kichik qiymatni beruvchi — effektiv 
bahoni qurish masalasi bilan shug‘ullanamiz. Buning uchun dastlab 
quyidagi lemmani isbotlaymiz.

1-lemma, g  j  vektor g(@) uchun baho va

,{00,6^ ©})

biror statistika bo'lsin. U holda

bu yerda Ч>в {Т) = Me ( g  J ^ T\
Isboti: L ni quyidagicha ifodalaymiz:

+ z ( $ 0( r ) , g )  + 2( i  „ -4 % (r )7  к ( $ , ( Г ) - * ) .
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4*0 (Г ) funksiya -oMchovli va

Мв {1 n№ ) - v e{ T ) i w T}=о
(deyarli hamma yerda V0 e 0  uchun) ekanidan va shartli matematik 
kutilma xossasidan foydalansak,

n, g ) = M e L [ g  „ , g ^  = M e ^ M e ^ L^ g  n, g ) / # S T}J =

= Me [ M e [ L [ l  n, ' ? „ (7 ’) ) / ^ r j j  + Me { i ( $ (, (7 ’ ) )g ) J .

Bu lemmadan foydalangan holda siljimagan baholash naza­
riyasining eng asosiy teoremasini isbotlaymiz.

1-teorema (Blekuell-Rao-Leman-Sheffe). g  — baho

g (0 ) uchun biror siljimagan baho va <^r esa ®} °*la uchun

yetarli g -algebra osti boMsin. U holda vV(T') = MQ^g J£t/ T) baho 
g ( 0 )  uchun siljimagan baho bo;lib, barcha в е  © uchun

R ( $ ( T ) , g ( e ) ) k  7?(g „ ( l w ) , ? ( 0 ) )  (2)

boMadi. Bu yerda tenglik faqat va faqat g  n{ x ^ )  baho <У/Т- 
o‘lchovli boMganidagina erishiladi.

Isboti: <?/T - yetarli <r-aigebra osti ekanidan y/(T) statistika 
0ga  bogMiq emas va demak g (0 )g a  baho boMadi. U siljimagan 
bahodir:

M e $ { T ) = M e { M e ( g  n( x f n ) ) / ^ T ) } = M e g  nU i n ) ) = g ( e ) .

l-lemmadanva L (g ,4 , ( r ) l s O  ekanidan

}^0, 0 e 0 .
Bu tengsizlikdan va (1) dan (2) kelib Ghiqadi. Endi (2) da 

tenglik faqat va faqat g  n\X ^)  baho &ST-oMchovli boMgahdagina 
erishiladi. Bu holda deyarli hamma yerda

g  п(х (п))=${т(хм )).
293



1-natija. 5=1 , r= l, g ( 9 )  = e , g  = в  ,je Cb va Т^Л4"*) -  yetarli 

statistika boMsin. U holda:
1.е*п = М в ( ё „ / т ) е С в .

2. Barcha Vf9e© uchun A/# ((?*-# ) <М&{ё?1- в )  boMadi.
♦ /ГкAgar Pe ga nisbatan deyarli hamma yerda 0n - 0  n boMsa, bu yerda 

tenglik bajariladi.
Demak, Cg-sinfda 0 « g a  Mq(-/T) operatorning qoMlanishi

■/S jp

0 n bahoni tekis yaxshilar ekanvva VIII bob 6-§ dagi 3-ta’rifdan 0n 
baho Cgda effektiv bo‘ladi.

Endi 0n bahoning yagonaligi haqidagi quyidagi da’voni isbot- 
laymiz.

2-teorema (Leman-Sheffe). r ( ^ w)) , ^ (n),{Pe  ,0<= 0 })Щ 

- > ,W T> { © } )  ~ mukammal yetarli statistika va

- noma Mum g ( 0 )  uchun siljimagan baholar sinfl 
boMsin. U holda Cjj sinfda 0 bo‘yicha tekis minimal kvadratik riskka 
ega boMgan yagona baho mavjuddir.

Isbot. boMsin, u holda xH(T) = Me [ ĝ va

(2) bajariladi. Faraz qilaylik, *P (Г )е  С0г ixtiyoriy boshqa baho 
boMsin. Ammo shartga ko‘ra {Qq,0€  0} oila mukammaldir. Demak, 

© uchun

, - . Д Я | | [ | п Н Ш ' | '
w

ekanidan {Qq,0€®} ga nisbatan deyarli hamma yerda vF(/) = 4̂  (?)
tenglik kelib chiqadi.

Demak, 1-natijada, agar T mukammal yetarli statistika boMsa, u
holda 0*e CB baho yagona effektiv (yoki optimal) baho bo Mar ekan.
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Misol.
1. (O,0), 9 e  0  = (0 ,да) oraliqdagi tekis taqsimotni qaraymiz. 

Bu holda, = 0 “ " /(O < x (n)<$), demak Т=Х(п)=тях.{Хх,...,Хп)
yetarli statistika. 9 ni baholash uchun

Me Xi =-\xdx =
Щ  2

л  2  W

tenglikdan foydalanamiz. Bu yerdan 6„ = —X ^/ ”  siljimagan bahoni

topamiz. Hisoblab ko‘rish mumkinki, De 9 n = —  -^ 0 , n -> co  va
✓V

Chebishev tengliksizligidan в  »ning asosli baho ekanini topamiz:
A ' .  P  X

в „ —> д ,п -> oo. Demak, yaxshi baho ekan. Ammo bu baho 
optimal emas. Biz optimal в* bahoni Tyordamida qidiramiz.

1-teoremadan 6* = Мв {бп /т) -  eng yaxshi baho ekanini 
tppamiz. T— mukammal ekanini ko‘rsatamiz:

o ,  . m m

( 0 = ( r  < /)=/̂  ( <  r,/=Y7i;) -  (^/ <0=^1 °  ̂< 6>,

;=I

m m  i  »• h №

в
[ 1, <>9.

'Ш Ш т Ш Ш Ш Я к
•16»"

в
Me <p{T)=l<p(t)q{t ,9 )d t  = -^S<p{t)tn- 'd t  = 0, У 9 е& .

о ^  0

Oxirgi tenglamani ikki tomonini в  ga nisbatan differensial-
laymiz va natijada (p(6)6n~v = 0 , ya ’ni £>(#) = 0,V#e (0,oo) ekannini

topamiz. Demak, T -  mukammal va Мв т{х(п^) = - ^ в . Bu yerda
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е ^ м в ( в „ 1 т )= ^ п(т).

va 0* -  optimal baho boMar ekan.

3-§. Lokal minimal dispersiyali siljimagan baholar

Biz avvalgi paragrafda MDSBlarni ko‘rib o‘tdik. MDSBlar 
mavjudligining asosiy sharti ko‘rilayotgan statistik modeldagi taq­
simotlar oilasining mukammalligidir. Taqsimotlar oilasi mukammal 
boimasa MDSB mavjud boMmaydi, lekin loh&l minimaI dispersiyali 
si l j imagan baholar  (LMDSB) mavjud boMishi mumkin.

1-ta’rif. Agar g w€ C 0 va' Vgwe<C0 baho uchun quyidagi 
tengsizlik bajarilsa:

ham 0 uchun siljim agan baho boMar ekan. Demak,

1 ehtimollik bilan

u holda g  n baho в  nuqtada LMDSB deb ataladi
Xuddi shunday, lokal minimal riskga ega baholarni ham 

aniqlash mumkin.
3-teorema. g n siljimagan baho g (6 )  uchun LMDSB boMadi 

faqat va faqat, agar cov^ ( g  n(xin) )) = 0 boMsa, bu yerda

f ( x (n)) nolning ixtiyoriy siljimagan bahosi, De f ( x in))< oo.
Isboti. /(x- )  nolning ixtiyoriy notrivial siljimagan bahosi 

boMsin. g n bahoning 0  = 0O nuqtada LMDSB boMishi uchun

cov£0 ( g  w(* <w))>/(*<”, ) ) =:0 shart zarur va yetarli ekanligini ko‘r- 
satamiz.

л
Zarurligi. Teskarisini faraz qilaylik: g n baho 0 =0O nuqtada 

LMDSB, lekin cov^o (g„(A:(")),/(x(", ))>0 boMsin. Quyidagi sil-
■ л

jimagan bahoni kobramiz: ’ g i= g „ + A / , bu yerda
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cov4 /' )|J < Л с  0 . g, ning 0 = 0O nuqtadagi disper­

siyasi quyidagi ko‘rinishga ega:
D Bo ( g , )  = D 0 t ( g  и)  + 2 Л соЧ  ( g  „ / ) + X 2D e> ( / ) . ( 2 )  

Л ga qo‘yilgan shartga ko‘ra

2 * ® %  ( i„ ,/ jr t -A 2^  C O - 2  Aeov* ( J ,  (3)
II • 2co4 U - -/ jlJ

Bundan, DooSi<D0og n keli bchiqadi. Bu esa g n ning 
LMDSB ekanligiga zid. Xuddi shunday, agar 

cov0oU B(* <'’ , )>/(*, '’ ) ))<O bo‘ lsa, g „  baho 9= 90 nuqtada 
LMDSB boMmasligini ko'rsatish mumkin.

Yetarliligi. f ix '" ')  nolning ixtiyoriy siljimagan bahosi uchun

cov<?0 U? л(*<и> )’f (xin>)) = 0 0‘rinli boMsin. g n bahoning 9 = 0O nuq­
tada g (9 )  uchun LMDSB boMishini ko'rsatamiz. g,baho g ( 9 ) uchun

biror siljimagan baho va U = g n- g l boMsin. U nolning silgimagan 
bahosi ekanligidan

c°ve, ( *  ,,,U) = co v ^ g  n, g  -  g , ) = D„t (g  . ) -  cov^ (g  „ g , ) = 0 . (4)
Shvars tengsizligiga ko‘ra:

« * ч ( я  ,,g .)^ [£ V ,(g  „)• z \ ( g , ) ] “ . (5)

(4) va (5) lardan

Dg0g < D %g x (6)
>rs

ifoda kelib chiqadi. Demak, g  n baho 9 = 90 nuqtada g(Q) uchun 
LMDSB boMadi.

Misol.
1. Xx>...,Xm ~ N (a ,a2) ,  Yt ~ N (a ;a2 ) hamda X„...,X„

va Ур...,У lar o ‘zaro bog'liqsiz boMsin. Bu yerda a . o ? ya* n - r r 1 , 11 2 >r “*«2 '
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parametrlar noma’lum. Ushbu modelda Tn =1 x ,y^ (X f —x f9 /iX—y f
I _

statistika minimal yetarli statistika boMadi. a  parameter uchun

a(pQ ) = bahoning LMDSB boMishini ko‘rsatamiz.
1+Po

f  = f ( T J  nolning ixtiyoriy siljimagan bahosi boMsin, u holda

COV,
1+Po

Po COV
1+Po '  '  1+Po 

boMadi. x -  N(a,o* In ) ,  y~  N(a,<r?p / n) ekanligidan cov(_y,/) = 

= p l/2 co v (x ,/ ) boMadi. U holda

cov Vo x+y 
1+Po .

r f ( l+ P o ) l/2 cov( " ’ /)>■Jn(l+p0)
bu yerda u~ N(0,1). f  = f{Tn) nolning ixtiyoriy siljimagan bahosi 
boMsa, u siljishga nisbatan invariant boMishi kerak, ya ’ni

/
м »=i

х , у , ± ( Х , - х ) \ ± ( Х - у ) г = /  х - у , ^ ( Х - х ) \ ^ - у )
м

п  ___ я  .  _ _

Bundan tashqari ^ ( Х ;  - х ) 2 va ^ ? ( ^ - у ) 2 lar х—.у ga bogMiq
/=| SI

emas, hamda uchun mukammal ekanligidan deyarli har
yerda

Уф/ Ы1 ы- у ) 2 / К * *  - * ) M W -У ) 2 1=0M brl
boMadi. Bundan deyarli har yerda

/=1
—  __ n

= - f ] - p c - y  , ! ( * ,  - * ) 2 - У ) 2 
\ M M

boMishi kelib chiqadi. x - y  ning taqsimoti simmetrik ekanligidan
foydalansak,
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Bu esa a (p0) bahoning LMDSB ekanligini bildiradi. Agar bu xossa 

barcha p 0 larda bajarilsa, u holda a (p0) baho MDSB boMadi.

IX BOBGA DOIR MASALALAR

1. Xi,...,Xntanlanma taqsimotdan olingan boMsin.
a) P(Xt +... + Xm = k)-, m,k<n  uchun MDSBni toping.
b) -P{X\ + ... + Xlt_x > XU) uchun MDSBni toping.

2. Хл,.. .,Хт tanlanma N(ax; a *) taqsimotdan, Y{,...,Yn tanlan­
ma N{ayp 2y)  taqsimotdan olingan boMib, X. va Y, lar bogMiqsiz 
boMsin.

a) ax —a,, va a x /a y lar uchun MDSBlarini toping;

b) agar a ]  = a y boMsa, e r f  va ( а т - а 1.)/ст_г1аг uchun 
MDSBlarini toping:

c) agar ax= av, hamda ! c j*  = y  ma’lum bo‘Isa, ax uchun 
MDSBni toping;

d) agar ax = ay  bo‘ lsa, ax uchun MDSB mavjud emasligini
ko‘rsating;

e) P(Xx < J^) uchun MDSBni toping;
f) agar a x = a y bo‘lsa, P(Xx < Yx) uchun MDSBni toping.
3. Xv ,r ,Xn tanlanma R(dx- e iyOx + 02), R, 62 >0 taqsi­

motdan olingan va n> 2  bo‘lsin. в 19в 2 va 0 ,/02 lar uchun MDSB­
larini toping.
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4. Xl9...9Xn tanlanma zichlik funksiyasi

boMgan taqsimotdan olingan boMsin.
a) agar /? ma’lum boMsa, a  uchun MDSBni toping;
b) agar a  ma’ lum boMsa, p  uchun MDSBni toping;
c) a  va P  lar uchun MDSBlarini toping;
d) agar p  ma’lum boMsa, fiksirlangan t> a  da P(X{^ t )  va 

—P(X} >/) lar uchun MDSBlarini toping;
к

e) fiksirlangan t > a  da P (x , £ /) uchun MDSB ni toping.
5. Xi r ..9X„ tanlanma zichlik funksiyasi

boMgan taqsimotdan olingan boMsin.
a) agar p  ma’lum boMsa, a  uchun MDSBni toping.
b) agar a  ma’ lum boMsa, p  uchun MDSBni toping.
c) a  va P  lar uchun MDSBlarini toping.
6. X]9.. .9Xm tanlanma E(ax;Px) taqsimotdan, Y]9.. .9Yn tanlan­

ma E(ay ;P  ) taqsimotdan olingan boMib, X. va J^lar bogMiqsiz 
boMsin.

a) a x -  a  va p x / Pv lar uchun MDSBlarini toping;

b) agar p x = Py boMsa, Pxvd ( a x- a y ) l  f ixlar uchun MDSBlari­
ni toping;

c) agar a x= a Y va lekin noma’lum boMsa, a x uchun MDSB
mavjud emasligini ko‘rsating.

7. ДГ, 9.. .9Xm tanlanma /?(0;дл) taqsimotdan, Yl9.. .9YH tanlanma
^ (0 ;^ .) taqsimotdan olingan boMib, X, va Yt lar bogMiqsiz, n> 1 
boMsin. &x 16 uchun MDSBni toping.

\.papx*fi*]) 9x > a , a , p  >0, 
0 , x£ a
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X  B O B . E F F E K T IV  B A H O L A SH

l-§ . Effektiv baholash. Kramer-Rao tengsizligi

Biz nuqtaviy statistik baholaming xossalarini o‘rganishda ular­
ning asosligi, siljimaganligi va risk funksiyalariga alohida e ’tibor 
berib o‘tdik. Bahoning asosli boMish xossasi tanlanma hajmi cheksiz 
orttirilgandagina namoyon boMsada, kichik hajmda baho xossasi 
asosan risk funksiyasi va xususan kvadratik risk orqali o‘rganiladi. 
Siljimagan baho uchun kvadratik risk dispersiya bilan ustma-ust 
tushadi. Bu holda dispersiyasi eng kichik boMgan baho eng yaxshi deb 
hisoblanadi. Taqsimotlar oilasi uchun ma’lum shartlar qo‘ yilganida 
bunday dispersiyalar uchun quyi chegarani ko‘rsatish mumkin ekan. 
Ushbu paragrafda biz skalyar parametr boMgan holda Kramer- 
Raoning tengsizligini isbotlaymiz.

-  parametrik statistik modelni qaraymiz. Har bir kuzatilmaning 
f ( x ,9 )  zichlik funksiyasi uchun regulyarlik shartlari  kiritamiz:

(I) jV (/ )= {x :/ (x ,0 )> O } -  to'plam в  ga bog‘ liq emas;
(II) © = R yoki © -  to‘plam R dagi interval;

»=i
funksiyasini qarayotganimizda (I)-(V) shartlarda/ o‘mida f n ni ishla-
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(III) -^-/(x,<9) -  hosila mavjud va { i^ ,0 e© } g a  nisbatan

deyarli hamma yerda © uchun chekli;

(IV) V 0 € ©  va i= 1,2 uchun J  - ^ / ( * , 0 )  ju(ak)<oo;

(V) V 0 G 0 : O<I(0)=M„ ± Ы / ,а , 0 Ц  <00,

Biz Xм  tanlanmaning f n {xin) , e )= Y \ f{x t , e )  -  zichlik



tam iz va integrallar to ‘plam  b o 'y ich a  tushuniladi. I ( u ) funksiya 
t.m .dagi и  parametr haqidagi F i s h e r  in f o rm a t s i y a s i  deyilad i.

Ushbu

1№ H) * ) Л ' М Я

Щ | 'e ) =’$ 0 ]nf n  b k  £ ) ;> , i= h - , n ,

-  funksiyalar i n f o rm a n t la r  deb ataladi.
1-lem m a. A gar (I )-(IV ) shartlar bajarilsa,u holda

M0I{Z£) = 0 , V 0 6  0 .  (1)

Isboti. j/ ( j c ,0 ) / i ( A )  = 1 tenglikni ^  bo‘y ich a  differensial- 

laym iz:

- ^ j f ( x , 9 ) M(d x )  = 0,V6'=®

yoki

\ j ^ f ( x , e ) n { d x )  = \1{х,в)рв (dx )  = м в1(4 , e )  = 0, V 0 6  ©

bu esa  1-lemmani isbotlaydi.

I x(n) ( в ) = Мв \_1„{хм  ,<?)] -  tanlanm aga mos kelgan Fisher 

inform atsiya funksiyasi boMsin.

2-lem m a. {/п{х ^ "\ в ) ,в е  ©} uchun (I)—(V ) shartlar bajarilsin . 

U  holda
1хМ ( е )  = п 1 { е ) , в  е в .  (2)

Isboti. Induksiya metodi bilan osongina o 'rnatilad i. Demak, 
informatsiya funksiyasi additiv lik  xossasiga ega ekan.

3-lem m a. A gar (I )-(V ) shartlar bajarilsa , u holda V 0 e  0

м « ( ш ш / ( * ;0})  = - м < > ( ^ 1 п / (4 ;0 )}  (3)

uchun
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Isboti. М в (  d2
. d o 2

in № \ в ) ifodani quyidagi ko‘ rinishda yo-

zish mumkin:

d2

M0 5 Jnn m  = s e e : ----------  > т в ы с к ) =
\

d2
= i ^ f ^ ^ M d x ) ~ M e i 2 ( 4 ; e i .

(IV ) xossaga ko ‘ra

± T l f ( x , 9 )M(dx)  = j - ^ r f ( x , e ) M(dx)  = 0, V 9 e ® .

Bu esa 3-lem m ani isbotlaydi.

т(хМ):(&М,0Г<"\{Рв , в е  G})->($r,<?S,{Q„0e ©})
-  statistikaning inform atsiya funksiyasi IT( 9 )  boMsin. Isbotsiz quyi­
dagi muhim da’voni keltiram iz.

4-lem m a. {Pg ,9e.  0 }  va  {Qg , 9 e  0 }  taqsim otlar qoidasi uchun 
(I )-(V ) regu lyarlik  shartlari bajarilsin . U holda

Тт(9 ) < 1 х1я)( 9 ) у в е &. (4)

Bu yerda tenglik  faqat va faqat T -  yetarli statistika bo‘lganidagina 
erishiladi.

Demak, T -  variatsion qator b o 'lsa , (4 ) da tenglik  bajarilar ekan. 
Bu esa kuzatm alam i tartiblash natijasida inform atsiyaning kamaym as- 
lig in i b ildiradi (chunki bu holda T  v a  X ln) ekvivalent trivial yetarli 
statistikalardir).

Q uyidagi teoremada siljim agan  baholar d ispersiyasi uchun quyi 
chegara m avjud lig i ko ‘ rsatilgan.

1-teorem a (Kram er-Rao). {f n{x(n), 9 ) , 9 e  &} o ila  uchun (I ) -  

(V ) shartlar bajarilsin  va differensiallanuvchi g ( 9 )  funksiyaga s ilji­

m agan g n( x tn>)  bahosi uchun V 0 e  © larda
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. /Л:* / */) /иЛ” э - / г- >■"' ' * —а о пд в
shartlar o‘rinli boMsin. U holda V#e © uchun

ш Ш (5)

(5)da tenglik bajarilishining zarur va yetarli sharti / ,(л '|‘"*,0) - 
zichlik quyidagi eksponensial oilaga tegishli boMishidan iboratdir:

J C : J Ъ Щ  + К  -C**0 )}
bu yerda ^ ', ( 0 )^ 0 .

Isboti. (1) ni e ’tiborga olgan holda Koshi-Bunyakovskiy 
tengsizligidan foydalansak, .

[ f g  . 1
< [n l ( e )D e l  № n))\*. (7)

Bu yerda

=-§QMe S „ = g '{d) (8)
(7) va (8) dan (5) kelib chiqadi. Endi (5) da tenglik boMishining zarur

A

va yetarli sharti g  „ va /„ning chiziqli bogMiq boMishidir:

Bu tenglikni biror (#0,#)c:@ interval bo‘yicha integralaymiz
va natijada (6) ni olamiz. Demak, 0 :

G
T  ,.(<?) = ^a,{u)du, /=1,2; ‘Г/бО^О.

1-natija. Agar g(Q) = 9 , g  C g boMsa» u holda V 0 e © :

2 - —  - [ i + ^ ) Tuchun Me ( g n - 9 )  =De g n + B2n( e ) > B 2n( e )  + nl{e)



с » 5 - г Ш ' у в е е -
Agar (5)da tenglik o'rinli bo‘ Isa, g  n baho effektiv (Kramer-

Rao ma’nosida) deb ataladi. /7—>coda baholaming asimptotik efFek- 
tivligini quyidagi kattalik bilan hisoblash mumkin:

' -  * 1 . 
nl(0)De g „

Misollar.
1. (0 ,0 ) dagi tekis taqsimot uchun (I) shart bajarilmaydi. 

Demak, bu oila uchun (5) o‘ rinli emas.

2. . Щ ф Ш  в * *  Ж = (Ь*еО)*0 € 0 = (О>00) ' T { ^ U f x r
1(0 ,Х*Ш. m

mukammal yetarli statistika; g ( 0 )  = 6 ;  0„ = - T ( x {i:)) -  MDBS;n

м в0 п =е-, [De e n ]~ = * ; i ( e ) = ± . ; e f f ( e „ , e ) = u
и 0“

f „  {x(n\ e  ) -  ехр (< Ц -^ -| -n ln0 J .

Demak, в n — effektiv baho.

2-§. Battachariyaning quyi chegaralari ssstemasi

Kramer-Rao tengsizligini (П1)-(У) regulyarlik shartlarini ku- 
chaytirish natijasida yaxshilash mumkin. Biz siljimagan baholar dis­
persiyasi uchun aniqroq boMgan Battachariya quyi chegaralar 
sistemasini kiritamiz. Shunday MDSBlar borki, ularning dispersiyasi 
Kramer-Rao quyi chegarasiga erishmasada, Battachariyaning biror k- 
tartibli (k> 1) quyi chegarasiga teng boMishi mumkin. Kramer-Rao 
chegarasi Battachariyaning £=1 -tartibli chegarasiga tengdir. Battacha­
riyaning regulyarlik shartlari quyidagi teoremada keltirilgan. Ushbu 
paragrafda biz skalyar paramctrlik statistik modelni ko‘ramiz.

Xususan, g n= в ne  C0 uchun
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1-teorema. (Battachariya teoremasi). {/п(х(п\ в ) 9в е  ©} — oila
uchun Kramer-Raoning (I), (II) regulyarlik shartlari va quyidagilar 
bajarilsin:

(III)* Har bir i = va V 0 e  © uchun
д в 1

hosilalar mavjud, {Pe ,6 e  ©} ga nisbatan deyarli hamma yerda chekli;
(IV)* Har bir i = l,... ,k  v aV 0e  0  uchim:

J
d‘
дв

Tf n W n) , e ) Hin>(dx<n))< oo;

(V)* barcha i , j  = l, . .. ,k  Va V 0 e  © lar uchun

< o o :
S' m  ^  ml

Ф {п) f i )
(VI)* к  marta differensiallanuvchi g \ 6  )  funksiyaning siljima­

gan bahosining dispersiyasi chekli bo‘ lib, quyidagi shart
bajarilsin:

Barcha z = l,...,A: va 0 lar uchun

h g  „(-v(,,) (* (n) , e )  M{n) U ln) )<  CO.
Ou

F(0)=||^(0)||. — -  musbat aniqlangan matritsa, в  -  nuqtada xos 

bo‘lmasin,

V9 (0)= M e

U holda V0g © uchun

Deg„(x(n))z Z v4e)g{i4e)g(J)(9)
Id*1

(1)

Bu yerda J^ (0 )|  —=V~] -  matritsa V uchun teskari,
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g il\ e )  = d lg ( 6 ) l  d 6 \ i - \ yk . (1) da tenglik bo‘1ishining zarur va 
yetarli shaiti

«  Ш " \ е ) д в  
tenglikdan iborat bo‘lib, C, koeffitsiyentlar

£  v ij (6)C j{9) = g {i) ( 9 ) , i  = 
H

-  sistemani qanoatlantiradi.
l-natija . Hisoblab ko‘rish mumkinki,

Tf ll{xM ,9),x(") e ,m ' (nK (2

(3)

Щ М т ь Ш ! S K l j l
8‘

/„{х{п),в )дв

-  vektoming kovariyatsiya matritsasi ]T(i9)nmg determinant

det{£ (0 )}  =
w  v

g w

a& It? V\k > 0 .

Bu tengsizlikdan foydalanib, ( ! )  o‘rniga quyidagini yozish mumkin:

0 g w (9), . . . .  g lt)(9) 
g ° 4 e )  vn (9), vlk(9)De g „ { x ^ ) >

det{ V(6)}

g (k4 9 )  Vi t (9 ) ,  Уа (9 )

1) g ( 9 ) = 9  bo'lsa, (4) dan

V22(9 )  Vn (9)

(4)

.det{F(0)}

1
[«/(<?)

K M  К г Ш
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2) Agar k=2 boMsa, (4) ni quyidagi ko^inishda ham yozish 
mumkin:

Щ р Й  Vu{0) 
g m ( e )  v22( e )

ШЩ У,2(0)
*У® ЩЩ

bu yerda Vu (6 )  = n l (0 ) .  Demak, Battachariyaning 2-tartibli quyi 
chegarasi Kramer-Rao quyi chegarasini yaxshilar ekan.

(5) tengsizlikda tenglik> boMishining zarur va yetarli sharti
/w(x (w),0)ning (6) eksponensial ko‘rinishda boMishi edi. Quyidagi 
teoremadan eksponensial tipdagi oila uchun ft) da tenglik bajarilishi 
sliartlari keltirilgan.

2-teorema (Fend). {/п(х (я),б ) ,0 е  ©} oila uchun Battachariya 
regulyarlik shartlari gfrinli va u eksponensial tipda bo‘ lsin:

/„ ( х(и) , e ) = exp{ ( *(n) , ( в  ) ¥  2 (0 ) + К I* (:i1 )}  IЩ |S ) ̂  0,

к  marta differensiallanuvchi g (0 )  funksiyaning siljimagan g n 
bahosi uchun (VI)* shart bajarilsin. Agar V{0) matritsa musbat

A
aniqlangan boMib, g  „ning dispersiyasi Battachariyaning (k— 1)- emas,

A-chegarasiga erishsa, u holda g  ni x {n)) baho / „ (jf^ )n m g  к- da-

rajali kocphadi boMadi. Aksincha, / „ (jt^ )n m g  A:-darajali ixtiyoriy 
ko‘phadi dispersiyasi &-chegaraga erishadi.

Shuni ta’kidlab o‘tamizki, regulyarlikning (I) shartni quyidagi 
kuchsizroq shart bilan almashtirishimiz mumkin:

(I)* s u p ^ f ^ e  U { x (n)€ : /л(х с") ,е )  = 0} '| -0 .
06-0 v

Misollar
0€©

1. f ( x >6 )  = 0 mexp' 
m > 1— butun son. Bu yerda

хв m , 0 e  ©  = (0 ,оэ),Х €  Ш  = (0,oo),
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g ( 0 ) - 9  uchun g n(x^n)) = — X,I, -  sijimagan bahodir. Utn\\ n , , 4«  'J
tn( x M ) = ̂ rXj  -  mukammal yetarli statistikaning m-darajali ko‘p- 

n=i X
haaidir. Demak, D0g  n -  Battachariyaning /я-quyi chegarasiga teng

л
va g  n -  yagona MDSB.

2. 1-misolda m= 1 desak, f { x 96 ) -  ko‘rsatkichli taqsimot bo‘-

‘ * l*У', Xf\ -  yagona MDSBladi. g ( e ) = 6 k uchun g  ( X(n)) =
(я+Л—1)!|^" -j

va uning dispersiyasi Battachariyaning Лг-tartibli quyi chegarasiga teng.

U holda g { e )  = Y jaP > uchun = j T ~ r 7-
~n J

м  y=i 7 ( « + ^ - l ) ! [ § X/lj
-  yagona MDSBning dispersiyasi o‘zining A:-tartibli quyi chegarasiga 
teng.

F (0) -  matrisa Battachariyaning informatsiya matritsasi deb 
ataladi. к = 1 boMganida u Fisher informatsiyasi bilan ustma-ust tushadi.

3-§. Ко-p oMchovli paranietr boMgan holda Kram er-Rao va 
Battachariya tengsizliklari

e  ©} — zichlik funksiyalar oilasi vektor parametr 
$=){в^,,.0а) е  ga bogMiq boMsin.

j —}------—=V'm* ,1 =ij +...+i -  differensiallash ope-
m  - s t  U

ratorlar sistemasini kiritamiz.
Biz Kramer-Rao tengsizligini Battachariya tengsizligining 

xususiy holi sifatida keltirib chiqaramiz.



Quyidagi tasodifiy funksiyalarni qaraymiz:

Bundan nisbatlar umumiy sonini r  bilan belgilab, ulardan quyi­
dagi vektorni tuzamiz:

Masalan, # = (0P02) , s  = 2, uchun r = 5,

....y .  b S j S ?  , s™
Battachariya regulyarlik shartlarini kiritamiz.

(I)** Kramer-Raoning (I) (yoki (I)*) shafti o‘rin!i bo‘ lsin;
(II)** 0  = R 0  yoki © fazo' dagi parallelepiped;

(III)** Barcha 0 e 0  va 1 <ms <k uchun V (,"v)/W (x{n) ;0 )  -

hosilalar mavjud va {P0, O e  ©} ga nisbatan deyarli hamma yerda 
chekli;

(IV)** Barcha 6 e®  va 1 <ms < к  uchun

- -  ***** j| v W /„ (*<"> ; в ) м {п)idx{n))<  oo

(V)** Barcha 0 e 0  va \<i, j < r  uchun J j j ( 6 )  = Me  ljnljn 

mavjud, chekli va ^ ( ( 9 ) - (0)|| __  -  matritsa V 0 e ©  uchun

musbat aniqlangan boMsin.
(VI)** Baholanayotgan G(0) = (g ,(0),...g„ ,(0)) vektor va

uning siljimagan bahosi G„ ( )  = ( g  , „ ( x ^  ) , . . .g  )) uchun

VK)G (0)=(v<M')g l(0),...V,"')gM(0)) hosilalar mavjud va barcha 

/ = l,w; 1 <mr <k; 0 e&  larda

boMsin.
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D id )  orqali jv ^ G (0 ), hosilalardan tuzilgan (rx/w).

matritsani va B{6) = Me  {Gn ( x ^ )• G n[ x n̂̂ )} ni belgilaymiz. Bun­
da D id )  matritsaning satrlaridagi hosilalarning tartiblanishi Ln vek- 
tordagidek.

1-teorema (Bolshev). (I)*-(IV)** shartlari o‘rinIi boMsin. U 
holda B (9 )—D(0)W~1 (0)Dx (<?) nomanfiy aniqlangan, ya’ni 
V z = (z j 9...zm ) e  uchun

zB(0)zr £ zD(e)W~' (i9)DT (6 )zT, V 0 e  0  (1)
tengsiziik o‘rinli. (l)d a  tenglik bajarilishi zarur va yetarli sharti

G„{x(n)) - G ( e )  = L(x(n);6?)ж-! (d)Dr (в ) (2) 
tenglikdan iborat.

1-natija. 1) k = I bo‘ lganida, (1) tengsiziik Kramer-Raoning 
vektor parametr uchun quyi chegarasini aniqlaydi. Bu holda (2) 
tenglikni quyidagi ekvivalent formada ham yozish mumkin:

V ( x (n);6>)e # > x 0 ,  

щ к Д  (x (,,) ; в )  = f j hg {9)\gjn (* (h) ) -  g j  ( 0 ) ] ,  j  = I,...,s.

Bu tengsizliklar sistemasi esa, o‘z navbatida, maxsus 
eksponensial oilani aniqlaydi:

/„ (*w &)=«xpljt£M n ) (0)+4»0 (0)+*„ ) ■ (3)
2) m = 1, ya ’ni skalyar funksiya uchun (2) tenglikni quyidagi 

ko‘rinishda yozish mumkin: X*"'x0,

~ *■ ' "  ■’ ■■■ l Ш  ^  Э2/



A gar (1)  da teng lik  bajarilsa , baho e f f ekt iv (k = 1 da Kramer- 
Rao va к > 1 da Battachariya m a’nosida) deyiladi.

M iso l la r .
1. P0 =N{9l ,92) ,9={9i ,92) s ® = ^ x ( 0,oo), g l (e)=9{, g 2(9)=92 

bo'lsin . G (9 )  = ( g l ( 9 ) , g 2( 9 ) )  uchun G „ ( g ltl, g 2n)  baho siljim agan

bahodir. Bu yerda g t„=x = ±Y.Xi , - x f .
"7=i i=\

Ammo G„ baho Kramer-Rao m a’nosida effektiv baho em as, y a ’ni 
к  = Ida ( l)d a  tenglik bajarilm aydi. B un ing sababi esa (2 ) n ing bajaril- 
m asligidan kelib chiqadi:

') * *  n
202

+

+
nO2
20*, 2

eksponenta ostida g 2ltl qatnashmoqda. Ammo tofcg ‘ridan-tol g‘ ri

hisoblab, G„ n ing Kramer-Rao m a’nosida asimptotik effektiv lig in i 
ko‘ rsatish mumkin. Bu holda

в(в)=
%  0n

0 2e l
Л - 1

1 0
’ o ( 0 ) =  0 1 ’

n

n

‘Ч " Г" И  = n
Demak,

'*№  I a dct{D(e)D40)}det{^-|(0)} -x 
e f f{ G „ :G )  = -------------

2 . Pe  = N(9X ,G l ) ,k  = 2, g ( 0 )  = 9 l  , 9 =  (9, ,02) ,  m  = 1

boMsin. g n= S 2 baho siljim agan boMadi. Bu holda (4) bajarilad i:

e i  a 4 f
f n  II ^2 "("“О 50,2
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Demak, D^g  Battachariyaning 2-tartib li quyi chegarasiga teng
X  - • ? « ^.

va g n baho B attachariya m a’nosida effektiv bo‘ lar ekan.

4-§ . A sim pto tik  effektiv  baholash

Ko‘p hollarda baholarni asimptotik m a ’noda solishtirishga 
to4g ‘r i keladi.

1 -ta ’r if . A gar n —>co da ixtiyoriy g * e  ©uchun

v  Me { g n- g ( 0 ) )  . . .lim su p --------------(1)w—
Щ е  - g ( e ) )

munosabat o 'rin li bo ‘ lsa , g „ e &  baho g ( $ )  uchun asimptot ik  
e f f ek t i v  deyiladi.

Ushbu ta ’ rifni m a’lum  baholar sinflari uchun ham keltirish 
mumkin. A gar (C0 -  siljim agan baholar sinfini o lsak, (1 ) ifodani 
quyidagicha yozish mumkin:

H m s u p ^ V - < l .  (2) 
w—* со £)g

С ф -  asimptotik norm al baholar sinfi bo‘lsin , y a ’ni V 0 *e  С ф uchun

(0 * - e ) 4 ~ n  =>n
< 'N
0 :—a

o ‘rinli.
2 -ta ’ r if . 0* baho 0  uchun asimptotik effektiv deyilad i, agar 

ix tiyo riy  9n e  С ф uchun
<т2( 0 ) < а ? ( в )  (3)

munosabat o ‘r in li boblsa. Bu yerda <?2( 0 )  va ст*(0) lar mos ravishda 
O' va 0n baholam ing tarqoqlik koeffitsiyentlaxidir.

Bu ikki ta ’r if  ekvivalentdir: С ф b o is in , u holda n —>ooda

Me { 9 ' - e f  = ^ ( l  + r „ (9 ) ) ,  rn (0  )  - »  0 .

(1) ifodaga asosan

M„ W  —9 )2 < Me {9„ - 9 ) 2( l  + r ; ( 9 ) ) ,  r ; - * 0 ,
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ixtiyoriy 0* g Сф da (3) ga ekvivalent. CK orqali quyidagi shartlar 
o'rinli boMadigan baholar sinfrni qaraylik:

У>{в^<е{в',п)!y fn , Мв (в* )  < c< oo,
bu yerda n ->oo da £(#,/?) = 0 ( l)  va b{0) siljish kattaligi, ya ’ni

Me {e* - е ) = ъ { в ) .
Teorema. Regulyarlik shartlari o‘rinli bo‘Is in. U holda CK da

ixtiyoriy Kramer-Rao ma’nosidagi asimptotik effektiv baho CK da
asimptotik effektiv boMadi.

Isboti. 0 Kramer-Rao ma’nosida asimptotik effektiv baho 
boMsin, u holda

Kramer-Rao tengsizligiga kb‘ra barcha 0*e CK uchun:

lim inf Мв п(в* - в )  > Г ] (0)=  lim MQn(0  - 0 ) 2 . 
g p i n->°°

S-§. Bahadur bo‘yicha asimptotik effektiviik

, 0 e  ©}) statistik model va Tn noma’ lum 
parametr 0 uchun baho boMsin.

{7^} baholar asimptotik effektivligini Ро {\̂Гп —0\<у) ehti­
mollik bilan oMchashni R.Bahadur taklif qilgan.

Har bir kuzatilmaning zichlik funksiyasi / (x ;$ )  boelsin. 
Teorema. Tn noma’lum parametr 0 uchun asosli baho bo‘ lsin. 

U holda V y' > у  uchun quyidagi tengsizlik o‘rinli:

Isboti. Yensen tengsizligiga ko‘ra:

- K  = -  \ ] n ^ y ^ y / ( x ; 0  + y ) d v  <: In \f{x\0)dv  = 0.
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К  = К  (*1 >.-;->хп ) =£ '  Е* bo‘ lsin, u holda ixtiyoriy d > 0
ll * rn Y> 

uchun quyidagi tengsiziik o‘rinli:

*  г . - «I > / )= i l l  к  5

№«h / ( x # )

>e-j > £
м

Г -  asosli baho ekanligidan \\mPe w {\T -9\>у\ = \ tenglik
w_>co J

o‘rinli bo‘ ladi. Bu yerda d  = n (K  + e ) , e > 0  ixtiyoriy kichik son. 
Katta sonlar qonuniga ko‘ra

■; ! n J  n ^ ) > .
A /М ) l l  Щ т

- M  0+/ ln
*) J ij

Demak, barcha katta n larda

Рв{\Т„ - e \ > y } z \ e - d  = l e ~ * K^  (1)

tengsiziik quyidagi Bahadur bo‘yicha asimptotik effektiv bahoga 
keladi: VTn -  asosli baho uchun

НшНт-|-1пЯ{|7’ — 6\>y\> lim—  fin i f (x\6  + Y)dv.  (2)
J^On-vo у  n 011 " 1 1  r->oy° I f (x j9+r)JK ' '  W

f ( x , 0 )  chekli 1 (в )  Fisher informatsiyasiga ega bo‘lsin. U 
holda (2) ifodada a  = 2 deb olish kerak.
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Тя bahoning effektiv standart ogMshi тп = т„ {в\у*Тп )

ifoda orqali aniqlanadi. Bu yerda £ ~ A f(0;l).
Demak, Tn -  asosli baho boMishi uchun zarur va yetarli shart 

V y > 0 : r n -> 0 . Agar

2  - r 2 /2 °°Г - * г 2У2  » 1 - r 2 /2 — - e  < к  cm<—e
l+z2 I 1

¥

tengsizlikdan foydalansak, u holda
lim lim I , n fi«, л| ) l^lim 1

y —>co n—>00 *11 I J 2  ><x> Й- W

o‘rinli boMadi.

X BOBGA DOIR MASALALAR 

Quyidagi modellarda keltirilgan baholarni effektivlikka tekshi-
ring.

№ Model Baho

1. N(0;a2) e= x t
2. N(a,62) в 2=s2
3. Ge(9) 0 = l/ ( l  + x)

4. в  - x  / A

5. f ( x , 6  ) = e~x+e (1 + е~х*в  )"2 ;x ,0 e  R 9 = x
n 1

6. E(0) 0=-=
X
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X I  B O B . N U Q T A V IY  B A H O L A SH  U SU L L A R I

l-§ . 0 ‘ rn iga  qo‘yish usuli. M om entlar usuli

Statistik model (.^Г (л) , ^ r(#,))  dagi taqsimotlaming {P} oilasi
bilan berilgan boMsin. Biz VIII bob 6-§ da baholaming ta’rifi, 
xossalarini va ularga misollar ko‘rgan edik. Endi nuqtaviy baholami 
qurishning ba’zi keng tarqalgan usullari bilan tanishib chiqamiz. Biror 
0=0 (P) (vektor yoki skalyar) ftmksionalni baholash masalasini

qaraymiz. P n orqali empirik taqsimotni belgilaymiz:

P „ (B )  = - f t l (X i e  B), B e  ST.
U W

^  A  m у

Bu yerda /%(*)= P»((-oo,x)j (VII bobni 2-§iga qarang). 0 ni baho- 
lashning tabiiy usullaridan biri — o ‘rniga q o ‘y i s h  usulidir. Bu usulga 
ko‘ra, 0„=0{pn) baho P  o‘miga f tn i  qo‘yish yordamida quriladi. 
Bunday baholaming xossalari, albatta 0(P)  funksionalning xossala-

riga bogMiqdir. Masalan, Vll-bob 3-§ oxirida ko^rilgan sta­

tistika / i(F) = л( Jg (x )dF (x )J funksional uchun o‘miga qo‘yish usuli

bahosi bo‘lib, h  — funksiya uzluksiz boMgan holda kuchli asosli baho 
boMadi. Ko‘p hollarda B(P) funksional biror E(0,P) = 0 tengla­
maning yechimi sifatida noaniq shaklda beriladi. Bunday hollarda

0= 0(P ) uchun baho Е\в,Р„)=  0 tenglamaning yechimi sifatida
aniqlanadi. Endi o‘miga qo‘yish usulining ba’zi xususiy hollari bilan 
tanishib chiqamiz.

Statistik model [Pe  , 0 s  ©}, 0 с Л (,) oila bilan berilgan bo‘- 

къ,е=(в}9в29...9е,)  noma Mum parametr bo‘lsin.
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Momentlar usuli. G (0) = (g , (0 ))  vektor funksiya

uchun biror asosli Gn(x^n̂ ) = [ g ln baho mavjud

bo‘lsin. Momentlar usuliga asosan, в  =(6l,...6s) uchun в={б1п,...у С  

baho sifatida G(#) = Gn tenglamaning, ya ’ni

g , { e ) = g „ № > ) , i = ( i )
sistemaning yechimi olinadi. Bunday baholarning xossalari g ;. J = l , s 9 
funksiyalarning xossalari bilan aniqlanadi. Odatda g . ( 0 )  = М^я,. (£ ),

i = l 9s 9 (masalan, = ko‘rinishda tanlanadi. Bu holda katta 
sonlar qonunidan foydalanib, g in sifatida •#/(£) ning empirik momen- 
tini tanlash mumkin:

g in ) = =
У=1

1-teorema. Faraz qilaylik, g ,(0 ) / = 1,5 funksiyalar ©da uzluk­

siz hosilalarga ega boclib, J g (0 )  = detjj

dan farqli boisin . Agar (1) sistema yechimi 0n yagona bo‘ lsa, u holda 
bu yechim в  uchun asosli baho bo‘ ladi.

Isboti. G :© —> Л' desak, G-1: IF —> ® — bir qiymatli va uzluk- 
p  __

sizdir. g jn —> g i9 i = \9<$9 ekanidan, 1 ga yetarlicha yaqin ehtimollik

k 0 ) - yakobian nol-
i , j=Us

bilan G„e Щ,. U holda (1) dan §n = G~I (G„) va G 1 ning uzluksiz

- p
ekanidan, n -> ooda в п —»G-1 (G (#)) = 0 .

Misoliar.
1. Pe  = N(dx 9в 2 9̂ & = (#i $ 2  )e  ® = ̂  x (Ô 00) noma’lum para- 

metrning momentlar usuli bahosini topamiz: g, (0 )=  = 0,, 

g 2(9)= M0%2 =в ,2 + 62 ekanidan
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g , . A £ x , = e i ;"7=i e u = x = Sin;
i -А /., -\2

Л(^) = 1- Demak, 0n = (x , s )  baho (0,,02) uchun asosli baho boMar 
ekan.

2. Рв = Л(О,0), 0  >0 modelda noma Mum parametrning 
momentlar usulida bahosini topamiz. Avval momentlar usuli bahosini

1-moment orqali topamiz. Ma’lumki, g, (0 )  = Me 4 = — ekanligidan,

9ln =2x momentlar usuli bahosi bo‘ ladi. Endi momentlar usuli baho­
si /с-tartibli momenti orqali topamiz:

u holda 0hl = $J(k + \)xk momentlar usuli bahosi bo*ladi.
3. Pe = N(9,1), 0>O  boMsin, noma Mum parametrni moment­

lar usuli bahosini topamiz: g ( 0 )  = =0 ekanligidan 0„=x mo­

mentlar usuli bahosi boMadi. Shartga ko‘ra 0  > 0 , lekin x manfiy 
boMishi ham mumkin. Shuning uchun agar x< 0 boMsa, baho sifatida
0 ni olish kerak va agar x  > 0 boMsa, baho sifatida x olinadi. Demak, 
0* = maxj 0 ,x j -  momentlar usulining “to‘g ‘rilangan” bahosi boMadi.

2-§. Haqiqatga niaksimal o‘xshashlik usuli 

Faraz qilaylik, [Pe  ,0 e  © } «/ * , f ( x ; 0 ) = ^ ( x )  va 0, * 0 20,,

02e&  uchun PQ̂ P e^  0x,02e  0  boMsin. Biz 0=(0l , - 0 s ) e  ©c:7?u)
vektor parametrni baholash masalasini qaraymiz. Haqiqatga 

o'xshashlik funksiyas i  deb, da aniqlangan nomanfiy
f n (xw ,&)=€/„ {xln) -,e), {х(п); в ) е  . ^ ,л )х 0  ko'rinishdagi funk-
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siyaga aytiladi. Bu yerda C e  (0,co) — kc‘paytuvchi в  ga bogMiq 
emas, ammo Je(ff)ga bogMiq boMishi mumkin va

f„  \0) = Y[fn  (xi &) ~ tanlanmaning zichlik funksiyasi. 
mi

l- t a ’rif. Haqiqatga maksimal o ‘xshashlik usuli  bahosi  
(HMO‘UB) deb, quyidagi munosabatni qanoatlantiruvchi -
o‘ lchovli statistikaga aytiladi:

/ ; ( ^ я)Д , )  = п ^ { / ; ( ^ ; 0 ) } .  (1)
A  »

Demak, 0„ni topish, J n ning maksimumini topishga ekvivalent
masala ekan. f n v a in  f n funksiyalar bir xiln^qtalarda ckstremumga
erishishi sababli, (1) tenglikni In f fl uchun ham quyidagi ekvivalent 
ko^inishda yozish mumkin:

Ba’zi hollarda (1) tenglama yechimga ega boMmasligi ham 
mumkin. Odatda HMO‘UB fiksirlangan х{п) e  М Л"] da f „  (х <п) -в )  -  
0ning uzluksiz funksiyasi boMgan hollarda qoMlaniladi. HMOMJBlari 
yagona boMmasligi mumkin. Endi bahoning bunday nomlanishini biz 
faqat diskret holdagina (/л -  sanoqli oMchov) tushuntiramiz. Bu holda
f{x-,9)=Pe ( $ = x ) v  a

/„ (* w  - e )= p0 ( * «  = Ш  = Ш (£ = * / ) -
(-1

Demak, biz в „ sifatida f n ehtimollikni maksimallashtimvchi para­
metr qiymatini tanlar ekanmiz.

1. Agar 0  с  boMib, ixtiyoriy e  uchun
f*\x^\0) funksiya в  bo‘yicha differensiallanuvchi va o‘z maksi- 
mumiga ©ning ichki nuqtasida ( 0 g a  biror oraligM bilan tegishli 
boMgan nuqtada) erishsa, u holda в„  baho quyidagi shartni qanoat- 
lantiradi:
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О у„И Ш Ш "  ' = 0  ж
s e  . . Ц

дв

bu yerda

2. Agar Kramer-Rao ma'nosida effektiv baho mavjud bo‘ lsa, uni 
HMO'UB yordamida topish muldn (X-bob 3-§ dagi 1-natijaga qarang).

A

3. Yana shuni ta’kidlab o‘tamizki, agar HMOMJBsi в п yagona 
boMsa, u yetarli statistika T ning funksiyasi boMadi. Haqiqatan ham, 
Vlll-bob 3-§ dagi Neyman-Fisher alomatiga asosan:

Ammo в„  ning o‘zi yetarli statistika boMishi shart emas. Bunga 
biz quyida misol keltiramiz.

HMO‘UBsining yana bir muhim xossalaridan biri -  uning paii»- 
metmi almashtirishga nisb2tan invariantligidir. Bu trivial dr.’voning 
isbotsiz keltiramiz. © -  fazo Л ' dagi interval boMsin.

1-teorema (Invarian tlik  prinsipi (Zexna)). g ( 0 ) : 0 —>

funksiya berilgan boMib, Ж -  fazo (A:<.v)dagi interval boMsin.

Agar в,, baho в  parametr uchun HMO‘UBsi boMsa, u holda g ( 0 )

=  0 .

e=on

uchun g n = g (0 » )  HMO‘UB bo‘ ladi. 
Misollar.
1. P„ -  binominal taqsimot bo'lsin:

Bu yerda в  e  © = ( 0 , l ) ,  т [ х ^  ) = ̂ ДГ,- -  yetarli statistika. (3) dan
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Demak, в »  =—7’(^T(") ) -HMO‘UB. n
2. Pq — 7?(O,0), (0 ,0 )  intervaldagi tekis taqsimot boclsin. 

\в^=в~пl[0<  0 e ©  =(O,oo), bu yerda

r ( ^ ( ”) )  = X ^  = max{ Xi } -  yetarli statistika.
\<i<n

Chizmadan ko'ramizki, 6 n = X ^  baho в  uchun 

HMO‘UBsidir.

3. P9 taqsimot intervaldagi tekis taqsimot uchun

I ,  ( x ^  ;в  ) = I ( в  - 1<  x(1) < х(н) < в  + 1) = /(я-(,0 -  i<  в  < д̂ |} + i ) ,
- Л

в е  © = (-оо,оо). Bu holda HMO‘UBsi yagona emas. &„ sifatida 

+ -j) interva^ ag i ixtiyoriy nuqtani olish mumkin:

4 (* (->  + * w ) ; в„(2) = (^ (л)- 1 ) +(^ (1)-лг(„) + 1)с0^ 1; 

в„ =f^(i) +^')- (^r(i) ~X(n) +l}Cos2Xx-,-~.
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Bu holda Н ^ я0  = (^(|) ;^ („ )) yetarli statistika, ammo $ }  \  
л Щ .
9„ lar T ning funksiyasi emas.

4. P0 = N fa  ,022 ), Q = (0, ,02 )e  0  = # x (0,oo). U holda

— f  £ 1 A / ^7-expi - T T r E ( ^ - ^ ) '  02"(2;r)7 t 202 «
va

е в \ e l  L ,„ ,

8]nf„
S02 02 Щ ы  

л 2  2Bu sistemadan 0i„ = x , 0i* = 5  baholarni topamiz. Bu baholar

ning ftinksiyasidir.yetarli statistika т(х{п) ) = \ f J Xi ;£  X;2
V J<=l /=1

5. ^ = ( 0 j ;0 2 )  — parametrli logarifmik normal taqsimot 

bo'lsin. U holda Y = ln£ taqsimoti ^  (^ 1^2 ) bo‘ ladi. M a’ lumki.

g l (9 )  = M0£ = exp^0j

g 2 ( e )  = De Z = g f  (0)[exp(6>|) - 1] .

1-teorema va 4-misoldan g (0 )  = ( g j ( 0 ) ,g 2(0 ) )  uchun baho

g n= { g in>g2» )  bu yerda

g  1»= g\ (^ » )= e x p (y + y 5 ; J,

g  2„= g i  (^» ) = g  L fexp f^2 )  - 1],

_  I-Ay  = ̂ \ n X i ; S l= l ± [ \ n X i - y ] \
n M n M
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Biz ushbu paragrafning oxirida HMO‘UBlarining eng muhim 
xossalaridan bin -  asimptotik effektivligi haqidagi quyidagi da’voni 
isbotsiz keltiramiz. Bunday xossaga ega baholar eng yaxshi asimptotik 
normal baholar deb ataladi.

2-teorema. Q„ =(#i„ , .. .,вт )  baho 9={6X parametr
uchun HMO'UBsi quyidagilar o 'rin li bo‘ lsin:

1) —0  = op(l)

ain fA xW # )
2) Barcha va 6?e © lar uchun — ' 

hosilalar mavjud va 1 ehtimollik bilan chekli bo‘ lsin;
дв.

3) € —>0 da

82 In /„ (*<"> ,в) 82 In f„ (*<"> ;fl)sup дв^гв; 80jd0j
<н ( ^  -в ) o p , (1)

bu yerda н ( х ^  ;в )> 0  — tasodifiy funksiya Pe  ̂ga nisbatan in- 

tegrallanuvchi;
4) Fisher informatsiya matritsasi / (0 ) = ||/̂ (0)|| -  musbat 

aniqlangan.

Sin f„  (z<n> ;в) d2 In/„ ;0)jl
дв, Wj У

U holda у[п{вп - в )  -> v (0 ,/''(<?)). Bu yerda v(o,/ '(0))- 

taqsimoti N(0,1 " '(0 )) bo'lgan 5-o‘ lchovli tasodifiy vektor.

5-misoldan g „ = (x ,S 2) ,  g ( 0 )  = (0p 022)  uchun HMO‘UBsi
ekani ma’ lum. X bob 3-§ dagi 3-misoldan Fisher matritsasiga teskari 
matritsa ko‘rinishi

/ - '( 0 )  =
Гв \  0  4

0 202
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2-teoremadan

Demak, va (л:,«S'2) baholar asimptotik ekvivalent eka­
nidan ularning eng yaxshi asimptotik normal baholar ekanligi kelib 
chiqar ekan.

3-§. Bayes baholash usuli

Parametrni baholashning Bayes yondashuvi mohiyati noma’lum 
parametr в  ni tasodifiy miqdor deb qarashdan iborat. Bu parametming 
zichlik funksiyasi aprior zichlik (aprior -  tajribadan oldingi) deb 
ataladi. Bayes yondashuvida noma’lum в  parametr zichlik funksiyasi 
h(Q) bo'lgan taqsimotdan tasodifiy ravishda tanlangan deb faraz 
qilinadi.

Bayes sxemasida yechim qabul qilishning to‘rt asosiy ele- 
mentlarini ko‘rib oMamiz:

1. ,P )  statistik modclda P  taqsimot ^  ={/J,0e©} 
oilaga tegishli, 0  esa &-oMchovli Evklid fazosidagi intervaldir.

2. h(0) ning .^ '-ap rio r taqsimotlar oilasi ( 0 , . j^ )  oMchovli 
fazoda aniqlangan, bu yerda -  0  dagi о  -algebra.

3. &  - boMishi mumkin boMgan shunday yechimlar to‘plamiki, 
ixtiyoriy ds£% element £f: dagi Ы' -oMchovli funksiyadir.

4. L(0,d) talofatlar funksiyasi 0 x ^  da aniqlangan.

Tanlanmaning zichlik funksiyasi f n(x̂ n)\6)\ X{n,nmg 0 beril- 
ganidagi shartli taqsimot zichligi, aprior zichlik funksiya esa h(0) 
boMsin. U holda Xin)va 0  ning birgalikdagi zichlik funksiyasi

g (x '”\ e ) = f n(x‘a\ e ) h ( e )

boMadi. Bayes formulasiga ko‘ra 0  ning X{n) =x(n) berilganidagi 
shartli zichlik funksiyasi
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а )
I f n (xM ;& )h (9 )M  
©

ga teng. (1 ) zichlik funksiya a p o s t e r i o r  z ich l ik  (aposterior — tajribadan 
keying i) deb ataladi. Shartli m atem atik kutilm a xossasiga ko4ra:
barcha 9* =<p(x(n ) ) funksiyalar orasida 9  uchun eng yaxsh i baho 
kvadratik risk  funksiyasi M ( 9 - ( p ( x in))2m  m inim allashtirish m a’no­
sida

9'H =Af(9/x ;(n))  = \9h{0 Ix{n)) d 9  (2)
0

hisoblanadi.
l - t a ?r if .  (2) va (1) form ulalar orqali 9  uchun aniqlangan 9 

baho aprior z ich lik  funksiyasi h{9) b o ig a n  Baffles b a h o s i  deb ataladi.

M iso l. Xv ...,Xn ~ N{9\l )  va 9  param etr taqsim oti N (0 ;g 2)
(cr2 -  m a’ lum) bo‘ lsin. N om a’lum  parametr 9  n ing B ayes bahosini 
tuzam iz.

Noma’ lum parametr 9  taqsim oti jV (0 ;a 2) bo‘ lgan lig i uchun

uning z ich lik  funksiyasi h(6)\ = —J — е~в' !2о\ 9 е  7 ? ,t r> 0 bo‘ ladi.
y j l n c r

X {,1) tanlanm aning z ich lik  funksiyasi esa

i  л
/ ( \ \ l

h ( 9  /x(n ) )  aposterior z ich lik  h (9 )  ■ ga  proporsional:

(i 01 „V в - ( \ 1 а г + п )  -  nx 
= exp 'j ------ 1-------------- + xnO-------

Har ikkala tomon darajalarin i tenglashtirsak,

\ / c r 2 + n 2 ( l  /<7 2 + /?)

hosil bo‘ ladi. B u tenglikdan h{9 / x(n))  aposterior zichlik

3 2 6



N\ xnej ‘ ; g *__1 taqsim otga ega  ekan lig i kelib  chiqadi. Demak, в
^ 1 + n a  1 ’ 1 + n a 2 J

uchun Bayes bahosi quy idag iga  teng:

6>; = ш в  /х (я) ) d e =
0 l+na

Endi Bayes m a’nosida yetarli statistikalam i aniqlaym iz.
2 -ta ’ r if . S (x (a}) : ( g 6 , m  , P ) c % , Q ' )  statistika .>

uchun Bayes m a’nosida yetarli deyilad i, agar barcha H e  3t/ :' uchun, 
deyarli hamma yerda

h ( e i s { x (n)) )  = h { e i x (n))  (3)
munosabat o ‘ rin li boMsa,

Demak, Bayes yondashuvida yetarli statistika orqali hosil bo 'l­
gan aposterior z ich lik  tanlanma orqali hosil bo 'lgan  aposterior zich- 
likka ekvivalentdir.

M isol.

2. n (6 x , 6 l )  m odelni ko ‘ ray lik , bunda в  =(#, ,62) noma’ lum

param etr va 0= {(0, ,02):-oo<0, <-кю, O<02 <+oo}. =(Xl ,...,XH)

tanlanma berilgan в  = ( в ,  ,0 , )  larda shartli z ich lik  funksiyasi quyidagi 
ko‘ rin ishga ega:

0, va в 2 lar aprior z ich lik  funksiyasi A(0. Д )  boMsin, u holda 
u lar uchun aposterior z ich lik  funksiya quyidag i ko‘rinishda boMadi:

*2 #2 )exp!j - { m i e l  Xx-e, f  - ( 1/2e l  ) f  (д ,- x f  } 
%  А  Й  , . , x n ) = ------------------ -----------------------------------!Н ----------L

j  d ex \der e ; " h ( exf i2)
—co 0

i. x r a q » J - (»/ 2 0 * ) ( jf  r ( l  / 2 в ,* )2 (х ,  - л ) *  J , (4)
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(4 ) ifodadan ko‘ rinadiki? (0 Р02) ning aposterior zich lik  funk­

s iyas i j  statistikaga bogMiq. B u statistika n (0 j ,0 22)

model uchun Bayes yondashuvi bo‘ lmagan holda m inim al yetarli 

statistika edi. MaMumki, a* va —x )  statistikalar bogMiqsiz va

ularn ing z ich lik  funksiyalari mos ravishda
1/2 f 

f -  (x ;0 f Д  )  = g g g g f  exp-j ) , -CO < X < CO, (5)

va

•, 0 < 5 < o o  (6 )

ga teng. (5 ) va (6 ) ga ko‘ ra berilgan ~ '*)* ] da ( 0 i A  )  ninS

aposterior zich lig i

—\2

h 0 i , e 2 !  x ’ i ( xi - * y  1=
.  H  щ

0Г'й(0„0г) ехр | - ( » / - ( i  /
+ic oc (?)

-  \dd, \ e :"h ( e^ ez) exp (  и / 20 ; ) (  x  -  0 ,) ' -  ( l  /29; )£ (д - -  x)' Ш 2
» 0 i Ы /

ko‘rinishda boMadi. (4 ) va (7) ni solishtirsak,

h [ e x ,01 / * , ]£ (* ,  -  x )2 )= ||f|  ,0 2 /x{ ,...,xn )  (8)

boMadi.

Demak, “  * )  )  B ayes m a ’nosida yetarli statistika ekan.
Bu m isolda B ayes va nobayes m a’nosidagi yetarli statistikalar 

bir x il ekan. Quyida keltirilad igan  da’voda bu ikki statistikalar 
ta ’riflari ekvivalent ekan lig in i ko‘rsatiladi.

T eorem a. ( Ж х 0 , # х ^ , Р х  H )  ehtim ollik fazosidagi ixti­

yo riy  Bayes modelida S'{x{n)) :  ( Ж , Q s)  statistika
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. J ?  uchun Bayes m a ’nosida yetarli statistika boMadi, agar u facjat va 
faqat uchun yetarli statistika boMsa.

Isboti. A vval, agar S  statistika W : uchun yetarli bo‘ lsa , u 
holda u Bayes m a’ nosida ham yetarli statistika boMishini ko‘rsatamiz. 
A gar S  -  yetarli statistika boMsa, faktorlashtirish teorem asiga ko ‘ra:

©

ko ‘ rinishda boMadi. Bulardan к ( в  / jeN- )  = h{o  /'${j№ ) )  ekanligi 
kelib  chiqadi. Demak, S  -  B ayes m a’nosida yetarli statistika boMar 
ekan.

yes m a’nosida ham yetarli statistika boMishini koMsatamiz. T a’rifga 
ko ‘ra  h{6 / x)  aposterior z ich lik  funksiya Щ  — oMchovli funksiya 0

va fiksirlangan в 0 da h{9)>  0  va /?(0{J)>  0 boMsin. U  holda (1) ga 
ko ‘ra

(9)
kenglik  o krinli. U holda aposterior zichlik

J » \ У  }у\к>\Л  

©
(9) ga  ko‘ ra s{ x ^ )  statistika hosil q ilgan  zich likni quyidagi 

ko ‘rinishda yoz ish  mumkin:

Endi, agar S  B ayes m a’nosida yetarli statistika boMsa, u noba-

( 12)

Bu yerda у/ {x{n) 9в )  = 1п[/п (*<”) , в ) / f n (x (,l) ,0O) ] “  haqiqatga o ‘ x-

shashlik funksiyasi logarifm i. Ixtiyoriy fiksirlangan в  da i//(_v^,6?)
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funksiya -oMchovlidir. U  holda /?(#)> 0 , A(0o)>O  lar o‘ rin li 

boMgan ix tiyo riy  в  v a  6Q lar hamda (12) ga  k o ‘ra:

ln / nU W ^ )  = ln / „ (x W ,0 o) + ^ ( S (x W )^ )>  (13)
bu yerda

\ / h{e$/x) h(9^ditdv

va  k ( x ^  )  = f n ( j c ^  , в 0 )  deb o lsak, u holda

/„ ( * (я) , в )  = к (х :(>,) )exp{t//(^(.-c(,,) ) , e ) } . 

o 'rin li bo‘ ladi. Demak, s { x ^  )  -  (nobayes) yetarli statistika ekan.

Demak, agar statistika /S^uchhn yetarli statistika bo‘ l-

sa, u holda н ( в  / x{n) )  = t f  (0  / S )  bo* lar ekan.

4-§ . M in im aks baholash

7J va T2 baholarni “yomon” nuqtalarda solishtirib , m inimaks 
baho tushunchasiga kelam iz. R(T,6 )  funksiya в  ni baholashda T 
statistika qoMlanilgandagi risk  funksiyasi boMsin.

T a ’ r if . A gar V T e  0 ,  uchun

sup Rw (T0 ; в  )  = in f  sup Rw (Г ;0  ) ,  (1)
Яев, т Оев1

tenglik o‘ rin li boMsa, u holda T0e  0 ,  c=0 baho nom a’lum  parametr 

в  uchun m inim aks baho deyilad i.

1-misoL Ху9, . . уХй ~ Bi(\\d) boMsin. MaMumki, S <e)=^TAf#
ы\

statistika bu taqsimot uchun yetarli statistika boMadi va uning taq­
simoti

P ( S {n) = k ) = C*„6k ( 1 - 0 Г * ,  k = 

boMadi. Demak, S in) ~ B i(n ;0 ) .  NomaMum param etr в  ni baholash 

m asalasin i ko ‘ ramiz. Bu taqsimot no maMum parametrik в  uchun
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momentlar va haqiqatga m aksim al o 'xshash lik  usullari bahosi tanlan­

ma o 'rta  qiym atidir: T (X un  )  = — ̂ JXi . 0 ‘rta qiym at baho sifatida
17 Ы

quyidag i xossalarni qanoatlantiradi:

s i l j imagan lik : Мв Т  = -£ М ¥ ,-  = MXx = 9  ;
я ы

R ao -K ram er  m a ’n o s id a  effektivlik :un ing dispersiyasi 

г» T -  1 V  р у  - ° eX{ I 1
°  j t s D X ' -  ( )

0 (1 -0 )
asos l i l ik ;  Chebishev katta sonlar qonuniga ko 'ra  V s  > 0  uchun

^ Щ г г - e i
e  ne

Lekin tanlanma o ‘ rta q iym ati m inimaks baho bo‘ lm aydi. Buni 
ko ‘ rsatish uchun quyidag i bahoni k o ‘ram iz:

г  . т (х {п))п+^/а
T ' ( X i n ) )  = T (X <n)) - £ - + ---- 1 — = ------------ = - 2 _ .  (3)

yjn+l 2(>/л+1) n+\/n
(3 ) bahoning matematik kutilm asini hisoblaym iz: 

nM nT+-47i riG+—yfn в  *"7 r -
Мв Т ' = -  T2 - = — ^  = (4)Jl+\jn f?+VW , , 1 rt-W

S ,
Demak, (3 ) baho asim ptotik siljim agan  baho ekan. Endi (3) 

bahoning kvadratik riskini hisoblash uchun daslab 2-tartibli momenti- 
ni hisoblaym iz:

nMe  ( y f nT + P
м 0 (T* )2 = ------- L  2Л..= — "  „ м в т2 + ^ м е т + 1

( n + J ^ ) 2 (A7 + Vw) 2 L 41



0(1 - в ) + п в 2 + у [п д+ ^ у

(4) va (5) ni inobatga olsak, kvadratik risk funksiyasi
Mg (Г* - 0 ) 2 =Mg  (Г * )2 - 2 0 -  + 02 =

,2

(5)

(1+-УЙ)2
0 ( i - 0 ) + « 0 ^  + 7«0+ i| j

-20

I

■v/rt9

, 1 +y/n ,

г4пв2

+ 02 =
в в у/пв

( 1 + > / ^ ) 2  ( l + л / ^ ) 2  ( 1 + > / л ) 2  ( 1 + V ^ ) 2

I л 2̂ /n

-  +

4(1+yfn )2 1+Vn 1+л/й

I -Jn

( l+yjnj i  (1+7Й)2 1+Vw 4 +

+0 .1+
[ ( l+y fn)2 (1+yfn)2 Ьи/ЙЧ 4 ( l W « )

= 0 -l+w-2 7i? (1+^)+(1+7Й )2 1 
(lW ^)2 J  

1 1

+ 0 lWw—1—у/л .1!
.  (l+\/«)2 J

—""
' 4(1+>/й)2 4 (I+\/w)2 ’

(6) tenglik noma’ lum parametr в  ga bog‘liq emas. (1) va (6) ga
ko‘ra

sup A/f; ( Г - 0 )  = sup 0(1-0) 1
4n 9

ya ni

t e Q  0 eG  «

SUP мв (т* - в ) 2 =— L - s - L ,
вев  4(1+л/я) 4« ’

supMo(7’* - 0 ) 2 <supMe ( T - 9 ) 2.
Gee fee

(7)

(7) ga ko‘ra T baho T bahoga nisbatan kichik riskga ega ekan.
Demak, T o‘rta qiymat noma’lum parametr в  uchun minimaks baho
bo‘ lmas ekan. T baho T ga nisbatan yaxshi ekan. Endi T baho Bayes 
bahosi ham bo‘lishini ko4rsatamiz. H(Q) aprior taqsimot va uning 
zichlik funksiyasi [0, 1 ] da
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T ( X ^ )  = HL------ ----------------- , (9)
}fn(.Xim)f i ) h ( e ) d 0
e

tenglikdan hisoblanadi. f „ ( X (n) ;6 )  = Pe (S (X in) ) = k) va (8) ni (9)
ga qo‘ysak, Bayes bahosi ko'rinishi quyidagicha boMadi:

1
J6»i+I (1-0 )"-* в°~х (1-0 )*-‘ de  

f { X i">') = ̂ ----------------------------------- = — (i o)
i  i i . . a+M-nfe* (i-e)”-* e°-1 de 
о

bu yerda a  = b = - 4 n , k = S (X (n)) = 'f^Xi .
2  i=i

a+k _ \ ^ +nT T
a+b+n I ^ + i ^ -и ,"  ""Г" ’

2 2
ya’ni: f ( X (n^) = T (Ar(l,)) .  Shunday qilib, f*  baho ham Bayes

I n
ma’nosida ham minimaks baho va demak, T(Xin) )  = - Y X i uchun

" f t i
nisbatan opimal baho bo‘ lar ekan.

l-misolda binomial taqsimot noma’ lum parametri в  ni baho- 
lashda barcha yaxshi xossalarga ega bo'lgan va eng ko‘p qo'llanila- 
digan o‘rta qiymat minimaks baho bo‘ la olmasligi ko‘rsatildi. Quyida 
biz baholaming minimakslik xossasini batafsil o'rganamiz. Odatda 
minimaks baholar Bayes bahoiari orasidan qidiriladi. Minimaks 
bahoni topayotganda tayin aprior taqsimot H(6) da quyidagi o‘rtacha 
riskni minimallashtirish muhim ahamiyat kasb etadi:

r J H ) = \MeW(T-e)dH(6) = \RK(T;e)dH(0) . ( j  l)

boMsin. M a’ lumki. Bayes bahosi:



1-teorema (Leman). Ushbu tenglik o'rinli boMsin:
\Rw(T;0)c/H(0) = sup R(T,0)  .

0
(12)

U holda:
(1) T -  minimaks baho;
(2) agar aprior taqsimot H ga mos T yagona yechim boMsa, u 

holda u yagona baho boMadi.
(2) shartga ko'ra, RIV(T,0) riskning o‘rtachasi uning maksimu- 

miga teng. Bu teoremaning quyidagi foydali natijalarini keltiramiz.
1-natija. Agar aprior taqsimot H ga mos TH = Tfl(X(n)) Bayes 

bahosi o‘zgarmas riskga ega boMsa, u minimaks baho boMadi.
2-natija. TH bahoning risk funksiyasi maksimum qiymatini 

qabul qiluvchi parametrlari to‘plami Qh boMsip:

1-misoldagi T* bahoning kvadratik riski oczgarmas Mq( T*- в )  =

=----- L _  boMgani uchun 1-teoremaga ko‘ra bu baho minimaksdir.
4(lWw)

Arifmetik o‘rta qiymatning kvadratik riski esa Me  ( T - 0 ) = D0T =

n
3-natija. Bayes bahosining minimaksligi xossasi talofat funk- 

siyasi JV(u,v) ni tanlashga bogMiqdir.
Agar 1-misolda talofat funksiyasini

ga teng, ya ’ ni obzgarmas va 7 baho (15) talofat fimksiyasiga nisbatan 
minimaks baho boMadi.

(13)

Agar Tfj — minimaks baho boMsa, u holda
(14)

- - ^  ̂  ga teng va shuning uchun u minimaks baho emas.

(15)

ko‘rinishda tanlasak, u holda o‘rta qiymatning riski

(16)
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T = T(X{,t)) statistika aprior taqsimot H ga nisbatan Bayes 
bahosi bo‘isin.

2-teorema (Leman). Agar T = T{XM)  uchun G e  © da

Me W(T\Q)<X\mbA\v\M0W{T{k)\e)dH{k\ 9 ) ,
*-КО 0

munosabat o‘rinli bo‘ lsa, u holda Tminimaksdir.
Bu teoremadan Xodjes va Lemanning quyidagi natijasi kelib

chiqadi. QH = { 0 e  ® :0 < / / (6 )< l}  — H taqsimotning bardori 
bo‘lsin.

3-teorema (Xodjes, Leman). Agar:
(1) 0 e  ©w uchun MeW(T,e) = C;
(2) barcha 0 e  © lar uchun M№W(Т,в)<С  bo'lsa, u  holda T -

minimaks baho bo‘ ladi.
2-misoI. X.,...,Xn ~ N(0,1) bo'lsin. U holda X1"' tanlanma-

ning zichlik funksiyasi

bo‘ ladi. {7'(k) = T i k )  {X[n)) ,k = l , 2 , aprior normal taqsimot
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bu yerda T (X {n) )  = - £  X, • Shu sababli,
n j-i

nk ' 2
J  Л/„ (Г '* ' - в ) 2 dH(k) ( 0 } = H £ i )  J  Л/е» ( Г - 0 ) 2 <///<*> ( 0 )  +

00

,2 ' f 0  2 ̂ / (* > (0  )  = - 7 = ^ — Г + — ^ 4
^  (V w (w A :+ l))2 (wA:+l)(я*+ 0 ^

nk +k
(nk+l)2 («*+1) 1 )* -* «"

к
Barcha 0 e  ©  uchun

Mg  (T{X(,,y) - e f  ^ D e Xt = t =

= lim 1  M0 (T<k) ( X {n)) - G ) 2 dH(k) (9 )

| Я
BoMgani sababli 2-teorem aga kobra T (X {n) )  = —'£dXi o ‘ rta

п Ы
qiym at N(0A) taqsimot noma’ lum parametrik в  uchun m inim aks 
baho boMadi.

Shunday q ilib , risk funksiyasi noma’ lum parametr в  ga bogMiq 
boMmagan Bayes baholarini topish m inim aks baholashning asosiy 
m asalasi hisoblanadi.

X I B O B G A  D O IR M A S A L A L A R

1. Q uyidagi taqsim otlar noma’ lum parametrlarini momentlar 
usulida bahosini tuzing:

° ) r e ,* -  b ) f { x>e ) = i  -  ,
l[0 , ле[0 , 1].

с) y v (0 „ 0 | ). d ) V Wi

. , f  *-*■ 
e )R[9x,9z J. f ) F ( x , 9 )  = \ l ~ e  *'■ , д г ^ 0 „ 0 2 >О,

0 ,  х < в х.
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2. Q uyidagi taqsim otlar noma’ lum parametr larini haqiqatga 
m aksim al o ‘xshashlik usuli bilan baholang:

a ) T m . b )B i{ r ,6 ) .  

c )  n (6 x# f  J .  d ) R [ 6 - 1,9 + 1].
I

e ) P ( 0 „ 0 2) .  f> F {x , e )  = { l - e  0 l50 2 > o,
\  0 ,  х < в х.

3. Хп ...,Хп ~ л ( 0 )  va 0  parametr aprior taqsimoti 2 ? i(l;l,/ 2 ) 
boMsin. Noma’ lum param etr в  ning Bayes bahosini tuzing.

f e 0~x x> 0
4 .  tanlanma z ich lik  funksiyasi / Y x ; 0 )  =  ^

V 7 [ 0 ,  * « ?
bo‘lgan taqsimotdan olingan va в  parametr aprior taqsimoti i? [0 , l]  
boMsin. Noma’ lum parametr в  ning Bayes bahosini tuzing.

5. Xl,...,Xa ~ E ( e )  va в  parametr aprior taqsim oti £ ( l )  
boMsin. Noma’ lum param etr в  ning Bayes bahosini tuzing.

6. x ^ x ^ B i i w )  va в  parametr aprior taqsimoti

I  в : 1/ 2 1/3 . !
< boMsin. Noma’ ium param etr в  n ing Bayes bahosini
I Pq ! 1 / 2  1/2

tuzing.
7. X[t...,Xa ~ G (6 )  va в  parametr aprior taqsimoti

Ш I  f  . • '
; 4  2 4  boMsin. Noma’ lum parametr в  nine Bayes bahosini

V i  1 i
1 Ш  з 3 
toping.

8. X ^ X n ~ n ( 0 )  va 0  parametr aprior taqsimoti Bi\ 1;—
4 -3 у

boMsin. NomaMum parametr 0  ning Bayes bahosini tuzing.
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X II B O B . IN T E R V A L  B A H O L A SH

l-§. Ishonehlilik intervallarini qurish.
Aniq ishonchli intervallar

Oldingi paragraflarda noma’lum parametrlarni nuqtaviy baho­
lash usullari va baholaming xossalari bilan tanishdik. Lekin ba’zi hol­
larda parametrga bahoni taklif etishdan tashqari shu parametrni biror 
oldindan berilgan 1 ga yaqin ehtimollik bilan qoplovchi sohani ko‘r- 
satish talab qilinadi.

Statistik model taqsimotlar Oilasi bilan berilgan
boMib, 0 — skalyar parametr boMsin,. в е  © c= R (© fazo R dagi biror 
interval).

l- ta ’rif. [0~ (Z (") ),0 +U <") ) ] e 0  interval y -  me’yoridagi 
ishonchli interval deyiladi, 0 < y < l,  agar barcha 0 e ©  va 1 ga 
yetarlicha yaqin у  uchun

ре\в^в~{х(п)),в*{х(п)) > y  (1)

tengsiziik bajarilsa.
Oldindan berilgan son у  ni ishonch me’yori, 0~,0+ statistikalar 

esa mos ravishda quyi va yuqori ishonch chegaralari deb ataladi. Ba’zi 
hollar uchun faqat quyi yoki yuqori chegarani aniqlash talab qilinadi.
Bunday hollarda 1 ehtimollik bilan yoki 0+( jF ^ )  = oo yoki 
0~~ ( )  — —со etib tanlanadi.

Ishonchli interval [0~,O+] noma’lum parametr 0 uchun interval 
baho deb ataladi. Odatda I - у  sifatida kichik son olinadi. 0 ±
statistikalar aslida у  ga bogMiq boMadi: 0 ± [б Г ,0 +]  -

tasodifiy interval qurilganidan so‘ng biz 0 e  [<9” ,0 +]  ekanini e ’lon 
qilamiz. Bunda biz yoM qo‘ygan xatolik 100(1—f  )% ga teng boMadi.

ЛЛЛ



Ishonch me’yor у  ga bir necha ishonchli intervallar mos kelishi 
mumkin. Bu holda albatta bunday intervallardan uzunligi eng 
kichigini tanlashimiz kerak. Ishonchli intervalning o‘rtacha uzunligi
deb MQ [0  + (лг*',)) - 0 ‘ (л г(пО] kattalikka aytiladi.

Demak, 6 s  ©}j model 0 parametr uchun

5 ( ^ (w)) c © ,5 - , (0 )  = {a:W :в е  5 (х (и))(е & ("\ V 0e © shartlarni
qanoatlantiruvchi akslantirish interval baho deb atalar ekan.

Ishonchlilik intervallarini tuzishning asosiy usullari nuqtaviy 
baholardan foydalanishga asoslanadi. Endi haqiqatga eng katta o‘x- 
shashlik prinspining interval bahosini ko‘rib o‘tamiz. { PQ , 6 s  ©}

va f n W n) ;#) -  tanlanmaning zichlik funksiyasi boMsin.
2-ta’rif. s { ^ )  -  interval baho haqiqatga eng katta o‘xshashlik 

bahosi deyiladi, agar 6xs  iS'Cy*"*), :j£.(^ #*). ? X ( )  ekanidan

62 6  £ (л ^ )  munosabat kelib chiqsa. Bunday baho

s(.v(',,)={0 : ko‘rini shida boMadi, a  -b iro r funk­
siya.

Misollar. 1. /̂  = Л^(0,1) boMsin. M a’lumki, > fn (T -6 )  taso­
difiy miqdor taqsimoti TV(051) -  s&mdart normal taqsimotdir. U holda

2

( 1/ \ I U
x -в\< су п ' г )= p{yfn\x -0| ^  c y ) = ■ J e  2 du = y .

'  ' yj2ir _r

Masalan, c y =3 boMsa, у  = 0,99730... -  ehtimollik bilan 

nomaMum parametr в  ning asl qiymati x — ~,x + -̂ =\.
>Jn л/л LI

kesmada yotar ekan. Demak, kamida 99,7% ishonch bilan Oe S ( r n)) 
desak boMar ekan.

2. Pe  — ko4rsatkichli taqsimot boMsin:



M a’ lumki, T=YJXi statistikaning taqsimoti £ = 20£2(2w) taso-
H

2difiy miqdor taqsimotiga tengdir. Bu yerda % (/?) -  ozodlik darajasi 
p  bo‘ lgan xi-kvadrat taqsimotiga ega tasodifiy miqdor. Agar Щ (2n)

orqali 2n) -  taqsimotning у  -me’yordagi kvantilini belgilasak, u 
holda

L a  A H f l lM f i  ,

cU  2 n)
= y ,  У в е  ©.

Demak, в  uchun у  -ishonchli chegara в  ~ ( Ar(") ) = va
( 2 n )

demak, 5 (Х (И) )= [9~ (X (n)),+oo] ekan. *
Endi ishonchlilik intervalini tuzishning umumiy prinsiplami 

ko‘rib o‘tamiz.
Statistika yordamida ishonchlilik intervalini tuzish. Quyida­

gi shartlami qanoatlantiruvchi G(x- ;0 )  statistika berilgan bo‘lsin:
1. G(x{,,);0) statistikaning taqsimoti H(x)  noma’lum parametr 

в  gabog‘ liqemas.
2. G(x^n);0 )  funksiya 9 bo‘yicha uzluksiz va qat’ iy  monoton.
3-ta’rif. Yuqoridagi shartlami qanoatlantiruvchi G(x{n);0)  sta­

tistika markaziy statistika deyiladi.
£ (x)  funksiya G(x^n) \0) ning zichlik funksiyasi bo‘ lsin. U 

holda ixtiyoriy 0 < у  < 1 uchun g x va g 2 lami

p (* j < G(xlH) ;в  ) < g 2 )  = Sj  g  ( t )d t  = у  (2)
si

tenglik o‘rinli bo‘ ladigan qilib tanlash mumkin. (2) dagi 
g, < G(A'(") ;0 )< g 2 tengsizlikni в  ga nisbatan yechib, 
T{ (x (,,) )<0<T2 (x (n))  ishonchhlik intervalini hosil qilamiz.

1-teorema. G(x;6) statistika taqsimoti Н(В) = P9( g( J ^  ;$ )e  в )  
noma’lum parametr в  ga bogMiq emas; har bir x da G (x ;0 ) funk-
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siya в  bo‘yicha uzluksiz va monoton boMib, т~9 t* lar 
Л ((т - ,г * ) )  = у  ni qanoatlantirsin. U holda:

agar G(* ;0)  o‘suvchi boMsa, Q~ =Gr,( ^  ;г~), в + =Gr l ( ^  ;r+)

va agar G(* ; в )  kamayuvchi boMsa, в"  = СГ1 ; r +),

0 + = G~] (д г^ ;г“ ) statistikalar ishonchlilik intervali chegaralari bo‘- 
ladi.

Bu yerda G“l\ x ^ ; r )  statistika g ( 0 ;x (w)) = t  tengiamaning 
yechimi.

Isboti. G (x ;0 ) monoton boMganligi uchun

{G“‘ ; t “ ) < в  < G”1 ; t + )} hodisa A ={y~ < g [0\ ^ ) < y +} 
hodisa bilan teng kuchlidir. U holda

pe ( e -  < e  <e+)=p„(G-' (y- ,xM) < e  <

< G-1 ( /  ,# > )) = Рв {А) = H ( ( y -  У  ) )  = y .

Izoh. Teoremaning asimptotik analogini ko‘rish mumkin. 
{ g„ (jc^ ;0 )}  ketma-ketlik в  bo‘yicha monoton va uzluksiz hamda

n  - » со. Pe {<Gn (jc^- ;# )e В ) -> H { В ) ekani yetarlidir, bu yerda //(•) 
funksiya в  ga bogMiq emas.

Endi G(x ; 0 )  ni tanlash usulini keltiramiz.
2-teorema. Fe (x) = Pe (X ,< * )  quyidagi shartlami qanoatlan­

tirsin:
1) funksiya x bo‘yicha © larda uzluksiz;
2) Fe  (x ) ftinksiya fiksirlangan x da в  bo‘yicha uzluksiz va

monoton.
U holda

G (0 ,x )= -£ ,n(/£(xf))
M

funksiya 1-teoremaning shartlarini qanoatlantiradi.
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- ± - Tf x n- ' e - xc/x=y  (3)

munosabatni qanoatlantirsa, u holda 9 ± = G_l ( x ^  ; r ± )  lar ishonch-
lilik  intervali chegaralari bo‘ ladi.

Isboti. 1-teoremaning shaitlarini bajarilishini tekshiramiz. 1-shart- 
ga ko‘ ra funksiya [ 0 , l ]  da tekis taqsim langan ekanidan

- ln F e (x 1) ~ r l l va G (x (" b 0 ) ~ r , .„  va H  = Г , „ boMadi. Demak,

f i)  = r ,  л ( 5 ) ,  y a ’ni в  g a  bogMiq em as. G (x ;9 )  ning

har b ir x da monoton va uzluksiz lig i 2-shartdan kelib  chiqadi. Bundan 
tashqari (3) ga ko ‘ra

я ( ( г - , г +) ) = Г „ ( ( т - , г +) ) = г

2-§. A sim ptotik  ishonchli in te rva lla r

1 -ta ’ r if . [0 " (A r(/,)) , 0 +(-Y(n )) ] e  0  -  interval у  -  m e’yori- 
dagi asimptotik ishonchli interval deyilad i, 0 <y<\,  agar barcha 

va 1 ga yetarlicha yaqin У uchun

lim in f  Pe  { f le  \в~ ( * (n)) , 9 + ( * (,,))]}  > у

A gar x± son lar

tengsiziik bajarilsa.
B iz X  bob 4-§  da asim ptotik normal baholar b ilan tanishgan 

edik. Q uyida biz asimptotik normal baholar asosida asimptotik 
ishonchlilik intervallarini qurishni коcrib o4am iz.

0* -  asimptotik normal baho, y a ’ni (в* - в ) у [ п  n (0 ;ct2 И
p

va се( 9 )  -  uzluksiz funksiya boMsin. U holda 9'  - * 9  munosabatdan 
p

с г (0 ’ ) —> а ( в )  o ‘rin li ekan lig i kelib chiqadi. Demak,

(g *7^b ^ = » A T (0 ,l  )■ (1) 
Л в  )
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t\ - s  orqali standart normal taqsimotning 1 - 5  tartibli kvantilin i 

belg ilaym iz: ф ((-со ,/ м ) )  = 1 - 5  (yoki agar £ ~ W (0 ,l)  bo‘ lsa , u 

holda P(]fc\<t,_s )=  \ - 2 8  ). \ ■ •
U  holda (1 ) ga  ko 'ra

Ш ' Ш йlim  P0«->oo ж
</hL

2 у
= 7-

B u ifodani quyidag i ko‘rinishda yozish mumkin:

lim  P0
« - X o —  Vn —

= y .

Shunday q ilib , quyidag i statistikalar

e x = e  ±t 1 - r (2)

ishonchlilik darajasi у  boMgan asimptotik ishonchlilik intervalining 
chegara lari bo Mar ekan.

M iso l. X\,.„9Xn tanlanm a Гал -  gam ma taqsimotdan olingan

boMsin. Bu taqsim ot nomaMum parametri в  uchun baho

effektiv bahodir. (2 ) g a  ko‘ ra
nx

nx (3)

Endi bu interval ishonchlilik darajasini topamiz. Buning uchun

Л7-1
1 - t x_Y /л/я < e < ^ ±

/ \ 

1 +  /|_v / л / йnx К 2 J
nx К 2

yoki

1 -  /л/й < — -  < 1 + 1, / f n  —L n- 1 —L
2  2
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tengsizlikning ehtim olligini hisoblash kerak. MaMumki, agar 
X x 9.*.9X„ ~ T# , boMsa, п в х ~ Г ]п va 2nG х ~ Г 1/2п = H2n boMadi.
(3 ) intervalning ishonchlilik darajasi quyidag iga teng

J K / 2  A x ) d x  (4)
2 ( n - l ) f l - / j . y  f - Jn

bu yerda k\/2,n{x) “  gam m a taqsimot z ich lik  funksiyasi. (2 ) ishonch­
lilik  intervali в * bahoni tanlashga bogMiq. Interval chegaralarin ing 
ko‘ rin ish iga ko ‘ ra, tanlanma hajm i n  ni kattalashiirish yoki с г ( в  ) ni
kichiklashtirish hisobiga interval uzunligini k ichraytirish  mumkin. 
Demak, agar tanlanma hajm lari teng bo‘ lsa , eng yaxsh i ishonchlilik 
intervalini tarqoqligi k ich ik boMgan baho yordamida tuzish mumkin. 
Eng yaxsh i asimptotik ishonchlilik intervallari asimptotik effektiv 
baholar yordam ida tuziladi.

Q' baho С к г\С ф sinfga teg ish li boMib, Kramer-Raoning 
rcgu lyarlik  shartlari o ‘rin li boMsin. U holda chegarasi

0 ± = 0 * ± f i_£/V «/ (0 * ) ,
2

boMgan interval eng yaxsh i asimptotik ishonchlilik intervali boMadi. 
Bu yerda $ '  -  ix tiyoriy asimptotik effektiv bahodir.

3-§. N orm al taqsim ot bilan bogMiq taq sim otlar

I. G am m a taqsim ot va uning xossalari.
1 - ta ’ r if . A gar £ tasodifiy miqdor z ich lik  funksiyasi

*  ^

a/' S ~ ' e ax , x > 0 ,
4 ( х )  = { Г (А )  (1)

| |  * < 0 ,
kowrinishda boMsa, u holda | tasodifiy miqdor gam m a taqsim otiga ega

00
deyilad i, bu yerda a >  0 ,  A > 0  va Г (А )=  j t A"l e~rd t  -  gam m a

о
funksiya: Г (А )  = ( А - 1 ) Г ( Л - 1 ) ,  Г ( л )  = ( л - l ) ! ,  T (\ !2 )  = 4 n . 
Gamma taqsimotni Ya j  orqali belg ilaym iz.
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&  ( 0  = м У *  )  =  — хл- ‘ e- r" d x  = J ^ J } xr 1 & d x=
о  Ш )  П Л )  CJ

£ ~Га ;  tasod ifiy  m iqdor xarakteristik  funksiyasin i h isob laym iz:

Л я 
------ ---------- U ( a - i t ) x f - '  e~ia~i>)xd ( a  - i t ) x =— - —
Г (Я )(а -;‘с) о ( « - '0

I _________________________________________J
V

Г Ш

Demak, ( p t ( t )  = M e,r* = | l - —j  . Xarakteristik funksiya yor­

damida gam ma taqsimot momentlarini oson hisoblash mumkin:

М% = - , Щ = - 4 -
a  a “

X ossa lari:

1) A gar bogMiqsiz tasodifiy m iqdorlar boMib,
n

%i ~ Г а  л , i = l , b o M s a ,  u  holda ning taqsimoti

Г  „  b o ia d i. 
e  ’S  i %

Bu xossani isbotlash uchun xarakteristik funksiyalardan foydala­

namiz. ГаЛ taqsimotning xarakteristik funksiyasi 8a

teng. BogMiqsiz tasodifiy m iqdorlar yigM ndisining xarakteristik funk­
siyasi xarakteristik funksiyalar ko ‘paytm asiga teng ekan ligidan foyda- 

tl
lansak, Sn = tasodifiy m iqdor xarakteristik  funksiyasi

I  W M j j r  =(i-|
•  w

boMadi. xarakteristik  funksiya esa  taqsimotning

xarakteristik funksiyasidir.



2) Agar £ standart normal taqsim otga ega bo‘ lsa, a  holda £ 
tasodofiy miqdor Г ,/2 ,/2 taqsim otga ega  bo‘ ladi. Buni ko ‘rsatish 

„2
uchun avval 9 tasodifiy miqdorning taqsimotini topamiz. A gar x<0 
b o is a : F^2 ( x )  =  p (% 2 < x ) = 0 ,  x > 0  boMsa:

F  2 ( * )  = P ( | 2 < x )  = p ( - y f c  < 4 < у ^ )  = ъ Ш - Щ  i - y f c )  

boMadi. Bu yerda F£ ( x ) -  standarl normal taqsim otning taqsimot

funksiyasi. Endi tasodifiy miqdorning z ich lik  funksiyasin i topamiz. 
x>0  da: *

2

£
nx

x<0  da: f ^2 (jc) = 0.

Demak, tasodifiy miqdorning zich lik  funksiyasi

' I ' - - ,  # 3 5 ? Ж ^  .

Г  1/2д/2 taqsimot zich lik  funksiyasiga teng ekan.

3) Га1 taqsim ot a  parametrli ko‘rsatkich li taqsimotdir.

A gar £ ~ Г а 1 boMsa, uning z ich lik  funksiyasi 

f. a e~ ° \  jc > 0 ,
JA X) = \ ~ a  parametrli ko‘ rsatkichli taqsim ot zich lik

[0 ,
funksiyasidir.

4) A gar Ai  bogMiqsiz va standart normal taqsim otga 

ega tasodifiy miqdorlar boMsa, u holda rj = g
boMadi.

Bu xossaning isboti 1- va 2-xossalardan kelib chiqadi.
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II . X i-k v ad ra t taq s im o t va uning xo ssa la r i.
Gamma taqsim otning 4-xossasiga ko ‘ra:
agar bogMiqsiz standart normal taqsim langan tasodifiy

m iqdorlar boMsa, 11 holda

Tasodifiy miqdor. Г  1/2 /̂2 taqsimotga ega boMadi.
к ta standart norm al taqsim langan t.m .lar kvadratlarining y i­

gMndisining taqsimoti ozodlik darajasi к  boMgan xi-kvadrat taq-
simotdir va uni H k deb belgilaym iz. N atijaga ko lra, Щ  i p i  № 

boMadi. Demak, H k taqsimot zich lik  funksiyasi:

va asosiy sonli xarakteristikalari =(Л/2)/(1/2) = A,

D x l  = (k / 2)/(l/2)2 = 2k  ga  teng.
X o ssa la r i:

1) A gar x l  ~ Hk> Mm ~ Hm-. ham da ^  va ^  tasodifiy 

m iqdorlar bog‘liq s iz  b o 'lsa , u holda Xk + Xm ~ Щ+м-

Buni k o ‘rsatish uchun Xk =Z\ +■■■+& va x l  =<S+i + •■-+£*+,„ 

deb b ilish  yetarlid ir. Bu holda Xk + Xm =£i + —+(?*+w ning taqsimoti 

Щ т  boMadi.
2) A gar bogMiqsiz va n ( o ,g 2 )  taqsim langan taso­

d ifiy  m iqdorlar boMsa, u holda

к

1=1' or

ning taqsimoti H k -  xi-kvadrat taqsim oti boMadi.
IU. S tyud en t taqsim oti va  uning xossalari.
A gar ,£j 9—fyk bogMiqsiz va standart normal taqsim langan 

tasodifiy m iqdorlar boMsa, u holda
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h -

Ш Ш ) ,  Mк
tasodifiy miqdor taqsimotini ozodlik darajasi к  boMgan Styudent 
taqsimoti deyiladi va uni Tk bilan belgilaymiz. Ozodlik darajasi к 
boMgan Styudent taqsimotining zichlik funksiyasi

r((A+i)/2) f  5  m m k
fk (x )  = 4лкГ(кП)

1 *к ,
(3)

•  •  •  . . .  к Bu taqsimotning sonli xarakteristikalari: Mtk =0, Dtk =k-2
Katta sonlar qonuniga ko‘ra к  ->oo da:

4 -  l£*V Э Д я И Й в Р  1.K R ы\
u holda к ->oo da tk =>iV(0,l) boMadi.

IV. Fisher taqsimoti va uning xossalari.
Agar g j  -  Hk, x l  ~ Hm va £  va ^  bogMiqsiz tasodifiy 

miqdorlar boMsa, u holda

f  -  x * l k  -  m x *  

m  Щ т  kx2m
Tasodifiy miqdorning taqsimoti ozodlik darajalari к  ; Va fn 

boMgan Fisher taqsimoti deyiladi va uni Fkjn bilan belgilaymiz. 
Ozodlik darajalari к va m boMgan Fisher taqsimoti zichlik funksiyasi

/ \ M  r(i+/n)
fk .n , (  * )  =  {[+х)к+т Г (А -)Г (ш ) ’  X> 0 -

Agar f k m tasodifiy miqdor Fk m Fisher taqsimotiga ega boMsa, u 
holda 1 !fk m tasodifiy miqdorning taqsimoti Fmk Fisher taqsimoti boMadi. 

Yuqorida keltirilgan xossalardan quyidagi natija kelib chiqadi. 
1-natija. X],X2,-.. ,Xn bogMiqsiz va N(a,cr2) normal taqsim­

langan tasodifiy miqdorlar va x = — У  X , S2 = —У  ( X- -  x) 2 ,
Ш  ' п ы\ ' '
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— I й / 2S 2 =— ~*)  bo‘ lsin. U holda yuqoridagilarni e ’tiborga 
n *i=j

olsak, har bir n uchun:

1. J n — ~N(0,l) .  (5)
СГ

_ nS2 A / X -a \ 2 , r
2- ^ =£ Ы  ~H-  (6)
з  H

cr /=| \ cr / 

f i j g * * , ®

4-§. Param etr l'unksiyalari uchun delta usulning
qo‘lianiIishi

Della usul baholanayotgan noma’lum parametr funksiyalarni 
Teylor qatoriga yoyishga asoslanadi. Faraz qilaylik, biz £ tasodifiy
miqdomi n  ta bog'liqsiz tajribada kuzatib, X{"' = (X[,...,XH) statistik 

tanlanmaga ega bo‘ laylik va unga mos statistik model ,0>)
noma’lum 9 = ,...,9S) parametr aniqligida berilgan bo'Is in:

9>={Pe ,9 e® } .

Bu holda matematik statistikaning asosiy masalasi x  ("> tan­
lanma bo‘yicha noma’lum в  parametmi baholashdan iboratdir. Bu- 
ning uchun biz haqiqatga maksimal o‘xshashlik usuli, momentlar 
usuli, Bayes usuli, kichik kvadratlar usuli va boshqa usullami qoMlab, 
в  uchun biror 9п =(91п,...,9т )  bahoni tuzib olishimiz mumkin. 
Agarda bizdan в  ning funksiyasi ■//(<?) ni baholash talab etilayotgan 
boMsa, tabiiyki, uning bahosini t//() ning xossalarini e ’tiborga olgan 
holda o‘miga qo'yish usuli asosida Ч'(9П) kabi qurishimiz mumkin. U 
holda y/(0„) ning 4/(9) ga baho sifatida asimptotik xossalarini uning 
Teylor qatoriga yoyilmasi
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V/(0„) = i//(0)+ V /'(0)(0„-0) + ... (1)
orqali в п ning в  ga qanchalik yaqinligini e ’ tiborga olgan holda 
polinomial approksimatsiyaga asoslangan holda aniqlashimiz mum­
kin. Aynan mana shu usul delta usulning mohiyatini tashkil etadi. 
Albatta umumiy holda (1) qatomi vektor funksiyani vektor parametr 
bo‘yicha qatorga yoyilmasi deb qarash lozim.

Ushbu usulni yaxshiroq aniqlash uchun biz в  parametr va 
uning funksiyasi 4/(0 )  skalyar, ya ’ni bir oMchovlik bo'lgan hoiga 
to‘xtalib o‘tamiz.

Quyidagi misolni ko‘rib o‘taylik. M a’ lumki, agar tanlan­
ma в  -  (в, ,в2 ) parametrlik Л'^0, ,6 ;  j  normal taqsimotdan olingan

boisa, 0, =Мв4 ,  в1 - D e ^B (0,co) boMib, 02 ma’ lumligida 0, ning

bahosi -  o‘rta arifmetik qiymat в 1п = x = —£  X, ning asimptotik taq-
" /=i

simoti markaziy limit teoremaga asosan standart normaldir:

S  W (0 ,l). (2)/->00
Ammo ko‘p hollarda bizni x o'rniga uning biror funksiyasi 

(//(*) ning asimptotik xossalari qiziqtiradi. Bunday hollarda mate­
matik statistikada della usuldan foydalaniladi. Biz bu usul mohiyatini 
quyidagi teoremada asoslab beramiz.

Teorema (delta usul). Faraz qilamiz, {7 ,̂,/?S i}  shunday 
statistikalar ketma-ketligiki, u uchun n-+<x> da

■ ^ Д л г ( о д )

boMsin. Bu yerda a  biror o‘zgarmas va {<r„, n > l} esa shunday sonlar 
ketma-ketligiki, w->oo da <7„ - » 0 .  Agar y/(x) -  haqiqiy o‘zgaruv- 
chining funksiyasi x ^ a  nuqtada differensiallanuvchi va Ц/\а)ф 0 
boMsa, u holda

: 1 1 «ш r i 'is щ ш $щ м  ■ I I щ
V \<*Wn
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Demak, biz (3) yaqinlashishni T„=x uchun qoMlasak, u holda
(2) ga asosan,

Л ^ М х Ц 'М ))  d
v w p i  (4)

Endi (4) ga asosan yetarlicha katta n larda taqsimot bo‘yicha 
quyidagi

Л г(у/(0,), ( У ( 0 , ) ] 2-0 22 /я )  (5)

taqribiy tenglikka ega bo'lamiz. Masalan, y/(x) = x2 bo'lsa, u holda

(5) dan л2 statistikaning taqribiy taqsimotini normal taqsimot orqali 
quyidagidek aniqlaymiz:

x2 «  N ( e f , 4e f i l l n ) .  (6)
Demak, delta usul mohiyatida у/ (дг) funksiyaning Teylor qato- 

riga yoyilmasi

у/ (  a-) = у/( a )  + 1// ' (a ) (x  -  a ) +  - a ) 2 + . . .

yotibdi. Yuqorida biz mana shu yoyilmaning yuqori tartibli hadlarini 
tashlab yuborish natijasida olinadigan

i//(x)»y/(a)+t//(a)(x-a)
-  chiziqli approksimatsiyasidan foydalandik. Agarda yoyilmada 
y / (a )  = 0 bo‘lib qolsa, u holda biz delta usulni quyidagi kvadratik 
approksimatsiyaga asoslangan holda amalga oshiramiz:

Ц) (л-) »!//(«) + jl//"( о)(л- -  a f  (7)

va h.k. Shuni ta’kidlaymizki, (6) taqribiy tenglik 0, *  0 da o‘rinlidir. 
Agarda 0, = 0 bo‘lsa, u holda (2) dan x2 *  Q\ / л ) va (7) dan esa

nx2 = ( - y f n x )  iV2(0 ,^ | ) = r ,  |

ya’ni x2 *  Г , n . Bu yerda Га . -  gamma taqsimot. 
2‘2d|
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Demak, delta usul orqali ko ‘plab m urakkab funksional xarak- 
teristikalarning taqrib iy (asim ptotik) taqsim otlarini aniqlashda foyda- 
lanish qu lay ekan.

M ashq. M arkaziy lim it teorem a shartlarida 0, = Мв% Ф 0,
m  i

x
1 Q i  4

в ]  =D0g e  (0 ,oo), = — ning taqrib iy taqsimotini aniqlang.

Javob: —^ N
вуП I

S-§. N orm al taqsim ot p a ram etrla ri uchun 

ishonchlilik  in te rv a lla ri ^

a) n (o ,<t2) m odel (cr2-m a ’ lum )- Noma’ lum param etr 0 
uchun ishonchlilik intervalini tuzamiz. Normal taqsimotning xarak- 
terizatsion xossasiga ko‘ ra: agar £, ~ //(a, ,c j2 ) , £2 -  N (a 2 .o*2 )  va 

± £ 2 bo‘ lsa, 77 =oc^] + P%2 + y  tasodifiy miqdor ham normal 
taqsim otga ega  va uning parametrlati Mr/ = a a x + p a 2 + y , 

D r/=a2<j{ + /?2<т2 boMadi. Ushbu xarakterizatsion xossadan foyda- 
lanamiz:

n
^ x) -  statistikaning taqsimoti w(w0,#kx2 ) ;
Ы
n

'£j xl - na  -  statistikaning taqsimoti Af(o,wer2) ;
/=1
n
Y.Xj-na . _ _ g

tL ——  = y f n - —  -  statistikaning taqsim oti N (0,1). 
yJnCT О

— “  Q
Demak, y j n :-----standart normal taqsimotga ega, y a ’ni taqsimot

a
noma’ lum parametrga bogMiq emas. M arkaziy statistika sifatida aynan 
shu statistikani olam iz:
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pe{s\ £'G(x(n' ; 0 f k g 2J=  P4 ( g ,  =

= /> I х ггШ т  Ш й х + & (l)п у!п

Bu yerda g , < g 2 lar Ф (я 2) - Ф ( я 1) = у  shartni qanoatlan- 
tiruvchi normal taqsim ot kvantillari. g , va g 2 larn i interval uzunligi

m inim al boMadigan q ilib  tanlash kerak: - j = ( g 2 - g i  ) - » m in .  Buning

uchun Lagranj funksiyasin i ko4ram iz:

£ ( g i  ^ 2 ^ )  =  t ( « 2  ~ 8 \  )  +  Д . ( ф & *  ) “ ф ( . « 1  ) - х ) Д  > 0 -V/7

L (g l9g 2>X) funksiyaning statsionar nuqtalarini an iq laym iz:

' ■ a :  i  J  ̂  j ! ,  0 ,
o g \ 8s

bu yerda cp(x) standart normal taqsimot zich lik  funksiyasi. Bundan 
<p(g[)  = (p{g1) ekan lig i kelib  chiqadi. Barcha x e  R da <p{x)-(p(—x) 
o ‘rin lilig idan , g \ - g 2 >̂ У0^  g \ =~ g i  boMadi. Lekin 
Ф ( й ) - ф% 1 )= Г ^ 0  dan g ,  = - g 2 boMadi. Ф (я 2) - Ф (~ g2) = y  va

* 1 • ]+yФ ( -х )  = l - Ф{х) tengliklardan foydalanib, Ф (# 2 ) = tenglikni

' i  i i
hosil q ilam iz. Demak, £2 —Ф - \

к 2
L K vantillarni ( I )  ga qo ‘ysak.

quyidagi tenglikni hosil qilam iz:
/

&

t\+y t\+y
X  -  < 6 <  X  +  -4 = -< J

yjn
=  V

Demak, Л^0,(Т2) modelda (cr2 -  m a’ lum) noma’ lum parametr в

uchun
/1+7

X ------- f= -< 7  ;  X  +  - J = - G
n yjn

\ /

ishonchlilik intervali boMadi. 
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b) N (a ,d2) model ( a  -  m a’lum). Noma’lum dispersiya в 2 
uchun ishonchlilik intervalini tuzamiz. M a’lumki, agar

xl,...,xn~N (a ,02) bo‘lsa, ^ -^ ~ A r (0 ,l ) ,  ^ — H„ bo'ladi.e i=i 0 
nS2Demak, markaziy statistika sifatida G(x,d') = —— ni olamiz. Buv / p

I и  .
yerda 5, = —£ ( x ,  -  a)~, g, va g 2 lar ozodlik darajasi n bo‘lgan xi- "/=l

Sl
kvadrat taqsimot kvantillari. g x va g 2 kvantillarni J kn(x)dx  = у

*i
(kn (x )  — xi-kvadrat taqsimot zichligi) ^hartdan aniqlaymiz:

j k ( x j d x = ^  Х\к{х)<Ь = Ц Demak, gl = x f_r , g2 = x l r .  
о 82 T"

Yuqoridagilarni inobatga olib,

[ g \ ) = p ( ^ 9 2
<  " S ? Co

SI

IA

Ы

CO 
_ 

s: 
r

V
I

V  * )  I  « 2 g i ) ^  l+ r x X zL---я
^  2 2

tenglikni hosil qilamiz. Demak, N(ci,92)  (a  -  ma’lum) modelda 

noma’lum dispersiya 9 2 uchun ishonchlilik intervali nSf nSf
r2 r2*1+Г *l-Y 
--------,n  ,n

V  2 2 )
bo‘lar ekan.

Yuqoridagilar va qolgan modellar uchun markaziy statistika, 
uning taqsimoti va ishonchlilik intervalining chegaralari quyidagi jad- 
valda keltirilgan.
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X II  B O B G A  D O IR  M A S A L A L A R

1. = (Xx,...,Xn) tanlanma N(0^0%) taqsimotdan olingan 
boMsin. Noma’ lum parametr 02 uchun ishonchlilik intervalini tuzing.

2. X ^  = {X u...,Xn) tanlanma R[O,0],0>Q taqsimotdan olin­
gan boMsin. Noma’ lum parametr 0 uchun ishonchlilik intervalini 
tuzing.

3. X м  =  (X{,...,Xn) tanlanma Г0 , taqsimotdan olingan boM- 
sin. Noma’ lum parametr 0 uchun asimptotik ishonchlilik intervalini 
tuzing.

4. X ^  =  (X^...,Xn) tanlanma E{0) taqsimotdan olingan boM­
sin. Noma’ lum parametr 0 uchun asimptotik isftonchlilik intervalini 
tuzing.

5. X^n — (X^...,Xn) tanlanma Bi(n;0) taqsimotdan olingan 
boMsin. NdmaMum parametr 0 uchun asimptotik ishonchlilik inter­
valini tuzing.

6. X (n̂  = (X u...,Xn) tanlanma Ge(0) taqsimotdan olingan 
boMsin. NomaMum parametr 0 uchun asimptotik ishonchlilik inter­
valini tuzing.
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XIII BOB. STATISTIK GIPOTEZALARNI
TEKSHIRISH

l-§ . Statistik gipotezalarni tekshirish nazariyasining umuvniy
tushunchalari

Matematik statistikaning eng asosiy boMimlaridan bin -  
statistik gipotezalarni tekshirish nazariyasidir. Statistik gipoteza -  
kuzatilayotgan tasodifiy miqdor taqsimot qonuni (agar u butuniay no­
ma’ lum boMsa) yoki uning parametrlari (agar u parametrlar aniqligida 
berilgan b o ‘ lsa) haqidagi taxmindan iboratdir. 
statistik model va F (x )  = /> (£ <  x) £  tasodifiy miqdorning taqsimot 
funksiyasi boMsin.

1) /^ (x )  -um um an noma’ lum, biror oilaga tegishli 
boMsin. Bu hoi noparametrik hoi deb ataladi.

2) / г(* )  -  taqsimot funksiya biror noma’ lum 0=(0,,...Д )е0с:/?' 
parametr aniqligida berilgan boMsin 3 ^  ={Fe ,0e  © } .  Bu hoi para­
metrik hoi deb ataladi.

Yuqoridagi ikki holatni e'tiborga olgan holda gipotezalar ham 
noparametrik va parametrik ko‘ rinishda boMishi mumkin. Nopara­
metrik gipoteza aynan taqsimot haqida, parametrik gipoteza esa para­
metr haqida boMadi. Bunday gipotezalarga masalan, “ bosh to‘plam- 
ning taqsimoti normal taqsimotdan iborat”  yoki “ statistik tanlanma 

.matematik kutilmasi 0 boMgan normal taqsimotdan iborat” , degan 
taxminlar misol boMa oladi. Bunda birinchi gipoteza taqsimot qonuni 
haqida boMsa, ikkinchisi esa uning parametri haqidadir. Demak, agar 
gipotezada aniq taqsimot haqida biror ma’ lumotlar boMmasa u 
noparametrik gipoteza va aksincha bunday maMumot mavjud boMsa, 
u parametrik gipoteza deb ataladi. Bundan tashqari, har ikki 
ko‘ rinishdagi gipotezalaming o ‘zi ham ikki turga boMinadi: sodda va 
murakkab gipoteza. Gipotezalaming murakkablik darajasi ham tur- 
licha boMishi mumkin. Masalan, gipotezalar yuqorida keltirib



o ‘ ti!ganidek kuzatilayotgan tasodifiy m iqdorning taqsimoti haqida; 
ikki yok i undan oitiq statistik tanlanmalar bir jinsliligi haqida; 
o ‘ rganilayotgan bosh to ‘plam ning biror sonli xarakteristikalari haqida 
va hokazo turlicha b o ‘ lishi mumkin. Masalan, agar Я eksponensial 
taqsimot parametri boMib, b iz  taxminni A =  1 k o ‘ rinishda yozsak. u 
sodda gipotezaga, am m o agar Я >  1 k o ‘ rinishda yozsak, u holda u 
murakkab parametrik gipotezaga m isol boMa oladi. 1-holda gipoteza 
aniq taqsimotni, 2-holda esa taqsimotlar oilasini ifodalaydi. Statistik 
gipotezalar H  harfi bilan belgilanadi. U Hypotesis -  gipoteza s o ‘ zidan 
olingan. Odatda asosiy gipotezani / / 0, altemativ (qarama-qarshi) 
gipotezani H { bilan belgilanadi. *

Dem ak, murakkab gipotezani chekli yok i cheksiz sondagi sodda 
gipotezalar k o ‘ rinishida ham ifodalash mumkiri* ekan. Bundan tash- 
qari, yana gipotezalar asosiy (yoki nolinchi) va alternativ (konku- 
rent, qarama-qarshi) gipotezalarga ham boMinadi. Odatda asosiy 
gipoteza H0 orqali, aitemativi esa H | orqali belgilanadi.

M isollar. I) F e  Ж* boMsin. H0: F  = F0: H ] : F & F0 gipoteza- 
lam i k o ‘ raylik. Bu yerda H0 — asosiy gipoteza sodda gipoteza, / / ,  esa 
murakkab gipoteza b o ‘ ladi.

2 ) ^ = { P e,0 e  0 } ,  F ( * )  =  .F(a-,0) b o ‘ ls ia
a) H0 :O = 0o, Я , :0 = 0V 0O #0,;0о,0,е 0  gipotezalam ing 

ikkalasi ham sodda gipoteza bo 'lad i.
b ) H n :в е  © 0; H { :0 e  © L, © ^ © ^ © ^ „ n Q ^ O  gipote- 

zalam ing har ikkisi ham murakkab gipoteza b o ‘ ladi.
Dem ak, alternativ gipoteza m a’ no jihatidan asosiy gipotezaga 

zid, ya ’ ni uni inkor etar ekan. Masalan, yuqoridagi # 0 :Я  =  1 g ip o ­
tezaga, H x : Я *  1 yoki H 2 : Я <  1 yoki Нъ : Я >  1 gipotezalar alternativ 

boMishi mumkin ekan. A m m o, k o ‘rish mumkinki H2 va H 3 g ipo­
tezalar H { ni ergashtiradi, chunki {Я  *  1} =  {A  <  1} u  {Я  >  1}.

A gar b iz  parametrik gipoteza larni qarayotgan boMsak, в  esa 
noma Mum parametr va ©  -  unga m os parametrik fazo, ya ’ ni в  ning 
barcha mumkin boMgan qiymatlari to ‘ plam i boMsa, u holda 
H0 : 0 e  0 O va Я , © j ,  © 0 n © ,  = 0 ,  gipotezalar asosiy H 0 va
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unga altemativ Я , gipotezani aniqlaydi. Bunda 0 O U 0 ,  = 0  boMishi 
ham mumkin. D oim o asosiy  H0 gipotezaga qarama-qarshi # ,  g ipo­
tezani tuzish mumkin. Odatda asosiy gipoteza sifatida sodda gipo- 
tezalami olish maqsadga muvofiqdir, chunki qat’ iy  da’ voni tekshirish 
amaliyotda qulaydir.

Demak, yuqoridagi fikrlami jam lab, statistik gipotezalar para­
metrik yok i noparametrik, sodda yoki murakkabligiga k o ‘ ra quyidagi 
turlarda boMishi mumkin ekan:

- kuzatilayotgan tasodifiy m iqdor taqsimoti k o ‘ rinishi haqida;
-  o ‘ rganilayotgan bosh to ‘ plam sonli xarakteristikalari haqida;
-  ikki va undan ortiq statistik tanlanmalar bir jinsliligi yok i ular 

sonli xarakteristikalari ustma-ust tushishi haqida.
Faraz qilaylik, bizni qiziqtirayotgan tasodifiy m iqdor X  boMib, 

uni n ta bogMiq boMmagan va bir xil sharoitda oMkazilgan tajribalarda 
olingan qiymatlari { X x ,X 2 , . . . ,X n}  boMib, u  biror chekli yok i cheksiz 
N  hajmdagi bosh to ‘ plamdan olingan boMsin (1 ^  n < N < cn ).  Statis­
tik gipotezalarni tekshirish X (n) = (X n .. . ,X n)  tanlanma orqali 
amalga oshiriladi va asosiy gipoteza ma’ nosidan kelib chiqqan holda 

biror statistika kiritiladi. Bu statistikaning qiymatlari 1о‘ р1а:ш

boMsin, ya ’ ni =  1. Endi to ‘ plamning

shunday qism  to ‘ plamini ajratamizki, cz agar

t l boMsa, H0 -  gipoteza rad eliladi va / / ,  tajriba natija- 

lariga zid emas, deb qabul qilinadi. A ks holda, agar

=  boMsa, u holda H0 qabul qilinadi.

Yuqorida keltirilgan jarayon statistik kriteriy (alom at) deyiladi. 
Dem ak, ^ n) = .Щ(п)илУл (я), = 0  , *  =  0,1

gipotezaga m os to ‘ plam:

=|л^*)6  Ж (п): H0 gipoteza qabul qilinadi j ,

=  j  1И  € Ж (п): H0 gipoteza rad e tila d ij.
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-Щ -  asosiy gipoteza H0 rad etiladigan to ‘ p lam  kritik to (plam  
deyiladi.

to ’ plam ma’ lum  ehtim ollik asosida maxsus tanlanadi.
Gipotezalarni tekshirish jarayonida m a’ lum xatolikka yoM q o ‘ yishim iz 
mumkin. B a ’ zi hollarda asosiy gipoteza Я 0 rad etilib qolinishi mum­
kin, am m o aslida bosh  to4plam  b o ‘ yicha u to‘ g bri ( o ‘ rinli) b o ‘ lishi 
mumkin. Bunday xatolik 1-tur xatolik, uning ehtim olligi esa 
qiymatdorlik m e’yori (sathi) deb ataladi va a  orqali belgilanadi. Bu 
holda a  xatolik bilan Я , gipoteza qabul qilinadi. 2-tur xatolik (3
ehtim ollik bilan belgilanadi va u to ‘ g ‘ ri boMmagan H0 gipotezani 
aslida H x to ‘ g ‘ riligida qabul qilingan holda ro ‘y  beradi. Ishonch ehti­
molligi I - a  boM ib, u to bg lri boMgan Я 0 g ip o te^ n i qabul q ilib , 1-tur 
xatolikka yoM q o ‘ ymaslikdan iboratdir. 1 - f i  ehtimollik statistik 
kriteriyning quw ati deb  ataladi: 1 -  (3 =  P ( / / ,  / / / , ) .

A sosiy  H 0 gipotezaga nisbatan qabul qilingan yechim ni quyi­
dagi jadvalda tasvirlash mumkin.

G ip o t e z a  t e k s h ir is h d a g i  x u lo s a la r

A sosiy  
gipoteza Я 0

N olinchi Я 0 gipotezaga nisbatan qabul qilinadigan
yechim

T o ‘ g ‘ ri Rad etiladi Qabul qilinadi
1-tur xatolik , uning 
ehtimolligi 
a  =  P (H { /H 0)

To‘g ‘ri yechim , uning
ehtimolligi
1 - a  =  P ( H 0 /H0 )

N oto ‘ g ‘ ri To‘g ‘ri yechim , uning 
ehtimolligi 
1 - Д = Р ( Я ,  / Я , )

2-tur xatolik , uning 
ehtim olligi 
p  = P ( H 0 /H] )

Tushunurliki, amaliyotda har ikki xatolik ham yetarlicha kichik 
boMshi inaqsadga m uvofiqdir. A m m o bu оЧа murakkab masaladan 
iboratdir. Shu sababli, amaliyotda tajriba shunday tashkil qilinishi va u 
asosida tuzilgan statistik kriteriy shunday boMishi zarurki, asosiy 
hisoblangan 1-tur xatolik ehtim olligi a  kichik boMishi lozim . Odatda
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a  ning qiymatlari sifatida quyidagi sonlar olinadi: 0,1; 0 ,05; 0,025;
0,01; 0 ,005 ; 0.001. Y uqoridagi masala yechim i kriteriy tanlash orqali 
amalga oshiriladi. B u  xatoliklarning ehtimolliklarini hisoblaym iz: I tur 
xatolik ehtimolligi

/  Я 0)  =  /  Я 0 j  =  a  -  kriteriyning mu-

himlik darajasi deyiladi. Dem ak, kritik to ‘plamni shunday
tanlash kerakki, 1 tur xatolik ehtim olligi a  juda kichik boMishi zarur.
11 tur xatolik ehtimolligi:

P ( H J Н,)  = р(т[х{п)у  Щ {п) /Я ,)  =  р (т (л :(", ) ё ^ (в) / # , )  =

=  1 -  P (  х(и) e  W /  Я , ) =  p  

boMib, undan (3 -  ehtimollik kriteriyning quvvati hisoblanadi. 

Demak, a  va /? xatoliklar X , -  kritik to'plam ga boMiq ekan.

2 - § .  S ta t is t ik  g ip o t e z a n i  t e k s h ir is h  u c h u n  k r i t e r iy  ta n la s h
p r in s ip la r i

B iz endi eng muhim masala -  statistik kriteriy ni tuzish masa- 
lasini k o 'r ib  o ‘ tamiz. Statistik kriteriy -  tanlanma natijalari ilgari 
surilgan H q gipotezaga m osligini aniqlovchi qoidadir. Я 0 gipotezani 
tekshirish uchun maxsus tanlangan tasodifiy m iqdor (statistika) qoMla- 
niladi. Uning taqsimoti aniq yoki taqriban ma’ lum boMishi zarur. Bu 
statistikani o ‘ zi ham  statistik kriteriy deb ataladi. Dem ak, nolinchi Я 0

gipotezani tekshirish uchun ishlatiladigan T = T ( X {n}) statistika statistik 
kriteriy (yoki kriteriy) deb ataladi. Я 0 gipotezani tekshirish uchun T 
kriteriyni tanlagandan s o ‘ ng uning barcha mumkin boMgan qiymatlari 
to 'p lam i kesishmaydigan ikki qism  to'plam larga ajratiladi:

Bu yerda, agar Т е  boMsa, u holda Я 0 inkor etiladi, aks holda 
(T& Jfcq )  Я 0 qabul qilinadi. Я 0 gipotezani rad etuvchi T ning 
qiymatlari to bplam i, ya ’ ni сЩ  to ‘ plam  kritik to'plum deb ataladi. 
Bunda to "plain Я 0 ni qabul qilinishi to ‘plami deb ataladi.
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a ) 0 ‘ n g  to m o n lik  k r it ik  t o ‘ p la m n i an iqlash .
MaMumki, o ‘ ng tomonlik kritik to‘plam T >t/{r tengsiziik 

bilan aniqlanadi, bu yerda tb, > 0 . Demak, bu y e r d a -k r i t ik  nuqtani 
aniqlash kifoyadir. Bu uchun dastlab qiymatdorlik sathi a  ni 
yetarlicha kichik tanlab, t^ ni nolinchi H0 gipoteza o ‘rinliligi 
shartida T > t̂ . tengsiziik ehtimolligi a  ga teng qilib olinadi:

P (T >tkr/H0) = a .  (2)

So‘ng (2) tenglik T ning aniq yoki taqribiy (ya’ni yetarlicha 
katta n da limit) taqsimoti jadvalidan 1̂ . ga nisbatan yechib olinadi. 
Bunday jadvallar deyarli barcha matematik statistika bo ‘ yicha 
yozilgan adabiyotlar oxirida ilova sifatida keltiriladi. Bunday 
jadvallami o bz  ichiga olgan asosiy adabiyotlardfcn biri L. Bolshev va 
N. Smirnov larning [4] kitobidir. B iz endi (2) tenglik asosida quyidagi 
xulosalami qilamiz. tkr —nuqta aniqlanganidan so‘ ng kuzatilgan (1) 
tanlanma bo ‘yicha T statistika (kriteriy) qiymati Tkirz hisoblanadi. 
Agar Tkuz>th. boMsa, u holda H0 gipoteza rad etiladi, agarda 
Ть* * <*■ boMsa, u holda bizda H0ni rad etishga asos bo ‘ lmaydi. T 
kriteriyning T qiymati t  ̂ — kritik nuqtadan katta boMishi nafaqat u 
o ‘rinIi boMmaganligi uchun, balki boshqa sabablarga ko‘ra, masalan, 
tanlanma hajmi n kichikligi, tajriba uslubiyati kamchiliklari mav­
judligi va boshqalarga ko‘ ra ham boMishi mumkin. Bu holda to‘ g cri 
boMgan gipotezani rad etib, a  ehtimollik bilan 1-tur xatolikka 
yoM qo ‘yiladi.

Faraz qilaylik, Hu gipoteza qabul qilingan boMsin. Ammo 
bunday gipoteza to‘ g‘ ri degan fikr noto‘ g‘ridir. Haqiqatan ham, biror 
umumiy da’voni tasdiqlovchi birgina misol uni isbotlay olmaydi. Shu 
sababli, quyidagicha fikr yuritish to‘ g‘ri boMadi: agar Thc < tkT bo‘ lsa, 
u holda (1) tanlanma H0 gipotezaga mos keladi va demak u H0 ni rad 
etishimizga asos bo4lmas ekan. Shuning uchun, amaliyotda / / 0 ning 
qabul qilinishi ishonchli boMishi uchun uni yana boshqa kriteriylar 
bilan ham yetarlicha katta n larda tekshiriladi. MaMumki, biror 
da’voni rad etish uchun yagona misol yetarlidir. Shu sababli, biror T 
kriteriy uchun Thiz >tkr boMishi H0 ni rad etishga asos boMadi.
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b) Chap tomonlik va ikki tomonlik kritik to‘plamlarni 
aniqlash. Bu hollarda mos kritik nuqtalami aniqlaymiz. Chap 
tomonlik kritik to‘plamni T<tkr (tkr < 0 ) tengsizlik bilan aniqlaymiz. 
th. ni berilgan qiymatdorlik sathi a  ga mos qilib

P{T<tkrl H Q) = a  (3)
tenglikdan T ning aniq yoki limit taqsimotidan aniqlaymiz.

Ikki tomonlik kritik to‘plam T<t^} ( i j^  <  0 ) va 

T -> 4 2 , (4 2 )> 0 )  tengsizliklar yordamida aniqlanadi. Bunda kritik 

nuqtalar va tjf * larni

Р(т <С'/Н о)  + Р ( т > С / Н п) = а  (4)

tenglikdan aniqlaymiz. Bu holda (4) tenglama ikki noma’ lumga 
nisbatan birgina tenglama boMganligi uchun kritik nuqtalami ko4pgina 
usullar bilan tanlash mumkin. Agar T kriteriy taqsimoti nolga
nisbatan simmetrik bo ‘ lsa, u holda —t^} =tkr) =/^. deb, ni (4) ga
asosan

P ( T < - t kr/Ha) = P (T>tkr/H0) = f  (5)
tengliklardan tanlash mumkin.

Endi yuqorida a va b-hollarda aytilgan ko'rsatmalami T 
statistikaning H0 gipoteza o ‘rinliligi shartidagi aniq yoki taqribiy
(limit) taqsimoti zichligi Уо(*) va uning taqsimot funksiyasi 

t
F0(t)=  J f 0 (w) du orqali tushuntirib o ‘ tamiz. Demak,

—eo

F0 ( 0 = ( y o k i * ) />( r < / / H 0) .  (6)

Odatda (6) taqsimot yoki uning zichligi f 0 jadvallashtirilgan 
b o ‘ ladi. 0 ‘ ng tomonlik kritik nuqta (2) tenglik, ya’ni

]  fo (u) du = a ffi
Ikr

tenglikdan jadval yordamida aniqlanadi. (7) tenglikni grafik bilan 
tasvirlash mumkin (1-rasm).
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о

1-rasm. kf

Chap tom onlik kritik nuqta t^ (3 ) tenglik, ya ’ ni

\ f 0 ( u ) d u = a  (8 )
-CO

tenglikdan jadval yordamida aniqlanadi. (8 ) tenglikni grafik bilan 
tasvirlash mumkin (2-rasm).

2-rasm.
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A gar / 0 ( 0  funksiya simmetrik b o ‘ lsa, ( f 0 (~ t )  =  f 0 ( / ) ) ,  u 

holda ni (4 ) va (5 ) tenglik lar, y a ’ ni
*ir
J j £  (»)<*/== f /o (w )^ w  =  Y  (9)

- « • h i

tcngliklar orqali aniqlanadi. B u  holda grafik tasvir 3-rasmdagi kabi 
b o ‘ ladi.

3-§. O ptim al kriteriy qurish

Faraz qilaylik, bizni qiziqtirayotgan £  tasodifiy m iqdorni kuza- 
tib, bogM iqsiz X ] , X 2 ,—,X n tanlanma hosil qilingan boMsin. Ushbu 
tanlanma yordamida kriteriy kuzatiladi. Odatda kriteriy asosiy 
gipoteza ko'rinishiga qarab quriladi. Bu kriteriy orqali H0 gipoteza
qabul qilinishi yoki rad etilishi mumkin. Statistik kriteriy yordamida
S kritik soha aniqlanadi. A gar kuzatilmalar, ya ’ ni kriteriyning kuza- 
tilmalar bo 'y ich a  qiymati kritik soha S ga tegishli boMsa, asosiy # 0 
gipoteza rad etiladi va alternativ / / ,  gipoteza qabul qilinadi. Aksincha 
boMsa, ya ’ ni kritik sohaga tegishli boMmasa, u holda asosiy gipoteza 
qabul qilinadi. A vvalgi paragraflardan m a’ lumki, statistik gipoteza- 
lam i tekshirishda b iz  ikki turdagi xatolikka yoM qo 'yam iz :
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- asosiy gipoteza H0 to ‘ g ‘ ri b o ‘ lganligi shartida ularni rad cti- 
lishi 1-tur xatolik deb ataladi va a  bilan belgilanadi:

a  =  P(x(n) e  S/  H0 )  =  P0( * (n) €  s ) .
-  alternativ gipoteza H, to bg ‘ riligi shartida uni rad etib asosiy 

gipoteza / / 0 ning qabul qilinishi 2-tur xatolik deb ataladi va [i  bilan 
belgilanadi:

p  = p(x{n) e s / # ,  ) = ^  (x(n) e s ) .

w = l  -  p  =  / { (  €  s) vehtimollikka kriteriy q u w a ti deb 
ataladi.

A gar w < a  b o ‘ lsa, u holda kuzatilmalafoi S ga nisbatan tuzi- 
lishi / / ,  gipoteza to4g ‘ ri!igi shartida H0 gipoteza to 4g 4riligi shartiga 
nisbatan qiyinroq. Shuning uchun S kriteriyni w > a  tengsiziik o 'rinli 
b o ‘ ladigan qilib tanlash kerak.

Agar
a  < w = l ~ P

shart o ‘ rinli b o ‘ lsa statistik kriteriy siljimagan kriteriy deb ataladi. 
Odatda ikkala ehtimolliklar a  va p  larni bir vaqtda kichiklashtirish 
mumkin emas. Shuning uchun 1-tur xatolik a  fiksirlanadi va 2-tur 
xatolikni kichiklashtirishga harakat qilinadi:

( a  < a 0 f a  < a 0
•( 0 . ( a 0 fiksirlangan son) yoki {| | /? - » m in v 0 & |1 vv->  max

M isol. ( t f ,l )  parametrli normal taqsimotni kuzatish natijasida 
X x kuzatilma olingan b o ‘ lsin. H 0 :a =  0 va / / , :< ?  =  !  sodda gipo- 
tezalami quraylik. Statistik kriteriyni quyidagicha olam iz:

agar X x <:C b o 4 Isa, / / 0 ni,
agar X { > c  b o 4lsa, / / ,  ni qabul qilamiz.

U holda 1-tur xatolik a  =  /^ (A r, > c )  va 2-tur xatolik 

P  = Px( X { < c )  lar va gipotezalarga m os zichliklam i grafik ifoda- 
laymiz (4-rasm ).
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О с  1

4-rasm.

Rasmdan k o ‘ rinadiki с ni kattalashtirsak, 1-tur xatolik a  ka- 
mayadi, lekin 2-tur xatolik /? esa kattalashadi, aksincha с ni kichik- 
lashtirsak, 2-tur xatolik kamayadi, lekin 1-tur xatolik kattalashadi.

Dem ak, statistik kriteriyni shunday tanlash kerakki, 2-tur 
xatolik p  eng kichik (yok i w = \ - f i  eng katta) qiymatni qabul qilsin. 
A gar S0 kriteriydagi 2-tur xatolik /?0 ning qiymati ixtiyoriy boshqa S 
kriteriydagi 2-tur xatolik fi ni qiymatidan katta boMmasa:

u holda S() kriteriy eng quvvatli kriteriy deb ataladi. Ushbu tengsizlik

ixtiyoriy Si uchun o brinli boMsa, u holda S0 kriteriy tekis eng 
quvvatli kriteriy deb ataladi.

g tasodifiy miqdorni kuzatish natijasida X ^  = ( X } ,X2 ,...,Хп ) 
bogMiqsiz tanlanma hosil qiiingan boMsin. Quyidagi ikki sodda 
gipotezani k o cramiz: H 0 \ X { kuzatilmalar taqsimoti F0( x )  va # ,  \Xt 
kuzatilmalar taqsimoti ^ ( x ) .  / 0 va f  orqali m os taqsimotlar zichlik 
funksiyalarini belgilaym iz. Har ikkala taqsimot F0 va lar bir vaqtda 
yoki diskret yoki uzluksiz boMsin. H 0 gipoteza o ‘ rinliIigida

Ш Ш ,  (1)

H x gipoteza o^in liligida  esa

■  Ш Д О Ш Р Ф  '
i=

haqiqatga o wxshashlik funksiyalari boMsin. MaMumki, haqiqatga 
o ‘ xshashlik funksiyasi bu tanlanmaning zich lik  funksiyasidir.
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н, ( 2 0 )
(3)

И »
/=1

nisbatga haqiqatga o ‘xshashlik nisbati statistikasi deb ataladi.
T eorem a  (N eym an -P irson ). Sodda gipoteza / / 0 ni unga alter­

nativ boMgan sodda gipoteza t f , boMgan holda tekshirish uchun tekis eng 
quw atli kriteriy mavjud va uning kritik sohasi quyidagicha aniqlanadi:

m ( x , ) .1

s0= u {n),i(x("})=^------ (4)

■  i , W m  'j

bu yerda С  kritik nuqta PHq { l ( x ^ ) > c )  =  a  shartdan aniqlanadi.

M isol. X ^  = ( X ] ,X 2 ,...,Xn) tanlanma parametrli

normal taqsimotdan olingan boMsin. NomaMum parametr в  to bg ‘ risida 
quyidagi ikki sodda gipotezani k o cramiz:

Н0 :в = в 0 va Н 2:в = в { (<0O< 0 , ) .
1-tur xatoligi a  boMgan tekis eng q u w atli kriteriy qurish masa- 

lasini k o ‘ ram iz: Neym an-Pirson teoremasiga k o ‘ ra kritik sohani aniq- 
laym iz:

1

К * (и> )=
\y ы  2a 2 Ij

2 :C

ll '=I 2a IJ
yoki

/ « " > ) =  e x p j - £>; ) k c ,

—  1  n  e

bu yerda x  =  —^ X i — tanlanma o ‘ rta qiymati tengsizlikning har ikki
" to

tom onini logarifm lab, 0, > # 0 ekanligini hisobga o lib , quyidagi 
ekvivalent tengsizlikni hosil qilamiz:
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x z C , ,

bu yerda С  = — (в0 +в.  )  +  -т̂~ ln<f ■
*  1 2^ 0 '*  { в ^ о )n

С 8 -  kritik nuqta b o 1 lib, u 1-tur xatolik a  orqali aniqlanadi.
Odatda a  = 0 ,0 5  beriladi va u orqali C, hamda /? -  2-tur xatolikni
topamiz.

N orm al taqsimot xarakterizatsion xossasiga k o ‘ ra: agar 

X { ,X 2 lar bogM iqsiz tasodifiy miqdor boMib, har b in  ( в ,cr2 )
parametrli normal taqsimlangan boMsa, u holda: 

x ,  + x 2 + . . . + x n ~ N ( e n boMadi. Bu xossani inobatga olsak.

—( X ,  +  X 2 4-...4* X n )  =  x  ~  N
'  4 
* £ -  nv /

boMadi, chunki.

M \ ^ { X x +  . . . +  ЛГя ) |  = yi{M X l +...+ Ш п) = ± в - п  = в ,

1

\ n i n  n n
Demak,

a = P HQ{ X>Cl )  = PH,
^  Х - в п  Ci —0 n

l  =  1~ Ф
(с, -в 0 )-Jn

\ CJc r f i s f b  < Т '/л /п

bu yerdaф (  )  standart normal taqsimotning taqsim ot fimksiyasidir. 

A gar ta orqali a  -  tartibli kvantilni belgifesak, Ф  (ta )  =  cc, u holda

C\-Vq n .

<7

(5 ) tenglikdan c\ -  kritik chegarani topamiz:

Сг =0, h-a°

(5)

(6)•i - ^ o  * г- * sin
(6 ) tenglikdan ko^inadiki, c , , soni в 0 ga bogMiq, lekin 0, ga bogMiq
emas. Endi 2-tur ehtimollik /3 ni aniqlaym iz: 

# ,  gipoteza o ‘ rinliligida

n
x - - ( X ] +  X 2 +  ...+  X u) ~  N
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ekanligidan

(3 = PhX x <Ci ) = Ph> A'~0| < ci~^i

m
C,-0|

-л /й  |=Ф[ л/w

bo ‘ ladi.
Endi и =  25, ст2 =  25, 0O =  0, a  =  0,05 bo‘ lganda 2-tur xatolik 

0  ning qiymatini hisoblaymiz:

Yuqorida keltirilganlardan ko‘rinadiki, в, ni 0O dan uzoq- 
lashtirsak, 2-tur xatolik ehtimolligi kichiklashar ekan.

Asosiy va alternativ gipotezalar sodda bo'lgan hollar nisbatan 
kam uchraydi. K o ‘p hollarda asosiy va alternativ gipotezalarning har 
ikkalasi ham (yoki ulardan biri) murakkab bo'lgan hoi uchraydi. 
Quyidagi ko‘ p uchraydigan holni ko'ramiz: X l ,X2,...,Xn tanlanma 
noma’ lum parametr aniqiigida berilgan va asosiy gipoteza / / „  — 
sodda, alternativ gipoteza esa murakkab.

bu yerda в  — noma’ lum parametr, ©  — noma’ lum parametr в 
aniqlangan soha, ya’ni parametrik fazo, 0 ,  = 0  \{0O}.

Neyman-Pirson teoremasiga ko'ra, V (0O,0 ,) ,  0, e  0 ,  nuqtadan 
asosiy gipoteza Н0:в = 90 ni unga alternativ gipoteza H} :0 = 9i 
bo'lgan holda eng quwatli kriteriy qurish mumkin.

Agar eng quwatli kriteriylar aynan shu S kritik sohaga ega 
bo'lsa, u holda statistik kriteriy alternativ gipotezaning ixtiyoriy 
©i dagi qiymatida kriteriy quwatini maksimallashtiradi. Shuning
uchun bunday kriteriyni sodda gipoteza t f0ni tekshirishda unga 
alternativ gipoteza tf, :0 s  0 ,  bo'lgandagi tekis eng quwatli kriteriy 
deb ataladi. Agar S alternative 0, ga bog'liq  bo'lsa, u holda V0, e  ©,

H0 :0 = 0 O, / / ,  :0 e  © ,,
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uchun eng yaxshi kritik soha mavjud emas. Bu esa ushbu holda tekis 
eng quwatli kriteriy mavjud einasligini bildiradi. Quyida tekis eng 
quwatli kriteriy qurishga misol ko‘ ramiz:

Misol. = ( X x,X2 .....X n) tanlanma (<9,cr2) parametrli
normal taqsimotdan olingan bo'lsin. Alternativ gipoteza Н1:в > в 0 
bo‘ lganda asosiy gipoteza Hl :0 = 0O ni tekshirish masalasini ko‘ ra- 
miz. Neyman-Pirson kriteriysini qo ‘ llab ikki sodda gipoteza uchun 
Hi -d=$0 va Hx :в  = в\, в0 <(9,, x > c t kritik sohaga ega boMamiz (S 
kritik sohani topish yuqorildagi misolda keltirilgan).

Bu yerda c, =9a +ta - j = ,  ya’ ni alternativ в , ga bog ‘ liq emas.

Shuning uchun S kriteriy sodda Н[ :в = в 0 va murakkab 
Я , : в е  © , larni tekshirishda tekis eng quwatli kriteriy boiadi. Ushbu 
kriteriy quwati

ga teng. (90- в  < 0 ekanligidan, V 0  >в0 da
w ----------------- > 1 .n-*x>

Bu xossa o4rinli bo ‘ lgan kriteriy asosli kriteriy deb ataladi. (7) 
kriteriy grafigi 5-rasmda keltiriigan.

5-rasm .
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в  ni 0О ga intilishida quvvat a  m iqdorgacha kichiklashadi: 

w - > l - 0 ( ^ )  =  l - ( l - a ) = a , 
hamda 2-tur xatolik ft = I - w  esa I —a  ga intiladi.

Qurilgan m isolda kritik soha bir tom onlam a edi, endi ikki 
tom onlam a boMgan holni ham k o ‘ ramiz.

A vvalgi misol shartida H { :0 = 0O va H , : 0 ^ 0 O boMsin. Bu 
holda в  < 0 {) va в  > 6 {) qiymatlar uchun Neyman-Pirson kriteriysi turli 

kriteriylami beradi: x < c  va x >  с , y a ’ni barcha 0 &0Q nuqtalarda w 
quvvatni maksimallashtiruvchi kriteriy mavjud emas. Shu sababli ikki 
tomonlama kriteriydan foydalanishga to bg bri keladi:

a
\x—a > t

|  vi.
Kvantilni (a tanlash 1-tur xaiolikni a  ga teng boMishini taminlaydi.

Ushbu kriteriyning quvvati

Оъ-О 
<7

W =  I — Ф + Ф
2 У

ga teng, grafigi 6-rasmda keltirilgan.

n - 1
a a  

2 /

H aq iqatga  o ‘ xshashlik  kriteriysin ing asim ptotik  taqsim oti. 
B iz statistik gipotezalarni tekshirishda haqiqatga o ‘ xshashlik nisbati 
statistikasiga asoslangan kriteriy eng quvvatli boMishini k o ‘ rib o ‘ tdik. 
Endi haqiqatga o ‘ xshashlik nisbati statistikasining asimptotik taqsi­
motini topishni k o ‘ rib o ‘ tamiz.
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xS*' = ( Х { ,Х 2 ,...9Х п)  bogMiqsiz, takroriy tanlanma nomaMum

parametr 0 aniqligida berilgan boMsin. 0 6 0 С Й 5 , s ^  1. Quyidagi 
gipotezalarni k o ‘ ramiz: H 0 :Q = в 0 va H X : 0 ^ 6 O. Ushbu gipoteza- 
lami tekshirish uchun haqiqatga o ‘ xshashlik statistikasini kiritamiz:

4 ( * w ) = n 4 ^ l  (О

bu yerda Qn -  haqiqatga maksimal o ‘ xshashlik usuli bahosi.
T eorem a  (U ilks). Regulyarlik shartlari hamda asosiy gipoteza 

H 0 oMinliligida (l)-haqiqatga  o ‘ xshashlik nisbati statistikasi uchun

2  Ln{ x (n)) i > Y ~ x l  (2)
munosabat o ‘ rinli.

d  ̂ ‘ '-л.:
Bu yerda => taqsimot b o ‘ yicha yaqinlashishni, X\ ~  ozod lik

darajasi 1 boMgan xi-kvadrat taqsimotni bildiradi.
Isboti. Teorem a shartlari va H0 gipoteza o ‘ rinliligida

munosabat o ‘ rinli, ya ’ ni 6n -  haqiqatga maksimal o ‘ xshashlik usuli 
bahosi asimptotik normal baho boMadi. Bu yerda

rd\ogf(X{ ,0) ^ =  f 52 logДДГ, ,0)
дв J \ дв

bitta kuzatilmaning Fisher informatsiyasi (1 ) ni logarifm lab, Teylor 
qatoriga yoyam iz:

iog 4  ( # 1 ) = i [ i o g / ( ^ .  ,en ) - i o g / ( x , .  ,e0 ) ] =  
i»l

t ; 1, ' 

bu yerda в ^ ( в п9в0).
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Regulyarlik shartlari o ‘ rinliligida va H n gipoteza o'rinliligida

” 7.i дв в,
Q2 t o g /(^ i  A )  

дв2

Ikkinchi tom ondan,

Я Р У
2 с/ 

=>

Slutskiy teoremasidan teoremaning tasd ig i kelib chiqadi.
M iso l. X { , X 2 ^  tanlanma 0  parametrli Puasson taqsimo- 

tidan olingan b o ‘ lsin. Н о : 0 = в о va H l : O ^ 6 0 gipotezalarni tekshi­
rish masalasini k o ‘ ramiz.

M a ’ lumki, bu taqsimot nom a’ lum  parametri 9  uchun haqiqatga

maksimal o ‘ xshashlik usuli bahosi 0n = x. dir. Haqiqatga o 4xshashlik 
nisbati stalistikasini yoz ib  olam iz:

/  ( w  f r x , ' . _
т -  Щ т т

и

I « р { я р - ^ ) }

и2  log  A, Ы н))  =  l o g ^ J + « ( .v - 0 o )

/
=2n\ x lo g

Uilks teoremasiga k o ‘ ra

2 «| .v lo g

Dem ak, asosiy gipoteza H0 ni tekshirishda 1-tur xatolikni 
a  =  0 ,0 5  olsak, kritik soha
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Am aliyotda keng qoMlaniladigan kriteriylar odatda bir tanlan- 
malik va ikki tanlanmalik boMadi. Bir tanlanmalik kriteriylar tanlanma 
to lplam  gipotetik bosh  to ‘ p!am  bilan solishtiriladi. Bunda bosh 
to ‘plam  xarakteristikalari gipotezada aniqlanadi yoki bosh to ‘ plam 
orqali hisoblanadi. Ikki tanlanmalik kriteriylar ikkita tanlanmani so- 
lishtirish, masalan b iologik , tibbiy, pedagogik  sohalarda nazorat va 
tajriba guruhlariga m os tanlanmalari solishtiriladi. Bunda ikki tanlan­
ma tocplamlarni solishtirishdan k o ‘ ra ular o fcrta qiymatlari farqi 0 ga 
nisbatan, dispersiyalari nisbati 1 ga nisbatan yoki um um iy holda ular­
ning taqsimotlari farqi b iror funksionali 0 ga nisbatan solishtiriladi.

Masalan:
a) Z -k riteriy la r . Tanlanma normal taqsimotga ega va uning 

dispersiyasi maMumligida tanlanma o ‘ rta qiymat va bosh to fcplam  o ‘ rta 
qiymatlarini solishtirishdan iborat. U  ikki tanlanmalik boMishi ham 
mumkin;

b) /-k riteriy lar turli shartlarda o ;rta qiymatlarni solishtirishdan
iborat;

v )  p rop ors iy a la r  kriteriy lari o ‘ rta qiymatlar kriteriylariga 
o ‘ xshash boMib, ehtimolliklarni solishtirishdan iboratdir;

g ) x i-kvadrat kriteriy lari ham bir tanlanmalik va ikki tanlan­
malik boMib, n isbiy chastotalar farqlari kvadratlarini o 4rganishdan 
iboratdir;

d) / ‘'-k riteriy  (dispersiyani tahlil qilish: A N O V A  (analysis o f  
variance));

Endi quyidagi jadvalda biz ba ’ z i keng qoMlaniladigan 
kriteriylaming m os statistikalari va ularning qoMlanish shartlarini 
keltiramiz.

4 -§ . B a ’ zi m u h im  statistik  k r ite r iy la r



Bir va ikki tanlanmalik kriteriylar

Kriteriy lar n no mi Statistika formulasi va v  — ozodlik 
darajasi

Qo'llanilishi
shartlari

Bir tanlanmali 
Z  -kriteriy

(T/yfn

Bosh to ‘plam 

W (/i,< r2 ) normal 
taqsimotga ega yoki 
я  > 3 0  va <j  — 
ma’ lum

Ikki tanlanmali 
Z  -kriteriy _ _ { X\ ~ X2 И »

'
V ”1 n2 

d0 =.“i - M 2  *

Ikki ,<T,2 )  va

W ( / i 2 ,t r 2 )  bogMiq 
boMmagan normal 

bosh to ‘ plamlar <J,2

va СГ2 dispersiyalari 
ma'lum

Bir tanlanmalik 
/ -  kriteriy 
(Styudent, 
Kramer-Uelch)

_  * 7 * 0

П М»!
V =  n. — 1

B osh to ‘ plam 

N ( f i y(72) normal 
taqsimlangan yoki 
/? >  30 va a  — 
noma’ lum

Juftlangan
/-kriteriy
(Styudent,
Kramer-Uelch)

d - d Q j  
t  с / Г  0 ^ 1 9Sj /yJn

V =  /7 -1 ,  
d -  ayirmalar o ‘ rta arifmetigi, 

S j  -  ayirmalar dispersiyasi

Ayirmalar bosh to ‘p- 
lami normal yoki 
n> 30 va cr 
nom a’ lum

Ikki tanlanmalik 
birlashtirilgan 
/-kriteriy, disper- 
siyalar teng 
(Styudent, 
Kramer-Uelch)

(X\—X2)-do

' Й ж гV "l W2
V =  Hj +  /72 — 2 ,

JT2 ( « , - 1 ) 5 2 + ( я2- 1 ) 5 22 

P « , + /i2 “ 2

Ikki tanlanma bog ‘ - 
liqsiz N ( ^ ] ,<7 2 ) va 

N(h2 ><у\ ) normal 
taqsimotlarga ega 
yoki « , +n2 > 4 0  va 

<jj =cr2 noma’ lum
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^ г Г ikki tanlanma bog‘- 
liqsiz ЛГ(//|, crj2) va

N(/.12-^2 ) normal 
taqsimot larga ega 
yoki /7, + n2 > 40 va 
o^^o^lar noma’­
lum

Ikki tanlanmalik 
birlashtirilgan 
/-kriieriy, disper- 
siyalar turlicha 
(Styudent, 
Kramer-Uelch)

' t s a S t  
— si

m  4

■ r  f f d t  • 
9»  m m m s s x *  -  ■

п\~1^<Ггг npQ >10  va

л (1 -Р о)>10
Bir proporsiyalik 
Z  -kriteriy

n\pi > 5 va 
»l(l - f i j f c S ;
П2Р2 >5 va
w2( i - ^ 2 ) > 5 ;
tanlanmalar bogMiq 
emas

Ikki proporsiyalik
va Ho : P\ = Pi 
bo'yicha birlashti­
riigan Z-kriteriy

n\ ------ nl P\ > 5 va
»i (1 -P i)>  5 ;
nlPl > $ va
"2 (1 -P 2 )> 5 ; 
tanlanmalar bogMiq 
emas

Ikki proporsiyalik 
birlashtirilmagan 
Z-kriteriy

■ . i n ® S 4 - /

f i o - n  Я Р »
V ». . ■ -
-  ' m. -  w2

Moslikhaqidagi
xi-kvadratkriteriy
(Pirson)

, ^  (kuzatilcan-kutilayolgan)*
*  7J kuiilayotgan

V ’ K — K )2 
^  ✓/=! '

/ — intervallar soni,
Vj -  empirik va v* =  щ  -  

kutiiayotgan chaslota

Barcha kutiiayotgan 
miqdorlar 5 dan kam 
emas (v/,vJ > 5). 
Kriteriy ozodlik 
darajasi v=/-s-\ 
boMib, bu yerda 
s - baholanayotgan 
noma’ lum parametr- 
lar soni
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fkki tanlanmali 
dispersiyalar 
tengligi haqidagi 
F -kriteriy 
(Fisher-Snedekor)

Bosh to‘plain normal 
taqsimlangan.
S\ ^ S f . //q  '(?] = (T2
gipoteza 

it

bo‘ lganida rad 
etiladi

Izoh. Yuqoridagi jadvalda quyidagi belgilar ishlatilgan: 0 indeksi H 0 ga 
mos keladi, 1 va 2 lar esa 1- va 2-tanlanmaIarga mos keladi; 
a  - 1 tur xatolik ehtimolligi (kriteriy hajmi); 
nl ,n2 ,77 — tanlanmalar hajmlari;

x , , — birinchi tanlanma va bosh to'plamlar o 4rta^|iymatlari; 

x?, /j2 — ikkinchi tanlanma va bosh to‘ plamlar o ‘ rta qiymatlari;

x va S 2 -  tanlanma o krta qiymati va to‘ g ‘ rilangan dispersiya;
/л0 -  nolinchi gipotezadagi o 4rta qiymat;

<7 2 ,(j|~ ,<72 —bosh to‘ plamlar dispersiyalari;

m m m .

P = — > P i =/7 Wi
p7 = —2- _  tanlanmalar proporsiyalari; 

m
Wj =  np\, m2 = np2 — kutilayotgan chastotalar;

S 2 va S2 — tanlanmalaming to‘ g ‘rilangan dispersiyalari:

1-

nk-  1m
^ ( Х , - х к)2, k =  1, 2 .

Endi biz yuqoridagi jadvalda keltirilgan statistika larni kriteriy 
tuzishda q o ‘ llanilishiga doir bir qator misollar keltirib o ‘ tamiz.

A . fj. haqidagi gipotezani tekshirish {Z  va  /-kriteriylar).

1-hol. Z -kriteriyning bosh  to ‘plam  dispersiyasi a 2 m a ’ lum - 
ligida q o ‘ llanilishi.

M asala. O ziq-ovqat shoxobchalari rahbariyati quyidagi xulo- 
saga kelgan: xaridorlarga xizmat k o4rsatish normal taqsimlangan 
b o ‘ lib, xizmatni o ‘ rtacha vaqti 3,5 minut va standart o g ‘ ishi esa 1,3
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minutga teng. X izm at sifatini nazorat qiluvchi boshqarma 40  ta 
xaridorga xizmat k o ‘ rsatilishini tahlil qilib, o ‘ rtacha xizmat vaqti 4 ,8  
min. ekanini aniqladi. a  =  0 ,0 5  qiymatdorlik sathi bilan oziq-ovqat 
shoxobchalari rahbariyatining o ‘ rtacha xizmat vaqti haqidagi xulo- 
sasini tekshiring.

Yechira. Dem ak, / / 0 =  3 ,5 ; cr =  1,3; /7 =  4 0 ; *  =  4 ,8  va 
a  = 0 ,0 5 .  B iz H0 gipotezani Z  statistika orqali tekshiramiz.
Dastlab ikki tom onlam a kriteriyni k o ‘ rib o ‘ tamiz. Demak, 
/ / ,  Norm al taqsimot jadvalidan ikki tomonlama kritik nuq-
tani topib  olam iz:

*kr = * Zcr/2 = —Z0J5 = ±1*96.
Statistikani hisoblaym iz

_  x- vq _  4,8-3,5 _  1,3 _  ^ 
kuz al-fii 1.3/л/40 0,2055 ’

A m m o z lcuz> l ./9 6 , dem ak H Q gipotezani ( l -a r )1 0 0 %  =  95%  
ishonch bilan rad etamiz. Bu esa o'rtacha xizmat vaqti 3,5 min. 
emasligini k o ‘ rsatadi.

2-hol. S m a'luinligida t kriteriyning q o ‘ llanishi.
M isol. 12 ta tajribada quyidagi tanlanma kuzatilgan: 

4 ,3 ,2 ,2 ,3 ,5 .2 .3 ,3 ,4 ,4 ,6 . Bosh to ‘ plam  o ‘ rta qiymati ц  =  3 degan 
taxminni a  = 0 ,0 1  -  kriteriy hajmida tekshiring. Altemativani 

:ц > Ъ  -  o ‘ ng tomonlama oling.

Yechim . Demak, =  3 ; n =  12 ; л: =  3 ,4 1 6 7 ; 5 2 =  1,538;

S = 1 ,2401  va S- =  -^=- =  0 ,3 5 8 0 . /  -  statistikani hisoblaym iz:
x V»

4  —  x "^ o  _  3,4167—3 | j / Z A C i

-------- Й | Г = 1 ' 1640-

t -  statistika ozodlik  darajasi к = n — l boMgan Styudent taqsimotiga 
ega b o ‘ lgani uchun uning a  =  0 ,01  ga m os kritik nuqtasi

= / n t-04 = 2 ,7 1 8 1 .

A m m o, /Ьг = 1 ,1 6 4 0 < / kr = 2 ,7 1 8 1  boMgani uchun / / 0 : / i  =  3 
gipotezani qabul qilamiz.

381



V . BogMiq boMmagan tanlanm alarga mos bosh to ‘p lam lar 
o ‘ rta qiym atlari farqlari haqidagi gipotezani tekshirish.

1-hol. Bosh to ‘planilar uchun <r, va <r2 â r m a ’lum  ekanida 
Z-statistikaning qoMIanilishi.

M asala. Biror kom paniya o ‘ z  ishchilarining ishlash sama- 
radorligini aniqlash maqsadida mahalliy aholi va chet eldan kelib 
ishlayotgan xodim lari ishlab chiqayotgan mahsulotlari o 4rtacha sonini 
solishtirdi. Ularga mos standart xatoliklar mos ravishda cr, =  8 va 
<j2 = 1 0  boMib, mahalliy ishchilardan nx =  32 va chet elliklardan 
n2 =  38 kishi faoliyati solishtirildi. Bu ikki guruh ishchilardan har biri

uchun o ‘ rta mahsulotlar soni x , = 5 0  va = 4 0  birlikdan iborat. 

Kriteriy satxini a  =  0,01 deb tanlab, guruhlar sfcmaradorligini aniq- 
lang. _  ;

Y echim . Dem ak, =  3 2 ; x , =  5 0 ; cr, =  8 va n2 =  3 8 : x 2 =  4 0 ; 
cr2 =  10; a  = 0 ,0 1 .  B iz asosiy Н0 :/л] =/л2 gipotezani 
altemativga qarshi tekshiramiz. Ikki tanlanmali Z-statistika qiymati

A m m o, zhlz =  4 ,6 4 6 6  >  =  2 ,3 3 , demak, H 0 gipoteza rad etiladi va 
/ / ,  gipoteza qabul qilinadi. Bu esa mahalliy aholining ish samara- 
dorligi chet elliklarnikidan yuqoriligini ko'rsatadi.

2-hol. Agar tanlanmalaming §§ va  S2 -  standart o g 4ishlari

to ‘ plamlardan olingan boMsa, H 0 :/u] =j^2 gipotezani /-kriteriy 
yordamida tekshiring.

ball 50 boMganida test-sinovlari oMkazilib, ular uchun o'rtacha 
o ‘ zlashtirish k obrsatkichlari л:, = 4 1 ,9 3  va x 2 = 4 4 ,5 6  hamda ularga 

m os standart ogMshlar 5, = 2 ,8 6  va S2 = 1 ,4 2  lardan iborat. Har bir 
o ‘ quv yurtida n{ =  n2 =  40  talaba bilim i tekshiriladi. Ushbu maMumot-
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Z ta,z = =  4 ,6466 .
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maMum va ular cr," va a 2 dispersiyalari teng boMgan (cr, =cr2) bosh

M asala. Ikki o liy  o ‘ quv yurtida bir xil fan b o ‘ yicha maksimal



larga asoslangan test-sinovlari o ‘ tkazuvchilar har ikki guruh talabaiari 
bilimlari orasida sezilarli farq y o ‘ q, degan fikm i (y a ’ ni H 0 g ipo­
tezani) ilgari surdilar. Qiymatdorlik sathini a  =  0 ,05 deb tanlab 
yuqoridagi fikr to ‘ g ‘riligini tekshiring.

Y ech im . Dem ak, w, = 4 0 ;  x } = 4 1 ,9 3 ;  S} = 2 ,8 6  va n2 = 4 0 ;  

x 2 =  4 4 ,5 6 ; S2 =  1 ,4 2 ; a  =  0 ,0 5 . B iz ikki tanlanmalik birlashtirilgan 

/  -kriteriyni qo'U aym iz. Bu holda ozodlik  darajasi v  =  nx +  n2 -  2 =  78 
va unga m os ( l - a ) 1 0 0 %  =  5 %  lik kritik nuqta Styudent taqsimoti 

jadvalidan topiladi: 1̂  =  ± f ( 7 8 ;0 ,5 /2 )  =  ± / ( 7 8 ;0 ,2 5 )  =  ± l ,9 9 0 8 . 
Standart o g ‘ ishni hisoblaym iz:

5 -  _ = 5  / 1 , 1 -  1 , 1
.T, -Д Г , P \l fj2  d  /7 , + w 2  “ Й  Д  Wj Щ

_  II (40-1X2,86)2+(4 0 -l)(l,4 2 )2 V  1 1 \
40+40-2 JW o 4 0 /

Alternativ gipotezani ikki tom onlam a qilib  tanlaymiz: 
H \: jU, /л2 . t -statistikani hisoblaym iz:

__ _  41,93-44,56 _  _  Q
* № Щ Щ -----------0^5049------- 5’ 2P9°-

r l x 2

Kriteriy ikki tornonlamilik va tkuz = - 5 ,2 0 9 0  < tkr = -1 ,9 9 0 8 .  Demak,
H 0 gipoteza rad etiladi va / / ,  gipoteza qabul qilinadi. Bu esa
( l - a ) 1 0 0 %  =  9 5 %  ishonch bilan ikki o liy  o ‘ quv yurtida tekshirilgan
fan b o ‘ yicha b ilim  k o ‘ rsatkichlari farqli degan xulosaga kelamiz.

D. Bosh to ‘ p lam lar proporsiyaiari haqidagi gipotezani tek- 
shiraraiz. Q uyidagi kriteriy binom ial (d ixotom ik) taqsimotlar uchun 
katta hajmdagi tanlanmalar ( n > 3 0 )  uchun q o bllaniladi.

M isol. H odisa ro4y  berish ehtim olligi nolinchi gipotezada 
p £ 0 ,8  deb faraz qilinadi. Tajriba w =  600 marta o ‘ tkazilganida
ushbu hodisa /77 =  468  marta ro ‘ y beradi. Dem ak, nisbiy chastota,

ya ’ ni tanlanma proporsiya n =  ~  =  -^ ^ = 0 ,7 8  va standart o g ‘ ish
n 600
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_  Ip0 0  Ро) = lOfiOJ =  о  0 1 6 3 . B u  holda щ ,  = 6 0 0 -0 ,8  =  480
V п V 600 ™

va /?(1 — р 0 )  =  600- 0 ,2  =  120. Hodisa ro ‘ y  berish ehtim olligi haqidagi 
Н {): р >  0 ,8  gipotezani alteraativ H ] : p <  0 ,2  gipotezaga nisbatan 
a  =  0 ,0 5  kritik hajmda tekshiring.

Y echim . Dem ak, p0 = 0 ,8 ;  p  =  0 ,7 8 ; a^  =0,0163 va  a  =  0 ,0 5 . 

Kritik nuqtani hisoblaym iz: tkr =  z0 05 = - 1 ,6 5 .  Statistikani hisob­

laymiz:

_ _  P - P o  _  0 ,7 8 - 0 ,8 0  _  , „ АП
kuz ~ Ж Г ~  0,0163 ’ •Po

A m m o, zkiXZ = - 1 ,2 2 4 7 < - 1 ,6 5  =  /kr boMgani %chun H0 ni qabul 
qilamiz.

D. Ikki bosh to ‘plam !ar proporsiyalari p\ va p2 lar farqi 
haqidagi gipotezani tekshirish.

Ushbu kriteriy binomial taqsimotga ega tanlanmalar hajmi katta 
( a? > 3 0 )  boMgan holda qoMlaniladi.

M asala. Talabalar shaharchasida oMkazilgan so 'rovnom ada 
tavakkaliga tanlangan 200 yigitdan 40 ta va 250 qizlardan 85 tasi 
O bzbekiston M illiy  universiteti (0 -z M U ) talabasi ekanligi aniqlandi. 
a  =  0,1 qiym atdorlik sathida talabalar shaharchasidagi O vzM U  talaba 
qizlari proporsiyasi p x O 'zM U  talaba yigitlari proporsiyasidan katta, 
degan taxminni tekshiring.

Y echim . Demak. « , = 2 0 0 ;  m ,= 4 0 ;  /?, =  0 ,2 ;  /?2 = 2 5 0 ;

m2 =  8 5 ; / ^ = 0 , 3 4 ;  p =  m'+m1 = =  0 ,2 778 . M os disper-
щ  + n 2 2 0 0 + 2 5 0

siyani hisoblaym iz:

Р г Р г  ' Ц  " U
-  JO,2 7 7 8 (1 -  0 , 2 7 7 8 ) Ц ^ У  *  0,0425.

A sosiy  gipoteza H0 : p l =  p 2, altemativa esa t f , :  p } < p 2 . 
Berilgan kritik hajm « = 0 , 1  ga mos Z -kriteriy kritik nuqtasi 
th. = - / ( 0 , 1 )  =  -1 ,2 8 .  Z -statistika qiymati

3 8 4



P l~ P 2

A m m o = - 3 ,2 9 4 1 < - 1 ,2 8  =  /i r , demak H0 rad etiladi va 
/ / ,  ni qabul qilam iz, ya ’ ni yigitlar proporsiyasi qizlarnikidan kam 
ekan.

E. Ikkita n orm al taqsim otga  ega bosh  to 'p la m la rn in g  dis- 
persiya larin i solishtirish.

Berilgan a  kritik hajmda ikki bosh to'plam lar dispersiyalari 
tengligi haqidagi nolinchi Hu: o f = a 22 gipotezani Fisher-Snedekor 
statistikasi

nisbat bilan hisoblanadi, bu yerda suratda dispersiyalaming kattasi 
olinadi. F -kriteriyning kritik nuqtasi ozodlik  darajalari v, = /7 , - 1  va 
v2 =  n2 ”  1 b o ‘ lganida Fisher-Snedekor taqsimoti jadvalidan aniq­
lanadi.

M isol. Ikki korxonalar guruhi (har birida 13 tadan korxonalar) 
oylik  ishlash vaqtlari (kimlarda) quyidagi k o ‘ rsatkich!arda ifodalanadi:
JCj = 2 3 k u n ,  x 2 =  26  kun, S2 =  3 kim va S2=  6 kun. a  =  0,1
qiymatdorlik sathida har ikki gnruh korxonalari uchun o'rtacha ish
vaqtlaridan og'ishlari bir xilligi haqidagi Я 0 :<т,2 = (т|  gipotezani
tekshiring.

Y ech im . B iz alternativ gipotezani ikki tom onlam a / / ,  : cr,2 * g \ 
deb tanlaymiz. O zodlik  darajalari v , = v 2 =  13 — I =  12. F-statistikani 
hisoblaym iz:

Ж  o2
k ic h ik

7 7  _  ‘S kaU a _  *^2 _  6  _  ^
c2
° k a U a
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A m m o ^  =  2  < F b  =  2 ,6 9 , demak bizda H0 gipotezani rad 
etishga asos y o ‘ q.

M asala. M aktab o 4quvchilari ikki guruhiga arifmetikadan 
masalalar berilib, ulardan biriga ijob iy  natija, ya’ ni testdan o ‘ tganlar 
haqida, ikkinchisiga esa salbiy natija, y a ’ ni testdan o ‘ tmaganlar haqida 
ma’ lumot beriladi. Tajriba natijasida vaqt k o ‘ rsatkichlari b o ‘ yicha 
ma’ lumotlar quyidagicha: n} = 1 3 ; S,2 = 4 ,0 6  va n2 = 1 2 ; S f  = 2 0 ,2 5 . 

Kriteriy hajmi a  =  0 ,01 boMganida H0 :crf gipotezani Hx : o f  >a\ 
alternativaga qarshi tekshiring.

Y echim . F -  statistika qiymati: / v U7 = - ^ -  =  - 0,25 « 4 ,9 9 .
S,2 4,06

a  =  0,01 ga va v, =  1 2 -1  =  11, v 2 =  13 - 1  =  12 lar^a m os kritik nuqta 

Fkr(0 ,0 1 ; 11;12) =  4 ,2 2 <  Fkuz = 4 ,9 9 . Demak, # 0rad etilib. H ] qabul 
qilinadi.

5-§. M uvofiq lik  kriteriy lari

Faraz qilaylik, Xj, X2, .... Xn lar bogM iqsiz n ta tajriba natijasida 
X  tasodifiy m iqdorning olingan kuzatilmalari boMsin. X  tasodifiy 
m iqdom ing taqsimoti nom a’ lum F{x) funksiyadan iborat boMsin. 
Taqsim ot k o ‘ rinishi to‘ g ‘ risidagi gipotezani gistogramma yoki poligon  
k o ‘ rishiga k ocra ham aniqlash mumkin:

^
^ Ъ <r ^ <

—1

/ / /

a b v

Izoh: a) normal taqsimot; b) ko‘ rsatkichli taqsimot; v) tekis taqsimot.

386



Noparametrik asosiy  gipotezaga ko ‘ ra Ha:F(x)=Fl)(x). Mana shu 
statistik gipotezani tekshirish talab etilsin.

1. A . K olm ogorovn in g  muvot'iqlik aiom ati

Xi.Xz, X„ kuzatilmalar asosida F „ ( x )  empirik taqsimot
funksiyasini tuzamiz. Faraz qilam iz, F(x) uzluksiz taqsimot funksiyasi 
boMsin. Quyidagi statiStikani kiritamiz

Dn = D „ ( X I ’X 2 ......x „ )  =  sup
- С Я < Л ’< Ю

F n ( x ) - F ( x )

Glivenko-Kantelli teorem asiga k o ‘ ra n yetarli katta b o ‘ lganida 
D n kichik qiymat qabul qiladi. Demak, agar asosiy gipoteza H( o ‘ rinli 
b o ‘ lsa D„ statistika kichik boMishi kerak. K olm ogorovn ing m uvofiqlik 
aiomati D „ statistikaning shu xossasiga asoslangandir.

Teorem a (K olm ogorov ). Ixtiyoriy uzluksiz F(x) taqsimot funk­
siyasi va X uchun

\\mP{4nDn < l }  = K ( X ) =  У  ( - I ) 1 e_2'2f'2W->CO * *'*■I*-#)
boMadi.

D „-  statistikaga asoslangan statistik alomat kritik to ‘ plami quyi- 
dagicha aniqlanadi

s ia = { t : ! = D A x.*x2 ) > '« } ■
Bu yerdan 0  <  a  <  1 — alomatning qiymatdorlik darajasi.

K olm ogorov  teoremasidan quyidagi xulosalar kelib chiqadi:
a) D„ -  statistikaning H0 gipoteza to ‘ g 4ri b o ‘ lgandagi taqsimoti 

F(x) ga bogMiq emas;
b ) amaliy nuqtayi nazardan n >  20  b o ‘ Igandayoq teoremadagi 

yaqinlashish juda yaxshi natija beradi, ya ’ ni 4nD n <  я }  ni а д

bilan almashtirishdan yoM q o ‘ yiladigan xatolik yetarlicha kichikdir.
Bu xulosalardan kelib chiqadiki, n >  20 boMsa kritik chegara 

/„n i Xa IT n  ga teng deb olish  mumkin. B u  yerda ).oKQ^) =  I-a  
tenglamaning ildizlaridan iborat. Haqiqatan ham berilgan 0 < a < l 
uchun

/>{ D„ €  5 , „  / t f 0 }  =  p {  ̂ D „  >  Яа /Н0 }  *  1 -  К  ( Яа )  =  a  .
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Shunday qilib, K olm ogorov  alom ati quyidagicha aniqlanadi:
1) berilgan a  orqali Ktya) =  l -я  tenglama yechim i Xa jadval 

yordamida topiladi;
2 ) berilgan tajriba natijalari xit x2, x„ larga k o ‘ ra t=D„{xj, x2t 

x„) qiymati hisoblanadi,
3 ) yfnt va Xa solishtiriladi, agar -Jnt>Xa b o 'lsa , asosiy g ipo­

teza Ho rad etiladi, aks holda tajriba H0 ni tasdiqlaydi.
1. K .P irsonning xi-kvadrat m uvofiq lik  alomati.
Am aliyotda K olm ogorov  statistikasini hisoblash ancha murak- 

kab va undan tashqari K o lm og orov  alomatini q o ‘ llash faqat taqsimot 
funksiya F (x ) uzluksiz b o elgandagina mumkindir. Shuning uchun, 
amaliyotda k o ‘ p  hollarda Pirsoim ing xi-kvadrat alomati q o cllaniladi. 
Bu alomat universal xarakterga ega b o ‘ lib, kuzatilmalarni guruhlash 
usuliga asoslangandir. S

Faraz qilaylik, Ш  -  kuzatilayotgan va taqsimot funksiyasi 
nom a’ lum F(x) b o ‘ lgan X  tasodifiy m iqdom ing qiymatlari to ‘ plami 
b o ‘ lsin. ni к ta kesishm aydigan oraliqlarga ajratamiZ:

Щ
Ш  = и е г »е / П £у =®> =

/=1
Takrorlanishlar vektori deb ataladigan v  =  (v , ) vektom i 

olaylik. Bu vektorning z-koordinatasi kuzatilmalardan tasi s,. 
oraliqqa tushganligini anglatadi. K o ‘ rinib turibdiki, takrorlanishlar 
vektori v tanlanma ( X ,  orqali bir qiym atli aniqlanadi va
v, + v 2 + ... +  vk = n .  A sosiy gipoteza Ho to ‘ g ‘ ri b o ‘ lgandagi kuzatil- 
maning s t oraliqqa tushish ehtim olligini p iQ bilan belgilaylik:

р ^  = Р { Х е £1/Н0} , Ы 1 , 2 , : . , к .
Quyidagi statistikani kiritamiz:

X 2 = . Ы ук~”Р>о)2 
ы  ШШ

va Ho'.F =  F0 asosiy gipotezani to ‘ g ‘ riligini tekshiramiz.
Kuchaytirilgan katta sonlar qonuniga asosan nisbiy chastota 

v r/n bir ehtim ollik bilan nazariy ehtimollik p r0 ga intiladi. Demak,

agar Ho gipoteza o brinli b o ‘ lsa, u holda x l  statistikaning qiymati
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yetarli darajada k ichik  boMishi kerak. Dem ak, Pirsonning x 2 mezoni 

X'n statistikaning katta qiymatlarida asosiy gipoteza Hq ni rad etadi, 

y a ’ ni alomatning kritik sohasi S]a k o ‘ rinishda boMadi.

A sosiy  gipoteza H0 t o ‘ g ‘ ri boMganida Y* statistikaning aniq taq- 
simotini hisoblash ancha murakkab, bu esa o ‘ z  navbatida alomatning 
kritik chegarasi ta ni topishda qiyinchilik tug‘ diradi. A m m o, n yetarli

katta boMsa H0 gipoteza to ‘ g ‘ ri boMganida x l  statistikaning taqsi- 
motini limit taqsimot bilan almashtirish mumkin.

Teorem a(P irson). Agar 0<  pi0<  1, i =  1 ,2 ,...,к boMsa, u holda

Bu yerda x l-\ erkinlik darajasi k-\ boMgan xi-kvadrat taqsimotiga ega 
boMgan tasodifiy miqdordir:

P { x U  < 4 =  1 ) * 2 le 2d x ,

bu yerda, Г ( я )  -  gamma fimksiya.

Am aliyotda bu teorema natijasidan n >  50, v,. > 4 5 ,  /  =  1,2, 
boMganda foydalanish mumkin. Bu holda ta kritik nuqta

P\ Xk-1 > *a} = a  > 0 < « < 1  tenglamadan topiladi.

6-§. Statistik kriteriy q u w a iin i hisoblash 
(Z-kriteriy  misolida)

Biz oldingi bobda qiymatdorlik sathi (yok i kriteriy hajmi) a  
boMgan kriteriy qu w ati alternativ gipoteza / / ,  to ‘ g ‘ riligi shartida 
asosiy gipoteza / / 0ni rad etish va dem ak Hx ni qabul qilishdan iborat 
to ‘ g ‘ ri yechim  ehtim olligi \ - [3 = P ( H X /  H{ ) =  P ( T e  )dan
iborat ekanini k o ‘ rdik. Bu formuladan k o ‘ rinadiki, kriteriy quw atin i 
hisoblash T statistikaning alternativ gipoteza # ,  o ‘ rinligi shartidagi 
aniq (yoki taqribiy) taqsimotini bilishni talab qiladi. Statistik gipo- 
tezalarni tekshirish nazariyasida bu yechilishi qiyin boMgan masalalar

389



toifasiga kiradi. Ushbu paragrafda biz kriteriy quvvatini hisoblashni 
Z -kriteriy  inisolida k o ‘ rib o 'tam iz . Bu kriteriyning Z-statistikasi 
quyidagicha aniqlanadi. X (n) = ( X x X„ )  tanlanma o ‘ rta qiymati

nom a’ lum  parametrdan va dispersiyasi m a’ lum cr2 = 4  normal taq­

sim otga ega b o ‘ lgan bosh to ‘ plamdan olingan boMib, x  =  — ̂ X t
n  / - I

tanlanma o ‘ rta arifmetik qiymati / /  uchun statistik bahosi boMsin. U 
holda Z-statistika standart normal Ф 0 ( / )  taqsimotga ega va

,  _  x-Р  _  x-p
cr/>Jn' 2 / y fn

form ula bilan aniqlanadi. B iz tanlanma hajmini /7 =  25 deb tanlaymiz 
va asosiy H 0 va alternativ H{ gipotezalarni quyidagicha ifodalaym iz:

# 0 :ц  =  0 ;  Н у :ц  > 0 .
Dem ak, H0 sodda va /У, esa murakkab gipotezalar ekan. B iz  qiym at- 
dorlik sathi (1-tur xalolikni) a  = 0 ,0 5  deb tanlab, unga m os kritik 
nuqtani integral funksiyasi jadvalidan

1 - а  =  0 ,9 5  =  0 ,5  +  Ф ; ( / кр)  

tenglama yechim i sifatida =1 ,645  -  kritik nuqtani aniqlab olam iz. 

Endi H 0 ni rad etuvchi kritik to4plamni - # f = { Z kuz > /^ 1  tengsiz- 

likdan H 0 o ‘ rinliligi shartida aniqlab olam iz:

x-vo _  дгл/25 -  w -r  £A
^kuz ”  # 9 “  2,5л: > 1 ,6 4 5  — tk ,

a / y j n  i

bu yerdan, / / 0 gipoteza x > - y *  =  0 ,6 5 8  boMganida rad etilishini

bilib olam iz. Endi alternativ gipoteza H { :u  =  1 boMganida kriteriy 
quvvatini hisoblaym iz:

1 -  P  =  P (Z ^  e  .л р  Ну )  =  Р (г ш  >  1,645/М = 1) =  р {*  > 0,658 ! р  =  l )  =
—

= P
\

x -u  0 ,658 -1  / ,
----- 7 - >  7 =  / / * =  1
(j/V w  2 /V 25

=  P ( Z  >  -0 ,8 5 5 )  =  1 - Ф 0 ( - 0 ,8 5 5 )  =

=  Ф 0 (0 ,8 5 5 )  =  0 ,5  +  Ф<$ (0 ,8 5 5 )  =  0 ,5  +  0 ,3  =  0 ,8 .
Bu yerdan 2-tur xatolik ehtimolligini topamiz: /?  =  1 -  0 ,8  =  0 ,2 .
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Endi yuqoridagi gipoteZalarni tekshirish uchun Z -kriteriy  
qiym atdorlik sathini 1%  lik  etib, ya’ ni a  =  0,01 etib oldingidan 5 
marta kam tanlaymiz. U  holda Z-kriteriy kritik nuqtasi /kr=2 ,32  ni 
jadvaldan aniqlab, / / 0 ni quyidagi tengsiziik orqali rad etiladi:

= 2 ,5x  >  2 ,3 2 .
a fyjn

— 2 32
Dem ak, x  =  -— — =  0 ,9 2 8  tengsiziik bajarilganida # 0 gipoteza rad

etiladi. Bu holda biz kriteriy quvvatlarini Hx alternativalar ц =  1 va 
ц = 2 boMganida quyidagicha hisoblaymiz:

1 - ^  =  р ( х > 0 ,9 2 8 /^  =  1) =  Р ^ ^ > ^ ^ / ^  =  1 1 = Р (г > -< ) ,1 8 )  =

=  1 - Ф 0 ( - 0 ,1 8 ) = Ф 0 (0 ,1 8 )  =  0 ,5  +  ф ; ( 0 ,1 8 )  =  0 ,5 +  0 ,0714  =  0 ,5714 

va 2-tur xatolik (5 =  1 - 0 ,5 7 1 4 - 0 ,4 2 8 6 .  Shu kabi

1-/3 = H x > 0 ,9 2 8 Ifi =  2) =  p [ ^ L > l M =  2 )=  P (Z >■-2,68) =
^cNn 2/V25 у 1

=  1 -  Ф 0 ( - 2 ,6 8 )  =  Ф 0 (2 ,6 8 )  =  0 ,5  +  Ф* (2 ,1 8 ) =  0 ,5  +  0 ,4963  =  0 ,9963 .

B u yerdan 2-tur xatolik /?  =  1 -0 ,9 9 6 3  =  0 ,0 0 3 7  ni topamiz. 
Endi tanlanma hajmini «  =  100 ga orttirib, 1-tur xatolik a  = 0 ,0 1 ,

altexnativ ц = \  v& dispersiya qiymatlari cr3 =  4  va cr2 = l  bo'lgan 
hollarda yuqoridagi jarayonni takrorlab, kriteriy quvvatlarini hisob­
laymiz:

Z  -  > 2  3 2 —/

Dem ak, H 0 gipoteza

jc>  2 ,3 2  - . 1  =  0 ,4 6 4

bo'lganida inkor etiladi va bunday kriteriyning /л =  1 dagi qu w ati 

. - ^ > 0 , 4 6 * / , ; - . ) . ^ ^ / ^ ^ ^

=  1 -  Ф 0 ( - 2 ,6 8 )  =  Ф 0 (2 ,6 8 )  =  0 ,5  +  ф+ (2 ,6 8 )  =  0 ,9963.
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Shu kabi, a  =  1 da

2 - = ^ = 7 Ш Г , 0 ^ 2 -3 2 = ' -

Bu holda / / 0 gipoteza x  > 2 ,32* —  =  0 ,2 3 2  tengsiziik o ‘ rinli

boMganida rad etilib, bu kriteriyning /л = 1  altemativa qiymatidagi 
quwati

=  1 - Ф 0 ( - 7 ,6 8 )  =  Ф 0 (7 ,6 8 )  =  0 ,5  + Фу (7 ,6 8 )  =  0 ,5 +  0 ,5  =  1.

Bundan 2-tur xatolik qiym ati (3 =  0  ekanini k o ‘ rai^iz.
Yuqoridagi barcha hisoblami e ’ tiborga o lib  quyidagi jam lovchi 

jadvalni tuzib olamiz.

A sosiy g ip oteza : H0 :ц  =  0

№ Tanlanma 
haj mi

Disper­
siya Alternativ

Qiymat­
dorlik sathi 

(1-tur 
xatolik)

— .------------------------------------- .

Kriteriy
qu w ati

1. и=25 <т2 = 4 Шх : ц  =  1 a  =  0 ,05 1 — /?  = 0 ,8
2. w=25 <j2 = 4 a  =  0,01 1 - / ?  = 0 ,5 4 1 4
3. n=25 a 2 = 4 Н 1:ц = 2 a  =  0,01 1 - / 3 = 0,9963
4. n= 100 cr2 = 4 # , : / /  =  1 a  =  0,01 1 - /3  =  0,9963
5. jjl О о cr2 =  1 Н х :ц  = \ a  =  0,01 1 - / 3  =  1

Bu jadvaldan k o ‘ rinadiki, normal taqsimot o ‘ rta qiymati haqi­
dagi Н 0 : ц =  0 gipotezani uning dispersiyasi cr2 maMum boMganida

X—Ll
Z  = ----- ■= -  statistikaga asoslangan kriteriyning qiym atdorlik sathi

cr/vw
1% ( a  =  0 ,0 1 )  boMgan holda tanlanma hajmi ortgani sari eng katta 
quvvatga ega b o  Mar ekan.
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7-§. Tanlanm alar b ir  jinsliligini tekshirish uchun noparam etrik 
kriteriy lar

B iz  ikki tanlanma o ‘ rta qiymatlari tengligi haqidagi quyidagi 
Z -kriteriy  (dispersiyalar ma’ lumligida bosh to ‘ plamlar normal 

taqsimotlarga ega);
/-kriteriy  (Styudent kriteriysi, dispersiyalar nom a’ lum ligida bosh 

to ‘ plamlar normal taqsimotlarga ega);
/-kriteriy  (K ram er-U elch kriteriysi, dispersiyalar nom a’ lumligida 

bosh to 'p lam lar ixtiyoriy taqsimotlarga ega);
hamda dispersiyalar tengligi haqidagi Fisher-Snedekorning F -  

kriteriylari bilan tanishib, ularga turli m isollar k o ‘ rib o ‘ tdik. Ularni 
ikki tanlanma sonli xarakteristikalar tengligi haqidagi parametrik 
gipotezalar deb qaraymiz.

Ushbu paragrafda b iz  yana ham umumiy masala, ya ’ ni ikki 
tanlanmaning taqsimotlari ustma-ustligi haqidagi gipotezalarni tekshi- 
rishga doir kriteriylarni k o ‘ rib o ‘tamiz. Bular noparametrik kriteriy- 
lardir.

Tajribalar natijasida olingan ikki statistik tanlanmalar 

= { X l 9X 2 ,...9X n)  va Y ™  = ( l^  ,Y2 larning bir jinsliligi,
ya ’ ni yagona bosh to ‘ plamdan olinganligini tekshirish statistik 
gipotezalarni tekshirish nazariyasining asosiy masalalaridan biridir. 
B iz X in) ni taqsimot funksiyasi boMgan X  tasodifiy m iqdom i

va У*™* ni esa taqsimot funksiyasi G ( y )  boMgan Y tasodifiy miq- 

dorni kuzatish natijasida olingan m os n va m hajmlardagi statistik 
tanlanmalar deb qaraymiz. A sosiy  gipoteza:

H0 :F ( j t ) =  G ( x ) ,  barch a* larda; (1 )
bu ikki taqsimotlar ustma-ust tushishi haqidadir.

A sosiy  H0 gipotezaning bajarilmasligi, ya ’ ni tanlanmalarning

bir jinslik  emasligi hech boMmaganda biror x0 uchun // , :/^ j^ )^G (aq)

gipoteza o ‘ rinli ekanini anglatadi. A gar tanlanmalar bir jinslilig i asos- 
lansa, u holda ular yagona bosh  to ‘plam dan olingan deb hisoblanib, 
ularni birlashtirib yuborish mumkin. Agarda (1 ) gipoteza o ‘ rinli 
boMsa, u holda tanlanmalarning o ‘ rta qiymatlari tengligi haqidagi
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H q : ц } = /л2 gipoteza ham o ‘ rinli b o ‘ ladi, ammo teskarisi o ‘ rin!i 
emas. / / 0 gipotezani Styudent va Kram er-Uelch kriteriylari orqali 
tekshirib bo 'lm aydi, chunki ular yordam ida IJ'{) nigina tekshirisli 
mumkin. (1 ) gipotezani tekshirish uchun noparametrik kriteriylar 
Sm irnov, omega-kvadrat (Lem an-Rozenblatt), V ilkoksok-M ann-U itni, 
Van-der-Varden, Sevij, xi-kvadrat (P irson) va  shular kabi statistikalar 
asosida qurilishi mumkin.

a) Sm irnov kriteriysi. F  va G  taqsimotlar uzluksiz b o ‘ lsin. 
X {,,) va tanlanmalar b o ‘ yicha F ( jr )  va G(>>) laming m os em pi­
rik baholari, y a ’ ni empirik taqsim ot funkiyalarini hisoblaym iz:

formula bilan aniqlanadi. (2 ) statistikaning kritik nuqtalari jadvali 
[4 ] da keltirilgandir. Jadvaldan alternativ gipoteza asosida bir yoki 
ikki tom onlam a kritik nuqtalar aniqlanganidan s o ‘ ng H0 ni qabul

statistika 1939-yilda N .V .Sm irnov tomonidan tavsiya etilgan.
b) L e m a n -R o zenblattning om ega kvadrat kriteriysi. Om ega 

kvadrat statistika

gan. (3 ) statistika 1951-yilda E.Leman va 1952-yiIda M .Rozenblatt 
tomonidan taklif etilgan.

Gm( y ) = x- i i { y j * y Y  y z R ,

bu yerda /(.«4) orqali A hodisa indikatori belgilangan. Sm irnov sta- 

tistikasi

qilish yoki inkor etilishi odatdagi uslubiyatda amalga oshiriladi. (2 )

form ula bilan aniqlanadi. Bu yerda

-  birlashtirilgan tanlanma b o ‘ yicha tuzilgan empirik taqsimot funk- 
siyadir. (3 ) statistikaning ham kritik nuqtalari jadvali [4 ] da keltiril-
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v) Ikki bogM iqsiz tanlanm a uchun xi-kvadrat kriteriysi. 
X (n) va tanlanmalar elementlarini guruhlarga taqsimlab olamiz. 
L orqali guruhlar sonini belgilab, nl va mi lar orqali /-guruhga

tushgan X {,,) va tanlanmalarga mos kelgan elementlar sonini bel­

gilab olam iz. U holda —  va —  lar /-guruhga tushgan tanlanma
n m

elementlari nisbiy takrorlanishlar sonini anglatadi. Bu yerda
L L

f = l  M l

Ikki tanlanma uchun xi-kvadrat statistikasi

(4)
M Щ+Щ

amaliyotda juda keng qoMlaniladi va shu sababli uning taqsimoti (x i- 
kvadrat taqsimot) kritik nuqtalari jadvali k o ‘ pgina adabiyotlarda va 
xususan [4] da ham keltirilgandir. Bu statistika kritikasi nuqta berilgan 
qiymatdorlik sathi a  va ozod lik  darajasi v = L — 1 ga qarab jadvaldan 
tanlanadi. B iz misol sifatida a  =  0 ,05  uchun bu kritik nuqtalaming 
9 tasini quyidagi jadvalda keltiramiz.

X i-kvadrat kriteriyning a  =  0 ,05 uchun kritik  nuqtalari

v = L — \ 1 2 3 4 5 6 7 8 9

~ Zo.os 3,84 5,99 7,82 9,49 11,07 12,59 14,07 15,52 16,92

Xi-kvadrat kriteriyning amalga oshirilishi quyidagi algoritm 
asosida o lib  boriladi:

1. Xi-kvadrat statistika qiymati (4 ) formula asosida hisoblanadi.
2. X „ m qiymati nuqta qiymati bilan solishtiriladi: agar

X n%m ^  Z 0 .0 5  =  fkr boMsa, u holda solishtirilayotgan tanlanmalar 
taqsimotlari 0,05 qiymatdorlik sathida ustma-ust tushadi;

agarda X 2 m > Хо.оз=  hr b o 'lsa , u holda solishtirilayotgan 
tanlanmalar farqlanishi muqarrarligi 95%  ni tashkil etadi.
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M asala . Ikki tumanda b ir fan b o ‘ y ich a  test-sinov ishlari o lib  
borildi. Tajribada har ikki tumandan n = nt = 50 tadan o ‘ quvchilar 
ishtirok etdi. M ashqlarni bajarilishiga qarab, har b ir o ‘ quvch i quyi, 
o ‘ rta, yaxshi va yuqori, deb  ajratilgan guruhlardan biriga o ‘ tadi. B iz 
birinchi har ikki tuman o ‘ quvchilari bilim lari deyarli farqlanm aydi, 
ya ’ ni u lam ing b ilim  darajalari son li k o ‘ rsatkichlari m os  taqsimotlari 
F  va G  lar tengligi haqidagi (1 )  gipotezani ikki tom onlam a alternativ 
/7 , :F & G  ga nisbatan tekshiramiz. T est-s in ov  natijalari quyida- 
gichadir:

Tanlanmalar quyi o ‘ rta yaxshi yuqori
1-tanlanma 

/7=50
/ii=3 /72=19 /7з= 1% /74=10

2-tanlanma
m =50

m i=9 m2= 24 nty=l 2 II■Ч-5

X i-kvadrat statistikani h isoblaym iz:

n, m
50 50

=  2500
50 50 .50 50 J 150 50 J

3+9 19+24 18+12Xn#  -5 ( r 2 1 ‘ .М Ц+Щ

+[ 5 0 _ J 0 l
10+5

O zod lik  darajasi v  = 4  — 1 =  3 .  U  holda a  =  0 ,0 5  uchun ja d va l- 
dan kritik nuqtani topam iz:

*кг = ЯГо,о5 =  7*82.

A m m o X$o$o = 6 ,4 5  < 7 ,8 2 ,  dem ak H0 qabul qilinadi. Bu esa

bizda m a ’ lum  bir fan b o ‘ yicha o ‘ quvchilar bilim lari farqlanadi, degan 
taxminni inkor etishga asos boMadi.
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XIII B O B G A D O IR  M A S A L A L A R

1. X in) = (X l,...,Xn) tanlanma N(a,e2) taqsimotdan olingan 
bo‘ lsin. Noma’ lum parametr 9  to‘g ‘risida quyidagi ikki sodda 
gipoteza ko‘ramiz: H0 .9 = 90v a # , :9 = 9, (9, >90). I tur xatoligi a
boigan  tekis eng quvvatli kriteriy quring va II tur xatolik p  ni 
hisoblang.

2. X ,n) = (Xl,...,Xn) tanlanma Bi(rr,9) taqsimotdan olingan 
boMsin. Noma’ lum parametr 9  to‘g ‘risida quyidagi ikki sodda gipo­
teza ko‘ ramiz: H0:9 = 9 0 va Hi :9 = 9 ] (9l >90). I tur xatoligi a  
bo ‘ lgan tekis eng quvvatli kriteriy quring va II tur xatolik p  ni 
hisoblang.

3. X {n) = (XI,...,X„) tanlanma n(0)  taqsimotdan olingan bo'lsin. 
Noma’ lum parametr 9 to‘g ‘risida quyidagi ikki sodda gipoteza 
ko'ramiz: H0:9 = 9 0 va / / ,  :9=9 l (9, >90). I tur xatoligi a  bo'lgan 
tekis eng quvvatli kriteriy quring va II tur xatolik /? ni hisoblang.

4. £, tasodifiy miqdoming taqsimoti F(x)  to‘g ‘risida quyidagi 
ikki sodda gipoteza ko'ramiz: H0:F{x) = R[-a\a] va
H, :F(x)= N(0;cr2).  I tur xatoligi a  bo'lgan tekis eng quvvatli 
kriteriy quring va II tur xatolik /? ni hisoblang.

5. £  tasodifiy miqdoming taqsimoti F(x)  to‘g ‘risida quyidagi 

ikki sodda gipoteza ko'ramiz: tf0: f(x)=-,\x\<\ va Hx :F(x)=N(0;l).

I tur xatoligi a  bo‘ lgan tekis eng quvvatli kriteriy quring va 11 tur 
xatolik p  ni hisoblang.

6. Аг<л) = {X x,...,Xn) tanlanma zichlik funksiyasi f ( x ;9 ) - e ' {'~0), 
x > 9  bo'lgan taqsimotdan olingan bo‘ lsin. Noma’ lum parameter 9 
to‘ g ‘risida quyidagi ikki sodda gipoteza ko'ramiz: H0:9 = 9 0 va 
Hl :9 = 9l (9, >90). I tur xatoligi a  bo ‘ Igan tekis eng quvvatli 
kriteriy quring va 11 tur xatolik p  ni hisoblang.
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7. X in) =  ( X l9.. . ,Хп) tanlanma zichlik funksiyasi f ( x ; 0 ) = 0 x ~ 2, 
x  > 6  boMgan taqsimotdan olingan boMsin. N om a ’ lum parameter 0 
to‘ g 4risida quyidagi ikki sodda gipoteza k o ‘ ramiz: HO: 0 = 0 O va 
H l : $ = 0 l I tur xatoligi a  bo 'lgan  tekis eng quw atli 
kriteriy quring va II tur xatolik p  ni hisoblang.

8. X * ^ - ( X l9...9X n)  tanlanma zichlik funksiyasi 

f ( x ; 0 )  = 20~2( 0 - x ) ,  x e  (O ;0) b o ‘ lgan taqsimotdan olingan boMsin. 
N om a’ lum parametr в  to ‘ g ‘ risida quyidagi ikki sodda gipoteza k o ‘ ra- 
m iz: Ho :0  = 0 O va H ] :0 = 0 ] (0, >0'o): I tur xatoligi a  boMgan tekis 
eng qu w atli kriteriy quring va II tur xatolik p  ni h i^blang.

9. X (n) =  (X t9...fX n)  tanlanma zichlik funksiyasi 

f ( x ; 0 )  =  2(0лг +  (1 — 0 )(1  — * ) ) ,  x e  (0; 1) boMgan taqsimotdan olingan 
boMsin. N om a ’ lum parameter 0  to ‘ g ‘ risida quyidagi ikki sodda g ipo­
teza k o 4ramiz: H0 :0  = 0Q va / / ,  :0 = 9 { (O < 0 , < 0 O £  1). I tur xatoligi 
a  boMgan tekis eng q u w atli kriteriy quring va II tur xatolik p  ni 
hisoblang.

10. X in) =  (X v...yXn) tanlanma zichlik  funksiyasi f (x ;0 )= 2 x / 0 2, 
x e  (0,0)  boMgan taqsimotdan olingan boMsin. N om a’ lum parametr 0 
to4g 4risida quyidagi ikki sodda gipoteza k o ‘ ramiz: HQ : 0 - 0 Q va 
Hl : 0 = 0 i (0t > 0 o ). I tur xatoligi a  b o ‘ lgan tekis eng qu w atli 
kriteriy quring va II tur xatolik P  ni hisoblang.

11. Quyidagi misollarga berilgan tanlanma b o 4yicha m uvofiqlik 
kriteriylari yordam ida / / 0 gipotezani tckshiring.

a) w =  100 ta detal uzunligini oMchatib, quyidagi jadval tuzildi 
(mm da):

Uzunligi 98 98,5 99 99,5 100 100,5 101 101,5 102 102,5

Chastotasi 2 5 9 16 18 20 14 10 4 2

t f ^ X - A ^ I O O ^ l ) .
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b) Tasodifiy sonlar jadvalidan «  =  150 ta son tanlanadi. 
[10(,10( +  9 ] ( /=  0,1,...,9) oraliqqa tushgan sonlar chastotalari 
n. .16,15,19,13,14,19,14,11,13,16 ga teng.

H 0: X  -Л [0 ,1 0 0 ] .
v ) Telefon stansiyasida har minutda noto.‘ g ‘ ri ulanishlar soni | 

ustida kuzatishlar olib borilib 1 soat davomida quyidagi ma’ lumotlar 
olindi: 3 ; 1; 3 ; 1; 4 ; 2; 2 ; 4 ; 0 ; 3 ; 0; 2 ; 2 ; 0; 2; 1; 4 ; 3 ; 3 ; 1 ;4 ; 2 ; 2 ; 1; 1; 
2 ; 1; 0 ; 3 ; 4 ; 1; 3; 2 ; 7; 2 ; 0 ; 0 ; 1; 3 ; 3 ; 1; 2 ; 4 ; 2 ; 0 ; 2 ; 3 ;  1; 2 ; 5; 1; 1; 
0 ; ! ;  1; 2 ; 2 ; 1; 1; 5.

Muhimlik me’yorini a  = 0,05 deb tanlab, bu tanlanmaning
r.azariy taqsimoti Puasson taqsiinotidan iboiatligi haqidagi H0 gipo­
tezani tekshiring.
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T E S T L A R

(New York Universiteti 2-kurs bakalavrlariga 1990-yilda berilgan test
savollari)

1. R,S va T bogMiqsiz hodisalar va ular bir xil i  ehtimollikka 

ega. P(PuS^j T) ni toping?

A . —  B. -  U  Ж  D. —  E. 1.
27 3 27 27

2. X  va Y t.m.laming birgalikdagi zichlik funksiyasi berilgan 
bo‘ lsin:

' ( .25,0<;x<;2,x-2<b><x
f(x>y) = \ n . . . .0, . aks holda.

MX3Y ni hisoblang.
6 4 24

A. -  В. -  C. 2 D. 4  E. — .
5 3 5

3. va Fi,F,,...,F49 bogMiqsiz t.m.lar mos matema­
tik kutilmasi MX =  30.4 va MY = Ъ2.\, o ‘ rtacha kvadratik tarqoqligi 
<rx = 12 va (Ту =  14 boMgan taqsimotga ega boMsin. P(a-> y)ni hisoblang.

A . 27 B. 34 C. 50 D. 66 E. 73.
4. X  va Y diskret Lm.laming birgalikdagi taqsimot qonuni berilgan:

-1 0 1Y \
0 I 1 2
1 1 3 2

Cov(X,Y) ni hisoblang.
A . -0,02 В. 0 С. 0,02 D. 0,10 E.0,12.
5. Nomerlangan kub toki 2 raqami tushmagunga qadar tashla-

nadi. X  t.m. tashlashlar soni bo‘ Isa, P(X  <  д:) > —ni qanoatlantiruvchi

eng kichik дг ning qiymatini toping.
A. 2 В. 3 C. 4 D. 5 E. 6.
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6. X  va 7  t.m. lar matematik kutilmasi / / , dispersiyasi cr2 > 0  
boMgan normal taqsimotga ega va p bu t.m.lar korrelyatsiya 
koeffitsiyenti. Quyidagi mulohazalarning qaysilari to‘ g‘ri?

I. X  va Y t.m.lar bogMiqsiz boMadi, faqat va faqat p  =  0 boMsa;
II. Y - X  normal taqsimlangan boMadi, faqat va faqat p >  0 
boMsa;
III. D (X  + Y )<2a2 faqat va faqat p  < 0 boMsa;
A. faqat I va II; B. faqat I va III;
C. faqat II va III; D. I va III; E. to‘g ‘ri javob yo ‘q.

1 0, agar x < 0
7. Zichlik funksiyasi f ( x )  =

2 \ е1лх > agar x > 0
boMgan £ ta­

sodifiy miqdor uchun M£ ni toping.

A. 1 B. 1  
A

D. Л E. 1
2Я

8 . X,,...,X4 ~ N ( 3 ; c T ! ) , c r 2  — noma’ lum bo ‘ lsin. Agar tanlanma-

ning tajribadagi qiymatlari 4, 8, 5 va 3 bo‘ Isa, cr2 uchun HMO‘UB ni 
qiymatini toping.

EE2 i |
2

m з
D. 5 E. 15

9. X  va Y t.m.laming birgalikdagi zichlik funksiyasi berilgan. 

f 1
U = X  + Y bo ‘ Ism, u holda U

l[ 0, aks holda. 
t.m. ning zichlik fiinksiyasini toping.

1
Д Г \ J A ' U ~ 2 ' 4 ’ 5 ' 6  R  1A. g(u) = i 4  B. л = 4,5,6

0 , aks holda 5
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- , и  = 3,6
О

С - g(u) = i - , и  = 4,5

[О, aks holda

[ 0 , aksholda
10. Х1У...,Хп matematik kutilmasi MX va ^ispersiyasi DX > 0 

va Y .̂..,Yn esa matematik kutilma MY va dispersiya DY > 0 taqsi- 
motlardan olingan boMsin. Asosiy H0: MX =  MY gipotezani va alter­
nativ t f , : MX *  MY gipotezani k o ‘raylik. Zt = X i -Y i ga asoslangan 
Styudent kriteriysi bo ‘yicha H0 gipotezani tekshirishda quyida kelti­
rilgan qaysi mulohazadan foydalaniladi?

I. Zi normal taqsimotga ega. II. a 2x  = cr* .

11. X l9X 2 va X 3 diskret t.m.lar va g(x)=\l0*
l[ 0, aks holda 

zichlik ftinksiyasi boMsin. P(X\ < X2< X.) ni hisoblang.
A. 0,030 B. 0,050 C. 0,167 D. 0,250 E. 0,350.
12. X  uzluksiz t.m. zichlik funksiyasi berilgan:

1П. Соу(Х19У() = 0, i = l9
A. I,II va III В. I С. II D.III E. tocg 6ri javob yo ‘ q.

x

f Xe"Ax agarx > 0 
0, aks holda.

Agar bu taqsimotning medianasi — boMsa, Я ni toping.

A. - I n -  В. -Ы 2  C. 2 In— D. 31n2 E. 3.
3 2  3 2
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13. Mx(t) fimksiya X  t.m.ning hosil qiluvchi funksiyasi boM­
sin. Quyida keltirilgan mulohazalardan qaysilari to‘ g ‘ri?

III. Mx (t) X  t.m.ning taqsimotini o ‘zaro bir qiymatli aniqlaydi. 

A. T va II В. I va III С. II va III D. T,TI va III;
E. to‘g ‘ri javob yo ‘q.
14. Noma’ lum в  parametr uchun uchta bogMiqsiz ishonchlik 

intervallari tuzilgan. Agar har bir interval ishonchliligi 0,98 boMsa, bu 
intervallardan birortasi ham в ni o ‘z ichiga olmasligi ehtimolligini 
toping.

A. 0,0192 B. 0,0297 C. 0,0588 D. 0,9412 E. 0,9703.
15. Х{,Хг ~n(0)  boMsin. Asosiy gipoteza Н0 :в = 5 ni

/-/, :6 Ф 5 alternativ gipotezaga qarshi tekshirishda x = — — -  statis-

tikadan foyalaniladi. Agar | .v -5 !> 4  kritik soha boMsa, 1-tur xatolik 
ehtimolligini toping.

16. X uzluksiz t.m.ning birgalikdagi zichlik funksiyasi berilgan:

I. A /V(0) =  1.

U  У' >=3 У'

f. — x(4 -  x )  agar 0 < x < 3 

![ 0, aks holda.
X  ning moddasini toping.

4
A. -  В. 1

9
E. 2.

2 4
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17. X  va У t.m. larning birgalikdagi taqsimot qonuni berilgan:

*  1

2
4

0,+<9, 0, + 202 
9, +  26 2 Щ + в2 

va &2 parametrlar birgalikdagi taqsimot xossalarini va 
-0 .25  < 0 , < 0 .2 5 , 0 <  0 , <  0.35 shartlarni qanoatlantiradi. (0,,02)ning 
qanday qiymatida X  va Y t.m.lar bogMiqsiz boMadi?

I

ar
О•

-i с. (_л  f*ч D. rA ± ?% Е.
) И 1 4 3 , , 8 4 ; U 6  8A; l ° v

18. X,Y  va Z bogMiqsiz normal taqsimlangan tasodifiy 
miqdorlar va MX =  2, MY =  1, MZ =,2 va DX  > 0 boMsin. Agar

4 ( J f - 2 ) 2 1 
42

J
W = c boMsa, с ning qanday qiymatida W t.m.

( Y - l ) 2+ ( Z - 2 ) 2_
2 Fisher taqsimotiga ega boMadi?

A. 0,25 B. 0,50 С. 1 D. 2 E. 4.

19. X„.. . ,Xl5~N(u,ct2) va x = va
M A? 4ml

boMsin. Asosiy gipoteza H() \ a : < 10 ga qarshi alternativ H\ :cr2 > 10 
gipotezani ko‘raylik. I—a  =  0.05 boMganda kritik sohani toping.

A . H0 rad etiladi, agar T > 23.69;
B. H0 rad etiladi, agar T >25.00;
C. H0 rad etiladi, agar T >236.90;
D. H0 rad etiladi, agar T £  250.00;
E. H0 rad etiladi, agar T > 261.20.
20. Quyida keltirilgan hodisalaming qaysilari 

(В п С )и (А '  n B n C )  hodisaga teng kuchli:
I . f i n ( / u C )  II. ( A n B ) u ( B n C )
l l l . { A ' n C ) v ( B n C ) .
A. I va II В. I va III С. II va III;
D. I, II va III E. to‘ g ‘ri javob yo ‘q;
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21. Y ashikda 100 shardan r  tasi qizil, qolganlari esa o q  rangda. 
Tavakkaliga 20 ta shar o linad i. A gar olingan sharlardan hech  boMmasa
10 tasi q izil boMsa, a sos iy  g ipoteza  # 0 :r = 30  rad etilib, f f , : r  >  30 
alternativ gipoteza qabul qilinadi. r  =  40  boMsa, 2-tur xatolik ehtim ol­
ligini hisoblang.

A .
20

В. I  10

30 Y  70 
к  л 20 —&

100 
20

с. I

Г з о у  70 N 
20 —к

k=0 100

20

20

D . It=10 Moo" 
20

E . S
k = 0

'40 Y  60 '

20 J
22 . X i,X 2,...,Xn tanlanma zich lik  funksiyasi

— ^ , agar9,<x<6-, 
f{x)=\62- e x ^  \ в г > 0 , 0 ,  < 0

' [  0, aks holda

boMgan taqsim otdan olingan. A so s iy  # o : 0 , = - 0 2 va unga alternativ 

# ,  \ 6X * - в 2 g ipotezalam i k o ‘ raylik. # 0 gipotezani tekshirish uchun 
qurilgan haqiqatga o ‘ xshashlik nisbati statistikasining kritik sohasini 
toping.

A  max(X,) -  min(.Y.) max|X.|-min|X,-| ^
m ax(X .)

та х (Ж ,)

т а х (л г)

С. гоах^,.)—min(X,.)^ ,  D
max \Xi | m a x (X .) — m in( X\)

max|X,|

<k;

E. £k.
m a x ( X . )

23. X ,,X 2,Xj  lar bogM iqsiz va m os ravishda 0,20,30 para­
metrli Puasson taqsim oti Ьо*уюЬа taqsim langan boMsin. N om a Mum 
parametr в  uchun HMOMJB toping.
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A. I x  В .х  c  Xl + 2X, + 3X}
2 6

D  ЗХ, + 2X} + X-, E 6X, + 3X2 + 2X,
6 11

24. X,,...,Xn ~N(/u,50) boMsin. л- >13.75 kritik soha yorda­
mida asosiy gipoteza H0 :/j = 10 alternativ gipoteza H { : ft =  15 qarshi 
tekshiriladi. 2-tur xatolik 0,31 dan kichik yoki teng boMishi uchun eng 
kichik tanlanma hajmini toping.

A. 2  B. 4 C. 5  D. 8 E. 20.
25. X t,...Xn tanlanma zichlik funksiyasi ^

[ в(а -  x)°~' agar a - 1  <  x й a 
{  0, aks holda.

a > 0, 6 > 0 boMgan taqsimotdan olingan boMsin. Asosiy gipo­
teza Н0 :6=в„  va unga alternativ gipoteza H{ :6 >90 boMsin. U 
uchun eng quvvatli kritik sohani toping.

A. J l n O - * , ) > * :  В. ]Г1п(а- * , ) < *  С. X x i -k >
i= l  Ы  /=1

D -Y 'X ^ k  E. П1п(^Г( - о ) < А .

1

i = l  f * l

' /  1 \

в
*(,H?)/0agarO<Jc<l

Vе7 /

0, aks holda.
6 > 0 boMsin. Noma’ lum parameter 6 uchun MUB ni toping.

X  X  1 — JC JC — 1 l  +  x

27. X x,X2 ~  N(0,\) va M(c\X, -  X 21) = 1 bo‘ lsa, cn i toping.

A  в . 4 =  С .Щ -  D . - i  е Ж
к 4 yjn
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Г0, х < О, п \  1
28. Agar £ t.m. t.f. F<* ) = < boMib, F  -  = -

[ l - e 0, x^O W  2
boMsa, с  ni toping.

A. 31n2 B. 2 In— C .- I n 2  D. 3 Е.1. 
2 3

29. va Z  lar bogMiqsiz va Puasson taqsimotiga ega boM­
sin. MX = 3,MY = l va MZ = 4 boMsa, P (X  + y  +  Z ^ l ) ?

А. 13e“1J В. 9e~8 C. — e 'W2 D. 9e"'/a E. —e_l/s.
12 8

30. Agar ^ t.m. ЛГ(2;1) normal qonun bo‘ yicha taqsimlangan 
boMsa, P(<̂  < Mi; ) n i  toping.

A. 1/2 B. 1/3 C. 1/4 D. 1/5 E. 1/6.
31. Agar Xl9...9X l0 t.m.lar dispersiyasi cr2 > 0 boMgan normal

taqsimotga ega boMsa, 95% aniqlikda cr2 ishonchlilik intervalini 
tuzing.

A. (10.162,oo) В. (8.589,oo) C. (2.00,oo);

D. (1.848,<ю) E. (1.720,oo).

32. Idishda 4 ta qizil va 6 ta oq shar bor. Tavakkaliga 3 ta shar 
olinadi. Tanlangan sharlardan hech boMmasa 2 tasi oq rangda boMsa,
1 ta qizil va 2 ta oq shar olinishi ehtimolini toping.

A. -  В. -  C. -  D. —  E. — .
2 3 4 11 55

33. Anketalar tarqatilganda 50% aholi tezda javob qaytaradi, 
40% aholi esa 2-marta yuborilganda javob qaytaradi. Agar anketa 4 ta 
kishiga yuborilgan boMsa va 1 ta anketa takroran javob bermagan 
ixtiyoriy 4 kishidan 1 tasiga yuborilsa, kamida 3 ta kishi umuman 
javob bermasligi ehtimolligini toping.

A. (0.34) +  4(0.33)(0.7) B. 4(0.33)(0.7)

С. 0 .14 -I- 4(0.13>(0.9) D. 0.4(0.3)(0.73) +  0.74

E. 0.94 +  4(0.93)(0.1)
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IL O V A
1-jadval

1Normal taqsimot qiymatlari Ф (х )=  . [e 2dt
< 2 * 1

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.0 0.00000 00399 00798 01197 01595 01994 02392 02790 03188 03586
0.1 03983 04380 1 04776 05172 05567 05962 06356 06749 07142 07535
0.2 07926 08317 08706 09095 09483 09871 10257 10642 11026 11409
0.3 11791 12172 12552 12930 13307 13683 14058 14431 14803 15173
0.4 15542 15910 16276 16640 17003 17364 17724 18082 18439 18793
0.5 19146 19497 19847 20194 20540 20884 21226 21566 21904 22240
0.6 22575 22907 23237 23565 23891 24215 24537 24857 25175 25490
0.7 25804 26115 26424 26730 27035 27337 27637 27935 28230 28524
0.8 28814 29103 29389 29673 29955 30234 30511k 30785 31057 31327
0.9 31594 31859 32121 32381 32639 32894 33147 33398 33646 33891
1.0 34134 34375 34614 34849 35083 ,35314 35543 35769 35993 36214
1.1 36433 36650 36864 37076 37286 37493 37698 37900 38100 38298
1.2 38493 38686 38877 39065 39251 39435 39617 39796 39973 40147
1.3 40320 40490 40658 40824 40988 41149 41308 41466 41621 41774
1.4 41924 42073 42220 42364 42507 42647 42785 42922 43056 43189
1.5 43319 43448 43574 43699 43822 43943 44062 44179 44295 44408
1.6 44520 44630 44738 44845 44950 45053 45154 45254 45352 45449
1.7 45543 45637 45728 45818 45907 45994 46080 46164 46246 46327
1.8 46407 46485 46562 46638 46712 46784 46856 46926 46995 47062
1.9 47128 47193 47257 47320 47381 47441 47500 147558 47615 47670
2.0 47725 47778 47831 47882 47932 47982 48030 48077 48124 48169
2.1 48214 48257 48300 48341 48382 48422 48461 48500 48537 485741
2.2 48610 48645 48679 48713 48745 48778 48809 48840 48870 48899
2 3 48928 48956 48983 49010 49036 49061 49086 49111 49134 49158
2.4 49180 49202 49224 49245 49266 49286 49305 49324 49343 49361
2.5 49379 49396 49413 49430 49446 49461 49477 49492 49506 49520
2.6 49534 49547 49560 49573 49585 49598 49609 49621 49632 49643
2.7 49653 49664 49674 49683 49693 49702 49711 49720 49728 49736
2.8 49744 49752 49760 49767 49774 49781 49788 49795 49801 49807
2.9 49813 49819 49825 49831 49836 49841 49846 49851 49856 49861

Фо(х)
3.0

0.49865
3.5

0.49977
4.0

0.499968
5.0

0.49999997

2-jadval
N (0,1) -  normal taqsimot kvantillari

P 0.90 0.95 0.975 0.99 0.995 0.999 0.9995
1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 3.090 3.291
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3-jadval

fr  Of) = п Щ г )Г ~ '  (| х * * )ч /* 0 + £ - y (k'wl
2 2 к

tp(k) — Styudent taqsimoti kvantili
к  — ozodlik darajasi; p  -  kvantil tartibi

X
0.750 0.900 0.950 0.975 0.990 0.995 0.999

1 1.000 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657 318
2 0.816 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 22.3
3 0.765 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 10.2
4 0.741 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604 7.173
5 0.727 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032 5.893
6 0.718 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 5.208
7 0.711 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 4.785
8 0.706 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 4.501
9 0.703 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 4.297
10 0.700 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 4.144
11 0.697 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 4.025
12 0.695 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055 3.930
13 0.694 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 3.852
14 0.692 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 3.787
15 0.691 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 3.733
16 0.690 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921 3.686
17 0.689 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898 3.646
18 0.688 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878 3.610
19 0.688 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861 3.579
20 0.687 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845 3.552
21 0.686 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831 3.527
22 0.686 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819 3.505
23 0.685 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807 . 3.485
24 0.685 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797 3.467
25 0.684 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787 3.450
26 0.684 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779 3.435
27 0.684 1.314 1.703 2.052 2.473 2.771 3.421
28 0.683 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763 3.408
29 0.683 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756 3.396
30 0.683 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750 3.385
40 0.681 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704 3.307
60 0.679 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660 3.232
120 0.677 1.289 1.658 1.980 2.358 2.617 3.160
00 0.674 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 3.090
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4-jadval
x),(k) — taqsimoti kvantili

к  — ozodlik darajasi; p  — kvantil tartibi

p
к 0.90 0.95 0.99 pк 0.90 0.95 0.99

1 2.71 3.84 6.63 20 28.41 31.14 37.57
2 4.61 5.99 9.21 21 29.62 32.67 38.93
3 6.25 7.81 11.34 22 30.81 33.92 40.29
4 7.78 9.49 13.28 ' 23 32.01 35.17 41.64
5 9.24 11.07 15.09 24 33.2J) 36.42 42.98
6 10.64 12.59 16.81 25 34.38 37.65 44.31
7 12.02 14.07 18.48 26 35.56 38.89 45.64
8 13.36 15.51 20.09 27 36.74 40.11 46.96
9 14.68 16.92 21.67 28 37.92 41.34 48.28
10 15.99 18.31 Г 23.21 29 39.09 42.56 49.59
11 17.28 19.68 24.72 30 40.26 43.77 50.89
12 18.55 21.03 26.22 40 51.80 55.76 63.69
13 19.81 22.36 27.69 50 63.17 67.50 76.15
14 21.06 23.68 29.14 60 74.40 79.08 88.38
IS 22.31 25.00 30.58 70 85.53 90.53 100.42
16 23.54 26.30 32.00 80 96.58 101.88 П  12.33
17 24.77 27.59 33.41 90 107.56 113.14 124.12
18 25.99 28.87 34.81 100 118.50 124.34 135.81
19 27.20 30.14 36.19

Xi-kvadrat taqsimoti zichlik funksiyasi^2(A:):

,  ,  X < 0 ;

) ~\2-knr -\ k l2 )x {k-2,ne-xl\  л: >  0.
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5 -ja d v a l
Fp (kt%k2) — Fisher taqsimoti kvantili

kl9k2 -  ozodlik darajalari; p  -  kvanti Itartihi

F(kl%kz) -  Fisher taqsimoti zich lik  funksiyasi:

0, x < 0
кг ч-<*,+*2)/2

- 1 д * |  +к1 ) Г 1 (—)Г~1 (— )(— )* ''2 х'"' /2Ь‘ (1+|*-*)
2  2 2 к2 к+

АгрА, -  natural son lar.

х > 0 .
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