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К  И  Р И III

Хар он р фан асосларини чукур урганиш келажак 
гараууиётини плмий куз билан кура били ш ууувчиларга ургати ш 
жампятни иг тез суратлар билан ри вожлани ш и га йул очади . 
Академн к М . Т. У разбоев «Оли м келажакни уз рууи й дунёси ни нг 
энг баланд чу куй си дан тури б кура олиш и ва атрофдаги ларни 
шубуаланмасдан етаклаши билан бошуалардан фару кили ши 
керак»-деган эдп . Бу эса келажакда и жодкор ш ахсларни куп ай ти ра­
ди, технолог и яг а ай лани б, меунатни унумдорбули ши га и мконият 
яратади. Меунат самарадорли ги , маусулот сиф ати ва халунинг 
фаровонлиги фан ри вожи дан богли уди р. Хози рги зам онф анва 
техни касини нг тараууиёти умумтехника файла ри ни нг асосларидан 
бири булганназари й механикани пухта урганиш ни галаб уи лади. 
Н азарий механика техника олий ууув юрт лари да ути лади ган 
ум ум ий  фанлардан биридир. Назарий механика фанининг 
уонунлари материаллар уарш илиги , уурилиш механикаси, 
маш и на ва механи змларназари яси, г и драв ли ка, аэроди нами ка 
каби фанлар учун хилма-хил мураккаб техника масалаларини 
назарий база сиф ати да уулланилади. Назарий механика фани 
булажак мутахассисларга машиналарни лойиуалаш ва 
автоматлаш тириш  зфганадиганмухандисликфани сифатидауам 
зарур булган билимни беради. Фан-техника тараууиёти билан 
бирга назарий механика булажак мутахассисларда техникада 
уулани лади ган жараёнлар модели ни ясаш ва и лм и й  хулосалар 
яратиш  уобилиятини ри в ожланги ради. Техни канинг кейинги 
тараууиётлари асоси да назари й механи ка фани ни пухта )ф>ганган 
талабаларЭХМ ни тадбиу этгануолда, мураккабмасалаларни уам 
еча олиши мумкин. Назарий механика фани моддий жисмларнинг 
бир-бирига курсатадиган таъсири ва уаракатнинг умумий 
уонунлари уауидаги фанди р. Таби и й фанлар матери я уаракати ни 
ва уларни нг хусуси ятлари ни ургашди лар. Таби и й фанларданби ри 
булган назарий механика фани материя уаракатларидан энг 
оддийси уисобланганмеханикуаракатни урганади.Шу билан бирга 
назарий механика жисмларнинг мувозанатини уамм урганади, 
зероки жисм мувозанати механи к уаракатнинг хусуси й уолидир.



Жнсмларпиш вак'1 утиши биланфазодабирС>ирига иисбатан 
си лжи ш п га мехами к харакат дебаталади . Жисмларнинг бош к,а би р 
жи см га ни с батан т и нчли к холати га мувозанат холатн дей и лади . 
Мехами к холатларни кандай нуктаи назардан карали ш и га караб, 
назари й механи ка уч кн см га булн нади :

1. Статика 2. К ин ем атика 3. Д и н ам и ка
Стати ка жисмларни нг мувозанати, уларга куй и лган кучларни 

куш и ш , ай и ри ш ва таъси ри жи хати дан тенг булган экви валент 
кучларсистемаси би лан алмаш ти ри ш масалалари ни урганади.

Ки немати када жи смларгш нг харакати ни геометри к нуктаи 
назарданурганади. Кн немати када жисмларга таъси рэтувчи куч ва 
юкнинг массаси хисобга олинмайди .

Д инамика жисмлар харакати ва ш у харакатни вужудга 
келти рувчи кучлар би ргали кда урганилади.

М уаллифлар, Укув кулланм акулёзм асини с и п  чиклабуци6  
чик,пО, б е р га н  фойдали маслах,атлари у ч у н  Тошкент Давлат 
Т ехника У и  и  вер  си  тети катта укрт увч и с и  X. X,абибуллаевага 
м и н и а гд о р  ч и  ли  к  би лди р  ади л а р .



БИ РИН ЧИ ЬУЛИМ
1-§. СТА ГИКА. CI А П ’КАНИНГ АС О С И П  ГУШУИЧДЛАРИ

С 1 а I и капинг асос пи тнупчалари куйндагплардап и бора i .
/. Абсолю т к,аттик, жпсм. 2. Куч.

Жпсмпппг пхтиёрпп пики пук гаси ораеидаги масофа \ар  кандап 
кучлар ia ucnp кплгапда хам \ар доим узгармасдан колса, бундай 
жисмларга абсолют кап  и к жисмлар дейилади. Демак, сгагикада 
жпсмларда буладигам кич и к деформация хисобга олиимайди (1-расм).

Механикада жисмга таъсир этиб, унинг тинч холагини ёки тугри 
чизикли текмс харакагпни узгартирувчи сабабга куч деб аталади.

Кучнинг жисмга таъсири уч фактор билам тавсифланади:
/. Кучнинг мицдорн; 2. Кучнинг йуналпшн; 3. Куч цупил гаи нукта.
Куч - г.ектор катталик. Куч чизмада стрелкали тУгри чизик кесмасн 

шаклида гасвнрлаиади.
Жисмнинг бевосига куч гаьсир лплгаи нукгаси к\гч куйилган 

нукта дейилади. Тинч холагда iypran жисмга гаьсир этилган куч 
йупалиши кучнинг гйупалипш дейилади. Кучнинг микдорини 5'лчаш 
учуй уни куч бирлиги деб кабул килинган катталик бплан 
солиштирилади. Халкаро СИ системасида Ньютон (1н) кабул 
килинганига кура, кучни капа лотин харфлари билан белгилаб, харф 
устида сгреклка, яъии вектор куйилади: F, Р Т, Q, R N, S ва бошкалар.

Жисмнинг бирор А нуктасига F кучи куйилган булсин (2-расм).

1-расм.
AB=l=const

2-расм.



Бунда: А В  кесманинг узунлиги куч микдорини ифодалайдм. 
Стрелка /■' - куч йуналишни курсатади. А  нукга куч куйилган нук/га.

Куч йуналган тутри чизикка кучнинг таъснр чизига дейилади.
K L  тутри чизик, F  кучининг таъсир чизиги булади.

1. Агар жисмга бир мечта кучлар куйилган булса бундам кучларга 
кучлар системаси дейилади.

(F,.FJfi-j.....1„) - жисмга кучлар системаси куйилган. ф Ь-.Б.
кучлар куйилган нукталар.
2. Икки куч системаси жисмга бир хил таъснр курсатса, улар эквивалент 

кучлар системаси дейилади.
(F„F2,F „ ....F„) кучлар системасининг жисмга курсатадигам iль-

сирини (Q|,Q2....Qn) кучлар системаси курсагса, бундай икки куч
системаси узаро эквивалент булади. Уларнинг эквивалет лиги 
цуйидагичаёзилади.

( F , . F i , F i .... F „ ) ~ ( Q r Q 2.....Q J

3. Агар бирор кучлар системасининг жисмга курсатадигам таъсирини 
битта куч курсата олса, бундам куч га кучлар системасининг тент
таъсир этувчиси дейилади. (К F.....F„) кучлар системасининг тент
таъснр этувчисини К билам белгиласак, у холда:

( F u F i . F i .........Т„) -  R

4. Тинч гурган жнем унта куйилган Ф - ф - 1' - ) р/;) кучлар системаси 
гаъсирида хам тинч холатда колса, бундам кучлар системаси 
мувозанатлашгаи кучлар ситемасн ёки нолга эквивалент система 
дейилади. Мувозанатлашгаи кучлар системаси нолга эквивалентдир.

( F u F z . F i ....F ,,) -  0.

х



2-§. СТАТИКАНИНГ АКСИОМАЛАРИ

Назарнй механика фаиининг сгачика кисми кундалик хаётда 
гасдикланган кд’йилаги аксиомаларга асосланади:

1-аксиома: Жисмга таъсир эгаёгган пккита куч микдор жихашдан 
генг па бир т р и  чи.шк, буйлаб царама-царши томоига йуналган булса, 
жисм мувозанагда булади (4-расм).

Бунда F, = F1. F{ = F1. F] ea F2, кучларга узаро мувозанатлашгаи 
кучлар системаси ёки нолга эквивалент кучлар системаси дейилади.

2-аксиома: Жисмга таъсир этаётган кучлар системасига узаР<э 
мувозанатлашувчи кучлар кушилса ёки'олинса кучлар системасининг 
жисмга курсатадиган таъсири узгармайди (5-расм).

й,. f 2 . F„ кучлар таъсирида жисм мувозанатда турган булсин.
Шу жисмга нолга эквивалент ( ,Q„Q2) кучларни куямиз ( Q , ,Q 2)~0, бу 

холатда билан жисмнинг мувозанати узгармайди.



Ьу аксномалардан куйидагм натижа келиб чикади:
\ар кандам куч ни таъснр чизиш буйдаб бнр нуктадан иккинчн 

MVKiaia пупалппшни узгаргирмай кучприш мумкмн. Бу билан кучнмпг 
жпсмга курсагадиган таъсири узгармайди.

Исбот: Жнсмнинг А  нукгаснга /• кучи куйилган булснн (6-расм, 
a). F>\ кучни таъсир чизиш устидаги В  нуктага кучприш лозим булсин.

Бунпиг учуй В  нуктага узаро мувозанатлашган т, ва F, кучларии 
куимпз, уларнинг мпкдори жисмга куйилган F  кучнинг микдорига тенг 
булиши шарт. Ft = F , =  F

6-расмдаги F  ва F, кучлари нолга эквивалент ( F , F , ) ~ 0 булгани 
учуй иккинчи аксиомага асосланиб бу кучларни жисмдан олиб 
гашлаймиз.

(6-расм, Ь) Натижада В пук гага куйилган берилган кучга геометрик 
генг булган /-, = F кучига эга буламиз (6-расм, с).

3-аксиома. (Параллеллограм аксиомаси)
Жисмнинг бирор нуктасига куйилган турди йуналишдаги икки 

кучнинг тенг таъсир этувчиси шу кучдарнинг геометрик йигиндисига 
тенг булиб, кучдардан тузилган параделограммнинг диагонали буйдаб 
йуналади ва кучлар куйилган нуктага куйилган булади (7-расм).

R - F t + F 2 ( 1 )
Тенг таъсир этувчи кучнинг микдори косинусдар теоремасидан 

фойдаланиб топилади.

ю



бунда (p берилган ea F2 кучлар орасидаш бурчак.
1) Агар <р=0 булса(2)дан:

R = yjF2 + F 2 + 2Ft Ft =V^T+^7^A; + Fj
я  = а; + а ;

(3) - формула асосида бир тугри чизик буйлаб бир томонга 
йуналган нккита кучнинг тенг таъсир этувчиси миадори аникданади (7- 
расм, а).

7-расм а.

2) Агар ф=180° булса, кучлар бир тугри чизик, буйлаб к,арама- 
карши томонга йуналган булади (7-расм, Ь).

У >;олда (2) -  формуладан:
R  =  F t —F2 келиб чикади.

п



3) Агар ф=901! булса, кучлар узаро перпендикуляр йуналган булади 
(7-расм, с).

У х,олда (2) -  формуладан:
« = yjl-,'- т /■ ' тенглиги олнпади.

4-аксиома. Таъсир микдори жихатидан узига тенг ва бир тугри 
чизик, буйлаб к,арама-к,арши томонга йуналган хар к,андай куч акс
таъсирни вужудга келтиради.

А ва В жисмлар берилган булсин (8-расм). Агар А жисм В жисмга 
Fл куч билан таъсир к,илса, худди шу вакднинг узида В жисм А жисмга 
F„ куч билан таъсир к,илади. F, ва f„ кучлар микдор жихатидан тенг ва 
бир гугри чизик, буйлаб к,арама-харши томонга йуналган.

Fa - F b

Fa ва F„ кучлар узаро мувозанатлашмайди, чунки улар бир жисмга 
к,уйилмаган.

Бу аксиома Ньюгоннинг учинчи к,онунини ифодалайди.

Демак табиатда бир томонлама таъсир йух булиб хар к,андай 
таъсирга акс таъсир мавжуд.

5-аксиома. (Котищ принципи). Агар деформацияланадиган жисм 
мувозанат холатида абсолют к,атгик, жисмга айланса, унинг мувозанати 
узгармайди.

Масалан, эгилувчан сим мувозанат холатида абсолют хаттик, 
стерженга айланса, унинг мувозанати узгармайди.



ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР.

1. Назарий механика фа ни нимани урганади?
2. Механик хараказ деб нимага айтилади?
3. Мувозанат'деб нимага айтилади?
4. Статика булими нимани урганади?
5. Кинематика булими нимани урганади?
6. Динамика булими нимани урганади?
7. Кдндай жисм абсалют каттик, жисм деб аталади?
8. Куч деб нимага айтилади ва куч к,андай омиллар билан
тавсифланади?
9. Кучлар системаси деб нимага айтилади?
10. Тенг таъсир этувчи куч деб к,андай кучга айтилади?
11. Мувозанатловчи куч нима ва унинг тенг таъсир этувчи кучдан
кандай фарки бор?
12. Статиканинг аксиомаларини таърифланг?
13. Бир нуктага куйилган иккита кучни тенг таъсир этувчиси кандай
аникданади?

3-§. БОГЛАНИШЛАР ВА БОРЛАНИШ РЕАКЦИЯЛАРИ

Назарий механикада барча жисмлар икки гурухга ажралади.
1. Эркин жисмлар 2. Эрксиз жисмлар
Агар жисм фазода исталган томонга к,араб харакаглана олса, 

бундай жисмга эркин жисм деб аталади.
Масалан. Хдвода учаётган самолёт, шар.
Агар жисмнинг бирор томонга караб буладиган харакати 

чекланган булса, бундай жисмга эркинмас ёки богланишдаги жисм 
дейилади. Жисмнинг харакатини чекловчи тусик,к,а богланиш дейилади.

Масалан. Рельсда турган вагон, стол устидаги юк, ипга осилган юк 
ва шу кабилар мисол була олади.

Рельсда турган вагоннинг вертикал йуналишдаги харакати 
чекланган. Бунда рельслар вагон учун богланиш вазифасини угайди, 
вагон эса богланишдаги жисмдир.

Богланишнинг жисмга курсатадиган таъсирини белгиловчи кучга 
богланиш реакция кучи ёки реакция кучи дейилади. Богланиш жисмни 
К.шеи томонга кучишга йул куймаса, реакция кучи шу томонга карама- 
карши йуналади. Статикада масала ечишда богланиш реакциясининг 
йуналишини тугри топиш катта ахамиятга эга. Шу сабабли



л
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I

богланишларниш асосий гурларида реакция кучлари кандай 
йуналганлигини куриб чикамиз.

1. Силлик кузгалмас текислик. Ишкалаишпни эъгиборга 
олиммайдигап даражада силлик булган сирi одатда силлик сирг деб 
хисоблаиади. Жисм силлик, кузгалмас гекислик устида мувозанагда 
гурса, ёки шу гекисликка нисбатан каракалланса, силлик кузгалмас 
гекислик жисмни гекисликка перпендикуляр булган йуналишда ,\аракаг 
Килншига тускинлик курсатади.

Силлик кузгалмас гекисликнинг реакция кучи N  гекисликка пер­
пендикуляр булиб, жисм Kail си гомонга кара кат кила олмаса, шунга 
тескари й\’палган булади (9-расм а, Ь).

9-расм.

Бунда N -  силлик кузгалмас текисликнинг реакция кучи ёки 
нормал реакция кучи деб аталади, Р -  жисм огирлиги.

Агар сирт силлик булмаса, А нуктада нормал реакция кучидан 
ташкари уринма реакция кучи F  булади (10-расм). Бу F кучга 
ишкаланиш кучи деб аталади.

Бунда N -нормал реакция кучи, F -ишкаланиш кучи.

2. Эгилувчан ёки эластик жисмлар. Жисмлар чузилмайдиган ип, 
аркон, трос, занжир, кайишлар воситасида осилган булса, уларда косил



буладпган реакция кучлари мос равишда эгилувчам жисмлар буйлаб 
пуналган булади (П-расм а,Ь). Эгилувчац жисмларда косил буладиган 
реакция кучлари 1. 1 /'■ билан белгиланади ва тараиглик кучи деб 
аталади.

Бунда Р ипга осилган юкниуи огирлиги.
Реакция кучининг микдор ва йуналиши жисмга таъсир килувчи 

кучга бшлик, булади.
3. Шарнирли кузгалмас таянч. Бу таянч жисмнинг илгарилама 

харакат килишига тускинлик килади, жисм шарнир атрофида 
айланади.

Иккита жисмнинг узаро бирлашган жойига шарнир дейилади. 
Шарнир атрофида жисмларнинг бири иккинчисига нисбатан эркин 
айланади. Болт -  шарнирли кузгалмас таянчга мисол була олади.

Шарнирли кузгалмас таянчнинг белгиси (12-расмда) курсатилган.

Г

1>
а) Ь)

11-расм.

У

Библиотека
СамСХИ

12-расм.

i f



Шарнирли кузгалмас таянчдагн реакция кучииипг микдори ва 
inii.i .шиш номаьлум булга и масалами ечишда, шарнирли к\'згалмас 
г. it 11 < 11111111 реакция кучиии координата уклари буилаб йуналган иккига 
мшкмл лтнчпларга ажратпш керак (12-расм).

Бунда /у - аула реакция кучи, А'|.К1лар, Н, кучиппиг гашкнл 

и уичиларн.
Н кучи ни нг  миклори ва йуналиши куйидагига те ш .

Балка А нукдада силлик, полга, В нукдада вертикал деворга ва С 
нукдада икки ёкли бурчак киррасига таянади деб фараз к,илсак (13 -  
раем). Под ва вертикал деворнинг N  л , N  в реакция кучлари, А ва В 
нукдаларда мос равишда пол ва деворга утказилган перпендикуляр 
буйича йуналади. Икки ёкди бурчакдан ташкил топтан кирранинг 
реакция кучи N c  эса С нукдада балкага утказилган перпендикуляр 
буйича йуналади.

4. Шарнирли кузгалувчан таянч. Шарнирли кузгалувчан 
таянчнинг пастига юмалайдиган тилдираклар куйилади. Шарнирли 
кузгалувчан таянчнинг реакция кучи W„ гилдирак х;аракат к,илаётган 
текисликка перпендикуляр йуналган булади (14-расм).

Шарнирли кузгалувчан таянчнинг белгиси;

(5)
(6)

Y
'ga = -гг'* I

13-расм.



жмем

14-раем.

Бунда /?„ - реакция кучи.

5. Мувозанати текширплаётган жисм огирлипши дисобга олмаса 
\ам буладиган капик, сгержен билан богланган булса, стерженнинг 
реакция кучи стержен буилаб йуналган булади (15-расм а, Ь).

Бунда S TS i , S i -  CD, ВС ва АС стерженларнинг реакция келар и .

6. Жисм сферик шарнир воситаси ёрдамида богланган булса (16- 
расм), бу шарнир уз маркази 0 дан утадиган ^ар кандай ук, атрофида 
жиемни айланишига туск,инлик к,илмайди. Сферик шарнирнинг 
реакция кучи 0 нукдасидан утади, лекин кайси томонга йуналганлиги 
номаълум булган, масалани ечишда бундай реакция кучини танлаб 
олинган координата укдари буйлаб йуналган ташкил этувчиларга 
ажратиш керак.

15-расм.

jsv



7/У/УУУ2/У///У/У////////////У/уУШ^,

16-расм.

Бунда А ' , 2„ реакция кучлари.

7. Укдар кузгалмас таянчга махкамланган. Асос устунларни 
мустахкамлаш учун хизмаг к,илади ва жисмнинг факат уступ уки 
атрофцда айланишига йул к,уяди.

Асосининг реакцияси 2 . \ вертикал буйлаб юк,орига йуналган, 
деворнинг реакцияси эса Л ва У укдари буйлаб йуналган ва устуннинг 
ук,ига тик булган холатда кучларни X_i,Y / ташкил этувчиларга ажратиш 
керак (17-расм).

Бунда X a . Y aZ a - реакция кучлари.
8. Бир учи  деворга цисиб махкамланган балка. Агар (18-расм) 

АВ балканинг А учи деворга к,исиб махкамланган булса, А нук'гадаги 
богланиш реакциясининг иккита тузувчисидан ташк,ари, балканинг А 
нук,та атрофида айланишига туск,инлик к,илувчи реакция момента М л 

хам мавжуд булади.



Хл

18-расм.

Бунда Л .,,)'/ реакция кучлари, М ,реак1ин момента.

9. Бир учи горизонтал б}'йлаб силжишга йул куядиган к,илиб 
махкамланган балка. 19-расмда курсагилган АВ балканинг А учи 
горизонтал буйлаб силжишга ну л куядиган кплиб махкамланган булса, 
бундам ботланиш реакцияси силжиш текпслнгига перпендикуляр 
йулган Y,i реакция кучи дан уамда балканинг А нукта атрофида 
анланишига тускинлик килувчи реакция момента м , дан иборат 
булади.

у л - реакция кучи, м ,  - реакция момента

10. Бир учи горизонтал хам вертикал буйлаб силжишга йул 
куядиган к,илиб махкамланган балка. 20-расмда курсатилган АВ 
балканинг А учи хам горизонтал, хам вертикал буйлаб силжишга йул 
куядиган килиб махкамланган. Бу холда А нукдада фауат балканинг А 
нукга атрофида айланишига кдршилик килувчи Ма реакция момента 
м.шжуд булади.

20-расм.
6-аксиома. Богланишда булган жисмни эркин жисм деб караш 

учун богланишни реакция кучи билан алмаштириш керак.



1л аксиома ёрдамида богланишдаги жисмларниш мувозанати 
гекширилади.

Мисод: АВ балка учен Р огпрлик (21-расм, а) ОЕ силлик гекислик, 
D 1аяпч на ОК трос орасидаги богланиш хизмат килади. 21-расм, b дагп 
балка эркин булади.

ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР.
1. Эркин жисм деб кандай жисмга айтилади?
2. Эрксиз жисм деб к,андай жисмга айтилади?
3. Реакция кучи нима?

. 4. Богданишларнинг асосий турларини айтинг?
5. Силлик, кузгалмас текисликнинг реакция кучи к,андай йуналган?
6. Эгилувчан ёки эластик жисмларнинг реакция кучи к,андай 
йуналган?
7. Шарнирли к,узгалмас таянчнинг реакция кучи к,андай йуналган?
8. Шарнирли кузгалувчан таянчнинг реакция кучи к;андай йуналган?
9. Стерженли богланиш ва сферик шарнирнинг реакция кучи 
цандай йуналган?
10. Богланиш аксиомасини таърифланг?

4-§. БИР НУК,ТАДА КЕСИШУВЧИ КУЧЛАР СИСТЕМАСИ

Таъсир чизицлари бир нукдада кесишадиган кучларга бир нуктада 
кесишувчи кучлар системаси дейилади.



Масала», жисмишп . /„ нукталарига таъсир чизнкдари О
пук гада кесишадшаи / ./•, /, кучлар» таъсир эгса, 6v кучлар бир
мук гада кесишувчи кучлар спсгемасипи ташкил килад». (22-расм,а ва Ь).

Берплган кучларни уларнинг таъсир чизикдари буйлаб кучириш 
мумкин булганлиги учун, б»р нуктада кесишувчи кучлар системасини 
доим бир нуктага куйилган кучлар системаси билан алмаштириш 
мумкин (22-расм, Ь).

Бу кучлар системасининг тент таъсир этувчиси куйидаги икки усул 
билан аникданади.

1. Геометрик усул 2. Аналитик усул
Бир нуктада кесишувчи кучларни геометрик усулда кушиш иккига 

булинади.
Йарадлелограм усули ва кучлар купбурчаги куриш усули.
а) Параллелограмм усули
Параллелограмм аксиомасига асосан.
F\ ва Г  кучларнинг тенг таъсир этувчиси R = F] + F2 та тенг булиб 

модули эса косинуслар теоремасига асосан R = J f * + F22 +2Ft F, cos a  та 

генг булади, бунда а  - ва F2 кучлар орасидаги бурчак (23-расм).



Теш тасир этувчи R кучининг F] ва F2 кучлар билан ташкил 
К ил га н а ва у бурчакларп спмуслар теоремаснга кура 23-расм, b дан 
аникланади.

R
(7)

Ц _ JX.
silly sill or sin/У 

б) Кучлар купбурчагп усулп.

Бир нуктага куйилган Fx, Fn кучлари бермлган булсин (24- 

расм) Шу кучларнннг теш таъсир этувчисини топиш  ловим булсин.

Тент таъсир этувчи кучни топиш учуй параллелограмм 
аксиомасига асосан Ft ва F2 кучларни кушиб, уларни тенг таъсир 
этувчи Я, кучи билан алмаштирамиз.

R\ = F\ + Fz
Бу усулга асосан F  куч билан F z кучни к,ушиб Rz кучни косил 

киламиз.
Rz=R\ + Fz = F\+Fz + Fz

ва хоказо.
Шу усул билан п-1 гача булган кучларни кушиб, тенг таъсир 

этувчисини аникдаймиз.
R„~\ =  F i  +  Fz +  Fz + . . .  +  Fn - 1

Rn-i билан F„ кучни кушиб тенг таъсир этувчи кучни топамиз.
R =  Rn-\ +  Fn = F\ +  Fz +  Fz +... + Fn-1 +  Fn

R = 1F  (8)
Бир нуктага куйилган кучларнинг тенг таъсир этувчиси шу 

кучларнинг геометрик йигиндисига тенг булиб, кучлар куйилган нуктага 
Куйилган булади. Кучларни кетма-кет параллелограмм коидаси асосида 
кушиш, берилган кучлардан куч купбурчагини куришга олиб кедади.



5-§. УЧ КУЧ МУВОЗАНЛТИГ А ОИД ТЕОРЕМА

Теорема: Бир текисликда жоплашган ва узаро параллел оулмагаи 
vim куч мувозанатда булса, уларнпнг гаъсир чпшклари бпр нуктада 
кесишади.

Исбот. Жисмнинг Ai, А:, ва Аз нукгаларига бир гекисликда ётувчи 
параллел булмаган мувозанатлашувчп Fi,F: ва 1з кучлари куйилган 
булсин (25-расм).

Кучлар параллел булмагани учуй улардан ихтиёрий нккитасининг 
lai.cup чиним бпрор нуктада кесишади. Масалан F t ва F-, кхчларнинг 
| м.снр чизикдарн 0 нуктада кесишади. Бу кхмларни гаьсир чизикдари 
буйлаб 0 нуктага кучирамиз. Параллелограмм коидасига асосан 
11 Iл кучларни кушамиз.

R кучининг таъсир чизиги F, ва F: кучларининг таъсир чизикдари 
I есишган нуктадан утади. Шундай килнб жисмга К ва F,кучлари таъсир 
Килади. Иккита куч куйилган жисм мувозанатда булиши учун бу 
кучларнинг микдорлари тенг булиб, бир тугри чизик буйлаб карама- 
карши томонга йуналган булиши керак. Демак, F. кучнинг таъсир 
чизиги 0 нуктадан утади ёки учта кучнинг таъсир чизиги бир нуктада 
кесишади. Бу теорема ёрдамида реакция кучининг йуналиши 
лникланади.

Масалан. АВ стержен F] ,F 2 кучлар ва R , реакция кучи таъсирида 
мувозанатда булса, RA кучининг таъсир чизиги Fx в а /•', кучлар таъсир 
чизиги кесишган нуктадан у т а д и  (26-расм).

R  =  F , + F ,

25-расм. 26-расм.



ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР.
1. Кандай кучлар снсгемасига кесишувчи кучлар сисгемаси 
дейилади?
2. Бир нукгада кесишувчи иккита кучнинг теш гаъсир 
этувчисининг модули кандай аникланадн?
3. Кесишувчи кучларнинг генг таъсир этувчисининг йуналиши 
кандай аникланадн?
4. Теш таъсир этувчи куч деб нимага айтилади?
5. Мувозанатловчи куч деб нимага айтилади?
6. Параллелограмм усулини тушунтиринг?
7. Куч купбурчаги копдаси нимадан ибораг?
8. Куч учбу'рчаги усулини тушунтиринг?
9. Уч куч георемасини айтинг?
10. Бир нуктага цуйилган кучлар системасининг геомегрнк 
курннишда мувозанат шарти кандай таърифланади?

6-§. КУЧНИНГ УКЛАГИ ПРОЕКЦИЯСИ

Статика масалаларини аналитик йул билан ечиш усулига уТамиз. 
Бу усул кучнинг укдаги проекцияси тушунчасига асосланган.

F кучи ва О х  уки берилган булсин (27-расм, а ва Ь).
Кучни шу укдаги проекциясини топамиз. Бунинг учун шу куч 

чизитининг икки учидан О х  укига перпендикулярлар туширамиз.
Бунда a b , e d -  F e a F  i кучнинг проекцияларидир.

Кучни укдаги проекциясини Fx ёки А'билан белтилаймиз.



a b = x , c d  = м л на v/ларни тогшш учум А  на D  нукталардан С).\ умн а 
параллел к"лпб х ' \'кн нм утказамиз, у \олда А А В С  на A D E M  ivipii 
оурчаклп учбурчаклар косил булади.

Бу учубурчаклардаи фойдаланамиз. Кучнинг йуналиши бнр хил 
булган нккига параллел укдаги проекцпялар узаро генг.

Х = А  C = a b , Х ,=  - D M = - d e
АС .  „- cose/ оундан А С = /- cos а

/ • ’

DM ,  „ „
■ cos р  DM = cos р  = Ff cos( 180 o’, ) /- cos a

l x = X  = / cosa  F:r, = .V, = /-, cosa, (9)
(9) - формула бплап кучнинг укдаги проекцияси аннкланадп..
Кучнинг бирор укдаги проекцияси куч микдори билан кучнинг mv 

vk мусбат йуналиши орасида ташкил кплган бурчаги косинусининг 
кугтай гмаспга тенг.

Проекцпянинг ишораси кучнинг йуналишига караб одинади.
Масалан 27-расм, а да проекция мусбат, 27-расм, b да эса 

манфийдир.
Демак куч умниц мусбат томонига караб йуналса кучни 

проекцияси мусбат, акс ,\олда манфий.
Кучнинг гаъсир чизиги билан О х  укининг му'сбат йуналппш 

орасидаги бурчак уткир булса кучнинг проекцияси мусбат, агар бу 
бурчак утмас булса манфий ишорада олинади.

1. Агар куч бпрор у к га перпендикуляр булса, а=90° кучнинг шу 
укдаги проекцияси нолга тенг булади (28-расм).

F

0 х

28-расм.

Fx=Fcos90°=0, Fx=0

2. Агар куч укка параллел йуналган булса, а=0, а=180° ёки укни 
усгида жойлашган булса, кучни укдаги проекцияси куч микдорига тенг 
оулади (29 -  раем, а ва Ь).



F F

a) b)
29 -  раем.

F x  --- F  cos 0" = F  • 1 = F  F  =  /•; cos 180"  = -/•;

F x  =  F  F x t = - F \

Kv'iuinn модули гугри бурчакли параллелппеднинг диагомалпга 
(30-расм), бу параллелипипедншп цпрралари эса крпшнг координата 
укларидагп проекцияларнга теигбулади.

/• = y jF x 2 + F y 2 +  F : 2 (Ю)

F кучининг йуналиши йуналтирувчи косинуслар ёрдамида 
аникданади.

F x F v  F :
cose = — ; cos/J = - - ;  co s / =  ; П1)

F  F  F K '
Бунда а , Д y - F  кучи билан x , y , z укдари орасидаги бурчак. 

МАСАЛА № 4.
Берилган:

F, = 6н , F, = 8 н , F. = 1 0 н

Бу кучларнинг координата укдаридаги проекциялари топилсин. 
(31-расм).



Ечиш. 1) h\ - кучининг лроекциялари. д, = -F ,c o s io "  = -б^3 = -з-/зн

У. = F. sin30" =6-=3н
1 1 2

2) F , кучининг проекциялари; Л', =0 ), =-/г, =-8»
3) F , кучининг проекциялари; X ,  = F , =10н К, =0.

7-§. КУЧНИНГ ТЕКИСЛИКДАГИ ПРОЕКЦИЯСИ

O x y z  координаталар системасида А  нук,тага к,уйилган F  кучи 
берилган булсин (31-расм, а).

2

А

О
Ь,

31-расм, а.

F  кучини О х у  текисликдаги проекциясини аниклаймиз. Бунинг 
учун А  к з В  нук,талардан О х у  текисликга перпендикуляр А О  ва В Ь  

чизикдар угказамиз. У х;олда F n . = O b  вектори х;осил булади. F n  - O b  

F кучнинг О х у  текисликдаги проекциясини ифодалайди.
F  куч текисликдаги проекциясининг микдори куйидагига тенг.

F x y= F co sq )

Бунда q> F  кучи билан унинг проекцияси орасидаги бурчак. Фазода 
жойлашган кучни х ,у  уклардаги проекциясини аникдаш учун аввал



Кучин my укдар ётган гекисликдаги проекцияси топилади. F„
векторнииг О х  па Ovуцлардаги ироекциясини аыимаш y îyn бнукдадан
О л  на Ov укларига мос равишда перпендикуляр чизиклар утказамнз.

на Ohj мос равишда F кучинннг Ох на Оу укларидагн
проекцняларшш ифодалайди.

Fx = l\, cos а -  У cos ip cos а
...' . _ (14)

l \  = / и sin а  = /• cos (р sin а
Бу усул куч ни икки марта ироекциялаш усули дейилади.

8-§. БИР НУК.ТАДА КЕСИШУВЧИ КУЧЛАРНИНГ ТЕНГ ТАЪСИР 
ЭТУВЧИСИНИ АНАЛИТИК УСУЛДА АНИКДАШ

Таъсир чизикдари бир нукдада кесишувчи F , , F , ,F , .  ,F„, кучлар 
бернлган булсин (32-расм, а).

Берилган кучларнинг тенг таъсир этувчисини ми кдор ва 
йуналишини аникдаш лозим.

Тенг таъсир этувчи куч берилган кучларнинг геометрик 
йигиндисига тенг.

R = Т, + F2 + F, +...+Fn ёки
Я =IF (15)

(15) -  вектор тенгликни координата укдарига проекциялаб, тенг 
таъсир этувчи кучнинг координата укдаридаги проекциясини 
аницлаймиз.

Тенг гаъсир этувчи кучнинг бирор укдаги проекциясини ташкил 
этувчи кучларнинг шу укдаги проекцияларининг йигиндисига тенг 
булади.

Rx = IA", Ry = i y ,  /fc = IZ (16)
Бунда Rx, R y , R , - R  кучининг координата укдаридаги проекцияси. 

(16) ёрдамида тенг таъсир этувчи кучнинг координата укдардаги 
проекцияси топилади.

Тенг таъсир этувчи кучнинг микдори куйидагига тенг.

*  -  УС ♦ V  - j l i x j  + <Zrf а ? )
Йуналиши эса куйидагича аникданади.

Rx й R vcos а  =  ~ ;  c os p = — ; cos у  =
R R R



Бунда а , Д  у, дар R билам v , z  уклари орасидаги бурчаклар (32- 
расм,  Ь).

1. Бир нуктага куйидган кучдар системаси мувозанатда булиши 
учун уларнинг тенг таъсир этувчиси « = о булиши зарур ва етарлидир. 
Бунда кучлардан тузилган куч купбурчаги ёпик, булиши керак. 
к = о, х/-=о тенгламалар кесишувчи кучлар системаси мувозанатини 
зарурий ва етарли шартининг вектор ифодасидир.

Демак кесишувчи кучлар системаси таъсиридаги жисм 
мувозанатда булиши учун шу кучларнинг геометрик йигиндиси нолга 
генг булиши зарур ва етарли шартдир.

2. Тенг таъсир этувчи куч нолга тенг булиши учун (17) - 
формуладаги цавслар ичидаги ифодаларнинг кар бири нолга тенг 
булиши шарт.

£ *  = 0; J T . + J f j =0
I ^ O ;  Т1+Т2+...+ У„=0 (19)

= 0; Z, + Z2 +...+ Z, = 0

(19) -формула фазодаш таъсир чизикдари бир нуктада кесишувчи 
кучларнинг аналитик мувозанат шартини ифодалайди. Бу шарт 
куйидагича таърифланади.

Таъсир чизиклари бир нуктада кесишувчи кучлар мувозанатда 
булиши учун кучларнинг x ,y ,z  укларидаги проекцияларининг 
пигиндиси нолга тенг булиши зарур ва етарлидир. Агар кучлар



системасп пир текисликда жонланнан булса, (19)-формула куйидаги 
куриншпда булади.

X  v - о, £ к  = ° (20)

(20) - <]юрмула бир нук!ада кесишувчи ва бмр текисликда жойлашган 
кучларниш аналитик мувозанат шартини ифодалайди.

Масала. Огирлиги 20н булган элекгр лампа АВ шнурда шппга 
осилтан ва ВС аркой билан деворга тортиб куйилган. Бурчак а = 6 ( Р  ва 
б\рчак р = 1 3 п "  деб кабул кплнб олиб, А  В  шнурнинг Та, В С  арконнинг Т  

таранглик ку'чдарн аииклансин. Шнур ва арконнинг огнрликлари 
хисобга олинмасин.

Ечипг. В нуктанинг мувозанатини текширамиз. Унга таъсир этувчи 
ва реакция кучларининг йуналишини чизмада курсатамиз.

Координата укдарини чизмада йуналтирамиз. Бир нуктада 
кесишувчи кучларнинг мувозанат тенгламасини тузамиз.

^.5Г=0 Т л cos60° - Тс cos45° = 0 (1)
]Г>’ = 0 Т л sin 60° + Тс sin 45° - Р  =  0 (2)

Тенгламаларни ечиб номаълум реакция кучларини топамиз.
Т л cos 60° _ Тл 0,5 _ Т а -5 

с ~ cos 45° ~ 0,7 7
Т -5

Т, 0,86 + —--- 0,7-20 = 0; Т. 6,02 + Т . -3,5-140 = 0
1 7 4 1

Т , -9.52-140 = 0; Г, = — = 14,6н;9,52
Та -5 

7
14,6 5 

7 — = 10,4н.ж- 7
Т л = 14,6н Т с = 10,4н

ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР.

1. Кучни укдаги проекцияси кандай аникданади?



2. куч модули проекцшмар! а асосан кандай аникланади?
3. Куч и и иуналмиш проекцияларп ёрдлмпда кандай аникланади?
4. Генг lai.cnp лувчи кучшии микдорп капдай аппклапади?
3. 1еш гаъспр угувчн кучпшп пуна.шиш кандай аппклапади9
6. Бир нуктага куйнлган кучларпп аналитик кушиш усулп ппмадап 
иборат?
7 Кесишувчи кучлар снсгемасппиш аналитик мувозанат шарш 
ка I иа й  и  с} >ода л а надм ?

Механикада жпсмпп айлантнрувчп кучнинг таъсирм, куч момент 
деб аталадиган капалик билан улчанади.

Жисмнипг бпрор нукта ёки ук атрофидаги айланма уаракаги куч 
момеитидан боглик булади.

О нукга атрофида эркии айлана оладнган каттик жисм берилган 
пулейн (34-расм а ва Ь).

Жисмни А нуктага куйнлган F  куши айлантиради.
Жисмни 0 нукта атрофида гез ёки секин айланиши 

купидагилардан богл и к булади.
1. К у ч и н  м о д у л и  ё к и  к ,и й м а т и д а н

2 . К у ч и п н г  е л к а  с и га

Бирор нуктага нисбатан кучдан момент олинса бу нуктага момент 
маркази дейилади. О нукта момент маркази. Момент марказидан 
кучнинг таъсир чизигига туширилган перпендикулярга кучнинг елкаси 
депилади. -  h  ва I v  - F  кучнинг елкаси, F  кучнинг 0 нуктага нисбатан

10-§. НУКТАГА НИСБАТАН КУЧ МОМГНТИ

шм

Ь)
34-расм.



••

момента куйидагн курммишда белгнланади. М „  ёкп /??,. (/•') куч момента 
II,  М ,  К Н М билан улчанади.

m u( F )  =  ± F h  (21)
(21) - формула ёрдамида кучнмнг нуктага нпсбатаи момента 

юпплади.
Нуктага нисбатан куч момента куйидагича та ьрифланадн:
к)ч мпкдорн билан шу куч елкасининг купайтмасига билан 

олннгам пук тага нисбатан кучнмнг момента депиладн
Куч момента мусбаг ва манфш'1 ншора билан гавсифланадн.
Лгар к}'1! момент марказп атрофпда жнсмни coai стрелкаси 

айланишига к,арама-к,арши томоша айлантарса куч момента мусбат, 
аксинча манфий булади (34-расм, а ва Ь).

Нукдага нисбатан куч момента куй и дата хоссаларта эта.
1. Агар кучнннг таъсир чизнги бнрор нуктадан утган булса, 

кучнмнг шу нуктага нисбатан момента нолга тент булади. Чунки бу 
,\олда кучнннг елкаси h=0 га тенг (35-расм).

m „ ( F )  =  F h =  F 0  =  0 .

Бу уолда куч жнсмни айлантирмайди.

F  В
-------->------• ----

35-расм.

2. Кучнннг микдори ва йуналишини узгартнрмай таъсир чизиги 
буйлаб истаган нуктага кучи рил са, куч момента узгармайди (чунки 
унинг елкаси узгармай колади).

3. Кучнннг нуктага нисбатан момента куч билан шу нуктадан 
ташкил булган учбурчак юзасининг иккиланганига тенг.

36-расм.



F  кучининг икки учини момент маркази 0 билан туташтирамиз 
(36-расм). А О В  учбурчаги х;осил булади. Бу учбурчакнинг юзаси А Л О В  

и паси= l / 2 F . h

2 А А 0 В . ю з и  =  F  ■ h =  m 0 ( F )

m 0 ( F )  =  2АА О В  ю з и  (22)

11-§. КУЧНИНГ НУК,ТАГА НИСБАТАН МОМЕНТИ ВЕКТОРИ

F  кучнинг 0 нуктага нисбатан момента момент марказига 
кунилган М о  вектор булиб, бу марказ ва кучнинг таъсир чизиги оркали 
у I ran текисликка перпендикуляр йуналган булади.

F  кучининг 0  нуктага нисбатан момент векторини аникдаймиз (37-
расм).

Бунда m„ ( F )  - 0  нуктага нисбатан олинган F  куч моменташшг 
иектори. 0.4 =  г - А  нуктанинг радиус вектори. Момент вектори куч 
| уиилган нуктанинг радиус вектори билан кучнинг вектор купайтмасига 
l e i i r .

M 0 = [ r F ]  (23)
Момент вектори Mo О А В  учбурчак текислигига перпендикуляр 

оудиб, Мо нинг учидан Караганда куч жисмни соат стрелкаси 
in ia 1111 hi II га тескари йуналишда айлантиришга интилади. Момент 
|||*| горининг абсолют киймати куч моментига тенг.

\ M 0 \ =  m o ( F )  (24)
(24) -  формулани исботлаш учун (23) дан абсолют киймат оламиз.

\М0\ =  |[ г  ■ А ']  =  г • F  sin а =  F ■ h = m„(F)

зз



12-§. ТЕНГ ТАЪСИР ЭТУВЧИНИНГ МОМЕНТИ ХАК.ИДАГИ 
ТЕОРЕМА (ВАРИНЬОН ТЕОРЕМАСИ)

Теорем а. Бир текисдикда жойлашган кучлар тенг таъсир 
этувчисининг бирор нукдага нисбатан олинган момента ташкил этувчи 
кучларнинг шу нукдага нисбатан олинган моментларининг йитиндисига 
тенг.

И сбот. Жисмнинг А нукдасига кучлари куйилган
булсин. Ихтиёрий 0  нукда оламиз ва 0 ни А  билан туташтирамиз. О 

марказдан О А  кесмага тик к,илиб О Х  ук,ини утка зам из (37-расм).
Энди wi0(/^),m0(F2),..., m0( F J ,  моментларнинг ифодасини

аникдаймиз. (22)-формулага асосан m0(Ft) = 2Д0/Щ юзи.
ОйВ,учбурчакнинг юзи асоси билан баландлиги купайтмасининг 

ярмига тенг. Бунда асос ОА кесма булса, баландлиги ой, булади.
2Д0АВ^юзи = О А  ■ o b ,

об, кесма F  кучининг ох уцидаги проекциясини билдиради ой, = F\x . 

Шунинг учун
m 0 ( F i )  =  O A F tx (25)

К,олган кучларнинг моменти х;ам худди шундай хдсобланади.
F  куч О А  чизикдан пастга бориб етганда >;ам (25) формула тугри 

булаверади, бунда кучнинг проекцияси манфпй булганлиги учун 
моментнинг ишораси *ам манфий булади.

F \ , F i , . . . , F  п , кучларнинг тенг таъсир этувчиси Я билан 
белгиланади.



* = (26)
Тенг гаьсир этувчининг бирор укдаги (х укидаги) проекцпяси 

кушилувчи кучларнинг уша укдаги проекцияларининг йнгпндпсша 
ими, яьни:

K' = ^ F‘ (27)
Бу тенглпкнинг иккала томонини ОА га купайтирсак.

ОА Rv = ]T(F ОА) (28)
(25) - формулага асосан

<«■*, = 5>.<*> (2 9 )
Y.WA •/■',)= J^mJF)

(29) ни (28) га куйиб куйидагини х;осил к,иламиз.
m„(fl ) = У'т1,(У) (30)

(30) -формула Вариньон георемасининг математик ифодасидир.

13-§. ЖУФТ КУЧ ВА УНИНГ МОМЕНТИ

Таъриф. Миздорлари тенг, таъсир чизикдари бир тугри чизикда 
ётмайдиган, параллел ва к,арама-к,арши томонга йуналган иккита кучга 
жуфт куч дейилади.

F  =  F t ; F  =  - F t ; F ||F ,;
Жуфт куч ( F , F ) куринишда белгиланади (39-расм).

жисн

39-расм.

F ва F, кучларга жуфт кучни ташкил этувчи кучлар дейилади. 
Жуфт кучни ташкил этувчи кучлар орасидаги энг к,иск,а d  масофага 

* уфт кучнинг елкаси дейилади. Жуфт кучнинг тенг таъсир этувчиси 
мол га баробар булади.



R = F -  F< = 0, R = 0
Жус)л кучни бгпта куч билан алмашгириш мумкин эмас. Жуфт 

кумин жисмга курсатаднган таъсири жуфт куч момента билан 
гавсифланадн. Жуфг кучни ташкил этувчи кучларнинг бирн билан 
жуфт куч елкасмнннг купайгмасига жуфт кучнинг момента дейилади.

Жуфг кучнинг момента т , ёки М билан белгиланади.
m - ± F - d - ± F xd  (31)

(31)-формула билан жуфт кучнинг момента аникланади. Жуфт 
кучнинг момента мусбатёки манфий булади.

Ж)фт жпсмни соаг стрелкаси айланишига тескари томоша 
айлантирса унинг момента мусбат, соат стрелкаси айланиши буйича 
айлантирса манфий ишора билан олинади (40-расм а,Ь).

m - F - d  т =  - F  ■ d
Жуфт куч куйилган жисм айланма уаракатда булади. Хар к,андай 

жуфт кучни стрелкали ёй шаклида тасвирлаш мумкин. Стрелка ёнига 
жуфт куч моменти куйилади.

Жуфт куч жойлашган текисликка жуфт кучнинг таъсир текислиги 
дейилади.

Теорема 1. Жуфт кучни ташкил этувчи кучларнинг хар кандай 
уадаги проекциялари йигиндиси нолга тенг.

Исбот: Жуфт куч берилган булсин (41-расм). Шу жуфт кучни х 
укига проекциялаймиз.

YJC = 0, F  -  F '  = 0 чунки F  =  F '



У

F'--- г—

41-расм.

Теорема 2, Жуфт кучни момента уни ташкил этувчи кучлардан 
им перий нуктага писбатан олинган моментларнинг йигиндисига тент.

m = m0( F)  + m0( F l)

Исбот. Момента m = F  d  га тент булган ( / • ' )  жуфт куч берилган 
булсин (42-расм). Жуфт кучни ташкил этувчи кучлардан 0  нуктага 
писбатан момент оламиз.

m0(F) = F(a + d) 

m0(F')  = -F'a

F '
а I

* = 3 .

' f

42-расм.

Бу тенгликларнинг иккала кисмини кушам из.

mJF) + mJF')  = F(a + d ) - F ' a  = Fa+Fd-  F'd = Fd = т
(32)

= '»0(F)+m0{ Fl)

Теорема исботланди.
Бу теоремалар шуни курсатадики, жуфт куч проекциялар 

генгламаси £ .y = o £ г  = 0 га иштиРок килмайди. Жуфт кучни бирор 
нуктага нисбатан олинган моментлар тенгламасига (£т„ = 0) кушиш 
керак.



14-§. ЖУФТ КУЧЛАРНИНГ ЭКВИВАЛЕНТЛИГИ ХАК.ИДАГИ
ТЕОРЕМА

Теорема. Жисмга куйилган .\ар кандай жуфт кучи пн г момента шу 
жуфт кучнинг моментига тенг булган бошка жуф| куч билан 
алмаштириш мумкин.

Исбот. Жисмга момента m = F d  ( / • , / • ' )  булган жуфт кучи гаъсир 
килаётган булсин (43-расм).

Ихтиёрий D ва Е нукгалардан иккита параллел тугри чизик 
утказамиз. Бу параллел гугри чизик, Р в а  F  кучларнииг гаъсир чизиги 
билан А  ва В  нукдаларда кесишади. A D  ва B E  тугри чизицлар буйлаб 
йуналган ташкил этувчиларини Р  ва С? билан белгилаймиз. F  кучини А  В  

ва B E  тугри чизик, буйлаб йуналган ташкил этувчисини Q  в а Р  билан 
белгилаймиз. Демак

Р = - Р \  Q = - Q '
О ва О ’ кучлари узаро мувозанатлашувчи, булгани учуй жисмдан 

олиб ташлаймиз. Натижада ( F , F ' )  жуфт кучини (/■/■) жуфт кучи билан 
алмаштирдик. ( Р . Р ' )  жуфт кучнинг елкаси di га тенг. Р  ва р '  кучларни 
гаъсир чизиклари буйлаб D ва Е нукгаларга келтирамиз.

( F F ' ) жуфт кучи билан ( Р , Р " )  жуфт кучининг моментлари тенг 
эканлигини исботлаймиз.

(F ) кучи Р  ва Q  кучларнинг тенг таъсир этувчиси Вариньон 
теоремасига асосан:



' »B( F )  = m B( P )  + m B ( Q )  

m „ ( F )  = F d  , m B ( P )  = P d

me(0 = °

Шундай килиб F d  = P d , теорема исботланди.
Демак моментлари тенг ва айланиш йуналишлари бир хил булган 

иккита жуфт кучга эквивалент жуфт кучлар дейилади.
Бу теоремадан куй ида ги натижа келиб чик,ади.
1 . Жуфт кучни узининг таъсир текислигида кар кдндай вазиятга 

кучириш мумкин, бунда жуфт кучни жисмга таъсири узгармайди.
2. Жуфт кучнинг моментини узгартирмай уни ташкил этувчи 

кучларнинг катталигини ва елкасини исталганча узгартириш мумкин 
бу билан жуфт кучнинг жисмга таъсири узгармайди.

Масалан, моменти т = 1 2  к  н м  жуфт куч берилган булсин.

6Н 2Н

j< 2м )

6Н

^

2Н

4Н
^_3sL ^

4Е
ч

4м
ЗН

7

ЗН

44-расм.

15-§. ТЕКИСЛИКДАГИ ЖУФТ КУЧЛАРНИ К.УШИШ.
ЖУФТ КУЧЛАРНИНГ МУВОЗАНАТЛИК ШАРТИ

Теорема. Бир текисликда жойлашган бир нечта жуфт кучларни 
кушиб, моменти шу жуфт кучлар моментларининг йигиндисига тенг 
кулган бш та жуфт кучга келтириш мумкин.

Исбот. Бир текисликда жойлашган моментлари т,. т,, т, булган 
I уфз кучлар берилган булсин (44-расм). Шу жуфт кучларни кушиб 

Оигга тенг таъсир этувчи жуфт кучга келтириш керак. Берилган жуфт 
кучларни умумий d елкага эга булган эквивалент < [ F . F ’ ) ва ( F.F.')

| у<|»I К)члар билан алмаштирамиз. Эквивалент жуфт кучларнинг 
мврифига асосан куйидаги формулани ёзамиз.

т, =  F , d ,  m2 = - F 2d, mi =Fid,  (34)



R

45-расм.

А ва В нукдаларга куйилган кучларни кушиб тенг таъсир этувчисини 
аниклаймиз.

Бу кучларнинг модуллари тенг бир бирига к,арама-к,арши
йуналган ва узарс параллел.

Демак, бу кучлар битта ( R , R ' )  жуфт кучни ташкил этади. Бу жуфт 
кучга тенг таъсир этувчи жуфт куч деинлади. Демак берилган учта жуфт 
кучларни кушиб битта тенг таъсир этувчи янги жуфт кучга келтирдик

Тенг таъсир этувчи жуфт кучнинг моменти куйидаги формула 
билан топилади:

Л/ = R d  -  -  F2 +  F} ) d  =  Ftd  + (- F 2d ) +  F3d  = m , + m 1 +  m 3
(35)

M  = m, + m2 + m-f

Бир текисликда жойлашган, моментлари т1,т 1,...,тп га тенг булган 
п га жуфт кучлар берилган булса, бу жуфт кучларни к,ушиб битта тенг 
таъсир этувчи жуфт кучга келтириш мумкин.

Тенг таъсир этувчи жуфт кучнинг моменти юкоридаги теоремага 
асосан

r  =  f 1 - f 2 + f ]

R ' =  F ; - F ;  +  F ;  =  F t - F 1 + F}

R = R \ R=-~R', R \\R '

46-расм.



га генгбулади ( 3 6 )
\1 = /7», + т, +.

Бир текислпкда жойлашган жуфт кучлар мувозанатда булиши 
учун улар моментларининг йипшдиси 0 га генг булиши зарур ва 
1'гарлидир.

/)),+нг,+....+ т  =0
2>=о ’ (37)

Бу тенглик бнр текисликда жойлашган жуфт кучларнинг 
мувозанат шартнни ифодалайдп.

Мисол. Балка моментлари
т1 = 6кнм. in , = Нкнм. т3 -  12кнм

булган жуфт кучлар таъсирида мувозанатда турган булсин (47- 
расм).

Балкаиинг узунлиш 1=5 м ,  таянч реакциялари аникдансин.

Ечиш. Маълумки жуфт кучни бошк,а бир жуфт куч билан 
мувозанатлаш мумкин, шунинг учуй балкаиинг А  ва В  таянч да ги R,  ва 
Ни реакция кучлари жуфт кучни ташкил к,илиш керак. Яъни бу 
кучларни м иадорлари тенг к,арама-к,арши томонга йуналган ва 
нараллел булиши зарур.

RA = Вв = ~ ^  А II
Бу жуфт кучнинг моменти:

« 4 =  —ИА ■/ булади.
Демак, балка моментлари т 1,т 2,т , ва т, ва жуфт кучлари 

ы ьсирида мувозанатда туради. (37) - тенгликка асосан:
т, -  т 2 +  т 3 -  т 4 = 0; 6 - 8 + 1 2 -  5 R A =0; R A =  2 k H



ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР.

1. Нуктага нисбатан куч моменти деб нимага айтидади?
2. Момент ишораси кандай танланадп?
3. Куч елкаси нима?
4. Кдндай холагда иук,1 ага нисбатан куч моменти нолга тенгбулади?
5. Кучларни таъсир чизигларн буйича кучирилса, берилган нуктага 

нисбатан куч моменти узгарадимн?
6. Жуфт куч нима? Нима учун жуфт к\ч тент таъсир этувчи кучга эта 

эмас?
7. Вариньон теоремасини таърифланг?
8. Эркин жисм жуфт куч таъсирида к,андай харакат к,илади?
9. Жуфт кучни моменти деб нимага айтилади?
Ю.Цаидай шар г бажарилганда иккита жуфт к}<ч эквивалет булади?
11. Жуфт кучларни цушиш гугрисидаш теоремани таърифланг.
12. Жуфт кучлар системасининг мувозанат шартини таърифланг.

ТЕКИСЛИКДА ИХТИЁРИЙ ЖОЙЛАШГАН КУЧЛАР СИСТЕМАСИ. 
16-§. КУЧНИ УЗИГА ПАРАЛЛЕЛ КУЧИРИШЕА ОИД ЛЕММА

Жисмнинг А нук,тасига F кучи к,уйилган булсин (48-расм).
Шу кучни таъсир чизиги устида ётмаган О нук,тага келтириш ке- 

рак. О нуктага келтириш маркази дейилади. Шу келтириш марказидан 
кучнинг таъсир чизигига перпендикуляр туширамиз ва F кучининг О 
нук,тага нисбатан моментини оламиз.

48-расм.
m 0 ( F ) = F d  (38)

Бунда d-F кучининг <?марказга нисбатан елкаси.
Келтириш марказита узаро мувозанатлашувчи F'  ва F ’ кучларини 

к,уямиз. Бу кучлар берилган F  кучига тенг ва параллел булиши керак 
F'  = F ’ = F .  Кучни келтириш натижасида берилган кучга геометрик тенг 
ва параллел булган f  = f ' кучига хам да ( F , F " )  жуфт кучига эга буламиз



( I  I ") жуфз кучига кушилган жуфт куч деб аталади бу жуфт кучниш 
моменти.

m  =  F d - F " d  (39)
Кушилган ж\’фт кучнинг моменти берилган кучииш келтириш 

марказита нисбатан олинган моментика тенг.
m = m ( F ) (40)

Лемма. Х,ар кандай куч таъсир чпзнг и устида егмаган бошка 
нуктага узига геомегрик тенг ва параллел булган куч уамда била жуфт 
куч бплан келади (49-расм).

F = F

Бу усулга Пуансо усули дейилади.
Бу усул билан у ар кандай кучни узига параллел к,илиб таъсир 

чилиги усгида ётмаган бошка нуктага келтириш мумкин.

17-§. ТЕКИСЛИКДА ИХТИЁРИЙ Ж0ЙЛАШГАН КУЧЛАРНИ 
I. ПРИЛГАН МАРКАЗГА КЕЛТИРИШ. КУЧЛАР СИСТЕМАСИНИНГ

ЬОШ ВЕКЮРИ В А ЬОШ МОМЕНТИ

Бир текисликда ихтиёрий жойлашган F l , F 2 , . . . ,F n кучлар системаси 
берилган булсин. Кучлар мос равишда жисмнинг А 1, А 2 , . . . ,А п 

пукгаларига куй ил га н (50-расм). Шу кучларни текисликдаги 0 нуктага 
келтириш керак. Кучларни берилган марказга келтириш натижасида 
оир нуктага куйилган берилган кучларга тенг ва параллел булган п та 
/■,' = Ft , F 2 =  F 2 F„ = Fn кучларга ва моментлари т ^ ,т 2, . . . , т п га тенг 
оулган п та жуфт кучга эга буламиз (51-расм).



ч

I

50-расм.

Бу жуф'1 кучларнинг момента Пуансо усулига асосаи
т \ = m 0( F l ) ,  т 2 = m 0( F 2) ,  ..., т п =  in0( F „ ) ,  булади. 

Келтириш марказига куйилган F ,, F,,..., F„ кучларини куч
купбурчагини кушиш усули билан кушиб, тенг таъсир этувчисини 
аникдаймиз (52-расм).

R = F1i + F ' +...+ f: = F i + F 2 + ... + F , =

Бунда R бош вектор. Бош вектор берилган кучларнинг геометрик 
йигиндисига тенг.

Текисликдаги жуфт кучларни кушиш >;ак,идаги теоремага 
асосланиб, моментлари т 1, т 2 , . . . , т п га тенг булган п  та жуфт кучларни 
кушиб битта жуфт кучга келтирамиз. Бу жуфт кучнинг моментини М„ 

билан белгилаймиз.
М 0 =т, +т 1 +...+ т„ =  m0(F, ) + m„(F2) + ... + m0(F„) =  £ m „ ( F )

W, =Хто(Л
(42)
Бунда M o  берилган кучларнинг бош момента. Кучлар 

системасининг бош момента берилган кучларнинг келтириш марказига 
нисбатан олинган моментларнинг йигиндисига тенг.



- Шундай килиб статикапши куйидаги асосий георемаси исбот 
кплинди.

Теорема. Текисликда империй жойлашгаи кучларни келтириш 
марказига куйилган кучларни бош вектор и га тенг булган битта куч га 
на моменти бош момента Мо га тенг булган битта жуфт куч га келтириш 
M V M K H H  (53-расм).

Бош вектор келтириш марказига боглик эмас, бош момент эса 
келтириш марказига боглик, булади, келтириш маркази узгарса бош 
моменти узгаради, чунки кучларни шу марказга нисбатан елкаси 
узгаради.

Бош векторнинг модули ва йуналишини бир нуктага куйилган 
кучлар системасининг тенг таъсир этувчисининг, модулини 
аникдайдиган (40) - ва (41) - формулалар билан топилади. Бош 
моментнинг микдори (42) - формула билан аникданади.

Куйидаги кодларни куриб чикамиз
1 . Я ф О М0 = 0 .

Бу хдлда кучлар системаси келтириш марказига куйилган битта 
генг таъсир этувчи R кучига келтирилади (54-расм).

53-расм.

54-расм.

2. Агар R = О М 0 *  0.



Бу холла кучлар системаси момента бош момент га ieiir булган 
бш та ж\ч|н куч га келтирилади (55-расм).

3. R ■■■ О А/ *  О

Бу холда кучлар системаси тент таъсир этувчи кучга келтирилади, 
лекин тент таъсир этувчи кучнинг таъсир чизити O C = M o /R  шаргидан 
анпкданадиган С  нукдадан утади. Кучлар системасини О марказга 
келтириш натижасида R хамда М о  ни аникдадик (56-расм).

r ' = r '  = r  шартини каноатлангирувчи ( R ' j i " )  жуфтни хоснл 
килайлик, бу жуфт m„(R',R") = M„ булсин. ( R . R " )~0 булганлиги учун 
иккинчи аксиомадан фойдаланиб, уни ташлаб юборамиз натижада 
к,иймати бош векторга тент, йуналиши унта параллел булган С  нук,та 
орк,али угувчи тент таъсир этувчи кучга эта буламиз.

4. R = 0 M a = 0

Бу холда берилган кучлар системаси мувозанатда булади.

18-§. ТЕКИСЛИКДА ИХТИЁРИЙ ЖОЙЛАШГАН КУЧЛАР 
СИСТЕМАСИНИНГ АНАЛИТИК МУВОЗАНАТ ШАРТЛАРИ

Текисликда ихтиёрий жойлашган кучлар системаси мувозанатда 
булиши учун уларнинг бош вектори билан бош момента бир ват;тда 
нолга тент булиши зарур ва етарли.

55-расм.

56-расм.



К = 0. М„ = О (43)
(43)-тенглик кучлар системасининг геометрик шаклдаги 

мувозанатлик шартини ифодалайди.
Аналитик куринишдаги мувозанат шартини ёзамиз.
Бош векторнинг модули хуйидагн формула билан аникданади.

« = 7+(S}T (44)
(43)-теш ликнинг бириичи шарти бажарилиш учун я ьнп R=0 булиши 

учун, 2Х=0 IY=0 булиши керак. (43)-нинг иккинчисига (42)ни хуямпз.
У т „ ( П  = 0

z*=°
£ у  = о

£ m 0(F) = 0
(45)

X, + Х 2 + ...+ Х п =  о  

• ^  +У2 +... + Уп =0  

mo(F| )  +  nt0(F2) + ... + m0(F„) =  0

(45)-формула текисликда ихтиёрий жойлашган ку̂ члар 
системасининг биринчи асосий турдаги аналитик мувозанат шартини 
ифодалайди. Бу шарт куйидагича таърифланади: Текисликда ихтиёрий 
жойлашган кучлар системаси мувозанатда булиши учун кучларнинг х , у  

укдаридаги проекцияларининг йигиндиси ва ихтиёрий О нук,тага 
писбатан моментларнинг йигиндиси нолга тент булиши зарур ва 
егарлидир.

Кучлар системасининг иккинчи ва учинчи турдаги аналитик 
мувозанатлик шартлари мавжуд. Иккинчи турдаги мувозанатлик шарти 

£m.j(F) = о = ° £ х  = о билан ифодаланади (46)
Текисликда ихтиёрий жойлашган кучлар системаси мувозанатда 

булиши учун ихтиёрий А ва В нук,таларга нисбатан моментларнинг 
йигиндиси ва ОХ ук,ига нисбатан проекцияларнинг йигиндиси нольга 
генг булиши зарур ва етарли шартдир.

Бу уолда А  ва В  нук,таларни туташтирувчи А В  тугри чизик, 
кесмасини х  ук,ига перпендикуляр булмайдиган к,илиб танлаб олиш 
керак. Акс холда тузилган учта тенгламалардан битгаси холган 
иккитасининг натижаси булиб холади ва иккита тентлама билан учта 
помаълумни анихлаб булмайди.

Учинчи турдаги мувозанатлик шарти.
^m ,(F) = 0 ^ m B( F )  =  0  ^ m c( F )  = 0 билан ифодаланади (47).
Текисликда ихтиёрий жойлашган кучлар системаси мувозанатда 

булиши учун кучларнинг бир тугри чизих устида ётмаган учта А ,  В  ва С



нукталарга нисоатан моментларнинг иигипдиси нолга теш оулиши 
зарур ва ечарлп.

Ну холда момет марказлари А , В ъ а  Снукчаларни бир ту три чпзик 
ус I ида ёч майдпган, я ыш учбурчак хосил киладмган, килиб танлаб олшп 
керак. Акс холла юкоридагм эслатмага келамиз.

19-§. ТЕКИСЛИКДАГИ Г1АРАЛЛЕЛ КУЧЛАРНИНГ МУВОЗАНАТ
ШАРТЛАРИ

Бир текисликда жоплашган ва узаро параллел булган /• 1-\ /
кучларп бернлгаи булсин (57-расм). Кучларга параллел к,илп6 у  укипи 
пуналтирамиз. Параллел кучларга текисликда ихтиёрий йуиалган 
кучларнииг бнрпнчи ва нккинчи турдаги мувозанат шартини тадбик 
килам из.

57-расм.

2 >  = о ]
Z ^ o ( ^ )  = o  J 
Е«,(л=о 1

(48)

(49)

бунда А  ва В  нукталардан утган тутри чизик у  укига параллел 
булмаслиги керак. (48) - ва (49) - формулалар бир текисликда 
жойлашган ва узаро параллел булган кучларнинг мос равишда биринчи 
ва иккинчи турдаги мувозанат шартини ифодалайдилар.

Биринчи турдаги мувозанат шарти куйидагича таърифланади.
Бир текисликда жойлашган ва бир бирига параллел кучлар 

системаси мувозанатда булиши учун кучларнинг кучларга параллел 
булган укдаги проекцияларининг йитиндиси ва текисликдаги ихтиёрий



0 nvKiara ннсбатан олипган момешларишп йигиндиси под га геш 
iiv .iiiiiui зарур ва етарлидир.

Иккгшчи турдаги мувозанат шартн куйидагича гаърифланади.
Бир текисликда жойлашган параллел кучлар мувозанагда оулиши 

\ ч\ п кучларнинг ихтиёрий А  ва В  нукталарга нисоатан олипган 
моментларнинг йигиндиси долга тенг оулиши зарур ва етарлиднр.

20-§. СИРПАНИШДАГИ ИШК.АЛАНИШ

Бир жисмнннг иккинчи жисм устида сирпаниши натижасида 
\ осп л буладиган ишкаланишга сирпанишдаги ишкаланиш дейплади.

Огирлиги Р  га генг жисм горизонтал столга куйнлган булсин (58- 
расм). Жисмни блок оркали утказилган нпга боглаймиз. Ипнннг 
иккинчи учи га палла оспб куямиз. Жисм огирлик кучи Р ва столнпш 
пормал реакция кучи N  гаьсирида мувозанатда булади. Бу кучлар 
нер гикал кушлардан пбораг булга ни учун улар жисмни харакапа 
келгирмайди. Жисмни каракатга келтириш учун паллага тош куйиш 
керак. Лекин жисм паллага маълум микдорда гош куймагунча 
харакатланмайди. Чунки стол юзаси ва жисмнинг сголга гегиб турган 
юзаси силлик булмагани учун ипнинг тортилиш кучи 7 га микдор 
кпуатдан генг, йуналиши карама-карши булган F  ишкаланиш кучи 

косил булади. F  кучга сирпанишдаги ишкаланиш кучи дейилади. Т 
кучнинг киймати (яъни паллага куйиладиган тош) орта бориб/маълум 
микдорга етканда жисм силжиш олдида туради, бу холда ишкаланиш 
кучи F = F m a x  эн г катта (максимал) кийматга эга булади.

58-расм.

Сирпанишдаги ишкаланиш кучи F нолдан энг катта ишкаланиш 
кучигача узгаради.

О  <  F  <  F  m a x

Шундай килиб, дагал текисликнинг тулик реакция кучи микдор ва 
йуналиш жихатдан нормал реакция кучи ва ишкаланиш кучларига



кд'рплгам пари туртбурчакниш диагонали билли нфодаланади (59- 
расм):

«  =  /• +  X

Француз олими Ш. Г. Кулон (1736-1806) угказган тажрибаларига 
асосланиб, сирпанишдаги ишкаланиш конунларини куйидагича 
таърпфлаган.

1) Тинч ,\олатдаги максимал ишкаланиш куч пормал реакция кучига 
пропорционалдир.

F m a x = fN  (50)
Бунда: F m a x  - сирпанишдаги энг катга ишкаланиш кучи; /  - 

сирпанишдаги ишкаланиш коэффициенти; N - нормал реакция кучи.
2) Ишкаланиш кучи жисмларнинг ишкаланувчи сиртлари 

улчамларига боглик булмайди.
3) Сирпанишдаги ишкаланиш кучи жисмлар материалига ва 

ишкаланувчи юзаларнинг ишкаланиш даражасига боглик булади. 
Юзалар силлик булса ишкаланиш кучи кам булади.

(50) дан
„ F

/ = i r  келибчикади (51)
Яъни сирпанишдаги ишкаланиш коэффициенти улчовсиз каггаликдир. 
Турли материаллар учун ишкаланиш коэффициентининг кийматлари 
маълумотномаларда келтирилган.

Бир жисм иккинчиси устида х,аракатланганда косил буладиган 
ишкаланиш кучи х,ам нормал реакция кучига пропорционал булади: 
F = f  N . Бунда Г- жисм каракаглангандаги ишкаланиш коэффициенти 
булиб, у жисмнинг ко лаги да ги ишкаланиш коэффициенти /дан кичик 
булади; /'</

Демак, жисм каракатда булганда ишкаланиш кучи тинч 
тургандагига нисбатан камрок булар экан.



2-§. ИШК,АЛАНИЮ БУРЧАГИ. ИШК,АЛАНИШ КОНУСИ

Агар бирор горизонтал гекисликка таяниб турган жисм сирианиш 
олдида (мувозанат чегарасида) булса, ишкаланиш кучи энг капа 
кпйматга эга булади (60-расм) \амда:

R max — N Г F max булади (52).
Максимал туляк реакция кучшшнг нормал реакция кучи билан 

мшкил килган бурчаги ишкаланиш бурчаги дейилади. 72 - расмдан 
куриниб гурибдики,

^ = ^ Г = | -  = /  * ,  = /  (53)
Шундай килиб, ишкаланиш бурчагининг тангенси ишкаланиш 

коэффициентига тенг будар экан. Сирпанишдаги ишкаланиш 
коэффициенти /канча кичик булса, ишкаланиш бурчаги шунча кичик 
булади.

Агар (= 0  булса, <Р = 0  га тенг булади. Бу х,олда сирпанувчи 
| исмларнинг юзалари абсолют силлик булади. Абсолют силлик 
н'кисликнинг реакция кучи текисликка перпендикуляр йуналади.

Горизонтал дагал текисликда тинч колда ётувчи жисмга 
П'кисликка утказилган нормал билан а  бурчак ташкил этувчига Q  куч 
ыьсир этсин (61-расм). Q кучни нормал реакция кучи билан 
мунозанатлашувчи Р  ва жисмни силжитишга интилувчи S  иккита 
I .н11кил этувчига ажратамиз. Уларнинг модули:

P = Q  c o s  a ,  S = Q  s in  а

л



5  i a i i i K i i . 1  лупчм жнсмпп хдракапа келтиришга инпмадп, Р 
laiiiKii.i jiMi'in эса жнсмпп гскислпкка Посади. Бунипг натпжаснда 5  га 
Карши iiviia.iiaii ишкаланиш кучи пайдо булади.

Жисмни жоГшдан спджитнш учун 5  кучнинг модули, максимал 
ишкаланиш кучи F n u \= f N = f  Q  c o s  а  дан катта булиши керак:

Q  s i n  а  >  ( Q  c o s  а  ёки /= t g  <р < tg  а

Бундан
а  >  <р (54)

(54) - тенгсизликдан курамизки, агар Q  куч текисликка угказилган 
нормалга ишкаланиш бурчаги <р дан кичик бурчак остида таъсир этса, у 
х,олда бу куч ,\ар канча ка п  а булишига кара май, жисм тинч колалда 
колади.

Вертикалга 9  бурчак осгида утказилган тугри чизиклар билан 
чегараланган (61-расмда шгрихланган) сохага мувозанат сохаси 
дейилади. Мувозанат сохаси ичида ётувчи Q  куч канча катта булса х,ам 
текисликка таяниб турган жисмни каракатга келтира олмайди.

Агар жисмни силжитувчи куч турли йуналишларда таъсир этса, 
мувозанат сохаси учидаги бурчаги 2 9 га тенг ишкаланиш конуси билан 
чегараланади. Бу х,олда ишкаланиш конуси ичида ётувчи х,ар каидай куч 
жисмни каракатга келтира олмайди. Чунки бу ,\олда жисмни 
силжитувчи куч, максимал ишкаланиш кучидан кичик булади.

22-§. ДУМАЛАШДАГИ ИШКДЛАНИШ

Бир жисм иккинчи бир жисм устида сирпанмай, думалаб 
бораётганда думалашдаги ишкаланиш косил булади.



Огирлиги / ’н а радиуси //га  ген г гилдирак горизонта гскнслнкда 
n ia ii  нуд сип (62-раем). Гнлднракка уипш О марказидап vtvbmii 
I при ю т  ал куч кУйнлган.

62-расм.

Гилдирак ва текисликнинг деформацияланиши натижасида 
ишкаланиш битга нуктада косил б)глмай, икки жиемнинг бир-бирига 
итиб турган эзилган юзасида косил булади ва нормал реакция кучи О  

нукд адаи утувчи вертикалдан 8  масофада етувен С  нуктага куйилади.
/ ишкаланиш кучи эса тезликларнинг оний марказига ку1шлган 

булади.
Гилдирак учун мувозанат тенгламаларини тузамиз:

X X = 0 , Q - F  =  0 (1)
Z Y = 0 , N  -  Р  =  0 (2 )

1 гпа=0, Q R - N 8  =  0 ( 3 )
(1) - ва (2) -  тенгламалардан

Q = F ; P = N

Демак, 0 , F , P  ва N  кучлари ( О,  F )  ва ( Р,  N )  жуфт кучларни ташкил 
пади. (О,Г) жуфт куч гилдиракни каракатга келтиради. Унинг момента

M = Q R  г а  т ен г (55)
( P , N )  жуфт кучи тилдиракнинг думалашига каришлик курсатади, 

m i .ни уни мувозанатда сакдаб туради. Бу жуфт кучнинг моментига 
думалашга каршилик курсатувчи момент дейилади. Унинг микдори 
нормал N  реакция кучи билан думалашдаги 8  ишкаланиш 
ко эффициентининг купайтмасига тенг.

M w a ,= S N  (56)



Бунда б - думалашдаги ишкаланиш коэффициента булиб, узунлик 
бирлпги билап улчапади. Тажрибаларнинг курсагишича, думалашдаги 
ишкаланиш коэф ф и ци ен т жисмларнинг материалига, ишкаланувчи 
сиртларнгшг ишлапиш даражасига, шлднракнннг радиусига ва нормал 
боснмга боглик, буладп. (55) - ва (56) -  формулалардан:

Q  R  =  8  N ,  (57)
бундан

Q = d Л келибчикади (58)
R

(58) -тенгликдан курамизки ( O. F)  ва (Р, N)  жуфт кучларниш 
моменглари узаро генг булар экан. Бу жуфт кучларга узаро 
мувозанатлашувчн жуфт кучлар дейилади.

F< / A- .  d- N < J M .  d- < f  (59)
А  А

(59) -ф°рмуладан курамизки гнлднрак сирпанмасдан аумалаши 
учун думалашдаги ишкаданиш кучи сирпанишдаги максимал 
ишкаланиш кучидан кичик булиши зарур; бунда f сирпанишдаги 
ишкаданиш коэффициента. (59) - тенгсизлик бажарилганда гилдирак 
сирпанмасдан думалайди.

ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР.

1. Кушилган жуфт куч деб нимага айтилади ва унинг моменти 
нимага тенг?
2. Кучлар системасининг бош вектори деб нимага айтилади х;амда 
уни кандай аникдаш мумкин?
3. Бош момент деб нимага айтилади ва у кандай аникланади?
4. Бош вектор тент таъсир этувчи кучдан нима билан фарк килади?
5. Келтириш маркази узгаргирилганда, берилган кучлар система­
сининг бош вектори ва бош моменти узгарадими?
6. Текисликда ихтиёрий жойлашган кучлар системасини кандай 
х,олларда битта кучга еки битта жуфт кучга келтириш мумкин?
7. Текисликда ихтиёрий жойлашган кучлар системасининг аналитик 
мувозанат шарти кандай таърифланади?
8. Мувозанат тенгламаларини уч гурини ёзинг?
9. Текисликдаги параллел кучлар системасининг мувозанат 
тенгламаларини ёзинг?
10. Ишкаланиш бурчаги деб нимага айтилади?
11. Ишкаланиш конуси деб нимага айтилади?



12. Ишкаланиш бурчат билам ишкаланиш козффшшенти орасида
кандай богламиш мавжуд?
13. 11шкаланпш кучи деб нимага ай iндадн?
14. Лумалаб ишкаданиш кох|к|тпциен i и деб нимага апгплади?
15. Лумалаб ишкаланиш момент нимага тенг?
16. Ишкаланишнинг кандай турларини бпласиз?
17. Снрнаниб ишкаланиш кучи кайсн формула бнлан аннкланади?
1S. Мувозанат сохасн нима?
19. Снрнаниб ишкаланиш яхнш.ми ёки думалаб ишкаданиш яхшнмн
на нима учун?

23-§. ФЕРМА ХАК.ИДА ТУШУНЧА

Тугри чизнклн стерженлардан ташкнл топган геометрик yi rap мае 
, ..Kipyкдняга ферма дейидадн. Стержендарнинг учдаршш 
| |црлаштнрувчн нукта тугун дейилади. Стерженлари бнр текисликда 
|-|увчи ферма текис ферма дейилади. Фермага таъсир килувчи кучлар 
унинг тугуыларига куйилган булади. Тугундарга куйилган кучлардан 
ферманинг стерженлари факат чузилиши ёки сикилиши мумкин.

Фермалардаш стержендарнинг сони билан тугундар сони орасида 
куйидаги богданиш мавжуд:

/7!= 2и-3
Бунда m -  фермадаги стержендарнинг сони 

п -  тугундар сони
Агар/7)<2п-3 булса, у х,олда ферма геометрик узгарувчан булади ва 

7/1 >2п-3 булганда геометрик узгармас булиб, у ортикча стержендарга 
на булади. Геометрик узгармас ва статик аник фермами тузиш учун

2п-3 шарти бажарилиши зарур.
Ферма таъянчдарининг реакциядарини ва фермага куйилган 

кучлар таъсиридан унинг стержендарида косид буладиган зурикиш- 
зарни аникдаш мумкин. Бу зурикишдарни билиш фермани дойих,адаш 
пактида керакди мустах,камдикдаги стерженларни тандаб одиш учун 
(арурдир. Бу масадани ечишда:

- <|>ерма стержендарининг огирдиги эътиборга одинмайди;
- тугундардаги ишкаданиш хисобга одинмайди.
Фермага таъсир этувчи кучлар факат унинг ту1ундарига куйилади 

деб фараз кидинади.



У \олда ферманпш хар бир стерженига, унинг учларига цуйилган 
па сгержеп буйлаб пуналган иккн к у ч  таьснр к,илади. Демак, фермашин 
сгержеплари бу куч,lap гаъспрпда фацат чузнлипш ёки спкилипш
MVMKI1I1.

Ферма стерженларидаги зурикишлар асосан куйндаги усуллар 
билан аникланади: 1. T v r v u a a p n  ё к п  с т е р ж е н а а р н п  к е с ш п  у с у . т ,

2 .  Р и т т е р  \ с \ л п ; 3 .  М а к с в е л а  - К р е м о и д и а г р а м м а с и и и  к х р ш п у с у а п .

24-§. ФЕРМА СТЕРЖЕНЛАРИДАГИ ЗУРИК.ИШЛАРНИ 
ТУЕУНЛАРНИ КЕСИШ УСУЛИ БИЛАН АНИК.ЛАШ

Ферманинг хамма стерженларида хосил будадиган зурнкишларнн 
аник,лаш учун ту'гунни кесшп усулмдап фойдаланнладп. Бу усул билан 
ферманинг стержепларидаш зурикишларни график на аналитик усул 
билан аниклаш мумкпн. Ферманинг тугун кесиш усули билан аналитик 
хисоблаш тартиби купндагичадир.

Берилган ферманинг тугунларини харфлар билан, стерженларинп 
эса ракамлар билан белгилаб чик,илади.

Таянчлар одно ташланади ва уларнинг с^рмага берадиган 
таъсирини хозирча бизга номаълум булган таянч реакциялари билан 
алмаштирплади. Таянч реакция кучлари аникланади.

Ферманинг тугунларини кесиб олинади (кесилган тугунлар схемаси 
чизилади):

Ферманинг хамма стерженлари чузилган (зури^ишлар 
тугунлардан стерженлар томонига йуналган) деб фараз к,илиб, 
ферманинг хар бир тугуни учун мувозанат тенгламалари (J.X  = 0;£У = 0) 
тузилади. Тугундан тугунга утиш тартиби текшираётган тугундаги 
номаълум кучлар сони иккигадан куп булмаслиги керак, деган талабни 
к,ондириши лозим.

Бу мувозанат тенгламалари ечилади ва стерженлардаги 
изланаётган зурик,ишларнинг катгалиги хамда ишораси аникданади.

Мисол. Ферманинг таянч реакциялари ва стерженларида пайдо 
будадиган зурик,иш кучлар аникдансин (63-расм). Куйидагилар 
берилган:

а=5м; P i=10kH , Р2=20кН , Рз=30кН , Р4=40кН.



Ечиш. 1) Таянч реакцияларни аникдаш.
Фермага берилган кучлар, P J \ . P , P A В кузгалмас таянч Т„ Т„ 

реакциялари, А кузгалувчан таянчнинг к ,  реакцияси куйилган. Бу 
кучлар текисликда ихтиёрий равишда жойлашган кучлар булгани учун 
уларнинг мувозанат шарги куйндаги куринишда ёзилади:

I X  = 0; Х„ -Р,=  0 Х„ = Р2 = 20<М

3 н
ZM. = 0 . -P ,a-P. -a -P. -2a+P,— a+YH-3a = 0 2 2 2 "

Тузилган тенгламаларни ечиб реакция кучларини аникланади: 

р>+р/ + ру2-р, ш \а \зо2-2о"Гз
Y„=------2 _ _ ----i  =----- 2— -------- — =3256к/У

Я,= f>+P, +РЛ -  Y„ = 1 Of 30г40-3256=4744кН
2) Стерженларда косил буладиган зурикиш кучларини аникдаш. 

Ферманинг тугунларини А ,В ,С ,Д ,Е  ва F  уарфлар билан белгиланади. 
)нг олдин А  ёки В  тугунларини кесиш мумкин. Чунки бу тугунларда 

реакциялари аникданмаган икки стержен (1,2 ёки 10 ва II стерженлар ) 
бор. А  тугуни кесилади. А  тугунга А  шарнирнинг R,  реакцияси ва 
кесилган 1 ва 2 - стерженнинг S , e a S 2 реакциялари куйилган (64- раем). А  

гугунга куйилган кесишувчи кучларнинг мувозанат тенгламалари 
гузилади:

Z X  = 0 ; +  5, cos 60"= 0
I . Y  = 0 : R A +5, sin 60" =0

На _ 2 47,44 
sin 60° 7з -54,78к/У

S, = -S, cos 60° = -(-54,78) • 0,5 = 27,39кН

ы



5 кучпдаш (-) шпора, S  реакция кучи расмда курса пин ан 
пуна.ннмга lecKapu караб нунал1 анлнппш курсатади, яы ш  1 -  стерж'ен 
сикилади. Эндп реакция кучларинииг пуналишларпни т р и  
тогшлгаишш куч учбурчагинп ясаб текпшриб кунилади, бу учбурчак 
ёгшк булишп керак (65-расм).

3) Энди капси iviyiira утамиз деган савол тугнладп. Кеспладиган 
i угу ил ар реакцияси аиикланмаган нккн стержен булиши керак, бу С 
тугуидир. С  гулун кесилади, унга 1 -  стерженнинг .\озиргина аникданган 
S' = - 5, реакцияси, кесилган 3 - ва 4 - стержеиларниш 5, ва S, 
реакциялари купилгап (66- раем).

С  туп’нга куиилган кесишувчи кучларнинг мувозаназ тенгламалари 
тузилади:

f I  X  = 0; S4 + S3 cos 60° + S,1 cos 60° = 0 
[ 1 У  = 0 ; S ,  cos30° + S,1 cos30° =0

S i---------------x

66-расм. 67-расм.

Бу тешламаларнн ечиб, 3 - ва 4 -стерженлардаги реакция 
кучларни аникдаймиз.

|S, = 5, = 54,78кН: S, = - S .  cos 60" - S\ cos 60" = -(5 , + S \ )■ cos 60"
|S 4 = -(54.78 + 54,78) 0,5 = - 54,78*7/ ; S4 = -54.78кЯ



4 -  стерженнинг реакцияси манфий булиб чикди. 4емак бу 
аерж еи  сицилади, яъни S, куч С  тугунга к,араб йуналган булади. Энди 
( '  ryiyina куйнлган кучларнинг л;ак,ик,ий йуналишини хисобга олиб, куч 
учбурчаш ясалади (67 -раем). У ёпик булнши керак.

4) Энди F  iyiyn кеенлади, унга берилгап !\ S\,S\ реакция 
кучлари ва кесилган 5 - ва 6 - стерженнинг S^naS,, реакциялари 
куннлган (68-расм).

Бу кучлар учуй мувозанат тенгламалари гузилади:
I  ,\' = О:.V„ -  .S'! + .S', cos 60" - S! cos 60" = 0 
X) = 0:5'! cos 30" + Sf cos 30" -  Pt = 0;

S, x

68-расм. 69-расм.

Бу тенгламаларни ечиб, 5- ва 6-стерженлардаги реакция кучлари 
кшилади.

55.cos30" = Р4 - S ' ,  cos30° ; S s =  P* - S ' } = ™ ° - 54,78Ш
cos 30 V3

80
5 5 = ----- 54,78 = 46.24-54,78 = - 8 . 5 7  K H  .S. = -8,54*//5 1,73 5

‘ S 6 = S j - S s cos60° + Sj cos“ = S \  +(5‘ -5 ,)  cos60°;
56 = 27,39 + (54,78 + 8,54) • 0,5 = 27,39 + 63,32 ■ 0,5;
Sf, = 3 1,66 + 27,39 = 59,05K H ;  S 6 = 59,05*Я

F  тугунга куйилган кучдарнинг *ак,и^ий йуналишини уисобга 
олиб, куч куп бурчаги ясалади (70-расм).

5) Энди В  тугунни кесилади. Унга берилган ~X~^eaYu реакция 
кучлари ва кесилган 10 - ва 11 - стерженларнинг S~^eaS~^ реакция 
кучлари таъсир к,илади (71-расм). В  тугун учун иккита мувозанат 
пчнламаси тузилади:



I X  = 0; A'„ -SUI -Su cos 60” =0  

I ) '  = 0;>'„ +S„cos30" =0;
Бу генгламалардан:

Y 2 Ys = - 1H -  -  ———
" cos30" VJ

S 6 = -37.64A7 /1.73
5,, = -37.64А7/ келиб чикади.

Демак, 11 - стержен сик,илади.
S,„ = ,VB -  5 U cos 60" = 20 + 37.64 -0.5 
Sl0 = 20 + 18,82 = 38,82KH Sw = 38,82KH 

S~ ^e a Su реакция кучларини график усулда аникданади. Бунинг 
учун В  тугунга к,уйилган кучлардан куч купбурчаки к,урилади (72-расм). 
Бу купбурчак ёпик, булишй керак, чунки В  тугун га кучлар системаси 
мувозанатда турибди. Ихтиёрий нук,та олиб, бу нукдага узига 
нараллел к,илиб М = 1 0  к н / м  масштабда Х „ куч келтириб куйилади. 
Унинг учига узиа нараллел к,илиб худди шу масштабда Y„ кучи 
келтирилади. Бу куч учига узига нараллел к,илиб S ю кучни, унинг 
учига узига нараллел к,илиб Su куч келтирилади. Натижада куч 
купбурчаги хосил булади (72-расм).

6) Энди Е  тугуни кесилади. Бу тугунга берилган Р, куч хамда 8-, 
9- ва 11-стерженларнинг реакция кучлари к,уйилган (73-расм, а). Бунда Е 
тугунга куй ил га н 11-стерженнинг реакция кучи 5; микдор жихатдан 
•S’;,! га тенг ва унга карама-карши йуналганлигини эътиборга олиш 
лозим. Е тугун учун иккита мувозанат тенгламалари тузилади:



р.

b)

J Z A' = 0: -  Л -  S\ -  S,, cos 60° + 5,, cos 60" = 0 
} l  Y = 0. -  S,\ cos 30" -  S, cos 30" = 0:

5v тенгламаларни ечиб:
S„ = -/>, -  .S'., cos60" + SM cos60" = -20-37 .6  0.5+ 37,6 0.5 = 38.8 +18.8 = -20А7-/

S,, = .S';, = 37.64А7/ 6’,=  -207.7/ ОЛИнаДИ.

£  тугун учун куч купбурчаги (73- раем, Ь).
Энди £>тугунни кесилади. Бу тугун берилган Р, куч хам да 4-, 5-, 6-, 

7-, ва 8-стерженларнинг реакция кучлари хуйилган (74-расм). Мувозанат 
генгламаларини гузишда 4-, 5-, ва 8 - стерженларнинг реакция кучлари 
S , S '5ва S  1 C , F  ва Е  тугунларга хуйилган S , , S s e a S ,  реакцияси кучларга 
микдор жихатдан ген г, йуналиши харама-харши эканлигини эътиборга 
олиш лозим. Д  тугун учун бутта мувозанат тенгламасини тузиш кифоя, 
оитта номаълум стерженнинг зурихишини аникдаш холди холос. 7- 
егержендаги реакция кучи анихланади:

=  Ъ \-Р Х + S \  cos30° -  S 7 cos30° =0 
S 7 cos30° = - P t cos30°

5 7 = - _A_ + s.__M+<.
cos30° 5 V3 5 
210

S7 = -  + 8,54 = -1156+ 8,54 = -3,02

[ S 7 =  -3,02 K H .



74-расм.

Демак, 7 - стержен спкилади.
Стержендаги зурихиш микдор жихагдан унга реакция кучига 

ieiir булади. Сик,иладиган стержендаги зурикиш кучи шартли равишда 
манфий ишора билан белгиланади. Олинган натижалар куч и да ги 
жадвалда келтирилган:

Стержень разами 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 11
Зурик,иш, кН 

хисобида СО
Гч

1л 1 -2
7,3

9
54

,78

00
Гч

ю1
to
op 59

,05
гдо
ГО

ОГД1
СОгС
ГО1 38

,8
2

-3
7,6

4
• 25-§. ФЕРМА СТЕРЖЕНЛАРИДАГИ ЗУРИК.ИШЛАРНИ 

РИТТЕР УСУЛИ БИЛАН АНИКДАШ

Агар текис ферманинг барча стержинларидаги зурик,ишларни 
аникдаш зарур булса тугунни кесиш усулидан фойдаланиш энг к,улай 
хисобланади. Лекин ферманинг айрим стержинларидаги
зурик,ишларни аникдаш лозим булса, у холда Риттер 1826-1906 
томонидан кашф к,илинган ва унинг номи билан аталадиган усулдан 
фойдаланиш мак,садга мувофикдир. Бу усулда хам дастлаб ферманинг 
таянч реакциялари аникданади.

Риттер усулининг мохияти шундан иборатки, ферма бирор I-I 
кесим билан к,ирк,иб икки к,исмга ажратилади ва ажратилган ^кемпинг 
мувозанати текширилади. Текисликда ихтиёрий жойлашган кучлар 
системасининг мувозанат тенгламалари ёрдамида учта номаълум 
катталикни аникдаш мумкин. Шу сабабли фермани шундай кесим



■ II 1. 111 м ч и т  керакки, реакция кучларн номаьдум пунам оержемлар 
| in vm гадам ошмасин.

Ферманинг кесилгам пир kiicmiiiiii lviiinpiio куйнб, унинг фермами 
in I nii'iii кисмпга курсаla.unan 1 аьсиршш кесилгам шержемлар бучылб 
| \ 11111 р 11 о куйнлган гомоига йуналган кучлар билли алмашгмрамиз, 
' м1и блрча кесилгам сгерженлар чузиладн деб фара г килами к I у ныган 
и  низана i гемгламасм ечп,манда onpopia сгержеинпш реакция к у ч и  

|,1И(|)И11 мшорали чикса, уиши йупалинш каоул кплннгам йуналншга 
| арама-каршп булнб, мазкур стержен аслпда спкилади. Ферманинг 
|"11лн кнсми уч\н гекнслмкда нмиёрнй жойллшган кучлар 
iu 1емаспнннг мувозанат тенгламаларп п'зплпб ва бу геигламаларци 

| чип, сгерженларнннг номаълум реакция куч,три аникламадн. 
I ' in ламалар тузишда пмкони борпча хар бпр генгламада номаълумлар 

>мп биггадан ошмаслпгига харакач килиш керак. Тенгламаларии 
м чинда момент маркази учун учга номаълум реакция кучидаи кечма -  
• |• I иккпгасинпнг таъсир чпзпгп кесишган нуктани олиш гавсия 
пилади. Бундам нукталар момент ёкн Риттер нукталари деб агалади. 
\ыр реакция кучи аникданадиган учга стержендан иккитасн параллел 

цулса, демак уларнинг кесимшш нукгаси чексизликда ётади, момеитлар 
мчиламасидан бирининг урнига кучларнниг параллел стерженларга 
перпендикуляр укга проекцияси тенгламасини гузгип мумкин, яьни 
> ) 0 ёки Z А' = 0.

Риттер усулининг афзаллиги шундаки, у ферманинг исталган 
' 1ерженидаги зурикишни бошки стерженлардаги зурикишларни 
умсобламай туриб аниклашга имкон беради. Унинг соддалиги 
шундаки, баён килинган усулда тузилган хар бир тенгламага факат 
пипа номаълум киради.

Ри гтер усули билан 1 -  масалада берилган ферманинг 1 -, 3-, 4-, 6-, 
на 8-стреженларидаги зурикишларни аникдаймиз. Юкорида 

курганимиздек, фермага Р, =10 кН. Р, =20 кн, Р, =30 кН. Р,=  40 кН 

I учлар таъсир этади ва унинг таянч реакциялари R\=47,44 кН, Хв-20 кН, 
) 42,56 кИга тенг.

2-, 3- ва 4 - стерженлардаги зурикишни топиш учун ферманинг 2-, 
на 4-стерженларини I-I кесим билан кесилади. Ферманинг унг томоии 

ivimipim куйилади, колдирилган кисмнинг чап кисмига берадиган 
игьсирни мос сгерженлар буйлаб йуналган S  > ,  S ва S  4 зурикиш



aj|u

-
I
1

I

куч.ыри билли алмаппирами.! (75-расм). Ферманпш чан кнсми 

S : . S * г>ч/ R I кгчлар ia ьсири oci ида мувозаматда турибдп.

75-расм.

5 : зурикиш кучнни аниклаш учун пккнта номаълум S . ва S . 
кучлари кесишган Снуктага нисбатан моментлар тенгламаси тузилади.

Е
R,  _ 47,44 
-УЗ _ 1.73

S! ва S 4 кучлари кесишган F нуктага нисбатан

: О - — + S2 ■ а =  0; h -  ̂Ig60'

-■ 27 А КН

И

моментлар
тенгламасини тузиб Sa кучини аникданади:

л/З

.S’,

=  О -  S, 
2 • 47,442R-,

- У з 1,73

0 ;

-5 4 ,8 КН ,.S, = -54 ,8Л'Н

2- ва 4-стерженлар узаро параллел. Бу уолда момент нукдаси 
чексизликда булади. Ш унинг учун кия стержендаги, яъни 3-стержендаги 
з)фик,ишни топиш  учун моментлар тенгламаси эмас, кучларнинг 
проекциялари тенгламаси тузилади. Кучларни ш ундай Укка 
проекциялаш керакки, бунда хам тенгламада фа кат битта номаълум 
кагнашадиган булсин. Бунда у к  сифатида вертикал у к  олинади, 7 5 -  
расмдаги кучлар вертикал Ау укга проекцияланади:

I У  = 0;Я, - 5 ,  cos30" : 0

5, = R , 2 R, 2-47,44
: 54.8А.7/.

cos 330“ Уз 1,73 
Олинган натижани тугунни кесиш усули билан аникланган натижа 

(1-жадвал) билан солиштирсак, Риттер усулида хисобланган ферма 
стерженлардаги зурикиш лар киймати тенг булишини курамиз.



ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР
I К,аидай ишпоогга (|>ерма дейилади?

Гу1 унларни кесиш усулининг мохиятн нимадан иборат?
' Ри п е р  усулш ш ш  мохияти нпмадап иборат?
I Кдидай фермалар оргикча сгерженли фермалар дейилади?
> Оргикча стерженларга эга булмаган фермалар сгерженлар сони

билан гугунлар сони орасида капдай богланнш мавжуд?

26-§. ФАЗОДА ИХТИЁРИЙ ЖОЙЛАШГАН КУЧЛАР 
СИСТЕМАСИ. УКК.А НИСБАТАН КУЧ МОМЕНТИ

Фазода ихтиёрий жойлашган кучлар системаснга оид статика 
и,налаларини ечишда кучнинг укга нисбатан момента тушунчасидан 

фоидаланилади.
Жисмнинг А нуктасига куйилган F  кучи на Z уки берилган булсин 

(>'!■ ) раем). Кучнинг шу укга нисбатан моментини аникдаймиз. Бунинг 
учун Z укига перпендикуляр килиб ( х у )  текислигини утказамиз ва F  

кучини шу текисликка проекциялаймиз.

Бунинг учун кучни икки учидан текисликка перпендикуляр 
|ути рам и з (76-расм).

ав = - F кучининг ху текисликдаги проекцияси вектор капалик,

чунки уки й м атга ва йуналишига эга. Кучнинг проекциясидан куч билан 
уки кесишган О нуктасига нисбатан момент олинади. F  кучининг z  

укига нисбатан момента m.(F) билан белгиланади. Кучнинг z  укига 

нисбатан момента куйидаги формула билан топилади.



in . ( F  ) = 111,, (F n . ) = ± F x y  ■ h (60)
Бунда ку'шшшг 0  мука а га нисбатан едкасп. (60) - формула

Куйпдагпча таърифланадн.
Кушинг укка нисбатан момента кучнинг т у  \'кка перпендикуляр 

1екнсликдап1 проекциясндап vk, бидан текисликнинг кесишган 
нукгасша мнсбатам одпнган моментига reiirбудади.

Кучнинг укка ннсбаган момента сколяр микдор булиб, укниш 
мусбат йуналишидан Караганда кучнинг укка перпендикуляр 
текислнкдаги проекпияси жисмнн соат стрелкаси уаракатига тескари 
йуна.нппда айлантнришга ннтилса, куч моменти мусбат, акс \олда 
манфий ишора бидан одинади.

Онукга бидан а , янукгаларни тугаштприлади (76-расм), натижада 
о  а  в  учбурчаги косил будади.

Бу учбурчакнинг юзаси
д О ав ю з п = 1 / 2  Fxy h  (61)
2-Д0ав ю з и  =  F xv ■ h  =  m . ( F )  

т  , ( F )  =  2 - А 0 а в . .ю з и

Демак, у к га нисбатан куч моменти О  нукдадан ва F x v  кучдан 
тузилган учбурчак юзининг иккиданганига тенг.

Куйидаги колларда ук,га нисбатан куч моменти нодга тенг будади.
1) F кучи z укига паралдед булганда (77-расм).

Бу уодда кучнинг z ук,ига перпендикуляр будган текисдикдаги 
проекцияси нодга тенг будади.

Fxy=0
2) F кучи z уки бидан кесишган будса



78-расм.

By холда кучнинг елкаси полга тенг будади, h=0.
Бу пккп ходни куйпдагпча бирлаштириш мумкин.
Куч бидан ук бпр гекпсднкда ётган булса кучнинг шуукга нисбатан 

моменти нодга тенг будади. Bv икки холда хам кучи жисмнп z уки 
•ггрофида апдантира олмайди. Куч жисмни фа кат у к буйлаб сиджитади. 
Укка нисбатан куч моментшшнг механик маъноси куйпдагпча 
1аърифданади.

Укка нисбатан куч момента кучнинг жисмнп шу у к атрофпда 
айдантириш кобидиягини тавсифдайди.

У к га нисбатан куч моментини аниклаш учун;
1. Укга перпендикуляр гекисдик утказиш керак.
2. Куч ни шу текисдикка проекциялаш керак, яъни проекциянинг 

/•«| модудини хисобдаш керак.
3. Ук билап текисликнинг кесишган нуктасидан кучнинг 

проекциясига перпендикуляр тушириб, кучнинг елкаси аникланади h  

гопидади.
4. Кучнинг укка нисбатан моментини хисобдаш дозим.
5. Укка нисбатан куч моментшшнг ишорасини аниклаш керак.

27-§. НУК.ТАГА НИСБАТАН КУЧ МОМЕНТИ БИЛАН ШУ 
НУК.ТАДАН УТГАН УК.ГА НИСБАТАН КУЧ МОМЕНТИ 

ОРАСИДАГИ МУНОСАБАТ

Теорема: Кучнинг бирор укка нисбатан моменти унинг шу укда 
одинган ихтиёрий нуктага нисбатан момент векторининг мазкур укдаги 
проекциясига тенг.



кучи куйилган булсин (79Исбот: Фаюдаги бирор А  нукдага 
раем).

Ьу куши О нуцтага нисбаган момент uiv нукгага куйилган 
вектор ка талик булиб, ОАВ учбурчак гекислигига перпендикуляр 
йуналган, унинг модули куйпдаги формула билан топиладн;

\/ =2 д0.4 R юли (63)

Момен'1 векгоринпнг z уки билан ташкил килган бурчагини у билан 
белгпласак момеш векгоринпнг z укидагн проекцияси куйидагича 
пфодаланади.

[л/o(F)k = [a/„(F)]cos/  = 2 S V)AH ■ cosy (64)
ОАВ ва оав учбурчакларнинг текисликлари орасидагп бурчак бу 

текисликларга перпендикуляр йуналган вектор ва у к орасидаги у
бурчакка тент. ОАВ учбурчакнипг х у  гекисликдаш проекцияси оав га 
генг булганлиги г'чун

254(M«-COSy = 2 5 ^  (65)
Ухолда [д/п( А)|, = Д/() cos а (66)

79-расмда Fxy-h=2SAoab булганлиги учун (60) га асосан
M z ( F)  = ±2 S Aoah (67)

(66) ва (67) ни солиштириб куйидаги олинади.
Mz(F) = \m 0(F ) \  (67-)

Худди шунингдек кучнинг к,олган координата укларга нисбатан 
моментлари хисобланади. Натижада

Ms(F) = \m 0(F )\,  A /,(F ) = [m 0(F )[, A/: (F ) = [a7o(F)|.,

формула келиб чикади.



Д ем ак  (67') -  формула нукгага нисбаган куч момент билан шу 
нумадан уггаи укга нисбаган куч момент орасидаги муносабагни 
пфодалайди: Нукгага нисбаган куч моменгининг шу нукгадан утган 
\ кдат проекцияси кучиинг шу укга нисбаган олпнган моменгига генг.

28-§. КООРДИНАТА УКДАРИГА НИСБАТАН КУЧ МОМЕНТИНИ 
ХИСОБДАШ УЧУН ФОРМУЛАЛАР

/• кучнннг координата укларидаги проекциялари Fx, F y , F z ва шу 
|\ч  купплган А  нукганинг л, v , z  координагалари бери,пан булсин (80- 
р.н’м). Координа та бошини О  нукгада олиб л; v, z  укларини )тказамиз. 
координата укларини бирлик векторпни i,j,k билан белгилаймиз.

Mr.(F) = г х F ИИ

дптерминанд шаклида ёзамиз.
/ j к

А /„(6) = X у г
X YZ

Днтерминантнинг биринчи йулини элементлари буича ёйиб 
чикамиз.

л7о(Т) = (yZ - :Y)  i + (xZ- zX)■ j  + (xY -  yX) к (68)

(68) - формулада бирлик векторлар олдидаги коэ<(х|)нциенглар 
кучининг координата укларидаги моменти булади.

mx(F) = yFz-zFy
my(F) = zFx-xFz  ( 6 8 ' }

m:(F) = xFy-yFx
(68')-формулалар кучнинг координата у клари га нисбатан

моментларининг аналитик ифодасидир.



29-§. ФАЗОДА ИХТИЁРИЙ ЖОЙЛАШГЛН КУЧЛАР СИСТЕМАСИНИ 
БЕРИЛГАН МАРКАЗГА КЕЛТИРИШ. КУЧЛАР СИСТЕМАСИНИНГ 

БОП1 ВЕКТОРИ BA БОШ МОМЕНТИ

Фазода ихтиёрий жоплашган h \ . / '. /•„ кучлар системаси берплгаи
булсин (81-расм). Шу кхчларпи 0 мук юга келтриш лозпм булснн. 
Фазода империи жоплашган кучларни 1екислпкда и.м пёрни 
жоплашган кучларга ухшаш бош вектор »■> га тенг булган опта куч га ва 
моменты бош момеш ia генг булган бигга жуфз куч га келшриш 
мумкип. Бош вектор берилгам кучларнпнг геометрпк йпгиндиснта тенг. 

r  = /•; + /г + /-;. + /■;+....+/•;, = ^ /

^= X /; (69)

н N . К

х
81-расм.

Бош момент эса келтирилиши керак булган кучларнпнг келтириш 
марказита нисбаган олинган моментларнинг геометрпк пигпндпсига 
генг.

М0 = m()(F;̂) + m0(F2)+ + mf)(Ffl) =

Л7„ =£>-„( Л  (70)
Шундай килиб; фазода ихтиёрий жойлашган кучлар системасини 

бирор 0 марказга келтириш натижасида бу кучлар системаси келтириш 
марказита куйилган бош вектор R га генг бигга куч билан, момент эса 
бош момент М и га тенг би гга жуфткучга келтирилади (82-расм).



X,

82-расм.

30-§. ФАЗОДА ИХТИЁРИЙ ЖОПЛАШГАН КУЧЛАР 
СИСТЕМАСИНИНГ БОШ ВЕКТОРИ ВА БОШ 

МОМЕНТИНИ ХИСОБЛАШ

1. Бош векторни \исоблаймиз. Бунинг учун (69)-вектор тенгламанинг 
иккала кисмипн координата укларига проекциялаймиз.

/?, =  Л , +  А 2 + . . .  +  Л „ = Л'

« v = y i + y 2 + -  + y „ = Z y  (71)
R: = Z , + Z 2 +.. .+ Z „ = X ^

(71)-формула билан бош векторнинг координата укдаридаги 
проекциялари топилади.

Бош векторнинг модули к,уйидаги формулалар билан топилади.
R = J rI + R2v ёки

(72)
Бош векторнинг йуналиши эса куйидаги формула билан 

аникданади.
Я, п R> R-cosar = — cos и — ——; cosу = — (/3)
R R R

бунда, а , р , у  , - R  - билан х ,  у ,  z  укдари орасидаги бурчаклар.
2. Бош моментни х;исоблаш.
Бунинг учун вектор тенгламанинг икки кисмини координата 

укдарига проекциялаймиз ва нуцтага нисбатан куч момента билан шу 
нуктадан утган уцк,а нисбатан куч момента орасидаги муносабатдан 
фойдаланиб бош моментнинг координата укдаридаги проекцияларини 
чшкдаймиз.



= m K(Ft ) + mx( l \ ) +  ... + m t (F„) = ^
A/,,, = m , (/■ ',) +  h i , (/•",) +  ... +  h i , (/',,) =  ] > > , ( / • )

W,,; = /)?.(/-,) + m .(F , ) +...  + m A F „ )  = X n' - ( )

A/n, = X " ' .< /')

W „ ,= X " ' , (^ )  (7 4 )
M,„ =- X " M F )

Бунда Мох, M<n, Мог - бот момент А/,, нинг ху^умаридаги проекцпяси.
Бош моментнннг координата уцларидаги проекцияси гашкил 

этувчн кучларнннг уша ук,к,а нисбаган олинган мометларниш 
йпгпидиспга тент.

Бош моментнннг катталиги цуйидаги формула билан гопилади.
+  ~м[ ; ёкн

м, = + lX",.( / )f +[Х'".-(/7>Г
Бош моментнннг йуналиши куй и да ги формула билан т опилади.

со so , = — ; cosy?, = —— ; cos у х = ~ ^ ~  (76)
Mo М о А#.

Бунда бош момент Мэ нинг мос равишда x , y , z  укдари билан
гашкил этган бурчаги.

31-§. ФАЗОДА ИХТИЁРИЙ ЖОЙЛАШГАН КУЧЛАР 
СИСТЕМАСИНИНГ АНАЛИТИК МУВОЗАНАТ ШАРТЛАРИ

Фазода ихтиёрий жойлашган кучлар сисгемаси мувозанатда 
булиши учун бош вектор ва бош момент бир вакдда нолга тенг булиши 
зарур ва етарли;

R =0, М 0 =  0 (77)
(77) -тенглик кучларнинг геометрик куринишдаги мувозанатлик 

шартини ифодалайди. (72)- ва (75)- формулалардан фойдаланиб 
кучларнинг аналитик мувозанат шарти куйидаги куринишда ёзилади.

1 *  = 0 £*,(#?) = о]
Х у  =  о  =  о  ( 7 8 )

Z z  = ° Х т ; (Г ) = О
(78) -формула фазода ихтиёрий жойлашган кучлар системасининг 

аналитик мувозанатлик шартини ифодалайди. Бу шарт куйидагича 
таърифланади. Фазода ихтиёрий жойлашган кучлар сисгемаси 
мувозанатда булиши учун кучларнинг х, у, z укларидаги проекциялари -



н и ш  йигиндиси на кучларнинг т у  укларга нисбаган олинган момент- 
мриннг йигиндиси иолга тенг булиши зарур ва етарлидир.

Кучлар параллел йуналган х,ол. F,,F I кучлар фазода 
I онлашган ва узаро параллел булсин (83-расм). Б\' кучларнинг
нувозанат шартини апиклаймпз. Бунинг умугi координата укларидан 
опрпнп, масалам Z  укипи, кучларга параллел килнб йуналгириладп. 
11араллел кучларга фазода ихтиёрий йуналган кучларнинг аналитик 
мувозанат шартини тадбик килинади.

Х ю . ( Л  = oi (79)

83-расм.

(79)-формула фазода параллел йуналган кучлар системасининг 
аналитик мувозанат шартини ифодалайди.

Фазода параллел йуналган кучлар сисгемаси мувозанатда булиши 
учун кучларнинг шу кучларга параллел булган увдаги 
проекцияларининг йигиндиси ва колган иккита у к, га нисбатан олинган 
моментларининг йигиндиси нолга тенг булиши зарур ва етарлидир.

32-§. ОГИРЛИК МАРКАЗИ. ПАРАЛЛЕЛ КУЧЛАР МАРКАЗИ

Икки параллел кучларни к,ушиш хаки да ги к,оидадан фойдаланиб 
пир цанча параллел кучлар цушплади.

Бир томонга к,араб йуналган ва бир-бирига параллел булган Ft, F:, 

1 1 1-1 кучлар берилган булсин (84-расм). Бу кучлар A t ,  А 2,  А з , A-i 

пумаларга куйилган.
F t ва Р г кучларнинг тенг таъсир этувчиси R i, шу кучлар 

модудларининг йигиндисига тенг R i=F i+F2 булиб, F t ва F2 кучлари



к\'йплган ва А /  хам да A s  нукталарнн бирлашнтирувчи ivrpn чизикдаги 
С /  нуктага к\'йилган булади. R i  кучи колган кучларга параллел булиб, 
куч/iap йуналган томонга к,араб йуналгандир. С/ нуктанинг \олати 
куйидаги муносабатдан аникланади.

А С . = Г- А, А. ( 8 0 )
R

R ,  ва /•> 
аниклаймиа.

кучларми кушиб, уларнинг тенг гаъсир эгувчиси

84-расм.

R :  1111

R j  модули R i  ва Рз кучларининг модулларининг йигиндисига генг 
булади.

R 2 = R i +p3=Fi +F2 +F3

R 2  кучи R i  ва F3  кучлари кушилган С /  ва А з  нукталардан утувчи 
тугри чизикдаги С: нуктага купил ган булиб, кучларга параллел равишда 
кучлар йуналган томонга кара б йуналади. Онуктанинг холаги куйидаги 
муносабатдан аникданади:

<’А  = к, 11
R j  на /чкучларини кушиб, У? тенг гаъсир этувчисини аникданади.
Унинг модули R 2 ва Aj кучларининг модулларининг йигиндисига

тенг
R = R 2 +Fi  - F i +F2  +F3  +Fi. ( 8 0 )

R тенг гаъсир этувчи R i  ва F t  кучларга параллел булиб, улар 
йуналган томонга караб йуналган ва О  A i  кесмадаги С нуктага цуйилган 
булади. С нукта куйидаги муносабатдан аникланади:



Худди шунингдек, бу усул билан бир томонга караб йуналган п та 
параллел Ft, F 2, , , F n кучларни купшлиб бигга R тенг таъсир этувчи куч га 
кслтириш мумкин. Бу кучнинг модули берилган кучлар модулларининг 
пигиндисига генг булади:

н =/■.+f2 + ...+f =YjF (81 )
Параллел кучларнинг тенг таъсир этувчиси куйилган С нук,гага 

параллел кучларнинг маркази дейилади (84-расм).

33-§. ПАРАЛЛЕЛ КУЧЛАР МАРКАЗИНИНГ 
КООРДИНАТАЛАРИНИ ВА РАДИУС-ВЕКТОРИНИ АНИКДАШ

Параллел кучлар маркази тушунчаси механиканинг баъзи 
масалаларини ечишда, жумладан, жисмларнинг огнрлик марказини 
апиклашда кУлланилади.

К,аттик жисмнинг AI( X I,YI,Z , ) ,A 2( X 2,Y2,Z 2)....A„(XII,Y „ ,Z J  нукталарига 
бир томонга йуналган f„F2,..F„ параллел кучлар куйилган булсин.

Бу кучларнинг тенг таъсир этувчиси барча кучларга параллел 
булиб, улар модулларининг йигиндисига тенг:

R =  Ft + F2 + .... +  Fn

Тенг таъсир этувчи куч куйилган С нуктанинг координаталарини, 
я ьни параллел кучлар марказининг координаталарини хс, ус, zc билан 
белгиланади. С нуктанинг холати кучларнинг йуналишига боглик эмас, 
шунинг учун кучларнинг хаммасини кушилган нукталар атрофида О ,

Укига параллел килиб бурилади. Бурилган F,1, F \ ,.. . кучларга 
Варинъон теоремасини тадбик этилади. Бурилган кучларнинг тенг 
ыъсир этувчиси к' булгани учун ундан Y укига нисбатан момент олиб,

”>y ( F ' )  =  ' Z m y ( F T); (82)
юнглик ёзилади. Бу холда кучларнинг елкаси, куйилган нукталарнинг 
абсциссасига тенг булади. Расмдан m v(R') = R' Х у = R  X C, чунки R i= R , 

худди шунга ухшаш хар бир кучнинг Y  укига нисбатан моменти 
»niF' ) = F' х , = F,X, булади, чунки F '  =  F t Ва хоказо.



Бу мнкдорларнинг хам маем (82) тенгликга к,уйплса,
R = F,X  + F 2X : +.... + F„X„ булади.
Бундаи Х с  яъни иараллел кучлар марказининг абсциссаси 

аникданади:
у = А', + , ; + + R . X „ _ X  •' ‘
' '■ R К '

(83)
у с координагани аникдаш учун кучлардан х  уцига нисбатан 

моментлар олинади:
R Yr =  F,Y, + F 2Y2 + + F .Y,

Fft +F2Y2+.... + F J n
R R ’Y =■ (84)

Zc координагани аникдаш учун хамма кучларни куйилган 
нукдалари атрофида Y  ук,ига параллел булганча бурамиз ва бу кучларга 
(нукда билан пунктир к,илиб тасвирланган) Варинъон теоремасини 
тадбик этиб, улардан X ук,га нисбатан моментлар олинади:

- R Z C =-F,Z,+(-f2Z2) + ... + (-F„Z„) (85)
бундан ^саницланади.

Z,  =F,Z, + F2Z 2 + ....+ F„Z„ 
R R

(86 )

(84) - (86) - формулалар билан параллел кучлар марказининг 
координаталари топилади, бунда R - (85) тенглик билан аникданади.

(85) - (86) - формулаларнинг хар бирини мос равишда i , j ,k ,  бирлик 
векторларига купайтириб ва кушиб, параллел кучлар марказининг 
радиус -  вектори аникданади:



г X i + у, / + /, К 1\ г  + /%/-, +  ...+  F" Г" 

К
(87)

R
(84) - (87) - формулалардан куринадикн, параллел кучларнинг теп г 

гаьсир этувчиси куйилган С нуцтанинг холаги кучларпиш йуналишига 
боглик булмай, уларнинг микдори ва куйилган нукталариниш 
координаталарнга богликдир. Шуша асосан, агар кучлар куйилган 
пукгаларнп узгаргпрмай, барча кучлар бирор а  бурчакка бурилса, бу 
кучларинпг теш таъспр этувчиси хам шу бурчакка бурилиб куйилган 
нуктасининг холаги узгармайди.

34-§. КАТТИК, ЖИСМНИНГ ОГИРЛИК МАРКАЗИ 
КООРДИНАТАЛАРИНИНГ УМУМИЙ ФОРМУЛАЛАРИ

Бирор xai 1 пк жисмнинг хар бир булагига ернинг марказита караб 
йуналган тортиш кучи (огирлик кучи) таъсир этади. Бу кучларни 
/(, 1\ , б и л а н  белгиланади. Ернинг радиусига нисбатан жисмнинг 
улчамлари жуда кичик булгани учун бу кучларни параллел кучлар деб 
карат мумкин. Бу параллел кучларнинг маркази -  С  нукта жисмнинг 
огирлик маркази булади (86-расм).

Агар (86)-(87)- формулалардаги FK кучларнинг урнига ) \  кучларни 
олинса, жисмнинг огирлик маркази координаталари топилади:

86-расм.

Х с = р  Ц Р Л

Г' = у Ц р м

Z ' = y l l P * z >



Бу ерда - Л (к = 1 ,2 / . . . . п ) -  жисм заррачаларининг огирлнклари, ха,  у к  ха -  

зарарчалар огирликлари куйилган нуцталарнинг координаталари, 
Р  = ЕР, жисмнинг огирлиги.

(88)-формулалар билан \ар кандай к,аггик, жисм огирлик 
марказинииг координаталарини аникдаш мумкин. Шунинг учун бу 
формулаларга огирлик марказларинипг координаталари учун умумий 
формулалар дейилади.

Бир жинсли жисмнинг огирлик марказини аникдаймиз. Бир 
жинсли жисмнинг огирлиги куйидаги формула билан аникданади: 
Р  = уУ  , бунда V- жисмнинг ,\ажми, / - бир бирлик *ажмнинг огирлиги. 
Кдп нк, жисмнинг х,ар бир булагининг огирлиги шу булакнинг ,\ажмига 
пропорционал булади: РК =  у и к , бунда - жисмнинг М„ булагининг 
цажми. Р  ва Р а ларнинг бу кийматларини (88)-формулаларга куйиб, 
суратдаги У умумий купайтувчини кавсдан чикариб, махраждаги у 

билан кискаргирилса:

( 8 9 )

формулалар келиб чикдди. Бир жинсли жисмнинг огирлик маркази 
жисмнинг фак,ат геометрик шаклига боглик булиб, у  нинг к,ийматига 
боглик, эмас. Координаталари (89) - формулалар билан аникданадиган 
Снукда хажмнинг огирлик маркази деб аталади.

35-§. ТЕКИС ШАКЛНИНГ O f ИРЛИК МАРКАЗИ. УК.КД 
НИСБАТАН ТЕКИС ШАКЛ ЮЗАСИНИНГ СТАТИК МОМЕНТИ

Бир жинсли юпк,а пластинка шаклидаги жисмни текис шакл деб 
кдраш мумкин. Текис шакл огирлик марказинииг полати икки X  ва К- 
координаталари билан аникданади (87-расм). Текис шаклнинг огирлиги 
унинг юзасига пропорционал булади.



Р  = ■/!■', бунда F  -  текис шаклнинг юзаси, У  - бир бирлик юзанинг 
огирлиги.Текис шаклнинг юзасинп элеменгар юзаларга ажратамнз. Хар 
бир М к  элеменгар юзанинг огирлиги куйидаги формула билан 
гопиладн: Р К = У • F K , бунда /ч - униш юзаси. Л/т элеменгар юза огирлик 
марказининг координаталари X k , Yk билан белгпланадп. Р ва Р к ларнннг 
кмйма гларпнн (88) формулаларга куппладн:

д  . 7  I X V .  ^ I X A .

у I- у/- /•

Демак текис шакл огирлик марказпниш координаталари:
v = I  F} ; \ \  j = Г/Д))

F  F  ’
(90)

формулалар билан топнлади. Координаталари (90)-формулалар билан 
аникданадиган С нук,та юзанппг огирлик маркази деб аталади. (90) 
формулалардаги S x = Y . F k Yk , S, = Y. F t  X , катталиклар текис шакл
юзасининг X ва Y  укларига нисбатан сгагик момента дейилади. Статик 
моментнингулчов оирлиги М ‘ .

Демак (90) - формулаларни куйидаги куринишда ёзиш мумкин.

X. (91)

Бунда S x = F  Yc , S y =  F ■ X c (91) келиб чикади. Текис шакл
юзасининг бирор укга нисбатан статик момента шаклнинг юзаси билан 
унинг огирлик марказидан шу укгача булган масофанинт купайтмасига 
юнг. Агар текис шаклнинг статик момента ва юзаси маълум булса, у 
\олда текис шакл огирлик марказининг координаталари (91)- 
(|юрмулалар ёрдамида топилади. Текис шакл юзалари шакл огирлик 
марказидан утган укларига нисбатан статик моментлари нолга тенг 
нулади, чунки бу колда:

х с =  0. у е = 0.

36-§. ЧИЗИК,НИНГ ОГИРЛИК МАРКАЗИ

Узунлиги L га тенг булган бир жинсли А В чизик берилган булсин 
(НН-расм). Чизикнинг кундаланг кесимнинг юзаси узгармасдир. 
Чизикнинг огирлиги куйидаги формула билан топилади: Р = р  /., Бунда 
,■ бир бирлик узунликнинг огирлиги, А В  чизикнинг узунликлари h  

" ’Hi булган М к  элементлар булакчаларга буламиз. Хар бир булакчанинг 
ширлиги куйидаги формула билан топилади: P k ~ P h -  Булакчалар



огнрлик марказиннш координаталари ,г», у\ , билаи белгиланадп. /' 
ва /Л  шип цийматлари (88)-формулаларга купиладп:

v = -  М у  = р У/ . v,
м  p i­

r n )

(93)

Бу ерда L  - бутун чизицнинг узунлиги, Координаталари (93) 
формулалар билан аникданадиган С нукдага чизик,нинг огирлик 
маркази дейилади.

37-%. ЖИСМЛАРНИНГ ОРИРЛИК МАРКАЗИНИ 
АНИ1ф1АШ УСУЛЛАРИ

1) Симметрия усули. 1-теорема: Агар жисм симметрия ук,ига эгп 
булса, жисмнинг огирлик маркази шу симметрия ух,ида ётади 
Симметрия ук,ига эта булган жисм берилган булсин (88-расм) 
Координата укдарининг бирини мисол учун д у^ини симметрия укм 
буйича йуналтирилади. Жисм огирлик марказининг иккп 
коорд^инатаси (94)-формулалар билан аникланади;

х _ 'к л к -Ук (94)
V  ‘ V

Бу жисмдан д’у^ига нисбатан симметрик жойлашган икки Мк ва А/) 
нукда^ар олинади. Уларнинг а грофидан бир - бирига генг булган УА



• Mi'inap хажм ажратиб олинади. Af( ва М'„ нухталар ук,ига 
j....идикуляр булган битта тугри чизикда етибди ва бу нукдалардан

. m.i'ia булган масофалартенг;
М л N R = n „ .

Лсмак, бу нукталарнпнг х к ва у \  координаталари узаро тенг, 
инраларп эса тескарн булади. У холла хар бир х к , \ \ . ,  z k 

■ | .||дипагалар билан аникланадиган 1 \  хажмли б\;лакчага мос келади.
Hi, ,шабли Y.Vr =0 ва XI* ук=0 тенг булади. ХК* хК = Г, X, + V2 Х,+........
1 \ у Г, V,-У 2 Х 2 - ....... - V N X N =0 шунинг учун Хс=0 ва у ,  =  0  жисмнинг
• пр.тк маркази z  укида ётади ва унпнг бу укдаги холати битта

рдипа га билан аникданади:
"г  4  (94')

2-теорема: Агар жисм симметрия текислигига эга булса,
♦ >и мнинг огирлик маркази шу симметрия текислигида ётади (89-
I км), Буни исбот к,илиш учун симметрия текислиги оркали О х у  

h i . utK угказилади. Бу текисликка перпендикуляр ки л и б z у кин и 
н н,1 л I нрилади. Жисмдан О х у  текислигига нисбатан симметрии 
| mi i.niiiaii икки М к  ва М и  нукталар олинади. Бу нукдаларнинг
I I рнфидан о к элементар хажмларни ажратиб оламиз. М к ва М и  

I I л тар Оху текислигига перпендикуляр булган битта тугри чизикда
•ни hi Бу нукдалардан симметрия текислигигача булган масофалар 

I .I>.• гонг, яъни M kN k = M'kN k (89-расм). 4емак, бу нукдаларнинг Zk  

I. ip пит галари узаро тенг булиб, ишоралари тескаридир.
Y.ukZk = u,Z, +u,Z, +...+ u„Z„-o,Z,-q,Z,-...-q,Z„ =0

Z = i • Xv kZt = 0. A', = I  ■ X Ц A- . у = i • x v t )\ (95)



Олинган бу натижа шуни курсатадики, жисмнинг о гирл и к маркази 
симметрия текислигида ётади. Худди шунингдек, жисм симметрик 
марказита эта булса, унинг огирлик маркази шу симметрия марказида 
ётиши исботланади.

1) Булакларга булиш усули. Агар жисмни огирлик марказларинп 
олдиндан маълум булган бир неча булакларга булиш мумкин булса, 
жисм огирлик марказининг коордипаталари (95)-формулалар ёрдамида 
аникланади.

2) Манфий юза усули. Бу усул булакларга булиш усулининг 
хусусий холи. Бу усул тешиги бор жисмларга кулланилади. Усулнши 
мохияги шундан ибораткн, жисмга тешиксиз бутун жисм ва тешиги бор 
деб каралади; тешик юзаси шартли равишда манфий ишора билан 
олинади. Бу усулни тадбик, этиш учун бутун жисмнинг ва тешик 
к,исмининг огирлик марказлари маълум булиши керак.

3) Интеграллаш усули. Агар жисмни бир нечта огирлик 
марказлари маълум булган булакчаларга ажратиш мумкин булмаса, 
олдин у ихтиёрий кичик Aut хажмларга булинади ва жисм учун (95)- 
формула куйидаги куринишни олади.

Х с = |*.Zo(Z( ва хоказо, (96)

Бунда хк, у к , zk  -  А и к хажм ичида ётган бирор нук,танинг 
координаталари. (96)-формулаларга До, нолга интилтириб лимитга 
jn'ca'K, к,уйидагиларни оламиз:

а) Хажм огирлик марказининг координаталари учун:

б) Юза огирлик марказининг координаталари учун:

в) Чизик огирлик марказининг координаталари учун:

(97)

(98)

(99)

38-§. ОДДИЙ ШАКЛЛИ БИР ЖИНСЛИ БАЪЗИ ЖИСМЛАРНИНГ 
МАРКАЗИНИ АНИКДАШ

1. Учбурчак юзасининг огирлик маркази. Ихгиёрпй A B D  

учбурчак юзасининг огирлик марказини аникдаш учун учбурчак



‘■и,кипи A B  томонига параллел булган тугри чизик кесмаси билан 
UIMH3 (90-расм). Бундам кесманинг огирлик маркази унинг ургасида, 

И1.НН D E  медианада ётади. Демак, учбурчак юзасининг огирлик маркази 
" lit,шага ётади. Худдп шунннгдек, учбурчак юзасини A D  томонига 

н |р.1лдел булган тугри чизик, кесмаси билан ажратсак, бу тугри чизик 
■ | | млларининг огирлик маркази ВК медианада ётади.

Демак, учбурчак юзасининг огирлик маркази унинг уч 
и'дианаларининг кесишган нуктасида ётади. Геометрпядан маълумки,

Iи П1лналарнинг кесишган нуктаси асосдан медиананинг — кисмида

■ мди, яъни С Е - ^  D E .

Агар учбурчак учлариншн A ( x i ,y i ) ,  В (х2, у 2) , Д ( х з ,у з )  координаталари 
' н'рилган булса, унинг огирлик марказининг С(хс,ус) координаталари 
гуйидаги фо р му л а л а р да и тоиилади:

X, +  X , +  Л \
X = —---- =---- - у < = +Уг  + > ' з

( 100)
j  j

(ЮО)-формулалар аналитик геометрияда келтириб чикармлган.
2. Айлана ёйининг огирлик маркази. Радиуси R га, бурчагп 2а га 

нчн булган айлана ёйи А В  ниш огирлик марказини аниклаймиз. 
Бунинг учун О х  укинп айлана ёйининг симметрия уки буйлаб 
нуналтирилади (91-расм). У ,\олда айлана ёйининг огирлик маркази 
шу Ох укда ётади. (ус=0).

(101)-формула билан х с  координата ни ; она; .аз. Бушин учуй 1Р  

сйидаги d l = R d y  га тенгбу'лган элемен гар булакча ажратиб олинади.
Унинг холаги у  бурчат билан аникланади. Элемен гар бурчакга 

ш ирлик марказининг координатасп А = R em  у га теш (99)ч}юрмуланинг 
бириичисига х  ва d c  ларнинг кпймагларини к>'йиб, бугун ёйининг 
\ |унлиги буйича ингеграллапади:



I В [ a d 2 a u2
■\Xdl= ■ j Rcosy ■ Rdy = • J/?cosy dy =

^ A ^ -a  2 -a

R~
/. - S m , 1 - t =  / .  ' 

2

IsinQ'-sin(-a)

R- r • ■ l R* . 2 R2■ sina + sinor = ----2sina = —  sin«
L I. L

Бунда L - A B  ёйининг узунлиги L = R l a  га тенг. Демак, айлана 
ёйининг огирлпк маркази симметрия \'к,ида, ётади ва айлана 
марказидан масофада б)'лади. Бунда а бурчагп радианда улчанади.

а

91-расм.

( 101)

Агар 2а =7Г га тенг булса, ярим Айлана \осил булади (92-расм).
Буни (99)-формулага куйсак,

. (лЛ sin —
V = ---- -— = - • / ?  = - 2 R = 0.64 /?. V =0.64/?

п_ л  3.14
2

(101)-формула билан ярим айлана ёйининг огирлпк марказининг 
координатаси гоппладп.

3. Дойра сектори юзасининг огирлик маркази. Радиуси R, 
марказий бурчагп 2 а  га тенг дойра сектори юзаси огирлик марказини



ишмаш учун х  )'кни сектор юзасининг симметрия ук,и буйлаб 
"\ малгирилади (93-расм).

Сектор юзасининг бир к,анча элементар секторлардан ташкил 
.... tan деб к,аралади. Хар бир элементар секторнинг баландлигп R га
"•hi учбурчак деб кдралса, унинг огирлик маркази 0 нуктадан 2 «

3
mi офада ётади. О А В  Дойра секторининг огирлик маркази радиусп : к

а тенг А Е айлана ёйининг огирлик маркази билан усгма-уст тушадм. 
(101) га асосан

_ 2  R sin а  
3 а

( 101)

Агар а = — га тенг булса ярим дойра косил булади. (101)-

||(>рмуладан
ишцланади.

ярим дойра огирлик марказининг координатаси

. п  sin -
Х' Л .  . 2  =

3 п Зл- 3 3.14 R -  0.42 Л ( 102)

X c = 0 ,6 4 R  (V c= 0).

ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР.

1. У к га нисбаган куч момент деб нимага айталади? Бу мо.менгнпнг 
пшораси кдндай ганланади?
2. Кандай лолларда укга нисбатан куч момента нолга тенг булади?
3. Нукгага нисбаган куч момента билан шу нуктадан угган укка 
нисба ган куч момента орасида кандай богланши бор?



4. Берилган кучларнинг координата бошига нисбатан вектор- 
моменти х О у  координата текислигида ётса шу кучларнинг O z  )'кка 
нисбатан моменти нимага тенг булади?
5. Агар кучнинг моменти икки координата укларига нисбатан нолга 
тенг булса, берилган кучларнинг координата бошига нисбатан вектор 
моменти нимага тенг булади?
6. Фазода ихтиёрмй жойлашган кучлар системаси берилган марказга 
кандай келгирилади?
7. Кучлар системаси бош векторининг хар кайси координата умна 
проекцияси нимага тенг?
8. Кучлар системаси бош моментининг хар к,айси координата уцн 
бошига нисбатан проекцияси нимага тенг?
9. Фазода ихтиёрий йуналган кучлар сисгемасининг аналитик 
мувозанат шар ги каидай таърифланади?
10. Мувозанат тенгламаларини ёзиб, унинг маъносини гушунтпринг?
11. Фазода параллел йуналган кучлар системасининг мувозанат 
тенгламаларини ёзинг ва унинг маъносини тушунтиринг?
12. Кдттик, жисмнинг огирлик маркази деб нимага айтилади? Уни 
координаталари кандай топилади?
13. Текис шакл юзасининг статик моменти деб нимага айтилади?
14. Кдттик, жисмнинг огирлик марказини аниклаш усулларини 
айтинг ва хар бир усулнинг маъносини тушунтиринг?
15. Учбурчак юза си, айлана ёки сектор юзасининг огирлик маркази 
кандай аникданади?

КИНЕМАТИКА БУЛИМИ 
39-§. НУК,ТА КИНЕМАТИКАСИ

Назарпй механиканинг кинематика булпмида катгик 
жисмларнинг харакати геометрик нукдаи назардан текширилади, яыш 
кинематикада жисмларнинг массасп ва уларга таъсир килувчи кучлар 
хисобга олинмайдн. Кпнематиканпнг теорема ва формулаларп 
1ехникада гурлн машина ва механизмлар кнсмларпппнг харакагпнн 
урганншда назарпй база сифатида к,улланилади.

Кннемагикада жисмнинг харакати бошк,а жисм бплан богланган 
санок сисгемасига нисбатан текширилади. Айнан бир вакгда жисм 
зурли санок, сисгемасига нисбатан турлича харакагда булиши мумкгш. 
Масалан, кема полубасидаги жисм кема билан богланган санок



системасига нисбатан харакатсиз булса, киргок билан богланган санок, 
сисгемасига нисбатан кема билан биргаликда харакатланади. Табиатда 
абсолют харакатсиз жисм булмагани туфа или, абсолют кузгалмас санок 
( исгемаси хам мавжуд булмайди.

Техника масалаларини ечишда, одагда ер билан кузгалмас 
• югланган санок, системаси олпнадп. Ерга нисбатан кузгалмас булган 
(.шок системаси "кузгалмас санок" системаси дейилади. К,узгалмас санок 
I истемасига нисбатан жисм вазияти узгариши ва вакт утиши билан 
V пармаса, жисм олинган системага нисбатан тинч холатда дейилади. 
Агар мазкур санок сисгемасига нисбатан вакт утиши билан жисмнинг 
иазияти узгарса, жисм шу системага нисбатан харакатда булади. 
Гапланган санок системасига нисбатан кар онда жисмнинг вазиятини 
.шиклаш мумкин булса, унинг харакати кинематик берилган деб 
\исобланади.

Кинематикада учрайдиган барча чизикди улчовларни (харакагдаги 
иукганинг координаталари, утган йулининг узунлиги ва хоказолар) 
н'хник ва халкаро СИ бирликлар системасида метрда олинади. 
Механикада вакт абсолют деб хисобданади, яъни уни барча санок 
| мстемалари учун бир хилда угади деб каралади. Вакт одатда t билан 
белгиланади ва у харакатнинг аргументи хисобданади. Вакт у л ч о в и  учун 
МКГСС системасида соат ёки минут, СИ системасида секунд (с) кабул 
кнлинган.

Кучиш ва харакат тушунчалари механиканинг асосий 
|ушунчадаридир. Бирор санок системасига нисбатдан нуктанинг 
м.п.лум вакт t ичида фазода бир холатдан бошка холатга ихтиёрий 
р.ишшда утиши кучиш дейилади.

Нуктанинг бошлангич холатдан охиргп холатга вактга боглик 
>олда аник бир усулда утиши харакат деб айталади.

Фазода харакатланаётган нуктаниш бирор санок системасига 
нисбатан холати билан вакт орасидаги богланишни ифодаловчи 
нчи лама нуктанинг харакат кону'нини аниклайди.

Кинематиканинг асосий масаласи нуктанинг (ёки жисмнинг) 
|рлкат конунларини урганншдан ибораз. Ихтиёрий вакз ичида фазода 

м\'кганинг холатини бирор санок системасига нисбатан аниклаш 
. \ stкип бу'лса, у  холда нуктанинг харакат конутги маълу̂ м бу’лади. Агар 

щкганпш бирор санок системасига нисбазан харакат конуни берилган 
iv.tca, нукта харакатнинг кинематик харакгеристикалари: гроектория, 
и пик ва тезланишларини аниклаш мумкин булади.



К,аттик жисм харакатини кузатар эканмиз, купинча унинг 
нукталари турлича харакат килишини курамиз. Шунинг учун жисм 
харакатини у р га ниш да унинг нукталари харакатини урганишга тугри 
келади. Дастлаб нуцта кинематикасини урганиб, ундан каггик жисм 
кинематикасини урганишга утилади. Демак, кинематика икки к,исмга 
булинади.

1. Нук,та кинематикаси.
2. Абсолют цаттик жисм кинематикаси.

40-§. НУК.ТА х а ра к а т и н и н г  БЕРИЛИШ УСУЛЛАРИ

Нуктанинг фазода к,олдирган изига ёки чизган чизигига нук,танинг 
траекторияси дейилади.

Опий вактда нуктанинг фазодаги холагини бирор координаталар 
системасига нисбатан аникдаш мумкин булса, нукга харакаги берилган 
дейилади. Демак, нук,тага харакат бериш унинг оний вак,тдаги холатини 
аникдашдан иборат.

Нуктанинг харакаги куйидаги уч усул билан берилган буладп: 
табиий, координаталар ва вектор.

1. Нук,тага табиий усулда харакат бериш.
Нук,та харакатини бу усулда бериш учун унинг траекторияси 

олдиндан аникланган булиши керак.
Нуктанинг граекгорияси берилган булсин (94-расм).
М нуктанинг бирор вактдаги холатини аниклаймиз. Бунинг )чун 

траектория устпда кузгалмас 0 нуктани хпсоблаш боши деб олампз. М  

нуктанинг нук га га нисбатан хола гп 5координатаси билан аникланади.



М  нукта харакатланганда вакт утиши билан 5 ёй координата 
на ради.

S= f(t) (103)
(ЮЗ)-генглама М нуктанинг траектория буйлаб харакагланиш 

мщуни ёкн харакат тенгламасн дейилади. Агар S ей билан t вакт 
р.нндагп муносабат берилган б у л с а ,  нуктанинг исгалган вакддаги 

н.мшггини фазода аниклаш мумкин. Нуктанинг харакатини табиий 
\ I удда бериши учун унинг траекторияси, координаталар боши О нукта 
иа (ЮЗ)-тенглама мавжуд булиши керак.

2. Нукта харакатининг координаталар усулида берилиши
М  нуктанинг O x y z  системага нисбатан холати унинг учта х , у ,  z  

декарт координаталари билан аникланади (94-расм).
М нукта харакатланганда вакт утиши билан унинг координаталари 

\ н а ради. Демак, харакат килаётган нукта координаталари вактнинг 
функциясидир.

*  =  / . ( 0 ;

у  =  Ш , (104)

(104)-формула нукта харакатининг декарт координаталаридаги 
и'нгдамаси ёкп нукта траекториясининг параметрнк генгламалари 
дейилади.

Нуктанинг харакат тенгламасидан t  вактни олиб ташласак 
нуктанинг траектория тенгламасн хосил булади.

Агар нукга бнр текисликда, мпсол учун О х у  гекислпгида, 
трака гланса (104)-генгламалар куйидаги курпншини оладп.

* = /,(/) 1
У = f 2(/)J

■



Агар нукта ryFpn чизикди харакатда булса, масалам фак,ат О х  уки 
буйлаб, (104)-тенглама цуйидагича ёзилади:

* = f ( t )  (106)
(Юб)-формулага тугри чизикли харкатнинг тенгламаси дейилади.

3. Нукта харакатини вектор усулида берилиши
Нуктанинг фазодаги холатини ,. радиус-вектори билам амиклаш 

мумким (96-расм). Нукта фазода харакатланганда вактнинг утиши билам 
унинг радиус - векторнинг модули ва йуналиши узгарадн:

Нуктанинг г  радиус -вектори ^вактнинг фуыкциядир:
r  =  r ( t )  (Ю7)

(107) - тенгламага нукта харакатининг вектор куринишдаги 
тенгламаси дейилади.

41-§. НУК.ТА ХДРАКАТИ ВЕКТОР УСУЛДА БЕРИЛГАНДА 
УНИНГ ТЕЗЛИГИНИ АНИКДАШ

Нукта харакати вектор куринишдаги тенгламаси берилган булсим:
г =  /“(0  ( 108)

Нуктанинг тезлигини топиш керак. Нуктанинг бирор t пайтдагп 
троекторпяда эгаллаган холатини М, радиус векторини г , ti+At 
наайтдагп холатини Mi радиус векторини п билан бедгилаймиз. (97- 
расм). Нуктанинг М ва Mi холатларинн туташтирувчи л/л7, = д/ вектор 
нуктанинг м = i, ~ i вакт оралигдаги кучиш вектори дейилади. Расмдан 
куриннб зурнбдпки п  = г  + Д/■. Бундан нуктанинг At вакт ичидаги кушши 
(радиус вектор орттпрмаси)ни топиш мумкин.

А г  -  -  г



Кучиш вектори л г пинг шу кучиш содир буладиган At вактга
.... . in нуктанинг мазкур оралигдаш ургача тезлик вектори дейилади

и I :> билан белгиланади.

_  Л г  U у/ни — 1-
At

нуктанинг A t  вакт ичидаги уртача тезлиги булади.
Уртача тезлик Дг буйлаб йуналади. Уртача тезликнинг At—*0 

tint илгандаги лимитига нуктанинг берилган t вактдаги тезлиги 
и-Нилади.

и
At dt

d r  0 0 9 )
и = — 

dt

Бунда 9  - М нуктанинг t  вактдаги тезлиги. Нуктанинг тезлиги 
иск гор катталикдир. Тезлик бирликлари:

см м  км  

сек сек соат

Демак, нукта кара кати тенгламаси вектор усулида берилган булса, 
wiinir тезлигини топиш учун радиус-вектордан вакг буйича биринчи 

ip гибли косила олиш лозим.
Тезликнинг йуналгппнни аниклаймиз. A t —>0 га интилганда Л// 

нукта М  га интиладп. Натижада M M i  кесувчи М нуктадан граекторияга 
1казилган урннмага айланади. Нукзапннг тезлиги шу нуктадан 

I рнекторияга утказплгап уринма буйича нукта каракат кплаётган 
омонга караб йуналади.



42-§. НУК,ТА ХАРАКАТИ КООРДИНАТАЛАР УСУ ЛИДА 
БЕРИЛГАНДА УНИНГ ТЕЗЛИГИНИ АНИКДАШ

Нукта каракатининг декарт координаталардаги 
берилган будсин:

х = f, (t), 
у = f, (t), • 
z = fj (t).

тенгламалари

(ПО)

Нукта тезлигининг модули ва йуналишини аникдаймиз.
М  нукта ту три бурчакли O x y z  координата системасига нисбатан 

харакат килсин (98-расм).
М  нуктанинг г  радиус-вектори координата уклари буйича 

йунадган ташкил этувчидари оркали куйидагича ёзидади.
г = x i  + y j  + zk  (Ш)

Бунда /, 7, к  координата у клари буйича йунадган бирлик 
векторлар.

о

Y—►

98-расм.

(Ш)-формулани (109)-формулага к,уйиб вак,т буйича хосила 
оламиз.

d / .  - dx dr dzd ( - - - \  dx dr dz -9  — — ( А /  +  Yj +  Z k ) — / +  —  j  +  —  к
d t X 7 dt di dt

( 112)

(112)-формуладаги бирлик векторлар олдидаги коэффициентлар
нукта гездигининг мос равишда x,y,z укларидаш проекцияси будади:

.  dx . _  dy dz
9 =  —  =  х . 5 ,=  — = у ,  9 .  =  —  =  z  (ИЗ)

1 dt dt - dt У '
Бунда <9t,i9v, 9 . ,  лар - 9  нинг x , y , z укларидаш проекцнялари. Нукта

тезлигининг к)'згалмас декарт координата укларидаш проекцнялари 
унинг гепппди координаталаридан вакг буппча олинган биринчи 
тартибли косидага тент. Нукга тезлигининг декарт координата



Умаридаги проекцияларидан гугри бурчакли параллелопипед 
цурамиз. Бу параллелопипеднинг улчовлари нукта тезлигининг 
координата уклардаги проекцияси, диоганали эса нукта тезлиги булади. 
Геометриядан маьлумки гугри бурчакли параллелопипед 
диоганадининг квадрата унинг учала улчовлари квадра гларииннг 
йигиндисига генг.

9 2 = 9 ;  +  9 ;  +  9 :

9  = ^ 9 ;  +  9 ;  + 9 :

(ПЗ)-формудадан фоидаланиб, нукга тезлигининг модули 
иупалишини аниклаймиз.

9  =  ^ 9 2 +  9 2 +  9 2 = -J~x~ + у  +  z 2 (И4)
9 5 9,cos а  = —; cos В = — ; cosy = —
9 9 9

(115)

ва

Бунда а ,  [5, у дар - 9  вектори билан луу^уклари орасидаги бурчакни 
и«|юдалайди (99-расм). Нукта тезлигининг декарт координата 
Укларидаги проекцияларидан тугри бурчакли параллелопипед 
курамиз. Бу параллелопипеднинг улчовлари нукта тезлигининг
Ь«) О р Д Ш 1й I а  V ЬугтириДсПИ

булади.

43-§. НУКТА ХАРАКАТИ т а б и и й  усулда  бе ри л га н д а  у н и н г  
ТЕЗЛИГИНИ АНИКДАШ

Нукга траекторияси 
и огпда берилгап булсин.

шу траектория буй да б уараказ kohviim

s= f(t) (116)



Нукта тезлигини аникдаймиз. Нукта t  вакгда М  га келиб унинг 
холати 5 ёйм билан ti, вакдда эса M i  га келиб унинг холати S i ёйи 
куринишида булсин (100-расм).

5:
5,

О М  

= О М ,
Д/ = /, -  /
Д S  = 5, -  S

Д Vг> _ '
А[

Бунда 191;ш-Д / вам ичидаги уртача тезликнинг модули. М  

нуктанпш; f вактдаги тезлигининг модулини аниклаймиз.

Iim э >гш = lim 4~  = ^тг- э  = 4 0 17)5 :
Л/ d l  d l

Нукга харакаги табиий усулда берилган булса, (117)-формула 
билан нукта тезлигининг модули топилади.

Нуктанинг тезлигини аниклаш учун унинг холатинп анпкловчп 5 
ей координатадан вам буйича олинган биринчи тартибли хоспла олиш 
керак. Агар > 0 булса V  тезлик вектори 5 ей координата оршб

бораётган томонга йупадган булади. Агар 

гомонга йуналади (101-раем).

JS

d l
<0 булса 5ёй камаядиган

101-расм.



‘14-§. НУК.ТА ХАРАКАТИ ВЕКТОР УСУЛИДА БЕРИЛГАНДА УНИНГ 
ТЕЗЛАНИШИНИ АНИКДАШ

Нукта тезлигининг модули ва йуналпши жнхатидан узгаришини 
мсвирлаш учун тезланиш деган тушунча киритилади. Нукта эгри 
чпзикли траектория буплаб харакатланиб, t  вактда М  пук гада, ti вактда 
д а M i, нукгада булсин (102-расм).

Бунда О  ва , М  ва M i  нукталарнинг тезликлари. At пакт ичида 
нукта тезлиги оргтирма олади.

A t= t i - t  

Д и = и ,-и  
й,=и +До

м,

102-расм.

нинг A t  га нисбати A t  вакг ичидаги нуктанинг уртача 
нмланиши дейилади.

W  = —У,»" д ,

Уртача тезланишнинг A t —>0  ннтилгандаги лимитига нуктанинг 
1 и’рплган / вакгдаги ёки хакикий тезланишп дейилади.

.-гг .. А и du
II =  lim II = lim — = —

1 Af —*U Д )  ( I f

Демак, нуктанинг тезланиши нукга тезлигидан вакг буйича 
' пинан биринчи тартибли хосилага еки радиус - векторидан вакг 
иппча олинган иккинчи тартибли хосилага генг. Уртача тезланиш 
I р.юкториясииинг ботик томоши а караб йуналганлиги учун нукта 
нмланиши IV хам траекториянннг ботик томоннга караб йуналган 

кии. Нукта тезланишининг бирлиги м/сек- билан улчанади.

du
И = -

dr
, d ' r



45-§. НУКТА ХАРАКАТИ к о о р д и н а т а л а р  усулида  
БЕРИЛГАНДА УНИНГ ТЕЗЛАНИШИНИ АНИКДАШ

Нукта координаталари вак,тнинг функциясп шаклида берилган 

булсин (103-расм).

x = f i ( t ) ;  y = f 2( t ) ;  z = h ( t )

103-расм.

Нукта тезланишининг модули ва йуналиши топилсин. Нукта 
тезлигнни координата уклари буйича йуналган ташкил этувчилари 
оркали купидашча ёзилади (102-расм).

и  = и х 1 +  и г ]  +  и г к  (119)
Бунда о х , и у , о .лар  - и  тезликнинг проекциялари. i.j.k кузгалмас

буиича йуналган О И Р Л Ш

формулами, (11Ь)-формула1а куиии ваь,! иунича косила оламиз.

. j. (120)(Г / + — - к  
d t  d t d l

(120)-формуладаш бирлик векторлари олдидаш коэффицентлар 
нукта тезланишининг проекциясини ифодалайди.

а ;И - .И- ,
d l d l d l

ёки

(121)

w = = ±
' d l d l  d t  J d l '

IE d  y  _  .. 

d r
If, = d r

d ?
(122)

Бунда Wv, W>, Wz лар - IV  тезланишнинг проекцияси. (121)- ёки 
(122)-формулалар билам нукта тезлашннинг кузгалмас x , y , z  укларпдагп 
проекциясини аниклаймиз.

%



Пук,га гезлапппшниш бирор кузгалмас декарз коордпнагалар 
укпдаш проекцпяси нуктанинг тегишли коордпна галарпдаи нам 
пеипча олммган мккпнчи тара ноли хосилага генгбуладп.

Нукта гезланишпнпнг модули ва йуналиши куйидагп формула 
пилам топилади.

и = J ii'J  + (123) 

cosa, = - ;cosВ. = — ;cosr. = - / ; ( 124)
1Г 1 W  II

Бунда a ,p ,y , лар -\V билан x , y , z  уклари орасидаш бурчаклар (104- 
раем).

104-расм.

H а т и ж а: Нукта харакати координаталар усулида берилган 
булса (123)-формула билан нукта тезланишини модули хамда (124)- 
формула билан тезланишининг йуналиши топилади.

ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР.
1. Кинематика нимани урганади?
2. Кинематикани асосий масалаларини айтинг?
3. Нукта траекторияси деб нимага айтилади?
4. Нукта харакати табиий усулда кандай берилади?
5. Нукта харакати координаталар усулида кандай берилади?
6. Нуктани траектория тенгламаси кандай топилади?
7. Нукта харакати вектор усулида кандай берилади?
8. Нукта харакати вектор усулида берилганда унинг тезлиги кандай 
аникланади? Нуктанинг тезлиги кандай йуналган булади?
9. Нуктанинг гезланиши вектор усулида кандай аникланади?
11уктанпнг тезланиши кандай йуналган?
10. Нукта тезлигининг декарт координаталар укларидаги 
мроекциялари нимага тенг?
11. Нукта тезлигининг микдори ва йуналиши проекциялар буйича 
кандай аникланади?



12 Нукга гезланпшинпнг лекаря коордииаларм укдарпдаги 
проекцияси нммага гепг?
13. Нукга теманшшшиш мпкдор ва йуналшпи проекцпяларм 
буйпча каидап аникланадп?

Нукга траекториясн берилган булсин. Шундаи бигга нукга одно 
упга уринма утказамиз. М нуктадан уринмага перпендикуляр кплиб 
утказилган гекисликка нормал текислик деб айтиладп.

Нормал текислик билан ёпишма текисликнинг кесишган чизигп 
оош нормал дейилади. М нуктадан бош нормалга перпендикуляр килиб 
\тка.шлган текисликка тугриловчи текислик дейилади. Нормал 
текпслик билан тугриловчи текисликнинг кесишган чизигига бинормал 
дейилади (105-расм).

Уринма, бош нормал ва бинормалдан ташкил топган укларга 
табиий укдар дейилади. Бу укдар МтЬ табиий координаталар 
системаснни ташкил этади. Табиий укларнинг бирлик векторларини 
мос равишда f . i i .b  билан белгиланади (105-расм).

Эгри чизикнинг эгрилиги.
Нукга троекториясидаги М ва Mi нукталардан троекторияга 

уринма утказилади (Ю5'-расм).

46-§. ТАБИИЙ КООРДИНАТЛАР СИСТЕМАСИ

бош х 
нормал _

105-расм.

105’-расм.



Бу уринмалар орасидаги бурчак Д ф  билан белгилаймиз. Д ф  

\ рчакка цушни бурчак дейилади. Бу бурчакнинг Д Б  ёйига нисбати эгри 
ч н зикнинг уртача эгрилиги дейилади ва Курт билан белгиланади.

.. _ Д<Р _
к грт -  оунда А5 = ММ

Уртача эгирилнкнинг ДБ—>0 лимитига эгри 
пуктадаги эгрилиги дейилади.

К  = lim КМ'-> о урт
д  <рlim —

av->о AS

чизик,нинг берплган

к Л
dS

Бунда К эгри чизик,нинг М нуктадаги эгрилиги.
Эгриликнинг тескари кийматига эгрилик радиуси дейилади.

1
Р  = 1

Мисол учун тугри чизик,нинг эгрилиги К=0 булса, Р  = — =00 булади.

•17-§. НУК.ТА Х.АРАКАТИ ТАБИИЙ УСУЛДА БЕРИЛГАНДА УНИНГ 
ТЕЗЛАНИШИНИ ТОПИШИ

Нуцтаниш троекторияси ва унинг троектория буйлаб 
\.|ракатланиш цонуни берилган булсин. Нуктанннг гезланишинм 
.шиклаймиз. Маълумки нукта кара кати вектор усулида берилганда 
\ пинг тезлиги куйидаги формула билан топилади.

dt
Бу формуланинг унг томониии куйидагича ёзамиз.

dr
7fs на ,9 = dS

dt

dr__dr_ dy  
dt ~ dS dt

алгеораик тезлпк эканпии хисоога олсак, у холла:

О  = О Т  (125)
булади.
Нукга харака гп вектор усулида берилганда унинг тезланнши 

I лтшдаги формула билан апикланади:



(125.1)

Бунда

W  =

dr
~dt

do
~dt
d r  d-l 
dS di (126)

dt

W  =•dv d r  ;  1га асосан — * = "
a t dS p

(126)-нм куйидагича ёзамиз.
, j l _ 9  - 
«л p

Бунда p гроекторияни эгридик радиуси, п бош нормаднинг 
бирдик вектори. (127)- ни (126)- га куямиз.

(127)

ш  d u ~  и '  ~W  = — г + — п  
dt р (128)

(128)- ифодада нук,та тезданиши табиий координата укдаридаги 
ташкил этувчилари орк,али берилган.

Тезланишнинг уринма буйлаб йуналган ташкил этувчиси:

ш  d u ~
W r ~ ^  (129)

Нуктанпнг уринма тезланиши, бош нормал буйича йуналган 
булиб, ташкил эту'вчиси эса нуцтанинг нормал тезланишидир.

Wn =  — п
Р

(130)

М нук,танинг тезланиши шу нук,та троекторияснга утказилган 
ёпшнма текислигида ётади. Бу текисликка эса бинормал 
перпендикуляр. Шунинг учуй нукга тезланишнинг бинормалдаги 
проекцияси нолга тенг.

= 0 .

(129)- ва (130)- га кура (128)- ифода куйидаги куринишга эга б)'лади: 
W  =  W T+ W „  (131)

Яъни, эгри чпзикли харакатдаги нукганинг тезланиши уринма ва 
нормал тезланишларнинг геометрик йигиндисига тенг. Бу икки 
гезланиш )>заро перпендикуляр йуналган. Шу сабабли И тезланиш
векгори W г ва \Vn ларга к,урплгап тугри туртбурчакнинг диагонали 
буйича йуналган булади (106-расм).



106-расм.

Нукта гула тезланишининг модули ва йуналиши куйидаги 
(|юрмулалар билан топилади:

w = jivF+iv;, iga = —  

W (132)

Нукта тезланишининг табиий координата укларидаги 
проекциялари

ц/  -  _  d~S
'di r '

W = v~ . J V „ = 0 (133)

формулалар ёрдамида аникданади.
Д е м а к ,  нуктанинг харакати табиий усулда берилганда (129)-(133) 

формулалар билан нукта тезланиши аникланади.
Агар нуктанинг харакати тугри чизикди булса траекториянинг 

п рилик ради'ти ое кд теш б-' ; : , г

W „ =  — =  0  W n = 0
GO

Нуктанинг нормал тезланиши эгри чизикли харакатда мавжуд 
оулиб, нукта тезлигининг йуналиши жихатдан узгаришини

_ dv _
гасвирлайди. Агар 9 =const булса, иV _ ~  wr = 0

Уринма тезланиш нукта тезлигининг модул жихатидан 
узгаришини тасвирлайди. Демак уринма тезланиш нотекис харакатда 
мавжуд булади.

48-§. НУКТАНИНГ ТЕКИС УЗГАРУВЧАН ХАРАКАТИ

Агар уринма тезланиш узгармас булса, бундай харакатга текис 
v нарувчан харака г дейилади. Текис узгарувчан харакат тенгламасини 
.ншклаймиз.

Нуктанинг уринма гезланинш:
Wr=Const,



d 9  = W rd t интеграллаб нукга тезлигини топилади.
U = U v + W -  t

Бунда Uo - бошланшч тезлик. 
и -охирги тезлик.
(134) ни интеграллаб харакат конунини гопамнз.

с и'.г
2

(135)

Бунда S - ёй координатаси.
Демак, (134)- ва (135)- формулалар билан текис узгарувчан 

харакатдаги нук,та тезлиги ва траектория буйлаб харакат тенгламаси 
топилади.

1. К,андай укдар табиий укдар деб аталади?
2, Нукта тезланишини табиий укдаога проекциялари нимага тент?
w>. 1чДНДс«*1 Л,и^_>с*Кс1 i  / Л , Л  ^ p i i i i M u  ico.iuliuujH  iu iCui

4. К,андай уаракатда нукттанинг нормал тезланиши нолга тент

топилади?
6. Нуктанинг кандан хдракатига текис харакат дейнлади?
7. Нуктани тезлиги цандай топилади?
8. Кандай харакатга текис узгарувчан харакатдейилади?
9. Тезлик формуласини ёзинг?

Кинемагиканинг бу кисмида ка ггик, жнсмларнннг куйидаги хара- 
катлари урганилади:

1. Илгариланма харакаги.
2. Кузгалмас ук, агрофидаги айланма харакаги.
3. Текис параллел харакати.
4. Кузгалмас нукга атрофпда айланма харакаги.
5. Нуктанинг мураккаб харакаги.
К,аппк жисмнинг илгариланма ва айланма харакатлари энг оддий 

Харакат булиб хпсоблапади.

ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР.

булади?
а . i  I v К i д а  рь! КЛ i l l  1 cl О И . i i i  j  ( \ О с  . .  ..... . д , .  .

К.АТТИК ЖИСМ КИНЕМАТИКАСИ



49-§. К.АТТИК ЖИСМНИНГ ИЛГАРИЛАНМА ХАРАКАТИ

Жнем харакатданганда т у  жиемда олинган кесма хамма вам \м- 
узига параллел колса буидай харакапа каггмк, жиемниш илгариланма 
харакат дейилади.

Пара пол спариигини харакат илгариланма харакапа мнеол 
буладп. Илгариланма харакагдагп жисм нукталарннингтраекториялари 
гугрп чизикли на эгри чизикли булппш мумкин. Л/? спарник хамма вакд 
уз-узига параллел коладн, яъни илгариланма харакат килади (107-раем) 
О , А  = 0 2  В, Л  В //А , В ,.

А В

107-раем.

Кдттик жиемнинг илгариланма харакатига оид куйидаги 
георемани исботлаймиз.

Теорема: Илгариланма харакатдаги жиемнинг хамма нукдадари 
бир хил траектория чизади ва хар онда микдор ва йуналишлари 
жихатдан бир хил тездикка ва тезланишга эга булади.

Исбот: O x y z  координаталар системасига нисбатан илгариланма 
Харакат к,илаетган капик жисм берилган будсин (108-раем). Бу жиемда 
ихтиёрий иккита А  ва  В  нукталар олинади. t  вагдда бу нукталарнинг 
ходати г, ва F„ радиус векторлари билан аникданади.

К,аттик жиемдаги А В  ва A /B i  кесмадар узаро параллел. Жисм 
абсолют хаттик, булгандиги учун А  В  кесманинг узундиги узгармайди, 
A B = c o n s t . Жисм илгариланма харакатда булгандиги учун А В  векторнинг 
йунадиши хам узгармайди. Агар А нуктанинг траектория™ А А /, ёйни 
А В  масофага силжитсак, бу траектория В нуктанинг траекторияси билан 
мъни В В /ё й билан уст м а-уст тушади.



••

1

о

108-расм.

Шунинг учун г. ва гн векюрларп узгарганда, уларниш А ва В 
нукталарининг чизган траекториялари бпр хил булади. Яыш A A i=BBi ьа 
A A i/IBBi.

г„ = г,  + АВ (136)
бунда ' •.

drH _ dr: d(AB)
~dt ~ ~dt + ~~dt~

f^e = u ■ d (  AB) ^ q
dt "' dl '■ * dt

UB = uA (137)
А  ва  В  иукталар ихтиёрий нукталар булганлиги учун илгариланма 

харакатдаги жисмнинг к,олган х,амма нукдалар тезликлари бир хил 
булади.

(137)- дан t  вакд буйича косила оламиз.

-  = —  ёки IV. = IV. (138)di di к '
Илгариланма ха раках к,илаётган цаппк жисм бирор нукдасининг 

тезлигини ва тезланишини аникдаш (кифоя). Жисм бошк,а 
нук,таларининг тезлиги ва гезланиши теоремага асосан шу нукданинг 
тезлиги ва тезланишига тент булади (109-расм).



Жисмнинг илгарилама харакати унинг ихтиёрий нукдасн харакати 
hi м и  аникданади. Илгарилама харакатдагн жисм нукталарининг ,\ар 
л гни гезлиги хам, тезланиши хам бир хил булаганпдан уларпи мос 
ммишда жисмнинг тезлиги ва тезланиши деб аташ мумкин.

50-§. К.АТТИК, ЖИСМНИНГ К,УЗГАЛМАС УК АТРОФИДАГИ 
АЙЛАНМА Х.АРАКАТИ. БУРЧАК ТЕЗЛИГИ ВА БУРЧАК 

ТЕЗЛАНИШИ

Жисм харакати давомида унинг икки нукдаси к\'згалмасдан к,олса 
кидай харакатга к,атгик; жисмнинг кузгалмас \гк атрофидаги айланма 
ара кати дейилади. Шу кузгалмас нук,талардан утган тутри чизикка 

иманиш 5'К и дейилади. Кузгалмас z  у к ,и  атрофида айланувчи цаттик 
| нем берилган булсин (110-расм). Шу жисмнинг хар бир вактдаги 
идагини аникдаймиз. А ва В нукгалар кузгалмас нукталардир. Шу 

нуцгалар орк,али z  ук,и утказилади. z  - жисмнинг айланиш \ 
Кпсмнинг холатшш аникдаш учун айланиш укидан Q  ва Р  

н'кисликлари олинади. Бунда Q  кузгалмас текислик, Р  кузгалувчи 
| нкислик. Р  - текислиги жиемга катти к бириктирилган ва жисм билан 
| ирга айланади. Жисмнинг холатини аникдаш учун / ’текисликнинг С?га 
ши батан холатини аницлаш кифоя. Р -  текисликнинг холати (р бурчат 
ныан аникланади. ср-га айланиш бурчаги дейилади. Жисм ук атрофида 
ныаганда <рбурчаги пактутиши билан узгаради.

Бу генглама жисмнинг кузгалмас }'К атрофидаги айланма харакати 
н'нгламаси дейилади. Айланиш бурчаги радиан билан улчанади.

Айланма харакат кону ни, бурчак тезлиги билан бурчак гезланншга 
айланма харакатнинг кинема гик тавсифи дейилади. Айланиш бурчаги (р 

| in пакт буйича олинган биринчи тартибли хоспла жисмнинг бурчак 
(лиги дейилади ва ы билан белгиланади:

Бунда хосиланпнг ишораси жисмнинг айланиш йуналишинп 
нфодалайди. Агар <o = ip = f \ t ) > 0 булган онда /^функция усувчан булади, 
Н.Н11 укнпнг мусбат йуналишидан Караганда жисм соат стрелкаси 
iii.iaiiiHimra гескарп айланади: <p =  f ' ( l ) < 0  булган онда /^функция 
| лмаювчан булади, яъни жисм соат сгрелкаси айланишп буйича 
• имлнади.

<p=f(t) (139)

(О = (140)



/Демак, жисмнинг бурчак тезлиги айланиш бурчагидан вахт буйича 
олинган биринчи тартибли хосилага тенг булади.

Бурчак тезлигининг бирлиги
рад 1 |

(о =  ~— = ----=  с е к  (141)
с е к  сек

Бурчак тезланишинг бурчак тезлигидан вак,т буйича олинган ик- 
кинчи тартибли хосилага тенг булади.

d(o _d~(p (142)
Л  d t1 2

Бурчак тезланишини бирлиги £ = 2 2 ±  =сек сек2
Бурчак тезланиши айланиш бурчагидан вакт буйича олинган ик- 

кинчи тартибли хосилага тенг булади.

51-§. ЖИСМНИНГ ТЕКИС ВА ТЕКИС УЗГАРУВЧАН АЙЛАНМА
ХАРАКАТИ

1. К,атгик, жисм кузгалмас )'к атрофида бир хил вахт оралитда бир 
хил бурчакка бурнлса жисм текис айланма харакагда дейилади. Текис 
айланма харакаг бурчак гезлигп ( o = c o n s tбулади.

cp=w t (143)
Текис айланма харакат тенгламаси (143)- билан ифодаланадп. Те- 

кпс айланпшдагн жисмнинг бурчак тезлигини бир минутдагп айла- 
нишлар сони билан ифодаланадп. Жисм бир марта гула айланганда 
1р=2л  радиан бурчакка бурилади.



Жисм п марта айланса, <р =  2тт бурчакка бурилади. Текис айланма 
иркатшшг бурчак тезлиги куйидагига тенг булади:

2mi m i /ни)
(О = (144)

60 30 сек
Бунда п - жисмнинг бир минугдаги айлапишлар сони. Агар 

кпсмнинг бир минутдаш айлапишлар сони берилган булса, (144)- 
формула билан унинг бурчак тезлиги топилади.

2. Агар айланма харакат давомида бурчак гезланиши t =const 
uv.ica, жисм текис узгарувчан айланма харакатда булади.

со=(оо+ £  t  (145)
(145)-формула билан текис узгарувчан айланма харакатнинг бурчак 

гезлиги топилади.
Бунда ы„ - бошлангич бурчак тезлиги
со - ихтиёрий вактдаги бурчак гезлиги

ч ■ -  ! '1 " f

\осил к,иламиз.
di

<P = CO0t + -
£  Г

(146)

(146)-тенглама билан текис узгарувчан айланишда бурилиш 
бурчаги, ёки текис узгарувчан айланма харакат конуни аникданади.

Кузгалмас ук атрофида айланувчи жисмнинг бурчак тезлик 
вектори мазкур ук. буйлаб йуналган ва унинг мусбат йуналишидан 
Караганда айланиш соат стрелкаси харакатига тескари йуналишда 
куринадиган, айланиш укиниш ихтиёрий нуктасига куйилган вектор 
билан ифодаланадп (110.1-расм). Бурчак гезлик векторининг модули

|—I _ d<p

di
л».

формула ёрдамида аникданади.
Агар айланиш ук,и бирлик векторини к  билан белгиласак, бурчак 

тезлик векторини
со =  ф к = (О. к (146.1)

куринишида ёзиш мумкин. (146') дан курамизки, ф > о  булса, То 

вектори к йуналиши буйича, ф < 0 да к карама-карши йуналишда 
булади (110.1 -раем а,Ь).



а) b)
110.1-расм.

Жисмнинг бурчак гезланишини айланиш ук,и буйлаб йуналган /■ 

вектори тарзида ифодалаш мумкин. Бунда жисмнинг бурчак тезланшп 
вектори шу жисм бурчак тезлик векторидан вахт буйича олингап 
хосилага тенгбулади (110.2-расм).

лгар жисмнинг оурчак тезлши модуль жихазидан сртч оор«.а, 
бундай ха раках тезланувчан айланма харакат, камая борса, 
секинланувчан айланма харакат дейилади. Текис айланма харакатда 
а> = const булгани учун е  = Обулади. Демак, coz ва £z лар бир хил ишорали 
булса, харакат тезланувчан турли ишорага эга булса, харакат 
секинланувчан булади (110.2-расм а,Ь).

со -  —  = —= 
d t dt

I еки
(146.2)

г z

о>0
с>0

ш>0
£<0

а) Ь)
110.2 -раем .



Кузгалмас ук, агрофида айлануьчп каггик, жисмниш бурчак 
и i.iиI и на бупчак тезланиши айланиш укп буйлаб йуналган вектор 
| а 1 1аликдир.

г.2-§. К,УЗГАЛМАС УК, АТРОФИЛА АЙЛАНУВЧИ КАТТИК ЖИСМ 
НУКТАСИНИНГТЕЗЛИГИ В А ТЕЗЛАНИШИ

Кузгалмас z ук,и агрофида айланувчи цатгик, жисм берилган 
пулсин.

Шу жисмниш ихгиёрий М нукгаси тезлпги ва гезланишини аник,- 
ыимиз.

Бунда h  -  М  нуктадан айланиш укшача булган масофа (111-раем), 
жисмнинг к,узгалмас айланиш ук,и. Жисм абсолют к,аттик, булганлиги 

\ чун Л =  c o n s t  булади. Жисм ук,и атрофида айланганда М нук,та айланиш 
\ кига перпендикуляр текисликда радиуси h  га тенг булган айлана 
чизади.

Жисм ук атрофида d tp  бурчакка бурилганда М  нукта d S  йулни 
босиб утади.

dS = M„M

(IS — hd<p

111-расм.

М нуктанинг тезлиги:

и  = —(IS _  d(<ph) _ d(p
~r ~ -  -  h -~  -  h co
d t  d t  d td t

еки
u=(o h (147)



(о - жисмпинг бурчак гезлнгп. (147)-(|>ормула билап кучалмас у к 
агрофида айланувчи кап нк жисм нуктасииинг чизикли тезлиги 
гопнладп. Кдзгалмас ук агрофида айланма \аракагдаш жисм империи 
11\К 1 аси Ч1МПКЛН тезлигининг мицдори жисм бурчак тезлиги билан 
кмзгалмас У клан нуктагача булга и масофаниш купайтмасига зет  
Чизикли |езлнк вектори и Л/пук,гада Л га перпендикуляр булиб, жисм 
аплаиаётган гомонга караб йуналган буладн. Капнк жисм 
нукгаларпшшг тезлнкларп шу нукталардан айланиш укигача булган 
масофага проиорционалдир.

Мнукзанииг уринма тезланмшини топам из. Уринма гезланишп:

Кузгалмас )'К атрофида айланувчи жисм ихтиёрнй нуктасиниш

тезланувчан айланма каракатда и тезлик йуналиши буйича (112-расм, 
а), секинланувчан айланма каракатда эса унга тескари йуналади (112- 
расм. ЬУ М нуктанинг нормал тезланишини топамиз.

Кузгалмас ук атрофида айланувчи жисм ихтиёрий нуктасинииг 
нормал тезланиши бурчак тезлйгининг квадрати билан нуктадан 
айланиш укигача булган масофанинг купайтмасига тент.

112-расм.

Нормал тезланиши айланиш радиуси h  буйлаб айланиш уки 
гомон йуналган булади.

d u  d ( c o h )----= -------- =  h  ■ £ W ,  = e h (148)

U c U i  i  t.

i L .< у л я р  оулио,

и2 _  (cohf _ (02h2«ж» »* (tj h
p  h h

(149)

4 W
a) b)



Уринма ва нормал тезланишлар узаро пепендикуляр булади. Тула 
и- шнишни модули куйидагича аникланади.

Wr = 'JlV'2 + И У  = ■Jе~ h ' + со1 h -  h-Je* +со' И' = h \lc '

( 1 5 0 )
Тезланишининг йуналиши эса куйидаги формуладан топилади.

ig v  = ~  051)
(O'

Бунда р - гула тезланиш билан нормал тезланиш орасидаги 
бурчак.

113-расм.

Жисм кузгалмас ук атрофида текис айланса, W = c o n s t ва унинг
бурчак тезланиши нолга тенг булади с = с!а-  = 0. У холда жисм

Л
нуктасииинг уринма тезланиши нолга тенг булиб, W = е  Л = 0, жисм 
нукталари нормал тезланишга эга булади 1Г = 1Г = и 2/?.

ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР.
1. К,аттик жисмнинг кандай харакатига илгарилама харакат деб 
аталади?
2. Илгарилама харакат килаётган каттик жисм нукталарининг 
траекторияси, тезлиги ва тезланиши хакидаги теорема кандай 
га ьрифланади?
3. Цаттик жисмнинг эгри чизикли илгарилама харакатига мисоллар 
келтиринг?
4. К,агтик жисмнинг кузгалмас у к агрофидаги айланма харакаг 
гаърифини айтииг? Бу харакагга мисоллар келгиринг?
5. Жисмнинг бурчак тезлик ва бурчак тезланиши нима? Уларнинг 
улчов бирлиги кандай?
6. К,азтик жисмнинг кандай айланншпга аекпс айланиш дейплади?
7. Жисмнинг бир мннугдаги айланишлар сони билан бурчак тезлик 
орасида кандай богланиш мавжуд?

I l l



8. Жисмнинг кандай айланишига текис узгарувчан айланишп 
дейилади?
9. Текис узгарувчан айланма харакатда жисмнинг бурчак тезлиги ва 
айланиш бурчаги камеи формула билам топилади?
10. Айланма кара кат килаётган цаттик, жисм нуктасининг тезлиги 
модули кандай топилади ва у кандай йуналган?
Н. Кузгалмас ук агрофида айланаёгган катти к жисм нукгаенпиш 
уринма ва нормал тезланиши кайси формула билан аникданади? 
Бу тезланишлар кандай йуналган булади?
12. Кузгалмас ук атрофида айланаёгган каттик жисм нуктасининг 
тула тезланиши кайси формула билан аникланади? Бу 
тезланишнинг йуналиши кандай?

53-§. К.АТТИК, ЖИСМНИНГ ТЕКИС ПАРАЛЛЕЛ ^АРАКАТИ

Кдттик жиемда олннган хамма нукталар жисм харакатида бирор 
кузгалмас текисликка параллел текисликда харакатланса, унинг бундай 
харака гига текис параллел харакат дейилади.

Масалан: Тугри чизикди йулдаги машина гилдирагиниш
харакати ёки кривошип шатунли механизмдаги шатунннинг харакати 
(114-расм).

Текис параллел хараказ килаётган жисм берилган булсин. 
Жисмнинг текис параллел харакатнни ургапиш у̂ чуп жиемда к}гзгалмас 
текисликка перпендикуляр булган M M i  ихтиёрий кесма олинади. Текис 
параллел харакаг таърифига кура М М / кесманинг нукталаридан П  

текисликгача булган масофалар узгармасдан колади, шу сабабли М М /  

кесма хар доим узига параллел равишда харакатланадн. Бинобарин 
М М ) кесма игарилама харакагда булади. Илгарплама харакаг 
гаьрифига к)'ра жисмнинг барча нукгалари бир хил траектория чизади, 
тезлик ва гезланниыарн тент булади. Шу сабабли илгариланма 
харакатдаги жисм бп па нуктасининг харака гини урганиш кпфоя.

А

114-расм.



Жисмни кузгалмас П  текисликка параллел булган П , текислик 
"и tan кесиб, кесимда хосил булган кесимани (S ) билан белгилаймиз 
(1Г>расм). М М ,  кесма (S ) кесимдаги нуктаси Я билан белгиланади. У 
■ ■ |да М М ,  кесмани харакатини урганиш урнига Януктасининг кара кати 
ришилади.

Худди шунингдек М М , кесмага параллел М ХМ \  кесмани олсак
кесма хам илгариланма харакатда булгани учун унинг (S )  

мтимдаги О, нуктасининг харакатини урганиш кифоя. Жисмни М М ,,

\1 ХМ \ , М 2М 2 кесмалар тупламидан иборат деб караш мумкин ва 
"упдай жисмнинг харакатини урганиш урнига унинг (S ) кесимининг 
зракатини урганиш кифоя. (S ) кесимга текис шакл дейилади. Текис 

никл харакатланадиган П текисликка текис шаклнинг харакат текислиги 
н'пилади.

О х у  координаталар системасига нисбатан харакат килаётган (S )  

Н'кис шакл берилган булсин. Бу текис шаклдаги А В  кесманинг вазияти 
I нуктанинг х  л , у  А координаталари ва А нукта атрофида ф айланиш 

‘ |\’рчаги билан аникданади.
|'Р - А В  кесманинг Оа уки билан ташкил килган бурчаги (116-расм).



А  нуктани к,утб деб кабул кнламиз. Жисм хараказланганда х : л . у л 

координатаси ва (р бурчат вактнинг функцияси сифатида узгарадп 
Шунмнг учун X t . y A, ip куйидагича ёзилади.

-V, = м о '

У А =/2(0
<р =  М 1)

(152)

(152)-формулаларга кап ик жисмнинг текис параллед хараказ 
тенгдамадари дейндади.

Кдттик жисмнинг текис параллед каракатини идгариланма ва 
айланма харакагларга ажратиш мумкин.

Теорема: Текис шакднинг шакл текисдигида бир колдан иккинчи 
,\олга кар кандай кучишини кугб билан биргаликдаги илгариланма 
каракат ва кутбдан утган шакд текислигига перпендикуляр булган \'к 
аз рофидаги айланма харакатдан зашкил топган деб караш мумкин.

Исбот: Текис шакд текисдикда I уолагдан II холазта кучган булсин 
(117-расм). 1 х,олатда текис шаклда ихтиёрий А / В г  кесма олинади. 11 
холазда A i B i  кесма А 2В2 ходатини эгалласин. Текис шаклга шундай 
илгарилама кучиш бериладн, Л/нукта А г  нукта билан устма-успучпсин. 
B j нукта эса в\ холатини эгалласин. Aiap текис шаклни А 2 нуктадан 
шакл текислигига тик равишда утувчи ук атрофида В \ , А 2, В 2=<р бурчакка 
айлантирилса, у ходда A 2B 1S A 2B2 будгани учун A 2, B i ва А 2, В г  кесмалар 
устма-уст ту'шади. Жисм эса II холатни эгаллайди. Худдн шу йул билан 
жисмни II холатдан III холагга ва хоказо келтириш мумкин. Демак, 
каттик жисмнинг текис параллед харакати илгариланма ва айланма 
харакаглардан иборат.

(152)-формуладаги бнринчп иккиза тенглама илгарилама 
харакагини, учинчн тенглама эса айланма харакатинп нфодалайдп.



Георемапи оошкача усулда кхйпдагичи исиоыапми.» (117-расм). 
I i n  M i a  шуидап илгариланма кучпш бераммзки, натжада Я/ н\ кла Я 
41 1.1М vciNia-yci гушспп Л; пума аса .1 \олашп эгалласин A i f i i  А / В :

" \  1. 1Д П

Лгар гекис шакамн В: нукгадай удхвчп уц агрофида Я ', Вг,А:=(р 
оурчакка бурсак А / Я ?  кесма А/, В:=А:В-, будганлигп учх'н A iBj билан 
' п  ма-yci гушадн гекпс шакд аса II холашип эгаллайдп А: ёкп В: 
т  маларга куп б деб аталади.

Теоремашшг исботидан курамизки, гекпс шаклнинг илгариданма 
| \ чипт кугпнп ганлаб одшшпа бог.шк будадп. Хакпкалда Ai нукгапнш 
\олати I долда А/А:, II долда A il  ох лади. AiA: *Ai А:

Аилангпн бурчаги (р эса купон и ганлаб олишига боглик
| лммайди.

54-§. КАТТИЦ ЖИСМ ИСТАЛГАН НУК.ТАСИНИНГ ТЕЗЛИГИНИ 
К.УТБ УСУЛИДА АНИКДАШ

Теорема: Текис шакл ихтиёрий Я нуктасининг тезлиги А  кутбниш 
I езлиги билан В  нуктанинг кутб атрофида айланганда досил килган 
юзлигининг геометрик йигиндисига тенг.

V H ~  V  .4 +  °Н А

И сбот. Текис параллел даракат килаетган текис шакл берилган 
оулсин. Шу текис шаклдаги В  нуктасининг тезлигини аникдашимиз 
лозим булсин. В нуктанинг вазияти гн вектор билан аникланади (118- 
расм).

г н = г л +/•'
г, - А кутбнинг радиус вектори.



r„ - В нукданинг радиус вектори
В  нукганиш А х у  координата л а рига нисбатан холатипи 

анмкдайдиган радиус-вектор.
В  нукданинг гездигини ан и м ат учуй (153) дан t  вам бунп'м 

хоснла одамнз.
drн
d l

d r , (Гг' 

d l  "  dl
drH d r , _

d l
= » н;

d l

d r '

d l

(155)- ни (154)- га куямиз у холла

(154)

(155)

и н = ° Л  + °Н А  (156)
(156)- формула билан текис параллел ,\аракат к,илаётган капп к 

жисмнинг ихтиёрий В  нуктаспнинг тезлиги топилади. Бунда тезлик и 

В  нуцтанинг А  кутб атрофида айланганда хосил к ил га н тезлиги. 1>\ 
тезликнинг мивдори кутшдагига тенг.

илв~ ш АВ  (157)
Бунда СО - бурчак тезлик. и м  тезлик вектори айланиш радиуси A l l  

га перпендикуляр равишда текис шаклнинг айланиш йуналиши буйича 
йуналади яъни ulu 1 .  В  нукганинг тезлиги о л ва и ВА векторлардан 
гузилган параллелограмнинг диоганали буйлаб йуналган булади (111) 
раем.)

Текис шакл бирор нуктасининг тезлиги ва айланма харакатиниш 
бурчак тезлиги берилганда текис шаклнинг бошк,а нухтасиншп 
тезлигини (156) формуладан аникдаш кутб усулида аниклаш дейилади

55-§. ТЕКИС ШАКЛ ИККИ НУК.ТАСИ ТЕЗЛИКЛАРИНИНГ 
ПРОЕКЦИЯСИ ХАК.ИДАГИ ТЕОРЕМА

Теорема: Текис шакл икки нук,таси тезликларининг шу
нук,талардан утган тутри чизикдаги проекцияси узаро тенг.



Исбот. Текис шаклда А  ва В  нукгаларни оламиз. А  нуктани кутб 
нТ> кабул киламиз. Маълумки, В  иуктанинг тезлипшп (156)-формула 

билан ёзиш мумкин. А  ва В  нукгалар оркали х  уки утказилади (118- 
р.км). (156) ни укга проекциялаймиз.

( и н ) ,  =(ь»л)л- + (U H.4 )л
о ,,, _Lx будгандиги учун { о ИА )д =0 булади. Шундай кплиб

( о Х  =  (Чл)л-

118-расмга асосан
u K cos Р  = и А cos а  (158)

Бу теорема ердамида А  нукта тезлигининг капа лиги ва йуналиши 
II нукта тезлигининг йуналиши берилганда В  нукта тезлигининг 
модулини гопиш мумкин.

ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР.
1. К,аттик жисмнинг кандай каракагига илгариланма каракат деб 
аталади?
2. Илгариланма харакат килаётган каттик жисм нукталарининг 
граекюрияси, тезлиги ва тезланиши х;акидаги теорема кандай 
гаърифланади?
3. Кдгтик жисмнинг эгри чизицли илгариланма харакатига мисоллар 
келтиринг?
4. К,атгик жисмнинг кузгалмас ук атрофидаги айланма харакат 
таърифини айтинг? Бу харакатга мисоллар келтиринг?
5. Жисмнинг бурчак тезлик ва бурчак тезланиши нима? Уларнинг 
улчов бирлиги кандай?
6. Кфггик жисмнинг кандай айланишига текис айланиш дейилади?
7. Жисмнинг бир минутдаги айланишлар сони билан бурчак тезлиги 
орасида кандай богланиш мавжуд?
8. Жисмнинг кандай айланишига текис узгарувчан айланиш 
дейилади?
9. Текис узгарувчан айланма харакатда жисмнинг бурчак тезлиги ва 
айланиш бурчаги кайси формула билан топилади?
10. Айланма харакат килаётган каттик жнем нуктасининг 
тезлигининг модул ва йуналиши кандай топилади?
11. Кузгалмас у к атрофида айланаётган каттик жисм нуктасининг 
уринма ва нормал тезланиши кандай аникланади? Бу тезланишлар 
кандай йуналган булади?



12. Кляалмас у к агрофпда айланаётган кап п к  жисм пуцтасппнш 
геллаишпп кандай анпкланадп? Бу тезланишнпш йуналишп кандай ’
13. К аппк жисмшшг кандай харакашга некие паралдел .уаракач 
дейплади?
14. Текпс паралдел хараказ печза тенглама билан анпкланадп?
15. Жисмшшг гекис паралдел хардкатпнп кандай пккп харакапа 
ажрагшп мумкмн?
16. Жисмшшг бурчак гезлмги ва бурча к гезланиши кугбга боглпкмп?
17. Текпс шакл нукгаспнинг тезлигн кандай анпкланадп?

18. K ~ lu+Vn генглпкдагп v„„ гезликнинг модули кандай гопплади? У 
кандай пуналган?
19. Текпс шакл пккп нуктасн тезлигпнинг проекцпясп хакпдагп 
георемани таърпфланг?

56-§. ТЕЗЛИКЛАР ОНИЙ МАРКАЗИ

Агар (S ) текпс шакл илгариланма харака гда булса, бу шаклда хар 
онда тезлиги нолга генг 65'лган битта нукта мавжуд булади. Тезлигн 
нолга теш булган бундан нуктага тезликлар оний маркази дейылади. 
Текпс шаклнинг тезлиги нолга тенг булган битта нуктаниш 
мавжудлигини исботлаймиз. Текис шакл бирор А  нуктасининг тезлигн 
(7, ва шу А  нукта агрофидаги айланма харакатнинг бурчак тезлиги со 

берилган булсин (120-расм). А  нуктани кутб деб кабул киламиз.
Кутбдан айланма харакаг йуналишида о , га перепендикуляр A N  

тугри чизиги утказилади. А  нуктадан бошлаб A N  зугри чизикка А Р  

кесма куйилади.

120-расм.



/ ’нуктанннг тезлиги куйидагича ёзилади.
и ,. = П А +  и РА

/ ’ нукта ни иг А  кугб атрофида айданшпдаги тезлншнинг модули 
шнидади.

/ ’нуктада оп  векторм и, га бир тугри чизик буйлаб карама-карши 
нуналган булади.

У ,\олда (159)-тенгликдан и,, = 0 булиши келиб чицади. Демак, Р  

нукта тезликлар оний маркази булади. Тезликларнинг оний марказини 
пшиш учуй текис шаклда ётган икки ихтиёрий А  ва В  нукдалар 
ммликларининг йуналиши берилган булиши керак. Шу нукталардан 
\ мрнинг тезликларига тушурилган перпендикулярнинг кесишган 
нуцтаси тезликларнинг оний маркази булади (121-расм). Р  нукта 
нмликларнинг оний маркази, бу нуктанинг тезлиги нолга тенг. иг = о

57-§. ТЕЗЛИКЛАР ОНИЙ МАРКАЗИ ЕРДАМИДА ТЕКИС ШАКЛ 
НУК.ТАЛАРИНИНГ ТЕЗЛИГИНИ ТОПИШ

Шаклда курсатилган холатда 5 текис шаклда етган Р  нукта 
нмликларнинг оний маркази булснн. Шаклдагп ихтиёрий А  ва В  

нукгаларнппг гезликларнни топнш керак (122-расм). Бунин г х'чу! i Р  

мукгаии ку гб деб кабул кнлампз. А  ва В  нумаларнинг гезлнкларн учун 
куйидаги формулаларии ёзамиз.

и,,А =  со ■ А Р  =  со—  =
(О

и РА ~  и А

121-расм.

и и  =  и г  +  и т ,



Бу ерда v r =  0 булганлиги учун куйидагича ёзамиз.
V ,  =  и .

122-расм.

Бунда и ГА, и Н1, лар - А  ва В  нукдалар тезликлар оний маркази 
атрофида айлаганда *осил к,илган тезлиги. Уларнинг модули: 

и ... = со - РА
(160)

иНГ -  ° > ' ВР 
v .JlPA 

о .со =— А

еки 

йв1  ВР

иА =  со- РА 
ив =  со- ВР

РА
со =

(161)
ВР

(161)-формула билан текис шаклнинг бурчак тезлиги топилади. 
Демак, бирор онда оний маркази маълум булган текис шакл 
нукталарнинг uiy ондаги тезликларини айланма >;аракатдаги жисм 
нукталарнинг тезликлари каби топиш мумкин. (160)-формуладан текис 
шакл нукдаларининг айни пайтдаги тезликлари орасидаги муносабатни 
аникдаймиз.

3 l  = 3 l 
РА РВ

(162)

Яъни х;ар ондаги текис шакл нукталари тезликларнинг модули 
оний марказдан то шу нук,таларгача булган масофага пропорционал 
булади. Демак, тезликлар оний маркази билан текис шакл *ap к,андай 
нуктасининг тезлигини топиш учун шу шаклда етган ихтиёрий А 
нукдаси тезлигининг модули ва йуналиши >;амда бошк,а В  нукта 
тезлигининг айналиши берилган булиши керак.

58-§. БАЪЗИ БОЛЛАРДА ТЕЗЛИКЛАР ОНИЙ МАРКАЗИНИ
АНИК.ЛАШ 1

1. Агар текис шакл бирор А  нукдасининг тезлиги и , ва В  нук,та 
тезлигининг йуналиши ма ьлум булса, тезликлар оний маркази А  ва В



".I ш нардам 1езликларга v 1 казнлган периендикч : н арчин! kociiiiiun 
ii, кшсида охлади (124-расм, а).

123 -  раем.

124-расм.

2. Агар текис шакл А  к г  В  нукдаларининг тезликлари параллел ва 
Л  В  кесмага перпендикуляр йуналган булса, у уолда тезликлар оний 
марказинп анииргаш (124-расм Ь,с) да курсатилган. Бу холда тезликлар 
опий маркази А В кесма билан тезлйкларнингучлари оркали утган гугри 
чпзик,нинг кесишган нугдасп булади.

3. Текис шакл А  ва В  нукталарнинг тезликлари бнр бири билан
параллел булиб, А В  кесма и , тезликка перпендикуляр булмаса бу холда 
А  ва В  нукдалардан уларни тезликларига туширилган 
иерпендикулярлар )>заро параллел булиб кеепшмайди. Демак,
нмлпклар оний маркази чексизликда булади (123-расм, а). А  ва В  

нукталарнинг гезликларини А В т угри чизикда проекцияланганда:
и А cos a  =  v t l c o s  Р

U A= VB

Т  Г У, I'1 екне шаклнинг бурчак тезлиги ш = — = -п li кип текис шакл -г РА «
берилган онда илгариланма харакаг килади.

4. Текис шакл А  ва В  нукгаларининг тезлпк .. к >енг ва параллел 
йуналган булса, тезликлар оний маркази чекам.i 1 булади / А Р / = х  ва 
"•кис шакшпнг бурчак тезлиги нолга тент булат р.к м, Ь). Б\ хонда



гекис шакл барча нукталаринпнг гезиклари узаро тенг ва параллел 
булади, яъни текис шакл опий нлгариланма хлракагда булади.

125-расм.

5. Агар текис шакл бирор к,узгалмас сирт устида сирпанмасдан 
юмалаб харакат килса, у холла уриниш нуктаси тезликларнинг опии 
маркази булади. / ’уриниш нукгаси тезликларнинг оний маркази булади 
и,, = 0 (123-расм).

59-§. ТЕКИС ШАКЛ НУК.ТАСИНИНГ ТЕЗЛАНИШИНИ 
АНИКЛАШ

Теорема: Гекис шакл ихгиёрий В  нуктасининг тезланиши кугб 
тезланиши билан мазкур нуктанинг кутб атрофида айланишидан косил 
булган тезланишларнинг геометрик йитиндисига тенг.

Исбот: Текис шакл ихтиёрий В  нуктасининг тезлигини
аникдайдиган формула берилган булсин.

° н  ~  ° а  +  ° Н А (163)
В нуктанинг тезланишини аникдаш учун (163)-формуладан вакт 

буйича косила оламиз.
d o ,, d v A d o ,, .+  — M .

d t ~ ~ d T d t

do»
=  ” 7« -

dvA -  fp • do»A
d t d t"  ‘ л' d t

оунда

(165) ни (164) га куя м из, у кол да
\\; - \v + w

(166) -формула билан 
тезланиши топилади.

= W'' н.

гекис шакл исталган

(164)

(165)

(166)
В  нуктасининг



Бунда А кугопIни тезланиши. и I? нуманиш A  к\чб
.и рофпда аплапганда косил булган гезланшпп. /г,„ тезланишини 
1 рнима на норма. 1 юзланшнларга ажратампз

и„| = к,; • и (166')
Бунда И , . на И - В  нуктанинг А  к\тб агрофида айланишпла

мн ил булган урннма на нормам гезланишлар miuv.h i кч'йдагига генг
ий;. =4 АВ _ I I/ Лоунда
к-;', = <0' 18 '  И, i«vi-: +a>4

(167)

И ' / - lei.iaunni некгори ,\ар доим А В  масофа буйича В нукгадан 1
Ку гага кара б йуналган булади. гезлангип некгорн В  нукгадан А В  ia 
перпендикуляр йуналган булади.

W - I езланиш векторининг йуналиши текис шаклнигп 
чаракатига боглик булади. Агар текис шаклнинг чара кати тезланувчаи 
булса, яъни £>0, тезланиш шакл айланишнга караб йуналган
оулади. Акс колда е < 0  шакл айланишига тескари йуналади (126-расм 
а,Ь). Демак тезланишнинг йуналиши бурчак тезланишининг
иуналишига боглик- Бурчак тезланиши е  кайсп гомонга караб йуналса, 
И’нл тезланиш шу гомонга караб йуналган булади.

W „ = W A + W ^ W ^  (168)
Текис шакл .кар кандай В  нуктасннпш гезланиши kvtoi.... .

гезланшпп билан В  нуктанинг текис шакл билан бпрга шу kvio 
агрофида аиланишидан косил булган урпнма ва нормам 
гезланншларнинг геометрик йигиндисига тенг булади.

Текис шакл ихтиёрий нуктаси тезланишининг катга на 
йуналишпнп (168)-дан фойдаланиб аниклаш мураккаб булиши мумкнн



Бундай х,олда iv„ тезлатпишшг онр бирига перпендикуляр йуналган 
уклардаги проекциялари топилади. Бунинг учуй уклардаи бирини, 
масалан X укипи, айланиш радпусп ( А В )  буйлаб, пккнпчпсппн аса унга 
перпендикуляр равишда Учка.шб, (168) ни т у  укларга нроекнпялаймпз: 

Тезланиш Wu пинг коордппага укларидаги проекциялари маълум 
бу'лса, унннг модули ва йУна.иппн куйидаги формулалардан топпладп.

П’н = № + К  069)
I I ,  -  II),

COS(П . v)= : c o s (II-,у ) — : (170)
" и ’ «

ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР

1. Тезликлар оний марказп деб нпмага айтилади?
2. Текис шакл икки нуктаси тезликларининг йуналиши маълум 

булса, тезликлар оний марказини к,андай аникдаш мумкпн?
3. Тезликлар оний марказп чексизликда булган пайтда гекис шакл 

нукдаларининг тезлигини аникданг?
4. Бурчак тезлиги цаидап аникданади?
5. Текис шаклнинг А  в а В  икки нуктаси берилган. Бунда А  

нуктасининг тезлиги А  В  га перпендикуляр иуналган эканлиги 
маълум В нуктанинг тезлиги кандай йуналади?

6. Текис шакл ихтиёрий нуктасининг тезланиши к,андай анпкланади?
7. Уринма тезланишнинг каггалиги кандай топилади?
8. Уринма тезланишнинг йуналишини аникланг?
9. Нормал тезланишнинг каггалиги к,андай топилади?
Ю.Нормал тезланишни йуналишини аникданг?
11. W b = W +  W  ш +  IV иа тенгликдаги Wfu  ва W"SA тезланишларнинг 

модули кандай топилади? Улар кандай йуналган?

60-§. НУК.ТАНИНГ МУРАККАБ Х.АРАКАТИ.
НУК,ТАНИНГ НИСБИЙ, КУЧИРМА ВА АБСОЛЮТ Х(АРАКАТИ

Агар нукта ёки каггик жисм бир вакгда икки ёкн ундан кун 
харакатда иштирок килса, нуктанинг ёки каггик жисмнинг бундай 
уаракатига мураккаб ёки абсолют х,аракат деймлади. Масалаларни 
ечишда нукта еки жисмнинг харакатини икки ва ундан ортик 
координата системаларига нисбатан текширишга гугри келади. Бундай 
х,олда координата системаларидан бири кузгалмас деб олпниб,



пккппчиси эса уига нпсбатан маьлум конунга мувофик харака! киладп 
деб каралади. Б\' холла нукта кузгалмас координагалар спсгемасига 
нпсбатан мураккаб харакагда охлади. Масалан: Автбхс екп поезд 
н'шдагп пассажнршпн харакаги. Бу мнсолда ер билли боглашан 
I оординаталар снеге маем кузгалмас булиб, поезд. автобус бплан 
иогланган коордипа !алар спстемасп кузгалувчи коордпналалар
гистемасидан иборач охлади. М нуктанинг ва гонга нпсбатан килган 
\а ра кати га нисбий харакаг дейилади. Унинг вагон билам бирга ерга 
нпсбатан килган харакагпга кучирма харакат дейилади М нуктанинг 
бевосша ерга niicoaian килган харакаги мураккаб харакач буладн (127- 
расм).

« м [ ^  *■
(•) (.•) X

О , л л у л / ~ ; ~  /  ?  у /  /  / —

127-расм.

Маълум бир харакач килувчи Д жисм берилган булсин. O x y z  - D  

киемга маркам урпагплгап чфзгалувчл система. 0 ’,x ; , y t , z :  - кузгалмас 
координаталар системаси (127-расм.) М нуктанинг кузгалувчи 
координата системасига нпсбатан килган харакатига нисбий харакат 
дейилади.

Нуктанинг нисбий харакатдаги тезлиги ва тезланишига шу 
нуктанинг нисбий тезлиги ва нисбий тезланиши дейилади. Нуктанинг 
нисбий тезлигини о г билан, нисбий тезланишини Wr билан 
белгилайди. М нуктанинг кузгалувчи система билан ёки D  жисм билан 
бирга кузгалмас системага нисбатан килган харакатига кучирма харакат 
дейилади. М нуктанинг кучирма харакатдаги тезлиги ва тезланишига 
шу нуктанинг кучирма тезлиги ва кучирма тезланиши дейилади. 
Нуктанинг кучирма тезлиги б билан кучирма тезланиши W  билан 
белгиланади. М  нуктанинг бевосига кузгалмас координаталар 
системасига нпсбатан харакаги мураккаб харакаг ёки абсолют харакат 
дейилади. Нуктанинг абсолют ёки мураккаб харакатдаги тезлигига 
абсолют тезлпк, тезланишига абсолют тезланиш дейилади. Абсолют гез-
ликни бплан, абсолют гезланнпш Н\, билан белгиланади.



128-расм.

61-§. ТЕЗЛИКЛАРНИ КУШИШ ХАК.ИДАГИ ТЕОРЕМА

Теорема: Нуктанинг абсолют тезлиги унинг нисбий ва кучирма 
тезликларининг геометрик йитиндисига генг.

Исбот: Кузгалмас тутри бурчакли O i , X \ , y \ , z x координата
системасига нисбатан харакат к,илаётган D  жисм берилган булсин. Шу 
жисмга нисбатан М  нукта харакат килали. D  жисмнинг t  ва h  

вак,тлардаги х;олатлари берилган булсин (129-расм.)
A t  вак,т ичида М  нукта D  жисмга нисбатан ММ\ масофага, жисм 

билан бирга эса ММ : масофага силжийди.

Бунда ММ  1 ва М М .  мос равишда А/нуктанинг нисбий ва кучирма 
силжиш векторлари, М М 2 нуктанинг абсолют силжиш вектори. Раем 
дан:

(171)

129 -  раем.

ММ  г = М М : М \12

(171) - формуланинг пккала к,исмини At ,а буламиз:



(172)-формуладаги

Д/Д/: _  Д/Л/ 1 Л/, Л/,

\1  V  V

ММ ММ Л / ,  А / ,---  ва
М  \1 Л/

Мос рашиида М нуктаниш i/вакг ичпдагм Уртача абсолю д нисбий 
| счирма гезлиш булади.

I IvKiaiiniir бирор ихтиерйи t вакгдаги тезлигинп юшии учун (172) 
ш \1 >0 пнтилтириб, лимит оламиз:

ММ, ММ. м.м  1нп ■ = Inn — + Inn
Д /->0  Д J  Д/ >0 Д ,  А/ >0 Д I

(172 )

оупда
,  М М ,  llin---- - = I

м - , а  Д  t

, М М , _Inn---- L = ur.v-x. д { lllll
Д/

Демак (172') формулани купидагича ёзамиз.
U .  =  U  + U (173)

Теорема исбот цилинди. (173)-формула нукданинг кучирма 
аракати илгариланма ва айланма харакатлардан иборат булга и холлар- 
ч \ам уринлидир.

Абсолют гезликнинг модулинн ва йуналишини аникдаш учун 
нисбий ва кучирма тезликлардан параллелаграм ясаш керак (130-расм).

Абсолют
.шикланади.

формула билан

и = л/и, + и] + 2 urue cos а  (173)

Бунда а, у, ва ц. тезликлар орасидаги бурчак.
1) Агар сх=0 булса, и г билан б тезликлар бпр т\чр; чизик буйлаб 

лир гомонга йуналган булса, абсолюттезлик куйидагича i . ппладп. 
иа = -y/uj + i y  + 2 v rv t = иг + ц



2) Агар а=180° Гг. ыш г  пилам и  бир тугри чпзик, буйлаб
карама карши йунал: i абсо.1101 гсзлпк куйидагпча гоиплади.

' -  I ’ - 2 1>г и  =  и  -  и с

3) Агар а=90° абсолкм гезлпк модули клпн.ипига геш
булади.

и = у и; +и~

Агар нисбий, к у ч и р м а  на абсолют тезлнкларидан им перий иккп 
lacn маьлум булса, у у  m иомаълум гезлпкни гезликларин куш ит 
хакидаги теоремадан Г ыланпб аникдаш mvmkhh.

62-§. НУКДАНШ II КУЧИРМА ХАРАКАТИ АЙЛАНМА 
ХАРАКАТДАН ИБОРАТ БУЛГАН ХОЛДА ТЕЗЛАНИШЛАРНИ 

КУШИШ ТЕОРЕМАСИ

Теорема: Нуктанинг кучирма харакати айланма харакагдаи ибо- 
рат булган \олда нукданшп абсолют тезланиши унинг нисбий, кучирма 
па Кориолис тезланшиларнпнг геометрии йигиндисига тенг булади.

IT = i y + l V + W  (176)
Бунда W r , I V , , 1I , лар мос равишда нуцтанинг кучирма нисбий ва 

кориолис тезланишлари.
И', ва IV. тезланишларни уринма ва нормал тезланишларга ажратиш 
мумкин.

w r = w ;  +  w ;  (177)

W *  нинг модули кмйпдагига тенг

1 Г  -  d U '  -  d ' S г  ■

'  d t  d t l ’
W "  нинг модули:

Р

Агар нукданинг н и с б и й  харакати тугри чизикди харака гдаи iraopa i 
булса, троекториянпнг т р н л и к  радиусп р=* га тенг булади. Бу холда 
К " =0 булади.

IV = 1 1 "  + и-У (178)

W J  нинг модули . . т и п а  геш

\\\ = сс • h



W ниш модули
If," = ru; h

( 177) на (178) ларни (176) га к У я м н з ,  у холда

IV, = I f /  + И’,г + I I + И ” + JP( (179>
кучирма .харакат айланма харакатдан иборат ov.nan холда 

I.\’ к I ai in in абсолют тезланиши (179)-формуладан гош ма.1:;.

Н абсолют гезланишнинг модулями на йуналишини аникдаш 
is и (!79) ни \ . y , z ,  координата \'кларига проекция.;аб, viniin inv 

уклардагп. I \'л, IV .„ , W * , проекцпяларнпи топпш керак. Абсолют 
| иашпшшш модулини цуйидаш формула бплан аниклаймпз:

K  =  J K  +  » ' ; J ^  (180)
Кучирма харакат илгарнлама .харакат булганда нуктаншн абсолют 

1езланиши шу нуктанинг нисбий ва кучирма тезланпш ларинннг 
геоме грик йигиндисига тенг булади

Шундай килиб, кучирма харакат плгариланма харакат булганда, 
нуктанинг абсолют тезланиши нисбий гезланнш 1'К ва кучирма

гезлаииш лардан курилган параллелограмнпш диагонали билам 
пфодаланади. Бу холда абсолют тезлаиишнинг модули купидагпча
I опиладп.

и ;  = ф у2.+ IV; + 2IVIV coso (180')
Бунда а  1УГ ва IV , векторлари орасидаги бурчак.

63-§. КОРИОЛИС ТЕЗЛАНИШИНИНГ МОДУЛИНИ ВА 
ЙУНАЛИШИНИ АНИКДАШ

Кориолис тезланиши кучирма харакат бурчак тезлигн ва нисбий 
харакат гезликлари векторли купайтмасининг иккиланганпга т ент.

IVK = 2(а>г х ur) (181)
Агар со бплан и г орасидаги бурчак катталигипн а  билам 

белгиласак, Кориолис тезланишининг модули куйидагича юнг ох лади.
IVK = 2 c o c u r s i n a  (182)

Кориолис гезланишнинг йуналишини аниклаймпз М нуктанинг 
нисбий гезлиги о, берилган булсин. Кариолтк 1езланшнимг 
йуналишини аниклаш учун М  нуктадан шг бурчак гезлпк векторига



перпендикуляр унлпб, //  1екпе.ппп yiказилади. Нисбии тезлик, г ми 
шу текисликка проекция.u i 'i m i i  i. </ нроекппяни М  нуута т р о ф е и  
айлангпи йуналиппа уараб, 9 0 '  б у р ч а к к а  бурсак Корин.пн 
тезлапншннпнг йуналшии ке.шб чпкадп (13!-раем). Aiap а>,±и , own.1 

(132-расм), s i n a = l  б у л ад п .  У холда К о р и о л и с  1езлаииши учйи.ии пча 
булади.

II, 2,00, (183)

Нуутанинг Кориолис гезлапшип ууйндагн уолларда нолга геш 
буладп.

1 Кучирма харлкат г чариланма хапаса •• бчмеа 6v хол 1.1 о  -/) 

шупиш учуй Ж=0будади
Кучирма уаракат илгариланма уаракат булганда нуутанинг абсо­

лют гезланиши шу нуутанинг ипебип на кучирма тезлаипшларнпш 
геометирик йигиндисига теш булади.

и' (184)
2. Нуутанинг нисбий тезлнгп Ц =0 га тент булса, и, = 0  10 = О.
3. со, ва и, векторлар узаро паралел булса, бу уолда а = 0 ° ,  а = 1 8 0 г 

W .—0  булади.

ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР.

1. Нуутанинг нисбии уаракатпни ай пип ?
2. Нуутанинг кучирма уаракашпп ай пип ?
3. Нуутанинг абсолют уарака гпии айгинг?
4. Тезликларни уушмш уакпдагп геореманп гльрифланг?
5. Абсолют тезликниш мпудорн уандай аиикланади?
6. Абсоют тезликниш йуналшпи уандай аиикланади?
7. Тезланишларни кушит улупдагп теоремани таърифланг?



Кучирма \арака[ ииарпланма булганда нукганинг абсолют
и-1запиши кандай аник п?
4 Кучирма харакат аил, мл булганда нукганинг абсолют гезланиши
I .шдай аиикланади?
in. Кориолис теманишшшш катгалиги кандай аиикланади?
II Кориолис тезланишгпшш йуналишини анпкланг?
I? Кандай холларда нукганинг Кориолис гезланиши нолга тенг
булади.

ДИНАМИКА.
64-§. ДИНАМИКАНИНГ АСОСИЙ ТУШУНЧАЛАРИ

Назарий механикапинг динамика булиммда жисмларнинг 
-ара кати уларнинг массаспга ва каракатни вужудга кедтирувчи кучларга 
|»||лик равишда текшириладн.

Жисм харакагланганда унга узгармас кучлардан ташкари микдор 
из йуналиш жихатидаи узгарадиган кучлар хам таъсир этади. Жисмга 
шьсир килувчи кучлар вактга, жисм холагига ва унинг тезлигига 
мл влум муносабатда боглмк булади.

Масалан, электровоз реостатини кетма-кет улашда ёки узишда 
ч>сил буладиган гортиш кучи вактга боглик, суюклик ёки хавонинг 
I аршилик кучи эса жисмнинг тезлигига боглик охлади. Демак, умумий 
юлда жисмга таъсир этувчи кучлар вактга, жисмнинг холатига ва 
и млигига боглик б}'лади.

F  =  F{t.г,и)
>унда /-вахт, г-нуктаниш колалини аникловчп радиус-вектор, й  -жисм 
п-злиги.

Жисмнинг куйилган кучлар таъснрида уз тезлигини тез ёки секин 
V нартириш хусусияти жисмнинг инертлиги деймлади. Жисмнинг 
шюртлигини микдор жиха гидам ифодаловчи физик катталик жисмнинг 
массаси дейплади. Механпкада жисмнинг массасп узгармас, сколяр ва 
мусбат катталик деб цараладн. Динамикада дастлаб жисмларнинг 
улчамлари ва массаларгнпнг гаксимланишини эьтиборга олмаган 
\олда уларнинг харакат урганиш учун моддпй нукта тушунчаси 
киритилади. Х,аракатини урганшида улчамлари ахамиятга эга булмаган, 
лекин масса га эга булган ж см моддий нукта деймлади.

Динамикада жисмп; харакагини ургашшши, одатда, унинг 
нуктасининг харакагини \ -рганншдан бошланади.
Динамика икки кисмга б\ лнпади:



1. Молдин Мукла дннамикасп
2 Механик система ва каппк жисм л шикаем.
Дпнампкада КУйпдагп иккша масала ечнЛади:

! l : \Kia ёкп спсгеманпш .Каракас: берилган, шу пума ёки
спсгемага таъснр кплувчн кучни lonniii керак.

2. Нукга ёкп системага гаьспр килувчп кучлар берилгап, пук,га ёкп 
спсгеманпш харакагпнп анпклаш керак.

65-§. ДИНАММКАНИНГ АСОС ММ КОНУНЛАРИ

Механика цонупларн жисмларшшг тезликлари ёруглпк 
гезлпгпдан анча кичпк булга и холла ургшли буладп. Динамика 
Купндагп 4 га копуша асосланган:
1-  K o n v n  ( и н е р ц и я  к о т и л )

Агар нуктага куч гаъсир этмаса нукга узининг тинч холалпш  ёкп 
гугрп чизикли текис харакат хода тинп саклайди.

И н е р ц и я  к о н у н и г а  к у р а  / '  = 0 булса, и’ =  0  б у л а д п ,  v  =  const 
буладп. By  е р д а  u - м о д д н н  н у к г а н и н г  к п .ш к  в ек тор ы , ;с- г е з л а п т п  
векторы, I -куч в е к т о р ы .

2 -  к о т  у /  (  и ш а м и к а н и н г  а с о с п п  к о т  н п ) .

I )\ к,танинг куч таьсирпда олган ie i.ianinmi билан массасиншп 
купан 1 масы микдор жпхатыдан шу куч га iein булиб куч билан бпр хил 
йуналпшда буладп.

F  = п т  (186)
Бунда: / - куч микдорп;

т нукганинг массасп; 
п нукганинг тезланиши.

Зркпп гушаёттап жпсмнннг ошрлг . к у ч и  уиинг массасп билли 
лркпп 1 пиши тезланшиппнш купат масш а генг.

Р = шу
Жпсмнпш массасп купила) пча липкланадп



|i м t.) i ; - 4 4/ u/ i ' - ' - jpKiiH iv iu i im  it .. i am i  hi II.
I .) iи11ii некюр куриниши кушыси ича ё;и!лади.

/;?\Т =  F  (1 8 8 )
Knik'MJ I икадан маълумкп н\ к iлиши гезланшпп куйидагига генг.

d r
v холла:

_  (in и- = - 
с/1 d r

< IHK) iem л а м а  кх ипдагича ёлиладп

d ' r  г  d v  -

d t ' d i
(189)

I) ва (189)- генгликка пума лнпамикасннпнг асосий тенгламаси 
(1'ииладм.

копун (таъсир на а к с  т а ъ с и р  кош пн)
Хар кандан таъсир микдор жихатидан узига тент булган ва бир 

ipn чизик буйлаб тескари томоша йуналган акс таъсирпи вужудга 
■ ■■ii прадп.

F в F А 
♦

134-расм.

А  жнем В  жиемга /•', куч билан ш ьсир этса, В  жнем хам А  жнемга 
куч билан гаьспр к,илади.

F ,  =  - F „

|^,| = i/-V (190)

Бу ерда / на F  кучларп старо мувозанаглашмайди, чунки кучлар 
ip хил жнемга куйилган.

4-кон vn (кучлар таъспрпннш оркпнлпк конуни)
Вир нечга куч бирданша шьсир этганда пуманпш  о.пан 

> iiaiiniim  шу кучларниш \ар бпри алохида-алохида таъсир л  ганда 
пап 1езланпшларинииг гео метрик ппгиндисига генг.

ii7 = ii | + и , • н П 7,, (191)
1>миа 11 пукмннпг / . / , . /  ..../ ку ч .три  бирданша га ьспр л  ганда
.. пан г е з л а н п ш и .



! , ч , - т у  к у ч л а р н п н г  \ а р  бири алохида-алохида гад ,сир  эт ганда 
с.чан гезланиши (1 3 5 - р а с м ) .

(191)-генгламани нккала кнсмини нукганинг массасига кунаптнрамиз. 
т iv  = + mw2 +пп \’3 + ... +  mw n 

m \v  = +  F2 +  F3 +...+ Fn

ёки » i w  = h k (192)
Классик механика конунлари уринли булган сапок системасн 

ииерциал система дейилади. Техника масалаларини ечпшда инерциал 
система сифатида Ер билан бевосига богланган система олинади.

М е х а н и к  у л ч о в  о и р .т к л а р и  с и с т е м а с н

Хамма механик каггаликларни улчаш учун 3 ia асосип улчов 
бпрликларини кирптиш етарлидир Булардан иккитаси учун вакт ва 
v л'нлпк бирликлари олиниши кинематика булиммдан м ат ,лум. 3-улчов 
бпрлиги сифатида масса ёки кучнингулчов бирликлари олинади.

Механпкада бир-биридан фарк цилувчи икки турдагн бирликлар 
системасн киритилади.
Бирпнчи тур бирликлар спсгемаси.

Халкаро СИ бирликлар системасининг таркибип кпсми булган 
М К С  системасн кеш кхлланилади. Бу системада а с о с п й  улчов 
бирликлари учун кунида! и бирликлар олинади:

1. Узунлик бирлиги -  1 метр (м)
2. Масса бирлиги 1 килограмм (кг)
3. Вакт бирлиги -  1 секунд (сек)

Кум га н барча механик катталикларнинг бирлиги асосип 
бпрликлардан хосилавпп бирлик сифатида олинади.

Масалан, куч бирлиги учун 1 ныотон (Н) кабул кнлинади. 
I ! 1-кпи/с2, яы ш  1кг м а с с а и т  1 м/с2 тезланиш берадиган к у ч  бирлиги 1Н га 
, епг.

Иккпнчи тур бирликлар системасн.



icMiiiK бирликлар спсгемасп д е б  aiaavBMii VIК I С С д к л е м а с п  л а м  

v маииладп. Б\' системада асосип улчов пир лик лари \ л и  к у п и  кип 
л шклар кабул кнлннадп.

I Узуплпкбирлиги - 1 мсмр(м)
2.  Куч опрлш п -  1 килограмм к у ч  ( k i k )

1. 13ак 1 опрлш п -  1 секунд (сек)
\а р  кандап масалами ечншла с]>акал ош  га бпрлпклл;

. юмаспдап фойдаланшп лозпм.

66-?. МОДДИЙ НУКТА ХЛРАКАТМНИНГ Д1 КАРТ 
КООРД1ШАТЛЛАРИДАГИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕН! ЛЛМДЛАРИ

Массасп т  га генг булган М  н\кга /•' кучи гаьспрпда кУзгалмас 
<>\ v z  коордипа галар системаспга нмсбатан харакагланаепан о у л с п н . / •  -  

л кипа куТшлган барча кучларнинг генг гаъсир этувчпсп (136-расм). 
Нукга дннамикасининг асосип генгламаси гона ми л:

,1 3 (/* /' 
с / Г

пп\- -  F  (193)

бум га ни учун (193) формула кумндагпча ёзпладп 

с!9
т - —  = /■: (194)

a t

d  г  -
т  —— = F  

d r
(195)

194)- ёкп (195)- тенгламалар эркин моддий nvKia харакагн 
шфференцпал тенгламасининг векторли ифодасн дейилалп.

1 161)- тенглама координата укларига проекциялаймиз: 
dVx _ d \ \  dV. _», —=Г.; т -ц-.гл „ад

оунда У., У.У.- .Угезлик векторинпш x,y,z укдаридагп нроекнпясп

t .
' lit

(197)
dt ' d l  d t

/,, Fy,  F z-F  кучларшшнг x,yrz  укларпдаги нроекцияларп 
(196)- формулага нукга харакаiпнпнг Декар! коор ннагалардагп 
тфференциал генгламаларп дейплади.
197)- ни (196)- га куйсак куйидагп генгламалар хоспл б\ и  ш.

d ' z  ,
= / : (198)d \in - - = / • :  

d t '

d  y  
in

dr d r



ёки nix’ = /• ,: ш\ " -  i \ :
(198)- ва (199)- ф о р м у л а л а р  \ а м  
коордннаталаридаги д и ф ф е р е н ц и а л  
Агар пукта бир т ек п ел п к д а  ( х о \ )  
куйпдагича ёзилади:

t ) i - “ = /д  (199) 
пук га харакагининг Декар| 
rein дамаларни ифодалайдн 

каракал килса, (198) гетламе

т = / : 
<//

J 9 .
т

ill
( 200)

Агар нукта тугрп чп.шклп харакаг килса, (196)-теш лама 
куйпдагича ёзилади:

М .  гт = /■ 
dt

( 201)

(201)-тенгламага тугри чизицли ,\аракатининг дифференты \ 

тенгламаси дейилади.

Массаси m га тенг булган моддий нуктанинг харакати табппм 
усулда берилса, тенг таъсир этувчи кучнинг табиий координат 
укдаридаги проекцияларини куйпдагича анпклаш мумкин: 

m w = F ' = F„
d 2s = F .

- 0 (201')

(201')-тенгламаларга моддий нукта харакатининг табиий 
кордината укдаридаги дифференциал тенгламалари дейилади.

ТАРОР/1АШ УЧУН САВОЛЛАР.

1. Динамика булими нимани урганади?
2. Асосий тушунча ва та ьрпфларни айтинг?
3. Масса деб нимага айтилади?
4. Моддий нукта деб нимага айтилади?
5. Тезликка, вактга ва масофага боглик булган кучларга мисол 

келтиринг?



6. Механиканиш лсосий конунларннп ли in ’
Инерционал сан о к  системаси д е б  ни  \ . i и i .i. ih ’

8. Нуцга каракл 1 пиши 4екар| коорднпл!. lap.aini дпференцилл 
1е11тламаларнп с  ..н и  ?

1). Динамиканнш .косий тешламасипп ;п н .
10. Нукта учун динамиканнш иккн асоспп мл <■ lacniiii ли i ши ’

(>/-§. НУК.ТА ДИНАМНКАСИНИНГ БИРИН 4,1 МАСЛ 1 АСИ ВА УНП
ЕЧИШ УСУЛИ

Нуктанипг масслсн »а уаракат тенгламаллрн берплглн булспн.
' = у =  :  =  / ; ( ! )  (202)

Нуктага таъсир атувчн кучнинг микдорп ва пуналиишнн гониш 
К) h i m  булсин. Хараклпш вужудга келтирувчп к у ч н п ш  нроекциялари 
■ ишкланади. Буниш \чун берилтан тенгламаллрдан вак! бупнча икки 
млротаба косила олинадп.

d t
-  =/;!/)• d:4./:n

d r
dT = гш 
d r

(203)

H v K ia  к а р а к а т п н н н !  д е к а р !  к о о р д и н а г л л л р д л п  д и ф ф е р е н ц и а л  

н ч н л а м а л а р и г а  к у й и л л д и :

d zz
>:■ (204)d r

т — г  = А
d r

d~y
т -  = А,; 

d r dr
Fx =  m f \ t \ .  F  =  F .‘ -  (205)

Нуктага таъсир этувчи кучнинг микдорп куйидагнга тенг:
а = ;2+ f,2+ F : (206)

Нуктага таъсир этувчи кучнинг йуналишн йсналтирувчи 
косинуслар ёрдамида топилади.

f , й /  ■ ; f .cosa =  .cosр -  Д . и
F  А А

(207)

7 *

х/
137-расм.



Бунда, а , р, у- Г к у ч  векторп билан координата уклари орасидаги 
бурчаклар.

Нук,та динамикап-шинг биринчи масаласига дойр масалалар 
ечиш тартиби

Нуцта динамикаспппш бпрпнчп асосий масалассп кхппдаги 
1 ара пода ечилади.

1) Нукда тезланипшнинг координата укларидаги проекцияси 
гонилади.

2) (204)-формула билан нуктага итьсир этувчн кучшпп координат.i 
укларидаги проекцияси гонилади.

3) (206)- ва (207)- формулалар билан нуктага таъсир атувчи кучшпп 
микдори ва йуналиши гонилади.

Мисол №1. М ассасп 0 ,2  к г  булган моддий нуктанинг харакат 
\=3cos2nt , y=4sinnt (см) тенгламалар билан ифодаланади, бу ерда I 
секундлар хисобида. Нуктага таъсир килувчи кучшпп проекциялари 
унинг координаталарн оркалй ифодалансин.

Е ч и ш . Нукта тезланипшнинг координата укдаридагп 
проекциясини аннкла i i м из.

г г ,  О х  - ,  _
W  =  —г- = -12тг cos 2тЛ

Or
W v =  - 4 ж 2 sin 70

Нуктага таъсир этувчи кучларнинг координата укдаридагп
проекциясини аниклаймиз

dr
d :

Л Хcos 2 m -  —
3

sin яг = — F = /и(-12/т; cos 2лг) = -12,t “w '  = - 4 /r  • 0.2дг =-0,8 ■ 986.v 10 : = -0.0788.\
4 3

Fv = m( - s i n  m ) = - 4 • 9.86■ 0.2 • ' = -9.86 • 0,2у  1 0 =  -0.0197 v
4

Мисол № 2. М ассасп 2,04 кг булган жнем гогризопгал т р и  чизпк 
буйлаб тебранма харакат килади. Жнсмнинг тебранма харакш 
тенгламаси к,уйидагича аникланадп.

,v = 10sirm / (дт)

Жисмга таъсир кплувчн куч билан унинг харакат тенгламаси 
орасидаги муносабаг ва шу кучнипгэнг катга киймати топилсин.



mm Нуцк1 гелланпшиниш координат укларидлш проекциясини
НН1ЛМИЛ.

r t x  .  л-

'  л  г

d 2 x  d , 9 x 5 т ‘
/1 у -  т- =

d r  d< 2

n  X 
Sill / = —

2 10

d 2 x  f  5 к 1  .T in  5 9 ,8 6  д
/• v m  _ -  m \ -  sin  /

d r  > 2 2 . 2 10

2 .0 4  5 9 .8 6 a  2 .0 4  4 8 6
------------------= -------  -  i.w  /- = - а .о .и н

2 0  4 г

5 т 2  . n  2 .0 4 - 5  9 .8 6  100.5  
-'-max ^  j  ‘ Sln s , =  -) = A  T M b W

*  m ax = 50 .3 /7

(.«-§. НУК,ТА ДИНАМИКАСИНИНГ ИККИНЧИ МАСАЛАСИ ВА УНИ
ЕЧИШ

Моддий нукта динамикасшшш пккипчи асоосий масаласида 
массасп ва иукгага таъсир этувчи куч берилганда, нукганиш харакат 
конуни аникланади.

Бу масалами ечишда нукта-хараканшинг дифференциал 
генгламаларнипш (198)-кар бирини пккп мартадан нигеграллайииз. У
\олда

x = / ( t ,C \ ,C 2,...,C6),

У  = / : ( /X |.^ , - ,C ( ) ,  (208) 
z = / 3(/,C;,C„...,C0)

(208)- тенглама нукта харакатишшг гепгламасини ифодалайди. 
Бунда ci, С2, . . . ,  Сб -ихтиёрмй узгармас мнадорлар, бу узгармас 

микдорларнн тониш учун бошлангич шартлардан фойдалаиамиз.
Нуктанпнг бошлангич вакчпдаги 1=0 кола гимн ва гезлишни 

н(|)одаловчп шарглар -  бошлангич шартлар дейиладн.
Масалан; бошлангич шартлар куйидагмча ё.шладн.

x = x0, .9 = 5 0v

t=0 да ^ = ^ =,V (208')



(208) дан на к I бупича косила о как (S га ингегралдаш 
донмийларига 601 л и к  кх иидаш учгафункш; . косил буладп.

\ = )

у  =  у ( 1 . С \ , С 2. С \ . С . ( ' „)

г = :(1 .С 'С \.С,Х\Л  . С’ )
(204)

Бошланшч шар марин (208)- ва (209)- к: купно, 6 га пптеграллащ 
доимийлари катнашадпган 6 га тенгламалар спсхемасинн оламнз. i>\ 
генгламалар сисгемаспнн биргаликда ечпб 6 ia ишеграллаш 
доммийларинианнклапмиу

l i  с / ( v 0 - v 0 - - 0  v 0  1 ( )  - . )

Ишеграллаш доимийлари топилган кипматларни (208)- га куй но.
(209)- бошланшч шартларига мое булган нуктанинг Декар| 
координаталардагп кинемагпк тенгла.маларппн оламиз.

к = *(/). у = ></). - = :(/)
Нукта каракатининг дифференциал тенгламасини нуктага таъсир 

этувчи куч бир вакгда мукта координатасига, гезлигига ва вактга боглнк 
булганда ишеграллаш мураккаб. Дифференциал тенгламани фак.п 
куйидаги колларншн бприда ишеграллаш м а м к и н .

1) Нуктага таъсир э т у в ч и  куч узгармас булса, F  = c o n s t

2) Куч вактнингфункцияси б\'лса, F  =  F ( t )
.3) Куч масофанинг функцияси булса, F  =  F ( s )  .
4)Куч нукта тезлигининг функцияси булса, F  =  F ( 9 )

Нукта динамикасининг иккинчи масаласига дойр масалалар ечиш 
тартиби:

Моддий нукга динамикасининг иккинчи асосий масаласи 
куйидаги тартибда ечиладн.
1. Инерциал санок системасини киритиб, координата уклари танлаб 
олинади.
2. Нуктага таъсир этувчи ва богланиш реакция кучлари чизмада 
курсатилади.
3. Нукта каракатиниш дифференциал тенгламалари тузиладп.
4. Нукта каракатинпнг бошлангич шартлари ё.шлади.

х  =  х 0, i9 v = i90 -х

У ~ У о ’  Эу ~
z  =  z 0, 3 : =  &0:



’ Гу.ш/imii K 'n i .hn in . i . ip i i i i in  \ap бнри икки мармдаа п п ie iраллаадда. 
i’ Интеграллдшда x o c i i . i буллдшаа узгармас макдорлар бошлаатч 
inapbiap iaii фоаддлданб гоааладн.

Тузалша дпффереаааал 10111 ламаларнаш Гкшиашпч aiapbiapim 
влаоаглап i ир\ ими очами аппклаиади ва азкшлспаа аома'ьлумлдр 
юаалада.

Масала ЛЬЗ. О тр  жас.м горпзонтга 30° бурчав оп ала огган саллаь 
юкаслмк б\плдб паспа гушади. Агар жасмшип le.unra бошдаагач 
ндагда 2м/с ia ic-ai булкта булса, жнем 9,6 М ii\ ша каача вакдда уиаш: 
т а а л с п п  

I '.чаш.
Жисмга га'ьсар эзувча кучларнша пупалаиааш чазмадд 

курсатами с

Юк харакатинанг дифференциал генгламасини дузамаз. Буншп 
учуа тугра чазикли харакатнанг дифференциал геагламасидан 
<|юйдаланампз.

d ~  х

m ^  =  F- ;
аа,,

т  —— = F ,.;
d t

чизмадан /•’, - 1\ - \ ( Лг = 0, /•/ = /’sinor = mg-sinа

d ' X
т — у  = me sin а

d r

d : x
^ Y  = ^ \ n a  (2Ю)

(210) ни шпегрлллаймпз



J ;  _  cJ,9, 

d t ’ dt
gsina

11УХ = gsina • d t  

<9V = gsina t + C, 
dx

: )  =  g s i n a /  +  f  ' d t

dx  = g sin cxtdt + ( \d t

r\ = gsina ■ + (,/-<' ,

(212)

С ,в а С 2 узгармас микдорларни аниадаимм. Бунингучун бошлаш им 
шартларни ёзамиз.

t = 0 х = х 0 = 0 -  3 ft = 2 м/с
Бошланшч шартларни (211)- ва (212)- тенгламаларга цуямиз:

С, = 2 С 2 = 0 б у  холда  9 f =  g  sin а  ■ / + 2

дг = gsina - у  +  2t

(213) дан t ни аникдаймиз.

9.6 = 9,8 0.5 — + 21 
2

1 9 . 2  =  4 . 9 / :  + 4 /

(213)

4,9/2 +4/ -  19,2 = 0

_ -  4-± ч/| 6 + 4 19.2 4.9 -  4 + V352
2-4.9 9.8

-  4 ± 19.6 15,6 , ,/, = -----------= -----= 1,6 сек
9,8 9.8

t = 1.6 сек

ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР.

1. Нукда динамикасининг дифференциал генгламасини ёзинг?
2. Динамиканинг биринчи масаласи кандай ечилади?
3. Динамиканинг иккинчи масаласи цандай ечилади?
4. Бошлангич шартлар деб нимага айтилади?
5. Интеграллаш узгармаслари цандай аницланади?
6. Дифференциал генгламани кдндай холларнинг бирида 

интеграллаш мумкин?
7. Куч узгармас булган холни айтинг?
8. Куч масофанинг функцияси булган холни айтинг?



9. куч вакшинг (jniiKiiiwni пул ran холни am ши 1
К), куч nyKia гезлпгшшпг функцияси оу.паи холни ail 111111?

69-§. МОД/ДИЙ НУК.ТА НИСБИЙ \AP \k  \ ГИНИ1П 
ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНЕЛАМАЛАРИ. КУЧПРМА BA КОРИОЛИС 

ИНЕРЦИЯ КУЧЛАРИ.

M o ,v u m  н у к т а н и н г  и и с р ц и а л  б у л м а г а н  с а н о к  c m  г е м а с ш а  п н с б а г а н  

v а р а к а !  п н и  г е к ш п р а м н  г Ф а рал  к и л а й л п к , м а с с а с н  m  га геш  б у л г а н  А /  

1 1  v к I а o n  p o p  О х \ /  с а п о к  с п с т е м а с и г а  н п с б л ы н  чарлкл i л аи с'и и  Ьу  

| н с т е м а с п н и н г  у л н  х а м  б о ш к а  б и р  и н е р ц и а л  O i \  у,/.: с а н о к  с и о е м а с и г а  

м п с б а т а н  м а ъ л у м  к о н у н  а с о с и д а  х а р а к а г л а н а е п а п  б\ iciim. М н у к га га  

х у й и л г а н  а к т и в  к у ч л а р н н н г  г е н г  т а ъ с и р  л х и ч п с н  /■ б о 1 л а н п ш  

р е а к н и я с и н и н г т е н г  т а ъ с и р  л у в ч п с и  V га т еш

бунда w  нукганшп абсолют тезланшпп Те зланишларнп кушинт 
1еоремасига кура, нуктанинг абсалюгтезланншп.

139-расм.

Ньютоннинг иккинчи конунига асосан: 
m w  = F  +  N (214)

I I  =  1Г> +  [f С' + В I

(214) ни (215) га к.уйсак
m W г + nill'c  +  m W к =  F  +  N  ёки (216)

(217)

(215)

оу ерда векторлар мос равишда кучпрма ва
корполпс инерция кучларн ва уларни куиида! п,: < >о п план мил.

F " -  m W r ,  Fkn = - m i l

(218) пи (217) га куямш
mil’, = F  + N + F, +Fk (219)



(219) тенглама моддмй ii\’kiл нисбин харакатпнпш дифференцнл 
тенгламасининг век i ярлп курмшннм дейилади. (219) ни икки гомонини 
O x y z  координата \к мрша проекция, таймиз.

т х V, + Аф + /д
ту =  i  - v  -  /-; 

mi = /•'. - Л . + / . + /
( 220)

(220) нукта нпебпй каракал и дифференциал генгламасиниш 
координата укларнда i п нроекппяснни пфодалайди. Купи д а т  хусусии 
Холларни куриб чнкамиз.

1. Кузгалувчп санок снстемасм илтарпланма харакатда булсин У 
холда к;. =о, /•, =0

Моддий нукта нпебий харакатинингдифференциа/i тепгламаси
mJTr =  F  +  X  +  F 1' (221)

курмнишда ёзиладп.
2. Кузталувчп санок система илгарилама ва тутри чизикли теш 

улчовли уаракатда бёлсин.
ну -  О H't =  О J-] = 0 , !■] -- 0 булнб дифференциал тенглам.1

кун идагича езилад11.
m W , =  F  +  N  (222)

3. Нукта кузгалувчи санок системасига нисбатан гугри чпзикли на 
тент улчовли .харакатлансин ($г = const) vr =0 булиб дифференциал 
тенглама куйидаш кУринишда ёзилади

F  +  N  +  F  + F k =0 (223)
4. Нукта кузкалувчи санок системасига нисбатан тинч холатдл 

булсин. Бу холда Vc = 0, Wr = 0 Fk = 0 булади ва дифференциал тенглама 
куринишда ёзилади

F + N + Fe = 0 (224)
Яъни берилган куч л ар, реакция кучлари ва кучирма инерция 

кучлари хар онда ум аро мувозанатланади.
(224) - тенглама моддий нукта нисбий мувозанаг тенгламасиниш 

векгорли куринишннп пфодалайди.

ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР

1. Нуктанинг ши бнп ва абсолют дифференциал тенгламалари 
орасида кандан фарк бор?

2. Кучирма инерция кучлари кайсп формула билан топнлади?



X  Кориолис инерция кучлари к а Гии формула бплан гопиладп? 
t. Класспк механиканпнг нисоннлик припцитпшнг мохияi и 
пимаднп нбораг?
fv Кандан < анок системасига ■ ч-рцпал сапок спс юмасн дейидадп 
(■>. Кандан санок, системасига пперциал бх лмаган санок сисгемасп 
дейплли?
7. Качен ну к га писонп мувозгикпда булади?
8. Ыукганп кандай харакаппа нпебпй харака! дейилади?
9. Нуктани кандай харакаппа ксчирма харакаг дейилади?
10. Нукганп кандай харакаппа абсолкп харакагдейилади?

70-§. НУК,ТАНИНГ ЭРКИН ТЕБРАНМА ХАРАКАТИ.
ГЕБРАНИШ АМПЛИТУДАСИ, ФАЗАСИ, ЧАСТОТАСИ ВА ДАВИ!

Taonai ва гехникада гебранма харакатлар жуда куп учраидм. Хар 
цандай пншоот ёки машинанмш таркибига кирадигаи барча кисмлар 
мал,лум даражада эластик булганидан тебраниш кобилиятига эгадир. М  

нуктанинг эркнн гебранма харака гини текширамиз. Фараз кила йл и к О 
пук га М ткганинг мувозанат холаги булсин. Нуктани О пукгадан х 
масофага одно бориб куйиб юборилганда, v я на мувозанаг хода i ига 
кайгпшга пнгилади. Нукгага хамма вакт мувозанат холатига караб 
йуналган / кучи гаъсир килади. Бундай кучга каптарувчи куч дейилади.

М нукта харакатининг тепгламасини анпклапмиз. Бунинг учуй О 
нуктани координата боши кплпб \ Укипи у гказамнз (140-расм).

0 F М х

140-расм.

Кдйгарувчи куч модулини топиш формуласп
F = cx

Бунда F - кайтарувчи куч,
с - пропорцноналлик коэффициента, енппг бпрлигн кг/см, н/м, 
х - т  кганинг мувозанат хода i ндан четга чикиш масофаси. 
Кайгарувчи кучни х укидагп нгоекцияси

/  =-F F\=-c.\



(-) шпора кашарувчп кхчппш кмшкка писбаган тескари 
йуналишида эканлиппш б и л д и р а д п .

М нхкта харака 1 п и ш и  д11<]»j>. . ■ пцпал юмгламасини тузамиз.
( /  V ( / ' А

I I I  > II I  .  =  < \
J r  .It2

V C .Y
I I I  ,  - r  =  0  

, I t  I I I

d x iv 
J r

0
dr

= 0 - Dii.iai. пелгплапмпз.

\ ~ k 2x = 0 (225)

(225)- формула эркин тебраима .царакатнинг диф ф еренте 
тенгламаси.

(225) -нпнг умумпй ечимпнп гоиамиз. Бунинг учун характернейд 
тенглама гулам из:

г2 + к2 = 0 (226)
(226) - тенглама (225)- ни тавсифпй тенгламаси

г2- - к 2 r . : =±f-k{ = ±ki
п = ki г: = - ki

Дифференциал генгламаларнинг назариясига асосан (225) и 
умумий ечими куйидашча булади.

х =C,cos kt + C,sin kt (227)
Бу ер да О , С 2 ихгиёрий узгармас микдорлар: Ci ва Сг ларни топниi 

учун бошлангич шарглар берилншп керак.
I = 0 у = .у„ и  = и„

(227) - дан вакд буйича х;осила оламиз.
Vx = х - С. ksinkt + С kcoskl (228)

(228) - билан эркин тебранма харакаг к,илаётган нук/ганинг тезлшм 
топилади.

t=0 ва х=хо ларни (227)га куямиз, у холда Ci=xo 
t=0 ва и=ио ларни (228) куямпз.

V«=C:k, С \ =
К

Ci ва С’ ларнинг кийматларппп 3 га куямиз.
Г' .

X  =  A , C O S  I d   S i l l  K t
к

(229)

(229) -тенглама дам М нукташпн харакаi генгламаси булади. 
(227)- ни бошкача куршшшга келтирамнз.



Ci Вс) С: ларни урнига япгп а па а  кичпк уиармас микдорларпп 
к и р ш а м и  i. nv.iap орасида куйпдашчл богланпш нор

(  • Ч П ( /  •

(230)

(230) ни (227) га куппб купи к . пни .косил килами г
х  =  «sin г /  c o s  ki  +  a c o s  a  s i n  Ал

v -  a  sin Ki -  и )  (231)
(231) хам (225) шш гечими 6 v . i a . u i .

Физпкадан маълумки (231) - к*;и.ia.ua т м а п п ш  гармониктебрапма 
чаракааш и п и  l e i i i д а м а с и д и р .

Де.мак, пхкганннг цайтархичи к у ч  игьсиридагп зркнн гебранма 
харака™ гармоник тебранма харакагдан нбораг булади.

Бунда, а - тебраниш амплптудасп.
Нукганп мувозанат холашдан ли капа масофага опиши а 

нуктанпнг амплш удаси дейилади. k t + a  тебраниш фазасп.
Тебраниш фа за си нуктанпнг t вакгдагп вазпягмни ва каисп 

гомонга караб харакат килишпнп курсатади. к - циклик частота 
(доиравпй такрорлик). к нуктанпнг 2д секундда гула тебранишлар 
сонини курсатади.

Нукганп гула бир марта тебраниш учун копан вакгга тебраниш 
даври дейилади.

im 

\ с '
(232)

(232)-тебраниш даврини тогшш формуласн а  билан (а) ни 
аникдаймиз. Бунинг учун (230)- дан фойдаланамиз:

Гг - Г \  = а 2

( , ' + ( s“ - \ 1 I
г, ва г, ларнинг кийматинн куямпз.

а -  , .V; - (ЭЛ
lv

(233)

(233) - Эркин тебраниш амплн i удаспнп гоипш формуласн.
(230)- ни бир бирига булами г

С

Х\

tga ALT,

,9,
(234)

Бунда а  - бошлаигич фаза (234) билан а  ни анпклаймиз



х

■*

141-расм.

Кдйтарувчи куч таъсирнда iivkia кплгаи тебранма харакатига 
эркнн гебрамма харакаг •депмлпди.

71-§. НУКДАНИНГ СУНУВЧИ ТЕБРАНМА ХДРАКАТИ. СУНИШ 
ДЕКРЕМЕНТ] 1. АПЕРИОДИК ,\АРАКАТ

М  нукда тугри чизицли харакаг к,илади. Бу нукдага F  кайтарувчи 
куч на R к,аршилик кучи таъсир цилади. М нукда харакатиниш 
дифференциал тенгламасипп тузамиз. Буиинг учуй М нукда мувозанаа 
холатини кордината бошп деб оламнз (142-расм).

О F R М V х

х

142-расм.

Кдйтарувчи кучнинг модули F  =  с х  

Бу ерда с - пропорционаллик коэфициенги 
Кдршилик кучининг модули R = //.9 
Бу ерда ц  - коэффициент 

9 -  нукда тезлиги
Кдршилик кучининг н\ налпши тезликка тескари булади.

_ dx
R  = ~ li9  ; R  =  -ju x  .9 = д: = —

dt
M  нукда га 

йигиндиси
таъсир огувчи кучларнинг проекциялариниш 

.V = - F  - R  =  - c x -  f t 9

ЛТ нукда харакатиниш шфференцпал генгламасини тузами:;;



cl'
111 - = -cx  -  их

d r
</111 . 4 CX ;7V =0 m ia  Пулами»
d r '

d~ с и---- + — V 4- — V
C 2 / '  ,  , = 0 —  = K -  2/r

d t '  m in m m

с/;
4- 2bx + K zx = 0 eKII x  + 2 bx + /f \ r  = 0

d i:

(235) - формуласп супувчп шбранма харакатшш: шфференцпал 
генгламаси

(235) - ни умумий ечпмшш гопамиз.
Бунннгучун характеристик 1енглама тузамиз.

?: + 1ЬЛ + к - = Ц  (236)
(236) - формула (235) ни характеристик генгламаси. (236) ни ечамиз.

л, 2 = -ъ ± 4 ь -  -к~
я, = - ъ +4 ъ 2 -  к 2

/ . - >  ■  b  — \ Ь ~  к  '

(236)- тенгламанп и.ъшдизларн булади.
Энди куйндаги холни кури о чикамиз.
1) к>Ь (каршплик кучи кичик булган ,\ол).
Бу холла характеристик теш лама илдизлари кунидагича булади.

Я, =  - Ь  +  у [ -  ( v : -  Фу) к 2 -  Ь2 =  к 2 

A, =-b + -J-/с2 =-Ь + ду Л, = -Ь + кп /. , = ~b -  K.i
Характеристик генгламани илдизларига кдраб (235) ни умумий 

ечилиши ёзамиз.
х  = е‘*'(С| cosку / + С2 sin лгу) (237)

(237) - формуласи (235) нинг умумий ечими булади 
С, ва с", ихтиёрий узгармас миздорлар.
Бу узгармас миадорларни топиш учун бошлапгич шартлар 

оерилган булиши керак. Бошлапгич моментдаги т  к и  коордимазаспга 
ва унинг бошлапгич тезлигига бошлангич шарглар деппдади.

1 = 0 х = х, 9 = S„

(237) - тенгламадан вак! буйича хоснла олиб nvKia i един in in 
юпамиз.



,9r = ' = hl(c, cnsAy C'-, sin aTj/) c '.v, sin л.-,/ + (фг, cosA-y) (238)
dl

(238) Г)и.1ан пума re i nn и гопиладп. 
i -O v v, ларпп (237) га куямпз, C v 
i = 0 ,9 - ,9. Ларин (238) га куя м из, v \о г ;

'% = | -г (За б\ ндан:
,90 + />С, .9. - Л.г0

А‘| V

<. на с. ларнппг кппматни (237) га куямпз
/  9  + Ьх, }х - с v(,co s*y+ - sin ас" | / (239)

V ‘ л7 )
(239) - формула М нукта кара катни н г тенгламасини ифодалайдп.

9„ = 0 булса,

Ь . )
COS А ,/ + — Sin A,/ j к\ рпнгпипп оладп. 

к \ )
(237)- ни бошкача куринишга келтирамиз.
Г, ва С, ларни урннга а  ва а  кнчик узгармас микдорларпп 

киритамиз.

с 2 =  acosaj
(240) ни (237) га куя м из.

х  = ае~ы sin(/c,/ + а )  

t  —> со е  h' —> О

(240)

(241)

I  °о .V —» О яъни харакат сунади.
(241) тенглама с\'нувчп тебранма харакш генгламаси. 
Математикадан маълумкн

isin(jr,/ + £()j < 1 X =  н с " '  

j.vj < |oe,',”j д- =  - а с  "



(унуичн гебрапма харакатнинг даврп куйидагига ими

V l \ А  - Л ’

Л сунувчи (еораима харакат амплшудасн

I г.амдаш амплтуда л, га теш
ыа , ае

' ~ I вамдагп амплитуда
1, =  ае = ас с - а,с  ■ . I - а.е 

I +  27 вакгдагп амплитуда
4  =  ■-1:<■'

,1с мак,
А ■ ае hi

А.  =  а с -/

. I-., -  а с hi

Ап =  « п >е-м
4емак сунувчи гебранма xaparai амнлшудаси камаппб борувчи 

геометрик прогрессиями ташк,ил кидали
Бу прогрессия махражига ф ш ш  декремент делила,ш. С\нпш 

декременгшшнг иккала кисмидан начурал логарифм одами г 
1пО = 1п е ‘" = - Ь Т 11пе = -Ь7:*\-  Ы I п IJ = Ы D = с

2) и > к (каршилик кучи катта булган \ол)
Бу ,\олда чавсифий генглама илдп.пари хакикий сои б\ ладп

Ь2- к 2 = г  
Л, = -Ь + /• = (Ь - г)

А, = -Ь -  г =  - ( />  +  г)
(235) - тенгламани учун умумий ечими к\'йидагича бУладм

x  =  { c ]e  (h r)‘ +  c : e {* r) l ) - l  hl (242)
/ >/ .v 0 га ппгилади (242)-ниш графмгп куймдагмча б\ кип



144-расм.

Кдршилик кучи капа булган холла нукта апериодик харак.и 
килади

3) в=к булса А, = Л2 = - Ь

Тавсифий тенгламанинг илдизларп пир бирига генг буладп. Ву 
холда хам нукта апериодик харакат киладп.

ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР

1. Нукта кандай куч таъсирида эркин тебранма харакат кнлади?
2. Нукта эркин тебранма харкатининг дифференциал тенгламасннн 
ёзинг?
3. Эркин тебранма харакат теигламасини ёзинг? Унииг графипиш 
чизинг?
4. Эркин тебранма харкатнинг даврн кайси формула билам 
аникланади?
5. Эркин тебранма харакат амплигудаси кайси формула билам 
топилади?
6. Эркин тебранма харкатнинг часготасн даври, амплигудаси ва 
бошлангич фазасп кандай факторларга боглик?
7. Нуктанинг кандай тебранма харкатига сунувчи тебранма караказ 
дейилади?
8. Сунувчи тебранма харкатнинг дифференциал тенгламасннн ёзинг?
9. Сунувчи тебранма харакатнинг конуни кандай ёзиладп? Унииг 
графигини чизинг?
10. Сунувчи тебранма харкатнинг даври кайси формула билам 
аникланади?
11. Апериодик харкат деб кандай харака гга айтилади?



72-§. НУК.ТАНИНГ МАЖБУРИЙ ТЕБРАНМА \ЛРАКЛТИ. 
РЕЗОНАНС ХОДИСАСИ

М а с с а с п  m  га г е н г б у л г а п  А /н у к т а  т у г р и  ч п ш к л н  \a p a k a i  к и л с п н .

1>у н у к т а г а  / к а й л а р у в ч и  куч ва О к у ч и  т а ъ с и р  к н л а д и  (1 4 5  р а е м ) . О 
к у ч и н и  х  у к п д а г н  и р о е к ц и я с и  к у п и д а г и г а  тен г:

О , = // sin pt

О__________ К М О X

______х_____

145 -  р а е м .

О - у й т о т у в ч и  куч , б у  к уч  д а в р и й  р а в и ш д а  м и к д о р  ва й у н а л и ш и н н  

v и а р т и р и б  г у р а д н .

Н - у й г о г у в ч и  к уч  а м п л и г у д а с и  

р -  у й г о г у в ч и  куч ч а с т о т а с и

А /н у к т а  у а р а к а л  т е н г л а м а с и н и  т о п и ш  к ер а к . К д й г а р у в ч и  к у ч н и н г  

м о д у л и
F  =  с х

М  н у к т а г а  т а ъ с и р  к и л у в ч н  к у ч л а р н и н г  х у к и д а г и  п р о е к ц и я -  

л а р и н и н г  й и п ш д и с н

х  =  Q x -  F x ~  Н  s in  p i  -  сх  б у л а д п .

М н у к т а  кар ак ал  и н и н г  д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а с и н и  а н и к л а й м и з .

d'x ,, .т — - = Н sin pi -  сх 
di­

et1 х с H
— г  + — х  = — sin pi 
d r  in m

c = v 2; —  = h д е б  б е л г и л а й м и з .
in in

+ k ' x  = hsm pi (2 4 3 )
dr

( 2 4 3 ) -ф о р м у л а  м а ж б у р и й  т е б р а н м а  к а р а к а т и н и н г  д и ф ф е р е н ц и а л  

г е н г л а м а с и  д е й и л а д и .

(2 4 3 ) н и  у м у м и й  е ч и м п н и н г  к у й и д а г и  к у р и н и ш д а  ё з а м и з .

х  =  х, + х 2 б у н д а

х, (2 4 3 ) - ч а н  т о м о н и н и н г  у м у м и й  е ч и м и , ял,ми:

d2x ,
, -- к  х = 0 т е н г л а м а н и н г

dt1
х ,  =  С , cos к1 + С \  s in  к!



v,(243) ниш \\ч лчпп ечимп.
.v,ни куйидагп курнпишда сзамиз

.V, l l s ' m p l  (244)
Коэффициеш И пи тонши учуп (244)- дан вак1 буи мча 2 марм 

хосила оламиз.
лд =  Bp  COS pt

х .  =  ~ В р ‘ sin p t  (245)
(244)- на (245)- пи (243)- га кУямпз;

lip sin р' \  Bsin pi - /?sm />/ 
sin pt га кискарч прамиa

-  Bp~ + к 2В = И

в(к~ -  р 2)=  h

в = Л  ,
к-  -  р

В нингкиймагини (244)- га куямиз
h

г  sinpt

л = С, cos ю + (Л sin к! + , sin pt
к- — р-

(246)

(246) - нукта харакат тенгламасидир.
(246) дан вакм буйича бир марта хосила оламиз на нуктаниш 

гезлигини топамиз.
—  = 9  -С, v sin ш  + С ,k cos А/ я—J 1— ,-cos pt (247)
dt " к~ -  р~

Нукда уйготувчи куч таъснрида мураккаб тебранма харакат 
кдыади. Бу харакат нинг биринчи кисми эр кин, иккинчи кисми эса 
мажбурий харакагда булади.

■V, = — rsin p t  (248)
к - р -

P=k булса, В Л  =  с о булади.

В = ос булса резонанс ходпсаси руй беради. Эркин тебранма харакат 
частогаси мажбурнй тебранма харакат часготасига тент булган холга 
резонанс ходисасп дейплади. Унинг графиги куйидагпча булади.



И

Но_. B_ _ J

й" ' ’-M'
Y  = n ' '/-Динамиккоэффициент. 

- = Оёкп р  = о ;; = 1 га тенг булади.

h
¥

Р
к \ ; р  = к I) = те

Уйготувчи кучпи такрорлиги Р =0, Р = К  гача узгарса, 
коэффициент 1 дан да гача оргади.

графиги

динамик



ТАКРОРЛАШ УЧУП САВОЛЛАР.

1. К,амдай харакатга мажоурий г е о р а п м а  харкат деиилади?
2. Мажоурий георапма харака i дифференциал геш ламаспип сипи
3. Мажоурий георапма харакатшнп х мумпнечпмшш ё:шнг?
4. Мажоурий георапма харака) часютлси кандай ё.шладн?
5. Мажоурий тебранма харакаi даврп камлай ёзплдаи?
6. Мажоурий 1ебранма харакаi амп.ппудаси каидай факторларга 

ООГ'ЛИК?
7. Динамик коэффициент нима?
8. Динамик коэффициентшшг графики каидай будади?
9. К,ачон резонанс ходисаси содир будади?
Ю.Мажбурий георапма харкатнпнг генгламаси на графиги резонанс 

ходисаси вактида кандай бу.тадп?

73-§. МЕХАНИК СИСТЕМА

Бир нечта нуктадар (жисмдар) гуплами берилган булснн. Агар б\ 
тупламдагп хар бнр нукташшг (жпсмпшн) харакаш бошкаларнши 
харакатига ва вазиятнга боглпк булса, бундам нуктадар (жисмдар) 
тупламига механик система деиилади.

Масалан: автомашина, крпвошик шатун механпзми, куёт
системаси ва абсолют катгик жисмдар мисол будади.

Демак системами ташкил кнлувчп жисмдар доимо бнр-бпрша 
таъсир килиши шарт.

Системага таъсир килувчи кучлар 
Системадаги жисмдар фазода ихгиёрнй тамонга караб харака! 

кила олса, бундай системага эркин система деиилади.
Масалан: К,уёш системаси. Системадаги жисмлар харакаш 

чекланган булса бундай системага -эрксиз система деиилади.
Х,ар кандай машина ёки механизм богланишдаги системага мисол 

була олади. Богланишнинг системадаги жисмларга курсатадиган 
гаъсирига -  реакция кучи деиилади. Эркин ва эрксиз системага таъсир 
килувчи кучларни иккп гурухга ажрачамиз :

/ .  Т а ш к ,и  к у ч л а р  2 . 11ч к п  к у ч л а р

Система таркибнга кирмаган жисмларнпнг системага курсатадиган 
гаъсирига ташки кучлар деиилади.

Масалан: Автомобидни бирор система деб карасак, автомобилга 
таъсир килувчи куч -  ерниш тор: ч кучи хавонинг каршилиги К,



11111 КЛ Л Л П  11 III K V 4 II  /' lid  е р Н Н Н Г  Н О р М с Ы  р в с 1 К |Щ Я  кучи 5 I d l l l K I l  Т У Ч . Ы р Ы

Mill ел буладп ( 147-рлсм).

лм

7 7 7 7 7 /7  

P
'147-рлсм.

CiKK'Md.i.di ii жпсмларшшг бир-бпрша курс.) тадигаи таьс пр п  пчкп 
к\ чллр деиилади.

Га i.iapiiiiin норшеига, iiiaiyiiiiiiiu налга гаьспрп пчкп к у ч  ы  pi а 
мисол буладп. Система гаъсир килувчи ташки кучларни / билли, 
пчкп к\ чларии I' — билан белгилаймпз.

Системага таъсир килувчи пчкп кучлар икки хоссага на 
/  - X occj: Системага таъсир килувчи барча ичкн кучларпшп 

геомегрпк йигпндпси ёки бош векюрп мол га тенг.
И с б о т :  Визга п  га нуктадан ибораг система берилган о у л с п п . Шу 

спсчемада империи Mi ва М 2 нукгадарнп одам из. Нышонннш III- 
копуипга асосаи бу пукталар бир-бирнта модуллари жпхатндан ieiii 
бСпаи ва бир гугрп чизик буйлаб тескарп юмопга непалкам к у ч  билам 
гаъсир кпладп. M i иукта М 2 ну к га га / к у ч  билан птьспр лса. М :  

пукта аса M i  иуктага /•': куч билан таъсир кпладп.
/-■ = -/с
г :  +/•;' =а (249)

(249) ни системадаги хар бир нукга учун ёзиб кушиб чиксак 
кунидаги хосила булади:

^/>'=0, к = 1.2....и (250)
I I  -Х о сс \т . Сиоемадаги барча пчкп кучларнинг ихгиёрнп иуктага 

ёки \кка нисбазан олпнган моментларпшп йигиндиси нолга юнг 
Ички кучлардап 0 иуктага иисбатан момент олсак (148-расм).



ma(F,') =  - F t h

т„(й) = -г:и -~y;h 
«»(/•;') = o

(251) ни \ap бир нукда учуй ёзиб хадма-хад кушсак кунидаги хоспл 
булади.

Х '”о(^') = 0, а- = 1,2....« (252)
Бу хоссалардан ички кучлар узаро мувозанатлашади дегап хулосаы 

келиш мумкин эмас, чуики ички кучлар сисгемадаги хар бир жисмга 
к,уйилган. Демак ички кучлар таъсирида сисгемадаги жпсмлар бир 
бирига нисбатан харакат кпладн.

Системанинг массаси, массалар маркази ва унинг координаталари.
Сисгемадаги нукдаларнинг ёки жисмларнинг массалар 

йигиндисига системанинг массаси дейнлади.
М  = /и, - т, +... + т„ = ^ тк (253)

бунда М  - системанинг массаси. m i,  m 2, . . . ,  Ш п- сисгемадаги нукдаларниш 
массаси.

Массалари п и ,  m 2, . . . ,  т „  га тенг булган п га M i ,  М 2, . . . ,  М „  

нукдалардан тузилган система берилган. п , / л , . ш у  нукталарниш 
радиус-векторлари булсин (148-расм). Вазияти г,- радиус-вектори билан 
аникданадиган геометрик С нукда системанинг массалар маркази ёки 
инерция маркази дейилади.

r = Z m kr k , к = 1,2,...и (254)
с М

(254) ни координата укларига проекциялаймиз;



i-v;
\ l

к 1.2. и

M

\l

(255)

оунда x,, ц, Zc> - лар массалар маршншим коордппаlaiapii оплаи 
юипладп. Массалар марка.ш сисгемадл! и млалларнпш жопллншшиии 
i анснфлайдп. Агар с и с т е м а  иккпта nvKia дш nnopai белел, (255)- 
купндашга ienr;

W..V, + //7-, л-, л . = 11 - '
n i ^ m 2 (256)

///| V, + п и  V,Г,- '• ' -
/77, + /7/ ̂

m z | -f- ~2

//7, +/77-,

74-§. К.АТТИК, ЖИСМНИНГ УК.ГА НИСБАТАН ИНЕРЦИЯ 
МОМЕНТИ ВА ИНЕРЦИЯ РАДИУСИ

Визга z  уки на массаси т  га тенгбултан Д/ихма берн пан булсин. 
h -lV l I iv к, гада н z  укгача булган масофа (150-рам).

Нуктанинг массаси билан шу нуктадан укгача булган масофа 
кнадраги купайтмасига укга нисбатан нуктанпш инерция момент 
дейилади. m t f - M  нуцтанинг z ук,к,а нисбатан инерция моменти 
дейилади.

7 А

150-расм.

Таърлф: Жисмиинг бирор \'кта ипсбатн инерция моменти 
жпсмдаги барча нукталарниш шу укы ннсбатн олииып инерция 
момеш ларининг йигиидпсига тенг;

/- = //7,//|2 т m2hl + .. + ///„//;’ / mil (257)



Бунда h  жисмнинг z  ук,га нисбатан инерция моменти. Инерция 
момента жисмдаги массаларининг жойлашишини гавсифдайди 
Инерция момента мусбат сколяр катгалнк. Инерция моментимиш 
улчов бирлиги к г м 2. Система - нукталаринннг массалаларини уккача 
(нук,та ёки текисликтача) булаган масофалар квадрата купайтмасиниш 
йигиндисига тенг сколяр капалик мос равишда сисгеманинг укка (нуцта 
ёки гекисликга) нисбатан инерция момента дейиади. Нуктага нисбатан 
инерция моменти кугтнча кугбга нисбатан инерция моменги деб 
аталадн. Агар z  укка, 0 нуктага ва П текисликка нисба тан снстеманнш 
инерция моментларини L , Inna In  билам белгпласак,

/.- hl -  I n = l r n nd'- (257')
формула уринли булади. Бунда т,, система ■'/* нуктасинннг массасини, 
hfl, rk , с^п лар М к нуктадан z  укка, 0 нуктага ва П текисликкача булган 
масофаларни ифодалайди.

Жисмнинг ук.га нисбатан инерция моментини куйидаги формула 
бнлан кисоблаш мумкин.

J, = т ■ pi (258)
Бунда т -  масса.
р -жисмнингинерция радиуси.

Жисмнинг массасн тупланган нуктадан ч кгача булган масофага 
инерция радиуси дейилади.

(259)

75-§. ПАРАЛЕЛ УКДАРГА НИСБАТАН ИНЕРЦИЯ МОМЕНТИ 
ХАКИДАГИ ТЕОРЕМА

Жисмнинг х;ар хил укларга нисбатан инерция моменти кар хил 
булади.

z  ва z i  укларга нисбатан инерция момента куйидагига тенг.

J . = ^ m h 2 (260)



151-расм.

Жисм бери,паи булсин. Жпсмда ихтиёрий Л/нуманн оламиз (151
раем).

Жисмнинг массалар марка.шни координата бомш килпб оламиз. 
zi//z укига х//х булсин. л; у ,  z  М  нуктани с х у г  системадаш 
координатадарп. Бу координагалар орасидаги богланштши куйидагича 
ёзамиз.

(261) ни (262) га куямиз. У холла
/ = ] T m ( / r - 2dy + d :) = Y m^1- 2 с / ^ т у  +d ' ^ m  

! =/г жисмни z  укига нисбатан инерция моменти£w =  А/ жисмнинг 
массаси.

С  нукта координата боши булгандиги учун унинг координатаси 
иодга тенг булади.

(263) формула параллел укларга нисбатан инерция моменти 
,\ак,идаги тенгдамани ифодалайди.

Т е о р е м а :  Жисмнинг массалар марказидан угу вин ук,га параллел 
булган бирор ч'кга нисбатан инерция моменги массалар марказидан 
утган укга нисбатан хисоблаиган инерция моменти бидан жисм 
массасининг inv vx. гар орадиги квадрата купайтмаси йигнндисига тенг.

.V = л-,; v = d + г, бундан у, = г - d
h  ва /;; лар М  нуктадан z в a z i  укдаригача булган масофадар. 

Расмдан / г  =, Р  * о. л/ = к i f  кийматларини куйсак
И2 = .г: + ( v -  d ) 2 =  .т2 + у2 -  2d y  +  d 2 =  h 2 -  2d y  + d  '

>: =Z"'/''2
(261)
(262)

,6i



76-§. СТЕРЖЕННИНГ Ш (EPI U1Я МОМЕ11TI1

Массаси т  и ,  у т и ш и  /  т  н т  лап пир жннслн мпшчка 
сгерженнинг бирор учпдан vino ciерж ет .. перпендикуляр булган / 
укга писбатан инерция м о м е н т  \исоп тлнпн

/

/ / / / . ' У
у dv

152-расм.

Сгержендан элеменгар булакча оламиз. Элеметар бУлакча 
массаси d m -yc ty

у  -  бир бирлик узунлик массаси ёки зичлиги
г . у е

"* '•) '  S
I | h \!т  Ji 'y d y  = у j\ T/v

Сгерженнинг массаси »; = у
т  ,  " . .  ,  » / / ;' = : /. = еки / = —- (264)

Сгерженнинг огирлик марказидан угган укга нисбатан инерция 
моментини кисоблаимиз. Бунинг учуй иараллел укларга нисбатан 
инерция момента какидаги теоремадан фоидаланамиз.

С = /, +«'ф2; - /. +m i2

, ml' ml2 ml2 , iniJz = —  = —  Демак, J. =- -
3 4 1 2  12 (265)

77-§. ХДЛКДНИНГ ИНЕРЦИЯ МОМЕНТИ

Массаси М  га радиуси R  га тенг булган халканинг марказга 
нисбатан инерция момента кисобланепп, Халканинг массалари mi, 
m2...mnra тенг булган бУлакчаларга булампз.

Jе, — m^R2 + пиR- -+■ пиR +... + ntnR' — /?"(/;; пи + т-, -г.. ■+■ mtl}



78-§. ДОИРАВИЙ ДИСКНИНГ ИНЕРЦИЯ МО ME HI И

Массаси М га радиусп R га генг булган доправий дискншп 
марказга нисбатан инерция моменти чисоблансин.

Днскдан радиуси г ва калпнлигн dr булган чалка одами л.

А) Б)
154-расм.

Халканн массаси d m = y d F , бунда у-1  к в  бирлпк юза массаси, d F -  

элементар юза.
Халканн узиб чузсак, стерженга ухшаб колади.

dh = ljuxir dm = у 270-dr
R R 4

Jt / = ^h2dm = ^r22m-ydr = 2лу jr'dr = 2тгу j*
г о о 4 2

nz m MR-
' "  =  /  7 = VrT C/ = _  2

ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛДАР.

1. Механик система деб нимага айтилади?
2. Ташки куч нима?
3. Ички куч нима?
4. Ички кучлар кандай хоссага эга?
5. Системанинг массаси нима?
6. Массалар марказининг координатаси кандай анпкланадн?



7. Кдтгик жисмниш ум а ннсбатап и н е р ц и я  момент деб hhmhi  а 
а шплади?

8 .  Инерция радмусн кандап ю п п л а д п ?

9. 11араллел У к л а р г а  н п с б а г а н  ин ер ц и я  момент чакндат 
шоремани г а ъ р н ф л а н г ?

10. Сдержен, ч а л к а  па д о п р а ш ш  д н с к н и ; п  инерция м о м е н т  к а н д а п  

анпкланадн?

79-§. КУЧНИНГ ЭЛЕМЕНТАР ВА ТУЛА ШЛИ

Кучин бнpop пУлда жпсмга курсатадшан гаъснрннн iaer.iip.iani 
учун кучнинг шин деган т н у н ч а  кнригилади. М нукта /■ кучи 
таъсирида эгри чизпкли траектория бУйича чаракаглапиб Ми дан Mi 
гача кедсин. F  куч узгарувчан F  кучшпнп MoMi пул да in (155-расм) 
ишпнм аникдаш керак булсин. Бунннг учуп MoMi иулнп элементар 
булакларга булиш керак. Элементар булакларда кучларнинг бажарган 
ишларининг йигиндиси кучнинг MoMi йулдаги иши булади.

Бунда d s-уринма устида жойлашган чексиз кичик элементар пул. 
Кучниш чексиз кичик э л е м е т а р  нулда бажарнш нпшга 

кучнинг элементар иши дейилади на dA билан белгиланадп.

М F t 9  г

dA = Fr ds (267)

Бунда, Fr -  F  кучининг уринмадаги нроекцияси.
</А-кулнинг элементар иши F  кучининг элементар иши деб, шу куч 
билан у куйпл ran нукда элементар кУчшпнинг сколяр кУпайтмаспга 
тенг. d A = F d r

F r  = F c o s a  d A  = F d s  c o s a

Кучнинг бажарган шли скаляр катталик. Кулиши Mo Mi 
йулдаги иши унинг элементар ишидан олинган интегралга тенг



i / ' * A ( 268 )
\/0

\  / k v i i i i m i i i i  М ■ \1 II \ 1 ЛЛ1 11 iv.bi и:!! 1 11 . Фара
/ - c o n s t  оулса,  (268)-дан:

М 1
A = F T 1г А /••- ■ S - / Сок г/ V

Г/.>
ч

Бунда S-пулппнг узуплпгп j , I S cos а

(2б9) билан узгармас К V 1 ПИ 111 шип 1 он плади

(284,

у т к н р  оулса, a  < 9 0 °  к у ч и п ш  и ш и  м у с б ш  б у л а д и .

а > 9 0 °  утмас оулса, k v i n n n i  ш и п  м а н ф и п  буладп.
Агар а  =  0 °  оулса, A = F S ,  а  =  9 0 °  д \  на, А=0 буладп Иш 

бирликларп: Нм, Дж.
Кувват

Кучнинг в а м  б п р л ш и д л  бажарган nmii ia кувват де ппл адп .  
Агар куч бир хил вакг оралигпда бпр хил ши бажарса,  

упипг куввати куиидагпча гоппладн.
А (270)

Агар иш узгарувчан оулса кувва i inv ншдан вам бупича 
олинган хосплага тенг.

... dA
dt

Элементар ишнинг кинматшш куисак 
f _ Fds cos а  

dt
п dSБунда I  ---- ге зли к.

dt

-  Fl cos a IT : FI cos a

(271)

(272)

80-§. ТЕНГ ТАЪСИР ЭТУВЧИ КУЧНИНГ ИШИ ХАКИДАГИ ТЕОРЕМА

Теорема: Тенг гаьсиг и у в ч н  к у ч н и н г  бнрор нудда
бажарган ниш ташкнл э п в ч п  кучларншн шу пулда бажарган 
иныарпннпг пигнндпспга

Исбот: М нукга F t I .1 кучлар мшпрпда Мо дан М гама 
келсин (156-расм).



j

I

M

156-раем.

Тенгтаъсир этувчи к\ч
К  ! (273)

(273) ни иккала кпсмпнп MnMi нуктадан утган ту|рн 
чизикка проекциялан м из.

R c o s a  -  Ft cosa, + F2cosa2 + ... + Fr cosa„ (274)
(274) ни иккала кпсм пнп S йулга купайтирамиз

R  ■ S  cos а  = [■] S  cos а ,  +  F2S c o s a - ,  +... + Fn cos a n S  

R S c o s a  = A. FtS  cosa, = A,

F2S co s  a, = ,  F„S cos «„ = An

A = A i+ A z + .. . .+ A  n (275)

81-§. КУЧ ЭЛЕМЕНТ АР ИШИНИНГ АНАЛИТИК ИФОДАСИ

Куч элементар ишининг аналитик ифодасини анпклайми »
Бунинг учун F кучини ташкил этувчиларга ажратами 1 

(157-расм).
F z , F y ,F z -  F  кучнинг гашкил этувчилари.
Элементар М М /  силжиш M A f = d S  координата укдари буйл.т 

йуналган М  нуцта d x ,  d y ,  d z  силжишларининг йигиндисига теш 
Шунинг учун F  кучинингс/S силжишдаги бажарган иши униш ташки \ 

этувчилари F x, F y , F z  ларининг d x , d y ,  d z  силжишдаги бажарг.ш 
ишларининг йигиндисига тенг булади. d x  силжиш факат Fx d x  га теш 
d y ,  d z  силжишдаги F y ,F z  кучларишшг бажарган ишини куйидагич,1 

ёзамиз. F y  d y ,  F z  d z

Кучм и элементар шип куйпдаги формула билан топилади (IV. 
раем).

с1А =F\ d x +  F y d y + F z d z  (2 7 6 )

Бу формула кучнинг элементар ишининг аналитик ифодасини 
беради. Кучнинг M o M i in ими бажарган шип унинг элементар ишид.ш 
олинган интегралга тент.

I66

\



! А j> * i </:) (277)I / ,/л

15 7-pa см. i 5 8 - p а с м.

Огирлик кучининг бажарган ими:.
Ошр.нпп / ’ га rein булган M  пума М дан X h  1ача ке.нпн Г  

огирлик кучини M o X h  Руддаги бажарган пшннп хнсоблаймп i ( О к ­

ра см).
Г  кучпппнг коордпнага укларидаги нроекпиясп \=П , v=0 , z =  / ’. Г  

кучпнпнг М  X h  йулдагн ниш. (277) формулага к\ ра.
I / ,  /-:

А - |  -РЫ1--Рfy/=-PZ\^ =~PZ\l =-l\Z /,.)■  !\/.. Z )- r p h
A t  У.

. 1 1- ^ 7 / ;  Л = + /7 ;

Бунда г г, = h
h  - M  нукданинг нергикал буйича юрган нули. Агар zn > z i булса V/ 

нукга юкорпдан пасгга гушади, иш эса мусбая оуладп.
Агар z t < z i  бу'лса М  нукда юк,орига кугарилади, иш эса манфпй 

Оулади.
A = ± P h  (278)

(278) билан огирлик кучининг бажарган мши топиладп 
Огирлик кучиншн бажарган иши плюс на минус ишорасп 
билан олинган куч мпклорпнинг вертикал буйича снлжпшы 
кунайтмаснга тенг.

82-§. ЭЛАСТИКЛИК КУЧИНИНГ БАЖАРГАН ИШИ

Г1р\ жнпадагп реакция кучшшнг ишппп хнсоблаймнз. Би ча бнр 

учи махкамланган пружина берилган. /  - пружипапи реакция к у ч и  и  

эластика и к к у чи .  П р у ж и н а  h масофага чузплганда / кучини бажа; 
ишинн г ли керак. bviшаг учун Л/нукгани коордпнага бона;
х укпни й у н а л т н р а м п з  (159-расм).



F  =  с х : бунда с -  пружипанинг бикрлигп, х  пружинами чУзплишн 
ёкп спкилиши, F  -кучпши координата укларнда) и проекциясн.

Х =  - F  Y = 0  Z = 0

/'’кучишшг h -  масофа.ип и ипш (277) формула га кура.
d r  
2

\ h т

А = f( l- )</.\ - f c.xdx = -с |  xdx -  ^

л = - с± : 2 (279)
Бу формула бмлан эластиклик кучини бажарган ниш 

тон илади.
/ / / / / / / / /

X , F,. '
М
М,
х

159-расм.

83-§. К,УЗЕАЛМАС УК, АТРОФИДА АЙЛАНМА Х.АРАКАТ 
К.ИЛУВЧИ ЖИСМГА К.УЙИЛГАН КУЧНИНГ ИШИ ВА

К.УВВАТИ

Агар жисм F, . l \ ,... Fx кучлар системаси таъсири,! i
к,узталмас z ук,и атрофида айланма уаракатда бу'лса, кутни 
айланиш укида оламиз; натижада d m  -  0 х,амда бурчак тезли* 
йуналган О Р  ва z  уцлари устма-уст тушади (160-расм) 
Бинобарин, курилаётган х;олда

d'A  = M l dq> (280.1)
формула уринли булади, яъни к,узталмас ут; атрофида айлапм > 
х,аракат к,илувчи жисмга гаъсир этувчп кучлар системасиншн 
элементар иши мазкур \'к,га нисбатан кучлар бош моментппшп 
жисм ук атрофида айланганда элеменгар кучишдаги шиш ' 
тент.

Бу *олда кучлар системасининг куввати
N  = М ^  = М.а> (280.2)

lit

чекли айланма кучишдаги иши эса,



(280.3){,/ dm

ф о р м к д а л л р  ё р д а м и д а  а н п к . ы н а д п .

84-§. АБСОЛЮТ К.АТТИК, ЖИСМДАГИ ИЧКИ КУЧЛАР 
ИШЛАРЙИТИНДИСИНИНГ ВОЛГА ТЕНГЛИГ И

Абсолют цаттик, жисмни цар цандай силжишда iiiv 
жисмдагн ички кучлар ншларм Гшпшдиси нолга тенглшмнп 
небо! цилиш керак.

Бизга п  та нуцтадан тузилган абсолют Капиц жисм берплган 
булсин. Шу жисмда ихтиёрий M i  ва М 2 нуцгаларни оламиз (161-расм).

V / ва Vi, M i ва М 2нуцталарнннг тезлити.
Безлик модули.

I : =  ‘iS '-: 1; : 
d t  -

d S :

d t
(281)

V i ва Vi тезликларни M i  ва М 2 нуцталардаи уткан тутри чизивдаги 
проекциясн узаро тент булади.

I ', cost/, Г, cosa, ёкн
d S ,  d S - ,
-----сом/. = ---- —cost/!

cJj d t

c / S l cost/, = d S 2 cost/, 
t/5, cost/; = d S \  cos a , = 0



м , ва M m i v k i  а ла рг а б и р - б п р ш а  м о д у л л а р и  ж п \ a 1 п да и  i n n  
б у . и а н  ва б и р  г у г р п ч п з п к  б у п л а б  г ес ка ри  т о м о ш  а i i v i i a - i i  .111 

/ в а I ; к у ч л а р  б п л а н  i а ьси р л ю д и .

/  /• =

F |',F 2' к у ч л а р н н  dS< ва dS? м а с оф аг а  с и л ж и г а н д а ш  

б а ж а р г а н  ш п и н и  тонами:) .
<1.1 l - . i / S c o s a

с /Л ' = F ' c / S ,  cos( 180 «,) = - I % d S 2 cos a  ,

Кучларннш элемешар шпларшш кушами.).
dA[ 4- <1.1-, / i/.Vj cos о  I / j d S  ̂  c o s  a, =

= Fi fdS 1 cos or, -  dS2 cos cr: ) = 0 

dA\ + с/.-П = 0
(282)

ov формуланм спстемадагн хар бир нукта учуй ё.тиб хадма-ха 
кVIIIиб чинами:). (282) ни интеграллаймиз.

(282) ни интегллаб, нуйидагини ёзамиз:
X  d.4l = 0  £  Л'к = 0 к  = 1, 2, ... п (283)

ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР.

1. Кучнинг элемеитлар шин кайси формула билап гопиладп ’
2. Кучнинг элементар и ши аналитик ифодасини езинг?
3. Кучнинг чекли нулда бажарган ишн кдндай ифодаланади
4. К,увват нима?
5. Тенг гаьснр этувчп кучнинг ишн тугрпсидаш теорем.1 

нимадан иборат?
6. Огирлик кучпни бажарган ниш нимага тенг б\ к \и?
7. Эластиклик кучппп бажарган ишн нимага теш буладп?
8. Ишкаланиш кучининг бажарган ишн нимага тенг бх'лади.’



9. К,\\палмае ук, агрофида айланувчи жиемга куйилган к\чни 
бажарган или  к,андай юпилади?

10 Купил i кандай юпилади?

85-§. НУ КТ А ВА СИСТЕМАНИНГ КИНЕТИК ЭНЕРГИЯСИ

Нукга массаси бплан тездик квадрат  купайтмаеммгпи 
ярмпга нуктанпш кинетпк энергияси деппллдп.

т & 2

2
С н ое м а нинг  кинетик энергияси mv спстемадагн парча 

пуцталар кинетик энергиялариниш алгебраик йигиндиспга
генгбуладп.

т У\ тУ *  т, У  
/  =  + •-•— + ... + • - - '  '■ к 

2 2 2 “  2

Т = У  - Л  к = 1,2, ,п
^  2

Бунда Т снстеманпнг кинетик энергияси.
Система бир немта к,аттпк жпемдан нбораг бУлсл, 

сисгеманп кинетик энергияси шу к,аппк, жисмлар кинетик 
энергиялари йигиндиспга тенгбуладп.

Т = Т 1+ Т 2+ Т з+ ....+ Т п  (284)
Кинетикэнергиянингбирликлари кгм, гм) нм.
Система кинетик энергияси унинг илгарплама ьа айланма 

\арака гларипи гавсифлайди.
Кёнига теоремаси

Снстеманпнг кинетик энергияси унинг массалар маркази- 
пинг кинетик энергияси билан шу маркаяа писбатан система 
бажарган харакатн кипегнк энергиясининг йигиндисига тенг.

т = !УУ1 +  Тс (285)

Бунда ’'-система массалар марказининг кинетик
-> i

энергияси
V c - \ i m  1лар марказининг тезлиги
Т с  массалар марка.ли а нисбатан система бажарган харака- 

гинин! л ш е ш к  энершяси.



ж п см л а р  KimeiiiKБу теоре мадан  фо ндалан пб ,  к а м п к  
э н е р г и я с и н и а н и к л а ш  мумкин.

1) Илгариланма харакат килаётган каттик жисмнинг кинетик 
энергияси.

Илгариланм а  Каракас кнлаёгган ка тт ик  жнем берплсан 
булсии (162-расм). Шу ка i гик ж п ем нп  кинесик jnep i  miciiini 
хисоблаш лозим булсии Б у н и н г  учуй ж и ем пп  Mi, М:, Л Л.
нукг ал ардан  иборат булган система деб ка райм из.  C u e i емани 
кинетик энергияси хакпдасн саърифга асосан:

") 7 7 7г,- / г  I г -Т = пи —— + пи -—-г...* пи, —  = — (пи -г пи J-... д in,,):
2 ' 2  2 2

бунда (т\ + пи + . . . -  тп) = М; Г, = Г2 =  I „ = /,
MV?-

у холда 1 - у~  (286)

бунда Л / -ж и см н и  массасп;
К--массалар марказннннг 1езлигп;

(286)- билан и лг а р ил а нм а  уараказ килаётган ка тгик  жисмин 
ки нетик  энергияси  то пилади .

2) К,узгалмас у к  а т р о ф и д а  а й л а н у в ч и  к а т т и к  ж и е м н и н г  
кинетик энергияси

К,узгалмас z уки  атроф и да  со бурчак гезлиги билап 
айлан аётга н  каттик  жнем берилган.  Шу ж и ем ни  кинетик 
энергп яси нп  т о и и ш  керак.  Жиемни п та нуктадан иборас 
булган система деб  ка райм из.  Спстемадаи  и м п е р и и  Мк 
нуктан и  оламиз .  Бу нукг аи ннг  гезлиги:



< \  = ы  ''к  

>  a) li I in к а

1

со
I = /- /. ■./

1

Куп да: 2 N .

/ -  ж и с м 1111 i п а м л а п п ш  у к п г а  н п с ба т ан  и н е р ц и я  м о м е н т .  
(2S7)- ф о р м у л а  б и л л и  к г н а л м г и  \ к  лдрофида а п л л т ' в ч п  к а м п к  
ж и с м н и н г  K i i i i e i i i K  э н е р г и я с и  т о н н и д и .

3) Текис - параллел харакат килаетган каттик жисмнинг кинетик

Каттнц ж и с м н и н г  гекпс параллел х ар акат  k y i o  билан 
бпргаликдагп илгариланма ва кутб атрофидаги айланма 
харака глардан ибораг. Шуиинг учун жисмниш кинетик 
энергияси шу пкки харакатдаги кинетик энергняларнинг 
ппгиндисига тенг (164-расм).

II

163-расм.

энергияси

164-расм.

т
in i



Бунда т -  жисмнинг массаси; V<~ л т м  огирлик марказиниш 
гезлиги; 1с- жисмнинг огирлик марка гига нпсбатан инерция момент; 
нкжисмни бурча к нч.шги. (288) -  форм\ ia бнлан зекнс параллел 
харакат к,илаёгган капик жисмнинг кинешк гнергмяси гопилади.

86-§. НУК.ТА КИНГТПК ЭНЕРГИЯСИН11 HI УЗГАРИШИ \АК,ИДАП1
ТЕОРЕМ \

М  нук,та 7 кучи i а ьспрнда харака i кп.шб М о  ну клада н M i  нук,гаы 
келсин (165-расм).

/•" нуктанп харакагга келтнрувчн к\ ч
М  :■) т

165-расм.

Нукта динамнкасининг асосий тенгламасини ёзамиз.
m ir  = Т  (289)

Бу формуланинг пккала цисминп М нуктадан угган уринмага 
проекциялай м из.

n i W t= F t;  F t=  F  c o s a  

m  W r = F c o sa ;

IK  = V
dl
its

mvdv= FcasadS:

dv dv dS dr 
dl dS dl dl 

dSv = — - нуктаниш гезлиги 
di J

d v
m v — = F coscr 

d s

d.4 = F c o sa d s  - кишинг элементар иши. 
d (m v 2)

■ = d.4 (290)
(290)-формула дифференциал шаклдаги нукта кинетик 

энергнясннинг Узгарншн ,\акндагп юоремани нфодалайди: 
Нукта кинетик энергнясннинг дифференцнали нуктага гаъсири этувчп 
кучнинг элементар ишига генг.

(290) ни интеграллаймиз.

)
d {m v2)



(291)- интеграл шаклдаш пума кинешь onepi иясмнпш узгарнши 
хакидагн 1еоремани iu]>o.ia.ien,u:: Нукта кипеть эпергияспппт бнрор 
viiKiiaii пулдаги узгаришп т ы а га  lai.ciip лувчп кучтпп шг пулда 
бажарган шиша генг.

Агар iivK ia ia  бнр нечы куч дар купплгап булса, (291 )-форм улада ги А  

ши к\ чдар генпаъснр эл\ вчпапшш ипш ГА ыдп.

87-§. СИСТЕМА КИНЕТИК ЭНЕРГИЯСИНИНГ УЗГАРИШИ 
ХАКИДАГИ ТЕОРЕМА

Сислемадаги ихтиёрии Л/н\'кгага шнеград шаклдагн нукла кинетик 
инергиясининг узгарнши хакидагн геореманп ладонь кила мил

ш9, и/9 '
V + Г (291 I)

2 2
Бунда А° ва А' М иуклата купилган лашки ва ичкп кучларпинт 

бажарган иши.
(291.1)-формулани сислемадаги ,\ар бнр нукта учун ёзиб купшб 

чикамиз.
s-~ m 9' ^ i n S :I ; I- -х

у  _ Т у’ "'У _ у

(291.2)

То ва Т снстемани бошданплч ва охиргн холагдаги кинегик 
энергпясн.

/ +V,p (291.3)
(291.3)- формула система кинетик энергиясининг узгарнши 

Хакидагн геореманп нфодалапди: Спслема бнр вазиятдан нккинчн 
вазпялга утганда, унннг хпнелпк энергнясннинг узгарнши системага 
куннлган барча ташки ва ичкп кучлар бажарган ншлариниш 
ппгпнднсига генг.

Агар система абсолю. катти к жисмдан лузилган булга, ички 
кучларнинг бажарган шнларнинг йигпндпсп иол га генг буладм £ \г  =0:
У холда (291.3) формуланн кунидагичи ёзиш мумкин.

т~г„ = L-i (291.4)



ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР.

1. Нуктанинг кинетик энергияси деб пимага айгилади?
2. Системаниш кипетик энергияси деб пимага айгилади?
3. Илгарилама \арака гдаш кап ик жисмнинг кинетик эиерг пясн 
кайси формула бнлан аникланади?
4. К,узгалмас \ ' К  a i рофида айлапма кара кат килганда каппк 
жисмнииг кипел пк энергияси кайси формула билан аникланади?
5. Текис параллел харакат килганда калт пк жисмнииг кипетик 
энергияси к,андай аникланади?
6. Нукта кипетик энергияннш Узгариши хаки да ги теоремани 
таърифланг?
7. Дифференциал куринишдаги нукта кинетик энергиянннг 
узгариши какидаги теоремани ёзипг?
8. Интеграл куринишдаги нукга кинегнк энергиянннг узгариши 
ха к и да ги теоремани ёзинг?
9. Дифференциал шаклдаги сисиема кинетик энергиянннг 
узгариши хакидаги теоремани айтинг.
10. Интеграл шаклдаги система кинегнк энергияси тугрисидаги 
теоремани айтинг?

88-§. НУК.ТА ВА СИСТЕМАНИНГ ХДРАКАТ МИК.ДОРИ

Нуктанинг харакат микдори деб, нукга массаси бнлан униш 
тезлигининг купайгмасига айгилади. Нуктанинг харакаг микдори 
вектор катталик булиб, унинг тезлиги билап бир хил йуналган булади 
(166-расм)

т v - нуктанинг харакат микдори.



С иоема uuii барча т к ы /up  х,аракт микдорларининг геомсчрпк 
им пшдпси I <i I неге м а н и т  се, ска г микдори д е т  пади.

О in J H i , Г з + ... т и Г „ ;  и/ 1\  :

О = У  i n ! А' - 1.2.... и

Бундам сисгеманиш плакат микдори
Снсюмашшг харакат микдори унинг массаси бнлан массадар 

марка ш тезлшпиши купан i маспга генг.
(754) ф ормуладан

У
"4

(292)-дан вакт буйпчп хосила оламиз:
V  d r ,  dr,
— dl dt

У  m k  V K = M V  k ё к и  О  = M  ■ I (293)

I »/, n  i mk (292)

Сисгеманиш харакат микдори унинг илгариданма харакагини 
тавсифлайдп.

8 9 -§ . К У Ч  ИМПУЛЬСИ ВА УНИНГ КООРДИНАТА УКДАРИДАГИ 
ПРОЕКЦИЯЛАРИ

Кучни элементар вактга купайтмаси купи элементар импульсп 
дейилади.

dS = Fdt (294)
бунда - JS-  кучни элементар импульси; F нуктага таъсир эгувчи 

куч; d t  -элементар пакт.
Куши бирор t i  - вактдаги импульсини аниклаш учун унинг 

элементар нмнульсидан интеграл олиш керак.

5 = \Fdt (295)

Бунда .V ва F кучининг t; пакт ичидаги тула импульси.
(295)- нинг иккала цисмини координата укларига проекциялаймиз:

• I 'I
S x =  j  F x dt; S = \f]dr,  S .  = j'F . d f , (296)

(296)- i a n куч ьмпульсининг координата укларпдап 
проекциями- лник,лапади Л.гар

i 77



I ...
/■ const (-i tio  S - h f dt -  /• /, П У Л .Ц П . 

fl
Бунда t - F кучпмш жнсмга iai>cnp читан паки:
(297) ни координата чкллрша нроекциялапми т

.V, =  /•• ■/

•V, - I -  >
У -  / /

(298)

Бунда F\, Fy.Fz - /• кучшип \, у, г  укдардагп проекция.три.
Куч импудьсиниш мпкдорп купидаги формула бплан гопиладп.

S  ~ (299)

90-§. НУКДА ХЛРАКАТ МИКДОРИНИНГ у зг а ри ш и  
ХАКИДАГИ ТЕОРЕМА

М  нукда F  кучи гаъсирнда харакатланиб, М о  дан M i  гача келсип 
(168-расм). Нук,та динамикасинннг асосий тенгламасини ёзамиз.

т а  - /■

dV 
in -

dt

d ( m V ) _ — 
dt

(300)

(300) - формула дифференциал куринишдаги нукга харака i 
микдорининг узгариши ха к и да ги теоремани ифодадайди: Нукта
харакат микдоридан вак,г бу'пича олинган хоспла шу нуктадагп таъсир 
этувчи кучга тенг буладн.

(ЗОО)-формулани интегралланмиз.
1 / ( / » / ’ ) =  Fdt:

) = j /ч/г
I

v _
m l  - S  ёкп S  (301)



(301)-формула интеграл куринишидаги iiyK’ia харака! микдорининг 
V.партии хакидаги геореманп ифодалапдп: П ума харака!
микдорининг оирор пакт пчидагн уиариши nvKia ra  гаъсир отувчи 
кучпшм 11 in вакгдагм гула импулмгпга iem булади. (301) формулапп 
координата укларига проекцмялаймиз:

I I I  1 11 -  I l l  1 , =  \  :

I I I  1 \ -  I l l  1 , =  S . : ( 3 0 2 )

I I I  1 1. - m l . =  S . :

Демак, пума харакат микдорининг координата )'ки бейпча чеклп 
нам пчнда уиариш и шу вам ичндагн нумага гаъсир зтувчп куч 
пмпульсининг мазкурукдаги проекцпяспга генг.

91-§. СИСТЕМА ХАРАКАТ МИКДОРИНИНГ УЗГАРИШИ ХАКИДАГИ
ТЕОРЕМА

Системадаги ихтиерпй М к  нукта учун дифференциал шаклдаги 
нукта харака г микдорининг узгариши хакидаги теоремани ёзамиз.

(300) -  формуладан.

d  (т к Гк ) = /■; + /■; (303)
a t

Бунда F {eaF ,i -Мк нукта куйилган ташки ва ички куч л ар. (303) -  
формулани системадаги хар бир нукталар учун ёзиб хадма-хад 
кушамиз; (169-расм).

+ ХД * = 1-2...п (304)

Бунда = О-системанинг харакат миадори.
= н -ташки кучлар бош векгори. Ички кучлар хоссасига кура 

. о  - натпжада (304) ни куйидагпча ёзнш мумкин

Ц  = К (305)



cue I емл(305) пн Декар! координата V K /ia p in a  проекниялаб, 
харака: микдорпшпп \ и а р и п ш  хакпдагм геореманн сколяр
курппшипда ёзамнз:

d O x 

ch 

</С А

d t  (306)
d O .  

d t

Cucievia харака! микдорпшпп бпрор укдаги проекцияси.итн вам 
буппча олпнган хоспла, снстемага таъснр этувчи гашкп к\гчлар бош 
векторишшг шу укда! п проекцпяснга ieiir.

Система харакат мпкдоринпнг чеклп вам мчпдаги vдгарпиппш 
аипклап! \ ч\ п (305) ни dt га кспайш рнб, пнтеграллаймиз:

(307)

= R x .

=  R . ■ 

=  R _ .

‘П~ = R.iiO -  R dt : fdO = f R d i.o r ' = .V Q  -  U = .S' 
dt ~ }. '  i '  Q„

Бунда О, -снстеманинг бошлангич вам лаги харака г микдори.

U  -снстеманннг t i  вактдагп харакат микдори. S  = [r  d t - t  вам нчпда

снстемага таъснр этувчн кучдар бош векторнинг импульси.
(307) формула интеграл шаклдаги система харакаг микдорини 

узгариши хацидаги геореманн ифодалайди: Система харакаг
микдоринпнг бирор вак,т ичидаги узгариши снстемага куйилган барча 
ташки кучдар бош векторининг шу вам ичидаги имиульсига ieiir. (307) 
нм координата укдарига проекциядаймиз.

Q u - Q m = S ,  Qu - « ,  = *. Q u - Q o , = S t  (308)
Бунда S x ,  S r ,  S i ,  -  S  куч нмнульсини проекцияларн. Исбот килинган 

георемадан куйидаги натижалар келиб чикади:
1) Агар т ашки кучдар бош векгорп R = 0  га генг булса, сисгеманинг 

харакат микдори узгармас бр^лади.

-J- = 0:Л ; = 0 .р С  = 0 О = const

2 )  Агар снстемага куйилган ташки кучдар бош векторининг бирор 
укдаги, масалан Охукдаги проекцияси нолга генг б\'лса, система харакат 
микдорининг шу укдаги проекцияси узгармайдп.

R , =  о
у х;олда (306)- дан Q x  = c o n s t



Б\ млiпжалар система хлрлкл! микдоринпш сакланпшп хакидаги 
копумип нфодалайдн. Демак, спстемаппш .харакаi ммкдоршш пчкп 
кучдар у чарт прмайди.

ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР

1 ! Ivkiaim nr харакаг микдори мима?
2. Кучнпнг элементар пмпульси мима?
3. Ллемепгар импульс камдап пуналгап?
4 Кучни гУла пмпульси камлай топпладм?
5. Куч пммудьсипши коорлппата укларидагн проекциясп камдап 
гопмлади?
6. Нукта харакаг микдори гугрисидагн теорема мммадаи иборат?
7. Нукта харакач ммкдорммм сакланпш комунпмм ашпнг?
8. Смсгеманннг харакаг микдори деб нимага ай тл ад п ?
9. Спстемаппнг харакат мпклорн птрмсндаги leopexia мимадам 
иборат?
10. Снстеманинг харакат микдори камдап холларда сакламадп?

92-§. СИСТЕМА МАССАЛАР МАРКАЗИНИ ХАРАКАТИ 
ХАК.ИДАГИ ТЕОРЕМА

Снстеманинг харакат микдори куйидагига тенг.
О = т V (309)

Сисгеманпнг харакат микдорпнн узгариши хакпдагм формулани 
ёзамиз.

(310)

Бу ерда R = К - система нукталарига таъснр этувчи ташки
кучларнинг бош вектори.

(309) ни (310) га куйиб хосила оламиз:
= - = щ.- MW,=n; (311)

ell ill V '

бу ерда Гг, = Jl/- - система массалар марказннгшг тезланиши.

(ЗН)-формула система массалар марказининг харакати хакидаги 
теоремани ифодалайди: система массалар маркази, массаси бутун 
система массасига тенг булган ва система нукталарига гаъсир этувчи



парча i a i i i K . i l  кучларшшг оош нектори гаъсиридаги моддий нукта каГш 
харакаiданади.

(311) иккада кисмини координата укларнга проекцнялаймнз

mlln = Ry 

/я и;. = к .

Бунда R y, R . R . . - R  оош векторнинг координата укдаридагп 
проекцпядари.

J 2-
,т  = Z- ; (313)

(312)

d r  ' ' d r
IV

d r
Бунда Xc, у с ,  Zc -  массадар марказшшнг коордииатадари. (313) ни 

(312) га куямиз, у холда
т х  =  R . ;

(314)ту = Rx; 

m z t = R y

(314)-формуда массадар маркази харакатини дифференциал 
генгламаларини ифодалайдй. Исбот килинган теоремадан куйидагп 
нагижадарни одампз:

1. Фараз кидайлик, системага гаъсир этувчи ташки кучларнинг бош 
вектори нодга тенг булсин:

---е  V—I -----Ч
R =  £ / ч с  = °

У холда в, =~1 = о булиб,

V c  =  c o n st

будишини курам из. Яъни система нукталарига гаъсир этувчи 
кучларнинг бош вектори нодга генг булса, системанинг массадар 
маркази тугри чизикли ва генг улчовли \аракат килади.

Агар массадар маркази бошлангич пайтда тинч холатда будса, у 
холда ис = 0 булиб, системанинг массадар маркази кейинчалик хам 
Кузгалмасдан к,одади.

Г с =  const
2 . Фараз кидайлик, системага гаъсир этувчи ташки кучларнинг бош 

вектори ноддан фаркли булиб, унинг бирор укдаги проекцияси нодга 
генг булсин:

R ‘x  =  X е =  0 .
У холда (314)-тенгламаларнингбиринчисидан



V, i ' l i l l x l

К О Д Н б  ЧИКЛД1!

/Демак, системага га'ьсир ьч:; гашкн кучларптп onpop укдаги 
ироекцпядариннш нмншдисп un.ua ieni будса, споема массадар 
маркази гез.шгпшш: niv Укдаш проекцияси узгармлс будади. Хусусан, 
агар бошлашпч нашла \ будса, спаеманиш харака ш
да во мида и , б\мади, mini f>v x > 1да система мае а : а р марка.ншшп 
коордннатасп \ учдрмай коладп:

V, -  V, .  O I1 S I  .

Одингаи наш жалар система массадар марка ап харакатиппш 
сацданиш коиушшп пфодалапдп Лемак массадар марка яшм гашки 
кучлар харакат га ке.пирадп. Ичкп кучлар тс а ха рака па кедшра 
одмайди.

ТАКРОРЛАШ УЧУН САБО Л Л АР

1. Нуцтанинг харакат микдори нимага тенг будади?
2. Системанинг харакат микдорнни гаърифланг?
3. Дифференциал шакддаги система харакат мпкдорннипг 
узгариши хакндаги теоремами ёзинг?
4. Ташки кучдар бош вектори нима?
5. Ташки кучлар бош векторннинг проекциясини аитннг?
6. Системанинг массаси нимага тенг будади?
7. Системами массадар марказшшнг координатадарп кдпеи 
формуда бпдапгопидади?
8. Системанши харакаг мпкдорп унинг массадар марказининт 
гезлиги оркадн кандагг н<|юдаланадп?
9. Система массадар марказгишш харакати хакидаги теоремами 
таърифданг?
10. Система массадар маркази харакатининг сакданиш конунини 
айтинг?

93-§. МАРК \31 А ВА УККА НМСБАТАН НУК.ТА ХАРАКАТ 
МПКДОРИНИНГ MOMEHTI1

Нукта харака г м пкдорп вектор ка гга.шк б\'дтани учун унинг бирор 
марказга ва \ к к а  ннсбатан м оментини аницлаш мумкин. Кучниш



■п/ica, ха ра к a i микдоринимарказга ва у к к, a нигбаичн момент каплак 
момент-хам шундап тпплади.

Нуцта харакаа мицдорининг О -а.на imtv.Ti.i : момент
цуйидагига тенг:

= ml'h.l,, = т, lull : (315)

z  уцга нисбатан момент олсак;
I. =  mu(mVt) = ĥ tnV,

I.  =  h tm  V {
(316)

Бунда l z  - нуцта харакат мицдорининг z уцга нисбатан момент. 
Бирор О марказга нисбатан одпнган нуцта харакат мицдорининг 

моменти шу марказга цуйилган вектор буладп. (172 -раем) дан
— = sina; h - r s \ n a \  
г
/,| = hinV = г sin а т\ : 
/„ = /imvsin а (317)

(317) ниунгтомонп вектор купайтманпнг модули булади.
10 = [ г т & ]  (318)

(318) - вектор купай 1 ма цуйидагича гаърпфланади: бирор О марказга 
нисбатан олинган харакат мицдорининг моменти шу марказга цуйилган 
вектор катталик булиб, нуцганинг радиус вектори билан шу нуцта 
Харакат мицдорининг вектор купайтмасига юн г.

- вектори О нуцта ва mv  век и с дан утказплган m бурчак 
текислигига перпендикуляр йуналган пуле :



94-§. МАРКАЗГА ВА УКГ'А НИСБАТАН СИСТЕМА КИНЕТИК 
МОМЕНТИ

Спстеманпнг бирор марка.на нисбатан кннешк момент 
системадаш барча нуцталар харакат мицдорнниш шу марказга 
нисбатан олпнган моментларинннг геометрик йпгиндснга ieiir.

I. о III о ( т | Э  1 ) -Г т о ( т 2 9  I ) + . + т ( т „ ,9 „ ).

L о = - л' о ( к 9 к У *
(319)= т (| ( т к 9 к ):

Бу ерда / - сисгеманм шО марказга нисбатан кннетик моменти.
Спстеманпнг бирор )'цца нисбатан кинетик момент шу уцца 

нисбатан спсгемадагп нуцталар харакат микдорлар моментларинннг 
йигиндисига тент.

/. = т х( т , I I ) +  i nt ( т 21 2) +  ... +  т ( т п 1 „ ):

/. = V in J  т ,T i ):
/ V F  (320)/., = m  > ("i 11 i );
L .  = у  i n . ( m  t V k);

Бунда L> , L y  , L z - спстеманпнг x ,  у ,  z ,  уцларпга нисбатан кннешк 
моменти.

95-§. К.УЗЕАЛМАС УК, АТРОФИДА АЙЛАНУВЧИ К.АТТИК, 
ЖИСМНИНГ КИНЕТИК МОМЕНТИ

К,узгалмас z уци атрофида сд бурчак тезлиги билан айлаиаётган 
абсолют цаггнц жисм берилган. Шу жисмнинг айланиш уцига нисбатан 
кинетик моменти ёки харакат мицдорининг бош моментини хисоблаш 
лозим булсин. Жисмга система деб цараймиз. Жисмдан ихтиёрий М*

нуцтани оламиз (173-расм). Бу нуцтаниннг тезлиги ^ к  ~  ^  ^ к  га теиг. 
Нуцга харакат мицдорининг z уцга нисбатан моменти: 

т : (т k V к )  = hk т к V к =  сот k hk ,

L-  = у  т - (т к V к ) = X  сот к '■

<0Y n  к h к = (о I ~ ;

Lz = l z  со (321)

(321)-формула билан жисмнинг z уцига нисбатан кинетик моменти 
топилади.



Бу ерда / = - жпсмнипг z укга нисбатан инерция момент
Демак, кузгалмас ук, агрофида анданувчи жисмнннг кинетик момент 
малкур укеа нисбатан инерция момент билан бурчак гезлшпинн 
купан I маета тенг.

96-§. НУК.ТА ХАРАКАТ МИКДОРИ МОМЕНТИНИНГ 
УЗГАРИШИ Х,АК,ИДАЕИ т ео ре м а

М  нукта F кучи таъсирида кузгалмас O x y z  координат мр 
системасида каракат к,илаётган булсин (174-расм).

174-расм.

Нук,та каракат микдорининг О нуктага нисбатан момента:
/„ = [г mV] булади. (322)

Теоремадан исбот килиш учун (322)- нинг иккала томонидан н.н > 
буйича косила оламиз:



=  m l  
J l  1 J l

M
d i m

r
ill

гH m l  ) ■_ J r  _ 1
J l J l

‘d i ’" '  1=1
i i n i ' ]- »

V во ml' некторлар бир лугри чизик буплаб иуналганлиги учуи 
улар орасидаш бурчак молга тенг.

(322) ни куйидагича ёзамиз.
d l t ,  Г 1 c U „= [/•/•] еки =/»„(/•): (323)
J l ill

Бунда /»in( f )  = [г • h ] - / кучни О  нуклага нисбаган момент.
(323) - формула нукда харакал микдори моменгпннш узгариши 

хакпдаги теоремани ифодалайдн: моддип нукта ха р л кал мнкдоринпнг 
бпрор кузгалмас марказга нисбаган моменгндан пакт буннча олинган 
хосила нуктага гаъсир элунчи кучнинг шу марказга нисбатан момешша 
тенг.

(323) - ни х, у, z укларга проекциялаьб куйидагпларни одамиз:
d/ -  < / / .  -  dl
-^ -  = т (F): ' - т (F): -- - i n A l - )  (324)
dl dl ■ dl

Бунда lx ly l ,  - нукталар харакат микдорининг x ,  у ,  z  укларига 
нисбатан моментлари.

mx(F) mv{F) m . ( F ) - F  кучшшнт лу^-гукларига нисбаган моментлари.
(324) -формулалар нукталар харакал микдорининг координата

укдарига нисбатан моментлари узгариши \ак,идаги теоремани 
ифодалайди: нукга каракал микдорининг бпрор кузгалмас укка
нисбатан моменгпдан вакт буйича олинган хосила нуктага таъсир 
нувчп кучнинг шу укга нисба ган моментнга тенг.

(324) - ни куйидагича ёзиш мумкин.
[̂/no(mv)]=/n0(F) (325)

97-§. СИСТЕМА КИНЕТИК МОМЕНТИНИ УЗГАРИШИ ХАК.ИДАГИ
ТЕОРЕМА

M i ,  М 2, . . . . ,  М п  нукталардан тузилган система берилган булсин. (173- 
расм).

Системадаги ихтиёрий М к  нуктага нукла харакаг микдори 
моментининг узгариши хакидати теоремани татбик циламиз.



( т к Г t ) 
ill

/Hi: (/-7 ) • /Н ) (326)

bviua ш(/\ ! на » м Г )  - М  Пекина к\' 1111.11 ли uiiiiMi на пики 
к\ 'n. ipiiniir0 пукаага ннсбаган м ом ент .

(326)-форм\'лани спснемадаш хар п и р  т к к а  учуй ёзиб хадма-хад 
ку шл Mill.

I.111. (111 
dt 'У  «И/-:-) + X  /,( > x -  1.2..../; (327)

175-расм.

iiin(mkV») = си стем аш тг0 нуктага ппсбатан кпиетмк м о м ен т .
У /н (/■';)= А/„ сисгема нукталарига кхйплаан ташки кучларнинг О 

маркана ппсбатан бош момента. Ичкп кучларнинг хоссасига кура
У  in. (г  ) = о.

(327) ни кунидагнча ёзампз.

<//’ -= './ (328)
dt у ’

(32S) -  ифода система кпнетик моментипнпг узгариши хаки дата 
геореманп ифодалайди: сисгеманинг бнрор куналмас нукаага ппсбатан 
кинегпк моментидан вака буйпча олинган хоспла сисгема пукталариаа 
гаъспр лувчи кашки кучларнинг шу нуктага нпсбашн бош моменгига 
гент.

(328) - ифоданинг пккала томонини куа!алмас декара координата 
укларпаа нроекциялаб куй и да та тенгликларни оламиз:



м (329)
<11. с / / . . <//

м м
i l l  , l l  i l l

in ндл L< Li L/ - споеманп координат Укларпш ппсбатан kiiihmiik 
мометларп.  ДА ДА ДА спсгемага купплган тшкп кучларншп т\ 
Укларга нпсбамн Гюш мометларп .

(329)-гепгаламалар кунадмас координат укларпга нпсбатн 
спсюма кипеIик м о м ен т  Упарш пп хакпдат 1еоремапп пфодалапдп: 
eiuдеманшн Гшрор кхналмас укка ппсбатан кппешк момепшдан нам 
буппча одннган хоспла спаем а п уктлар ш а  lai.cup л у в ч п  тш к п  
кучларншп т у  Укка нпсба т н  бош моменппа юш.

98-§. СИСТЕМА КИНЕТИК МОМЕНТИНИНЕ САКЛАНИШ КОНУНИ

Спсюма кппешк момешишпн унлрппш хакпдаш 1еоремадан 
кунидагп наIпжаларнп олампл.
1. Aiap cncie\ia нукгаларпга iад.сир лувчп тшкп кучларншп Гшрор 

пуктга ннсбаган одннган бош момент под га генг бУлса, 
системашип гну нуктага ннсбаган кппешк момент мнкдор на 
йупалшп жихатдан узгармас будадп.

Агар ,\/: = 0 будса, (328) га кура:

ill

булади. Бундан
L a  = C o n s t  келиб чикади. (330)

2. Агар спсегма нукталарига таьснр этувчи гашкп кучларнинг бирор 
укка (масалан, Oz Укига) ппсбатан бош момент долга генг булса, 
системанпнг шу укка ннсбаган кинетик момент харакаг давомида 
улгармасдан колади.
Агар а/;; -.а будса, (329) та кура

— ^  = 0  
<//

оуладм. Бундан аса
Ly = const (331)

^кандпгп келиб чпкадп.
(330)- на (331)- гешламалар сисгема кппешк моментиниш

сакданшп конунинп пфодалайди. Д е м а к сисгеманинг кинетик
моментшш ташки кучлар узгартиради. Ички кучлар эса узгаргира
олмайдп.



ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР

1. Маркам а писбаган нукта харакат мм кдорпнинг момента кап да и 
аникланадм?
2. Укка нисбазан нукта ха рака г микдорининг момента кап да и 
анмкданади?
3. Марказга на шу марказдам угган укка писбаган мук,га хараказ 
микдорининг моментдари орасида кандай боглапшп манжуд?
4. Марказга писбаган системанпнг кинетик момента кандай 
аникланади?
5. Укка писба ган сисгеманинг кинетик момента кандай аникланади? 
Улар орасида кандай богланиш мавжуд?
6. Кузгалмас ук атрофида айланувчи катгик жисмни кинетик 
момента кандай аникланади? Кдйси формула билан гопнладп?
7. Нукга характ микдори моментами узгарипш хакпдат 
теоремами гаърифланг?
8. Система кинетик момента узгариши ха к и да ги теоремами 
гаърифланг?
9. Системанпнг бирор марказга ва укка нисбатан олинган кинегик 
момента канон узгармайдн?

99-§. К.АТТИК, ЖИСМНИНГ К.УЗЕАЛМАС УК, АТРОФИДАГИ 
АЙЛАНИШИНИНГ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАСИ

К,аттик жисм кузгалмас z  уки атрофида F ‘ , F ‘ ....F ’ ташки кучлар
гаьсирида айланаегган булсин (176-расм).



ieiu ламасиииЖисм \арака гмнпнг дш|х}эеренциа/1 

чицарши учун система кинетик моментинп 
георе м а да н фо й д а л  а и а м и л.

м
i l l

/ . .  -  / .  ю

узгариши

(332)
(333)

Бунда, Мг-айлантирувчи момент;
(333)- ни (332)- га купно вам буйича косила одами:;.

<//

_ do) _ d ip 
dt dr

./.•£ = АЛ.
(334)

келтириб 
какида! и

бунда, е  - жисмни бурчак гезланиши. J z  -  жисмни z  укка нисбатан 
инерция моменти
(334)-га катгпк жпсмнпш кузгалмас ук атрофида айланма 

уаракатининг дифференциал тенгламаси дейиладп.
(334) - формуладан £  = - :-

Агар M i  = c o n s t  б у л п б  Ь  ниш ципмати катга булса жисмнинг 
айланишн кичик булади. Агар h  кичик булса, жисмни айланнши 
тезлашади. Жисмнинг инерция моменти айланма харакат килувчи 
жисмнинг инерция улчовидир.

(334) -тенгламадан фойдаланиб иккита масала ечиш мумкин.
1. Агар айлантирувчи момент М г  берилган • булса, жисм 

харакатинингтенгдамасини топиш мумкин.
<р = f ( t )

2. Агар жисм харакатининг генгламаси берилган булса, жисмнинг 
айлантирувчи моментини топиш мумкин.

100-§. НУКТА УЧУН ДАЛАМБЕР ПРИНЦИПИ. 
НУКТАНИ ИНЕРЦИЯ КУЧИ

Эркин булмаган М нукгага F актив ва N реакция кучдари таъсир 
килади (175-расм). Нукта динамикасининг асосий тенгдамасини ёзамиз.

т П = Т  + N  (335)
(335) ни F + jv + ( -m i f )  = о куринишида ёзиб,

F"" =  - m W  нуктанинг инерция кучи (336)
F  +  N  +  F " “ =  0 (337)



генгламасини оламиз.
Микдор жи.\атидан нуктанипг массаси билан ушшг гезланишини 

купатм асига тент. Йуналиши тезланшн векторига тескари будган кучга 
инерция кучи дейиладп.

(337)-тенглик аркин булмаган нукта учуи Даламбер принциш нш 
нфодалайди: актив куч ва богланшп реакция к у ч и  гаъсирида
харакатланувчи нуктага .\ар онда инерция кучинн куйсак, бу кучлар 
узаро мувозана глашадп.

Даламбер принципи ёрдамида динамиканингбирннчи масаласини 
ечшл мумкин.

Динамика масалаларини ечишда Даламбер нрннципидан, асосан 
номаълум реакция кучларипн топишда фойдаланиладп.

Агар нукга эгрп чизикли траектория буйлаб нотекис харакатда
-  . 1 ч П И  _оулса, инерция кучи г  траекториям утказилган уриима на оош 
нормаллар буипча йуналаган ташкил эгувчиларга ажратнлади (178- 
расм).

f " " = f : "  +  f ; :  (338)
Бунда, F " "  в а  

инерция кучлари 
тезланишларга тескари йуналади,

F ," "  = - m W T 

F T  =  m W „

F ,"" л арга мос равишда нуктанп уриима ва 
дейиладп. Бу кучлар уриима ва

(339)

нормал
нормал

Уринма ва нормал тезланишлар w , ■■

аникланишини эъгиоорга олсак, нуктанипг уринма ва 
кучларини модули учун ушбу муносабатларни оламиз

F ,"
d V

I---
d t

F T  = mV'

формулалардан 

нормал инерция

(340)



Агар нукга эгрп чизик буйича текис \аракагда булса, W, =0, F "" =0

ва инерция кучи факат норма/i гашкил эгувчидан иборат булади. 
Нукта гугри чизик буйича нотекис \аракатданганда И ], =0 ва инерция 
кучи фа кал уринма гашкил лгувчндан поорал булади. Нукга тугри 

чизицли гекис каракаглантанда РИО бу'либ, инерция кучи F  —  0 
булади. Бу ерда р - л раекториянинг эгрилнк радиуси.

Кузгалмас ук атрофида айданма хдракатдаги каггик жисм 
нукгасннмнг тезланиши уринма ва нормал тезланишлардан иборат 
булгани учуй мазкур нуктанипг уринма ва нормал инерция кучларн мос 
рашппда уринма ва нормал инерция кучлари дейиладп, \амда уларнинг 
киймалн куйидаги <]юрмулалардан апикланади (179-расм):

F“H = m A  F“H =т a?h.
Бунда h нукгадан айланиш укигача будган масофа, со ва е жисмнинг 
бурчак лезлигн ва бурчак гезланишидир.

101-§. МЕХАНИК СИСТЕМА УЧУН ДАЛАМБЕР ПРИНЦИПИ

Сислеманинг \ар  бир Мс нукласи учун Даламбер принципини
ёзамиз:

----  ----- —  и п

F k + N , + F t  =0,(А =1,2,...и) (341)



бунда l-i — Мк  нуктага таъсир лувчи актив кучлариинг генг rai.cnр 
лтвчнсп; Si  — богланнш реакция кучларининг тенг таъсир лувчисп; 
Фк = -ткИt mv нуктанинг инерция кучи.

(341 )-тентламалар механик система учуй Даламбер мринципинп 
пфодалайли: актив куч ва богдаппш реакция кучлари 1ат.сирилагп 
снстеманннг хар бир пуктасига кар онда шу нуктадаршшг инерция 
к у ч и н и  купсак, бу кучлар сисгемасп шу куйилган актив ва реакция 
кучлари билан-мувозанат мувозана т лашади.

(341) генгламаларии кушиб купидагини хосил киламнз:

Z F k + f N t + t F ?  = 0  (342)
ёки

R 1 + R A +  R "  =0 (343)

бунда: R = — актив кучлариинг бош векгори; R -=£.v( — реакция

кучларининг бош векгори;

/Г" + 1 F 7  =0 (344)

система нукталари инерция кучларининг бош векгоридир.
(343)-тенгламадан курамизки, богланпшдаги механик система учуй 

актив кучлар, реакция кучлари ва система нукталари инерция кучлари 
бош векторларининг геоматрик йигиндиси хар онда нолга тент булади.

(341)-тенгламаларнингхар бирини M i  нукганинг радиус-вект орн г 

га векторди купайтириб кушсак,

S/д ~Fk + S  г к + S  г t ■ Г 7  =0
ёки 137»(^О  + 1А/,,(Лд) + 1Д/,,(7-;Г) = 0 (345)

-------/• - Л  н и

М о +  M o  +  М  о ( 3 4 6 )

хосил булади. Бунда М« = V.1/»(/д) - актив кучлариинг 0 марказга 

нисбатан бош м ом ент: м '  =^.и.( \<) — реакция кучларининг0 марказга 

нисбатан бош момента;

Л7Г = ^ д 7 1,(7гГ) (347)

система нукталари инерция кучларининг 0 марказга нисбатан бош 
моментини ифодалапди.

(346)- дан курамизки, бсгланшдагп механик система учуй актив 
кучлар, реакция кучлари ва система нукталари инерция кучларишпп 
ихтиёрий кузгалмас марказга нисбатан бош моменгларннинг геометр: н 
йигиндиси хар онда нолга тенг булади.



(342)' на (346)- тенгламаларнп координата укларпга нроекциялаб, 
кучлар споемасинмнг олтита мувозапаа генгламасинн оламиз:

-v t +ZNb + XF„ =0 
-Уа + ^ а, + EFt, =0 
Sr. + X/Vfc+ I F fc =0

ZM, (F a) -h I/W, (yv *) + ZM, (F Г ) = 0 (348)

I/W, (F a ) + 1А/, (A'a ) + 1А/, (F a") = 0

i 3 / . ( F a) + i m .(/Va ) + i m  л f;'") = o

Агар снстеманннг ,\ap бир нуктасига куйилган кучларни ички ва 
ташки кучларга ажрлгсак, ички кучлариинг бош векгори ва бпрор 
марказга ннсбаган бош момеити нолга ген г булга ни учун (342)- ва (345) 
тегламалар купндагн курннишни олади:

S F l + I  Fi'" = 0

ZXIn(Ft )  + LM,,J'7 =0
(349)

(344) ва (347) ларга кура (349) ни куйидагича ёзамиз: 

I  F t  + I R 1' =0 

Z3/o(Fa-) + А/о =0
(350)

(350)- тенгламаларнинг афзаллиги шундан иборагки, бу тенгламаларда 
ички кучлар катнашмайди, шу сабабли система динамикасининг купгина 
масалаларини ечишда бу мувозанат шартларидан фойдаланиш кулай 
булади.

102-§. ИНЕРЦИЯ КУЧЛАРИНИНГ БОШ ВЕКТОРИ ВА БОШ
МОМЕНТИ

Инерция кучларининг бош вектори ва бош моментини хисоблаш 
учун система массалар марказининг кара кати ха к и да ги ва кинетик 
моментининг 5'згариши хакидаги теоремалардан фойдаланамиз:

М ■ со, = I F a 

^  = IA/„(FO
at



Бунда: Л/ — сметеманшп массаси; /Г — массалар маркаtuiiiiiii гезланиши; 
/. -- системанинг О марказта нисбатан кинегик момент, 

f331)- гешламаллрпн (350)- бплан солнипнриб:
К "  = ~ . \ 1  со , !

\ Г . "
( И. ,

(

tit

(352)

мхносаол ыарни олампз.
Шундай кнлиб, и.хтиёрпй механик система (ёкп к ап и к  жнем) 

инерция кучлариниш бош векгори микдор жпхашан система 
мдссасннпн] мазкур система (кап ик  жнем) массалар марка.шниш 
I e.x. iai и min купаптмаспга тент булади ва бу тезланпшга тескари йуналадп; 
инерция кучларннинг 0 маркаиа нисбатан бош м о м ен т  эса микдор 
ж пхаиан т \ ’ марка.на нисбатан система (каппк жисм) кннетнк 
моменшдан вакт бхйича олпнган хосилага тент, йуналнмти унта тескари 
булади,

Капик, жисм плтариланма, кузгалмас ук атрофида айланма ва 
1 ек11C параллел харакатда булганда инерция кучлариниш бош векгори 
ва бош моменпшн хнеоблашни куриб чнцамиз.

1. И лгариланма уаракат. Жисм плтариланма харакатда булганда 
массалар марказп атрофида айланмайди со=0. Шу сабаблп . (Ф ) = 0 
ва (350)- та кх'ра:

л 7 Г  =  о
булади.

Шундай килиб, илгариланма харакатдаш катти к жпемнинг 
инерция кучлари массалар марказита куйнлган ва массалар марказининт 
гезланншини карама-царши йуналган битта кучта келтирадн.

r ‘‘ =  - М  ■ IV  ( (353)
2. Кузгалмас ук, атрофида айланма харакат. Агар жисм 

кузгалмас у к атрофида айланма харакатда булса, у холда инерция

кх^чларн умумий холда бирор ихтнёрий 0  нуцтага купил тан R  кучта ва
----- пн
М  момент ига тент булган би тта жуфг кучта келтирплади. Дасглаб 
жпемнинг айланиш уки O z  та нисбатан инерция кучларннинг бош 
м о м е н т  М ? '  ни хисоблаймиз. Бунпнг учун (351) нинг иккннчп 
гентламасн O z  укка ироекциялаймиз:

dt



A m m o  курплаёпан холла L /  — ! /  «> пул гам и учун:

М “" = (354)
генглнкнп оламиз, бунда I ,  анлапиш укпга micoo 1 ли жпсмнши 
инерция момент. (354)- д а т  манфип шпора инерция кучлариниш 
айланпш укпга нисбатан бош м о м ен т  \ Г  жпемнингбурчак гезланшпн 
>: га гескарн iiviia.iiaiLinninn iujxxiaлайди.

Хусусий холда, агар айланпш \ки  жпемнинг mo.u i h i  симметрия 
укн билли vciNia-yci гушеа, жпсмнши массалар марка.ш симме1рия 
укпда ёгадп ва ктгалм ас булади. Бунда и булганп уч\-н инерция 
кучлариниш бош векюрп R  =0 булади. Бпнобарнн, бу холла кугиалмас 
ук атрофида анланаёгган капи к  жпемнинг инерция кучлари ва 
м о м е н т  (354)-формуладан аннкланадпган бипа жуфг кучга келтирплади. 
Жисм симметрия хкига ага булганп учун б\ ж\’фг куч апланшн укша 
перпендикуляр гекислища ёшдн.

3. Текис параллел харакат. Фара.» кпдаплнк, жисм симметрия 
гекиелнгнга эта булсин ва уша параллел равишда харака ыанспн. Бу 
холда инерция кучлари жпемнинг массалар марказита куйнлган, (353)-

формула ёрдампда аникланадиган R  кучга ва жпемнинг симметрия 
текпелигпда ётувчи битга жуфг кучга келтирплади хамда унинг 
м о м е н т  хам (354)-формула ёрдампда аникланадн. Бунда Л га жпемнинг 
массалар марказидан харакат текислигига перпендикуляр равишда 
угувчи укка нисбатан инерция моменти деб каралади.

ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР.

1. К ап и к  жпемнинг кузгалмас у к агрофидаги дифференциал 
тенгламасини ёзинг?
2. Айланма харакатдаги жпемнинг инерция моменти нимани 
ифодалайди?
3. Нуктанинг инерция кучи нима?
4. Инерция кучи кандай йуналган?
5. Агар нукта тугри чизикди текис харака! кнлеа, инерция кучига 
эга буладимн?
6. Уринма инерция кучи нима?
7. Уринма инерция кучи кандай йуналган?
8. Нормал инерция кучи нима? У нимага тенг?
9. Агар нукга эгри чизикди харакатда булса, нормал инерция кучи 
хосил буладими?



10. Даламбер нринцинининг мохияти пнмадам иборат ва у кандай
гаьрифланади?

103-§. БОГЛАНИШЛАР. БОГЛАНИШЛАРДАГИ МОДДИЙ 
НУК.ТАНИНГ ХАРАКАТИ

Моддий нукташшг харакагнга маьлум йуналишда чек куйплган 
оулиши мумкин. Нукта харакатшш бирор йуналишда чекловчи сабабга 
богланиш дейидади. Богланиш сир г, текислик, эгрм чизик ёки т\три 
чпзикли булинш мумкин. Hx’Kia бирор см pi буйлаб харакаглансин, у 
холда богланишнинг тенгламаси /  (.v. v,г . ) = 0 куринишда булади. 
Агар моддий нукта бирор (^азонпй эгри чизик, буйлаб харакатланса, 
бундай эгри чизик, икки /(.v. v.r.) = 0 ва/,(.v. г.г,) = 0 сиртларнинг кесишнш 
чизиги сифатида олшшши мумкин. Бу икки генглама фазовий эгри 
чнзикнинг генгламаси, яъни богланиш гепгламасини ифодалайди. 
Богланпшлар факаг ленгламалар билангина эм а с, генгсизликлар билан 
хам берилиши мумкин.

Тенглик ишораси билан берилган богланпшлар бушатмайдиган 
богланишлар дейилади. Тенгсизлик билан ифодаланадиган 
богланпшлар бушатадиган богланишлар дейилади. Богланишлар 
генгламасига факаг нукта координатлари кнрса, бундай богланишлар 
голоном (ёки геометрик) богланишлар дейилади Богланишлар 
тенгламасига нукга координатасини вакт б)'йича хосилалари хам кириб, 
бу богланишлар интегралланадиган булса, уларга беголономлар ёки 
кинематик богланишлар дейилади. Голономли богланишлар хам, 
беголоном богланишлар хам стационар ва ностационар богланишларга 
булинади. Вакгга боглик булмаган богланишлар стационар 
богланишлар дейилади. Агар богланишлар вактга боглик булса, у 
ностационар богланишлар дейилади. Стационар ва ностационар 
богланишлар бушатмайдиган ва бушатадиган булиши мумкин. 
Богланишлар тенгламаларини куйидагича синфлаш мумкин:

1. Стационар б)чпатмайдиган голономли богланишлар.
/Д.г,_т,г, ) = 0 1 < у < 3

2. Ностационар бушатмайдиган голоном богланишлар.
f , ( x ,y , z , t )  = 0 1<у<3

3. Бушатадиган стационар, голоном богланишлар.
f t (x ,y ,z ,)<  0 1 < у < 3

4. Бушатадиган ностационар голоном богланишлар.



/ , ( д г . О  I - j  3

5. Беголоном стационар, бччнатмайднган богланишлар.
/, (.V. V. г. .у. V, г ) = О 1 < j  -  3

6. Беголоном носiационар бушат майдиган богланишлар.
/ ( V I  г . .V , у .  г ./ 1  = о  I • 3

7. Беголоном стационар бушагиладпган богланишлар.
У( (V. г .г .л .  г . г )< 0  |<  / < 3

8. Беголоном ностационар бушат пладиган богланишлар.
/Д.\ ,  у, т.д. у. г./) < О I £ /  ьЗ

Бо1 ланшидаш моддий нукта харакатини урганишда унта куйилган 
кучлар кагорнга богланиш гаъсирини берадиган реакция кучини хам 
купит керак. Богланиш реакция кучи эса номаълум капалнклар
кагорнга кирадп.

104-§. АНАЛИТИК МЕХАНИКА. МЕХАНИК СИСТЕМАГА
К.УЙИЛЕАН БОГЛАНИШЛАР

Механик сисгемага куйилган богланишлар хам голоном ва 
беголоном стационар ва ностационар бушатадиган ва бушатмайдиган 
булинш м мкин. Факат голоном богланишлар куйилган система 
голоном система дейилади ва куйидаги куринишдаги тенгламалар 
билан ифодаланади.

/,('•*!• -Б • б -*1 . . V j . i l - ) = 0 
(,у = 1.2,3. S )

5бнлан юлоном сони белгиланган.
Беголоном богланишлар система нукталари тезликларининг 

проекцияларига нисбаган чизицли ёки чизнкли булмаган тенгламалар 
билан нфодаланиши мумкин, чизикли булган холда богланиш 
тенгламаларн куйидаги куринишда ёзилади.

/„ = S  (V  “ х. + Ф " У' + dM‘ ■ я)
(// = 1,2....,5/)

Бунда ! д билан беголоном богланишлар сони белгиланган.
Систем на куйилган богланишларнинг бир кисми голоном, колган 

К11СМН оса беголоном богланишлар хам булинш мумкин. Биз асосан 
голоном система харакати ёки мувозанагиии )фганамиз.

Механик система п та нуктадан ташкил топган булса, унга куйилган 
богланиш/ лр генгламасининг сони Зп дан ошмаслиги керак.



105-§. СИСТЕМАНИНГ МУМКИН БУЛГАН КУЧИШЛАРИ. 
ИДЕАЛ БОЕЛАНИШЛАР

Системанинг мумкин булган куч шпини урганишдан анпал 
нуктанинг мумкин булган кучишини таьрифлаймиз.

Берилган пайтда нуктанинг унга куйилган богланшп 
чеклашларини каноатлантирувчи кар кандай чексиз кичик кучишларга 
мумкин булган кучишлар дейилади. Нуктанинг мумкин булган 
кучишини Пн вектор билан белгилаймиз. & векторнинг координата 
укларидаги проекцияларини д у,  билан белгилаймиз; 6v
капаликлар нукта координаталарининг вариациялари деб хам а галади. 
У холда мумкин булган кучиш векторини нукта координаталарининг 
вариациялари оркали куйидагича ифодалаш мумкин.

Sr = Sxi + Syj + Szk

Агар богланиш f ( x ,y , z , t ) = 0  тенглама билан ифодаланган булса, 
нуктанинг координаталар буйича хакикий кучиш лари узаро куйидаги 
муносабат билан богланган булади.

d f  = + %  dy  + dU  + ' {  dl = О
дх ду ' д: dl

Системани ташкил этувчи нукталар мумкин булган кучишларп 
системанинг мумкин булган кучишлари дейилади. Система 
нукталарининг мумкин булган кучишлари куйидаги икки шартни 
каноатлантириши керак..

1. Система нукталарининг мумкин булган кучишлари чексиз кичик 
булиши керак. Агар бу кучишлар чекли булса, система бошка вазиягга 
угиб системанинг мувозанаг шарти узгаради.

2. Система нукталарининг мумкин булган кучишида системага 
Куйилган барча богланишлар сакланиб колиши керак. Агар 
богланишлар бузилса, системанинг куриниши узгаради.

Стационар голономли богланишдаги системанинг бир-бирига 
боглик булмаган мумкин булган кучишлари сони шу системанинг 
эркинлик даражаси дейилади. S та голономли богланиш таъсиридаги п 
та нукгадан ташкил топган системанинг эркинлик даражасини к  билан 
белгиласак,

к  =  З п - S л е б  ёзиш мумкин.
Актив куч куйилган нуктанинг бирор д г  мумкин булган кучишдаги 

шу кучнинг элементар ишини кискача, кучнинг мумкин булган иши деб



л гай мп i на vim <Vl билан оелгплаиммз. У холла элеменгар мш таври- 
фпга кура

8.1 = F]r (Sr,
формула у pin (л и охлади, п га нуктадан ташкил топтан механик 

системага тьсир этунчп кучлар мумкин булган ишларнинг йигпндпсн 
нолга ieiii бУладиган богланишлар идеал богланишлар дейилади Идеал 
богланпшларнп куйидагнча пфодалаш мумкин.

SAr = F,' 8г: = О

F  -системага к у п и .пан богланиш реакция кучи

fxj t  CIS

180-расм.

c W  = N S S  cos 90° = 0 <\4: =0
Силлнк текнслик идеал богланишга мисол булади.

106-§. МУМКИН БУЛГАН КУЧИШЛАР ПРИНЦИПИ

Идеал богланшпдаги система узига куйилган актив ва реакция 
кучларн таъсирида мупозанатда булсин. F  кучининг dS силжишдаги 
бажарган элементар шли куйидагига тенг.

8 A = F 8 S  c o s a

s  реакция кучининг бажарган элеменгар иши
АЛ' = ,VAS'cos(180" - а )  = -A'dScosa = - F A S c o s a  

Ишларни кушам из.

8А + 8Ar = FSS cos а  -  FSS cos а  =  0 
SA + 8АГ = 0



(355) пи сиелемадаги чар бпр нукга учуй ё.шб к\ш ип чикса к, 
купидашча ёзилади.

(356) система учуй мумкпп булган кучиш прпнцпимии ифодалайдн. 
Мдеал боглаишндаги система муволаначда булса, viiimr чар кандай 
мумкпп булган кучшнда спаемага кУйплган барча акш в кучларшпн 
бажарыи тлемептар шилариниш шп пидпсп но па ими булади.

(356) пи куйидагича ёзиш мумкпп.

Бунда X , Y , Z , спстемага гаъспр этувчи кучларппнг координата 
укларндаш нроекцнясн, <>\, <V, <V - кучлар к у п и .пан нукталарнпш
С11ЛЖПП1Н.

/7 га нукгадан мборат булган идеал богланшпдагп система бермлгап 
булсин. Система билан богланпш ур гасила ш пкаланти п у к .

Г  ва V спстемадаги пхтпёрин М нуктата таъснр килувчи актив ва 
реакция кучлари (182-расм).

М  нуктата инерция кучларпнп куямнз. Инерция кучи чар доим 
тезланшига карама-каршн йуналган булади. Даламбер прппцпппта 
асосап актив, реакция ва инерция кучларпнпш тео.метрпк йигнндисп 
пол та тент булади.

Система нукталарига мумкпп булган 6 S  сплжиш берамиз. 
Мумкпп булган кучишлар пршщиипга асосан

У ,и  ■ У л/ о
}  l i l '  0 б у и  а  l i t  0 о \ iiu lii

(357)

107-§. ДИНАМИКАМ ИНГ УМУ.МИМ ТПП ЛАМАСИ. 
(ДАЛАМБЕР ЛАГ РАНЖ ТЕНГЛАМАСИ)

182-расм.

8 А к + 8 А [  + S A " ; =  О (358)



Е ' Ч  " Z rf,A ■* = 0 (359)
Системага куйилгап богланишлар идеал булган.нип учуи реакция 

Kyi/iapiiHHin бажарган олемепгар шпларининг йигпндпсм нолга теш 
булади. (358) ни системадагп \ар  пир нукта учуи ёзиб кушпо чпкампз.

У<К О
]Г <)ХА + ]Г til'," : о булади к=1,2 ,...,п  (360)

Bv генгламага дииамиканинг умумий тенгламаси ёкп Даламбер -  
Лагранж тенгламаси дейилади: идеал богланшпдагп спетемашшг \ар 
кандай мумкпп булган кучишида с нечем а га куйилгап барча актив 
кучларппнг ва инерция кучларингшг бажарган эдементар ишлариншп 
йигнндисп нолга тенг булади.

ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР

1. Цандай системага эркин система дейилади?
2. Кандай системага эрксиз снсгема дейилади?
3. Богланиш нима?
4. Реакция кучи нима?
5. Кандай богланишга стационар богланиш дейилади?
6. К,андай богланишга стационар булмаган богланиш дейилади?
7. КанДай богланишга голономли богланиш дейилади?
8. Кандай богланишга беголономли богланиш дейилади?
9 :  Мумкин булган кучиш принципини таърифланг?
10.Дииамиканинг умумий тенгламасининг формуласини ёзинг?

108-§. УМУМЛАШГАН КООРДИНАТАЛАР ВА УМУМЛАШГАН
ТЕЗЛИКЛАР

Система п та нуктадан ташкил топган булса, унинг уолатини Зп та 
Декарт координаталари оркали аникдаш мумкин.

Системага S та голоном богланишлар куйилган булса Зп 
координаталардан K = 3 n -S  таси бир-бирига боглик булмайди. Декарт 
координаталардан к  тасини бир-бирига боглик килмай, S тасини эса 
бир-бирига боглик килиб танлаш мумкин. Бир бирига боглик булмаган 
к  та Декарт координаталари урнига бошка q i,q 2....,qn  параметрларни 
кам киритиш мумкин. Система колатини бир кийматли аникдайдиган 
бир-бирига боглик булмаган параметрлар умумлашган координаталар 
дейилади. Умумлашган координаталар куйидагича белгиланади:



q > , q i - , q -
Умумлашган коорднматалар бмр-бнрларнга боглнк, булмаганмдан 

улар прлича улчов бмрлпгида (масалам м, радиан, м ва х.к.) будшим 
MVMKim. Умумлашган коордннатадардан вам буйича олинган 
хоснладар умумлашган гезликлар дейпладн. Умумлашган тезлпклармп 
q i , q z . . . , q n  билам белгмлаймиз.

ч
ckh . = dq2 . <!чл
(ft : (ft ... ‘ " (ft

Умумлашган зезлмкнинг улчов бирлигн умумлашган координата 
улчов бнрлпгинпнг нам бирлнгнга нисбаш билан нфодаланади
Масалан q  координата «м» да улчанганда q -  -- да, q  учун радиан

• p a d  лолинганда q ------ = с  га улчанади.с
Система ихтиерий нуктасининг бирор санок, смстемасига нисбатан 

радиус-векторини r i  координаталарпни (х,. у ,, z / )  десак, хар бир q,  

умумлашган координатами улар оркали ифодалаш мумкин.
r i  -  r i ( q [, q 2 , . . . , q k , t )

x i  =  x i ( q l , q 2 , . . . , q t , t )  

y i  =  y i ( q ], q 2 , . . . , q k , t )

z i  =  z i ( q v q 2 , . . . , q k , t )

Система нукталарининг мумкин булган кучишларини куйидагича 
ифодалай оламиз:

г  . dri dri dri .
S n  =  — Sql + - — Sq2 +  . . .+  — Sqk 

dg\ dSi dgk
(361)

(356)-ифодадаги S q j  ( j=  1 , 2 , 3 , . . . к )  мумкин булган кучишларнинг 
умумлашган координаталари оркали ифодаларидан иборат.

109-§. УМУМЛАШГАН КУЧЛАР ВА УЛАРНИ ХИСОБЛАШ

Эркинлик даражаси к  булган п  та моддий нуктадан ташкил топтан 
голоном механик системанинг холати q [, q 2, . . . , q k умумлашган 
координаталар оркали аникдансин. Система нукталарига мос равишда 
таъсир эгувчи кучларни F l , F 2 , . . . , F n билан белгилайлик. Система

нукталарининг радиус векторларини г \ * г г десак бу кучлар 
мумкин булган ишларининг йигиндиси куйидагича аникланади:



v - СП .tirt у  л// inviiiа кура
'41

V '' V—1 С 77 . \  - ( 77

■7 y'-'L- *и 2 J A' , >‘7/
Ш  I <4J : I <~£//

Куйпдагича белгплаш киритайлик

О/ > /•/ \’ холла:7//
,) | V 0/(Уц = 0,1*/, + o ,i*i ■ ■ 0,1*1,;

Q j  капалпкка q j  умумлашган коорднна гага мос келпвчп 
умумлашган к\'ч дейпладн.

cxi г  vi czi \
Ol У . / - • , + '

\  < 4 !  « и  < < 1 1  )

Ихгпёрпй q , умумлашган координатага мос келуичп Q j  

умумлашган куч ни хисоблаш учун
Oj  =  — ( у  =  1.2. ..*)

Схц

формулахоспл цплинадн.

110-§. ЛАГРАНЖНИНГ ИККИНЧИ ХИЛ ТЕНГЛАМАЛАРИ

Эркпнлик даражаси п  га генг голономли идеал богланпшдагп 
механик система холаги </,.</;. ,<?„ умумлашган координата оркали 
аникдансин.

Бу тенгламаларни келтириб чик,ариш учун динамиканинг умумнй 
тенгламасидан фойдаланамиз:

£  (]\ -  т,а, ) -Sri = 0 (362)
ёки V f'd  п  =  У ~  т,а,дп

(362)-тенгламани умумлашган координата лар оргали ифодалаймит 
(362)-формулага мувофик,

Y , F^ n  :: ■
Энди (362)-тенгликнпнг унг гомонини умумлашган координаталар 

орк,алп ифодалаймнз:

I Z  *н  -  I I I » .  I

dri
dt dqi

d l’
dt

i dri 
* dqi

tiqi

К,авс ичидаги ифодани куйидагича ёзамиз:



Г С /1 i l l  { Г С /1 j

(362), (ЗбЗ) на система кинешь.

(364)

Шундай кн/шо (364) муносабаг кунидагп курпнпшнп оладп:

(363)

(364)- ва (365)- формулалардан фойдалапиб динампканиш 
генгламаемнн куйидагн куринншда ёзамп •>:

Т о ,  11 П ['  <*/, о (366)
УJl cc/i < q n )

(Збб)-гешлама динамика умумпй шнгламасининг умумлашган 
координагаларпдаги ифодаепдир. Бу тешдамада:

уад система пуцталарининг & /, .& / ,... <S-/„ кучишидаги барча инерция
кучлари ишларининг йипшдисини пфодалайди.

Голономли богланишлар к,уйилган система учун (366) да барча 
умумлашган координаталарининг орттирмалари & / „ & / „  эркин 
булга ни учун улар олдидаги ифодаларни айрим-айрим нолга тенглаш 
мумкин.

Шундай килиб, ууй и да ги п та тенгламалар системасини оламиз:

(367)-тенгламалар Лагранжнинг иккннчи хил генгламалари ёки 
механик системанинг умумлашган координагаларпдаги уарака! 
дифференциал генгламалари дейндадп. Бу тенгламаларнинг афзаллиги 
шундай иборатки, бу тенгламалар сони системанинг эркинлик 
даражасига тенг булиб, сисгемани гашкил этувчи нукдалар сонига 
боглик, булмайди.

Бу тенгламалар системанинг умумлашган координаталарига 
нисбатан иккинчи тартибли оддий дифференциал тенгламалардир.

(367)



Уларпи пи rei раллаб па пптеграллаш допмийларини \аракапшш 
бошлаш пч шартларп асосида аниклаб, сипсмашпи умумлаппаи 
координагалар оркалп пфодаланган n ia \apakai ieinламаларшш 
одами.к

<7, = с/, (/)- (/=1.2. //)
Лаграижнши иккпнчи хил генгламалари аналитик механикада 

м \\и м  а.\ампятга у га па купчилик техника масалаларини ечишда ундаи 
самарали фойдалаппладц. /1екпн бу тенгламалар таркпбида богланшп 
реакция кучларинп аниклаш лозим булганда Лаламбер нргпшпнплан 
фойдаланмш м у м к и н .

ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР

1. Спстемапп эркннлпк даражаси деб ш т а т  апгилади?
2. Кандай богланшша идеал богланиш депнладп?
3. Спсгемани мумкин булган кучи ши деб нпмага айтплади?
4. Мумкин булган кУчнш прннципи кандай /аърифланадн?
5. Динамиканинг умумпй генгламаси кандай ё.шладп?
6. Умумлашган координата нима?
7. Умумлашган тезлик нима?
8. Умумлашган куч нима? Унингулчов бирлигини айтинг?
9. Умумлашган куч кандай таргибда кисобланади?
10. Агар система • потенциал булса, у х;олда умумлашган куч
потенциал энергия оркали кандай ифода килинади?
П.Лагранжнинг иккпнчи хил тенгламаларини ёзииг?
12.Лагранжнинг иккпнчи хил тенгламаларининг сони нечта булади?
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