
SH.A.Shoobidov, X.N.Habibullayeva 
F.D.Fayzullayeva

<X(

Q



£3.
Л  ■ Ы

0 ‘quv qo'llanma “Nazariy mexanika” fanining “Statika” va “Kinematika” 
bo'limlariga bag‘ishlangan bo'lib, statikaning qonun-qoidalari to‘liq, batafsil 
bayon etilgan. Ularga doir masalalar yechilgan. Kinematika bo'limida nuqta 
kinematikasi va qattiq jism kinematikasiga doir asosiy mavzular yoritilgan. 
Barcha mavzular bo'yicha masalalar yechilib ko'rsatilgan. Har bir bobdan 
so‘ng takrorlash uchun savollar keltirilgan. Mazkur o ‘quv qo‘llanma “Mu- 
handislik va muhandislik ishi” yo‘nalishlarida ta’lim olayotgan bakalavriat 
talabalari uchun mo‘ljallangan, bo‘lib, undan shu fanga qiziquvchi kitobxonlar 
ham foydalanishlari mumkin.

Taqrizchilar:
A.A.HAM1DOV,

fizika-matematika fanlari doktori, professor. 

O.I.UMAROV,
fizika-matematika fanlari doktori, professor.

U.D. NURMATOV, 
texnika fanlari nomzodi, dotsent.

S a m Q X I  A x b o r o t
r , : , .  - s

ISBN 978-9943-08-343-1
©Sh. Shoobidov, X.Habibullayeva, F.Fayzullayeva. «Nazariy mexanika», 
«Yangi asr avlodi». 2008-yil.



MUQADDIMA

Nazariy mexanika qadimgi Yunonistonda paydo bo‘lgan deb hisoblanadi. 
" Mcxanik muammolar” asari mexanika bo‘yicha yozilgan eng qadimgi asardir.
I ining muallifi Aristotel deb faraz qilinadi. Asarning markaziy mavzusi -  richag.
I In siatikaning kinematik yo‘nalishiga tegishli. Statikaning geometrik yo'nalishi 
AI ximcd nomi bilan bogiiqdir. Bu davrdagi kuchli mexaniklardan yana biri 
i»l andariyalik Geronhisoblanadi. Mexanika faniningrivojida Sharqningyetuk
■ .limlari bo‘lgan Sobit ibn Qurra, Abu Rayhon Beruniy, Abu Abdulloh Yusuf 
al \oiazm iy va Abu Ali ibn Sinolar salmoqli hissa qo‘shganlar. Nazariy 
mrxanikada moddiy obyektlar sifatida moddiy nuqta va mexanik sistemalar 
olinadi.

Absolut fazo, zamon va vaqt, kuch va massa, inersial sanoq sistemasi, 
iiaiuvchan tutash muhitlar haqidagi tushinchalar nazariy mexanikaning 

n»i iiiy tushunchalaridir. Galiley -  Nyuton inersion qonuni, inersial sanoq sis- 
ii iiiasiga nisbatan harakat tenglamasi, ta’sir va aks ta’siming tengligi haqi- 
.hgi qonun nazariy mexanikaning asosiy qonunlari hisoblanadi. Bu qonun-
1.1 11 la n mexanik sistema harakatini tekshirishda Lagranjning birinchi va ikkinchi 
i hi tcnglamalari, Gamil’tonning kanoniktenglamalari,dinamikaningumumiy 
ifiiglamalari chiqariladi. Harakat ustivorligi (turg‘unligi) nazariyasi, osmon 
linllistikasi va osmon mexanikasi-nazariy mexanikaning tatbiqiy ahamiyatga
■ i i bo‘lgan sohalaridir.

I abiatda ro‘y beradigan barcha o ‘zgarishlar va hodisalar harakat deb ata- 
l.uli Materiyaharakatiningengsodda turi,jism holatiningo‘zgarishidir,ya’ni 
inoiUliy jism larning vaqt o ‘tishi bilan fazoda bir-birlariga nisbatan 
11< I'/g'alishlaridir. Harakatning bu turi mexanik harakat deb ata^adi. Nazariy 
mexanika moddiy jismlar harakatining umumiy qonunlari haqidagi fandir. 
\  iiMisan, agar jismning fazodagi holati vaqt o'tishi bilan o‘zgarmasa, bu hol-
11.1 |ism muvozanat holatida turadi. Muvozanat mexanik harakatning xususiy 
in-li<Jii Binobarin, nazariy mexanika muvozanat qonuniyatlarini ham 
. i ir.iiuivchi fandir. Harakat va muvozanat tushunchalaridan ularning nisbiy- 

liiti liaqida xulosa chiqarish mumkin.
Mexanika fani matematika fani singari qadimiy fan hisoblanadi. Nazariy 

in. x.mikada izlanishning matematik usullari keng tatbiq qilinadi. Jismning 
Iиil.i 11 hoshqa qo‘zg‘almas deb olingan jismga biriktirilgan koordinata o‘qlariga
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nisbatan kuzatiladi. Harakat davomida jismning holati kuzatilayotgan sanoq 
sistemasiga nisbatan vaqt o'tishi bilan o'zgaradi. Tabiatda harakatsiz jism 
mavjud emas, binobarin qo‘zg‘almas sanoq sistemasi ham mavjud cmas.

Odatda, ko‘pgina muhandislik masalalarini hal qilishda (kosmik uchish- 
lar masalasi bundan mustasnodir), yerni qo‘zg‘almas deb qaraladi. Shuning 
uchun, keyinchalik, agar alohida ta’kidlanmasa, yerga bog'langan sanoq sis­
temasi qo‘zg‘almas deb qabul qilinadi. Hozirgi zamon “Nazariy mexanika” 
fanining asosiy qonunlarini 1687-yilda mashhur donishmand olim Isaak Nyu- 
ton o'zining «Tabiiy fanlar falsafasining matematik asoslari» nomli asarida 
bayon qilib bergan. Shuni ta ’kidlab o ‘tish kerakki, qonunlari Arximed va 
Galiley singari hamda boshqa buyuk olimlarning kundalik kuzatishlari va izlan- 
ishlarining natijasidir.

Nazariy mexanika fanining rivojlanishi davomida, undan ko'pgina mu­
handislik fanlari mustaqil fan bo'lib ajralib chiqdi. Masalan: materiallar 
qarshiligi, inshootlar nazariyasi, suyuq va gazsimon jismlar mexanikasi, mashi- 
na va mexanizmlar nazariyasi va boshqalar. Bu fanlar nazariy mexanika qonun- 
lariga tayangani holda mustaqil fanlar tarzida shakllandi.

Hozirgi zamon mexanikasining tez sur’atlar bilan taraqqiy etishi, texnika- 
ni rivojlantirishda ijodiy ishlashga qodir bo‘lgan yuqori malakali muhandis 
xodimlarga muhtojlikni oshiradi. Hozirgi zamon muhandislari o ‘ta murakkab 
hisob ishlarini bajarishlari darkor, masalan: inshoot muvozanatlariga oid (im- 
orat, ko'prik va boshqalar), mashina va mexanizmlar harakatiga oid hisob- 
kitob ishlari. Bunday masalalarni yechishga faqat “Nazariy mexanika” fani 
qonun-qoidalarini chuqur o'rgangan muhandislargina qodirdirlar.

“Nazariy mexanika” fani uch qismdan iborat: statika, kinematika va di- 
namika.

Statika moddiy jismlar muvozanatiga oid qonunlarni o'rganadi.
Kinematika jism harakati qonunlarini bu harakatni vujudga keltiruvchi 

yoki o ‘zgartiruvchi sababga bogMamay tekshiradi. Bundan ko‘rinadiki, kine­
matika jism harakatini faqat geometrik nuqtayi nazardan tekshiradi, ya’ni bu 
harakatni vujudga keltiruvchi sababga e’tibor bermaydi. Shuning uchun kin- 
ematikani to‘rt o'lchovli geometriya deb atash mumkin. Bunda uchta fazoviy 
o ‘zgaruvchilarga to‘rtinchi o‘zgaruvchi vaqt ham qo‘shiladi.

D inam ika jism lar harakatin i bu harakatn i vujudga keltiruvchi, 
o'zgartiruvchi sababga bog'lab tekshiradi.
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IQ ISM

QATTIQ JISM STATIKASI

(

i n n n $I ATIKANING ASOSIY TUSHUNCHALARIVA AKSIOMALARI

l-§. Asosiy tushunchalar va ta’riflar

! i»Lifig:i la ’sir etuvchi kuchlar turlari, ular ustida amallar, kuchlarning 
mm m/ цii.’il shartlarini o‘rganuvchi nazariy mexanikaning bo'limi statika 
I it ii.iIndi Statikani o'rganish uchun zarur bo'lgan asosiy tushuncha va 

in iill.imi keltiramiz.
Moddiy nuqta. Ko‘rilayotgan masalada geometrik o'lchamlarining 

ill iiniyiiti bo‘lmagan jism moddiy nuqta deb ataladi.
Moxanik sistenia. H ar birining holati va harakati boshqalarining 

и л  li.mida harakatiga bog‘liq bo'lgan moddiy nuqtalar to'plami mexa- 
nlk xlshina deb ataladi. T a’rifdan ko‘rinadiki, mexanik sistema moddiy 
nuqtalar orasida o ‘zaro ta 'sir mavjud bo‘lishini taqozo qiladi.

Absolut (mutlaq) qattiq va deformatsiyalanuvchi jism. Qattiq jism-
....... ixtiyoriy ikki nuqtasi orasidagi masofa har qanday holatda ham
i i: umiisdan qolsa, bunday jism absolut (mutlaq) qattiq jism  deb atala- 
li I abiatda mutlaq qattiq jism mavjud emas. Har qanday qattiq jism 

Imi Imasin, shunday sharoit mavjud qilish mumkinki, uning ikki nuqtasi 
iii.r ulagi masofa o ‘zgarishiga olib kelish mumkin. Bu jism shaklining 
о jut i-.higa olibkeladi. Ikki nuqtasi orasidagi masofa o'zgaruvchi bo‘lgan 
■ |.iitiq jism deformatsiyalanuvchi jism deb ataladi. Binobarin tabiatda faqat 
• 1- 1(11 matsiyalanuvchi jism mavjuddir.

-I 1 i kin va erkin bo‘lmagan jism. Fazoda ixtiyoriy vaziyatni egallashi
к. mil. in bo'lgan jism erkin jism  deb ataladi. Quyosh sistemasining say- 

in hi ri bunga misol bo‘la oladi. Agar jismning fazodagi vaziyati yoki 
h- tikiniga qandaydir chek qo‘yilsa, bunday jism erkin boHmagan, ya’ni 
th'g’lanlsbdagi jism  deb ataladi.
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5. Kuch. Moddiy jismlaming harakati yoki ichki holatining o‘zgarishiga 
sabab boiuvchi, o'zaro bir-birlariga ko'rsatgan ta’sirlarning miqdor o‘lchovi 
kuch deb ataladi. Jismlarning o'zaro mexanik ta’siri ularni bir-biriga tegib 
yoki m a’lurn masofada turganida ham mavjud bo'lishi mumkin.

Birinchi toifaga jismlarning o'zaro bir-birlariga bosimi, ikkinchi toifaga 
har xil tortishish kuchlari : sayyoralar orasidagi o 'zaro tortishish, elektr, 
magnit va boshqalar kiradi. Jismga qo'yilgan kuch: miqdor, yo'nalish 
va qo'yilish nuqtasi bilan xarakterlanadi, ya’ni kuch vektor kattalikdir. SI 
xalqaro birliklar sistemasida kuch birligi -  Nyuton.

Kuch yo'nalishi deb, tinch holatda turgan erkin moddiy nuqtaning 
qo'yilgan kuch ta ’siridan olgan harakatining yo'nalishiga aytiladi. Kuch 
yo'nalgan to 'g 'ri chiziq kuchning ta ’sir chizig'i deb ataladi (1-shakl).

Jismning bevosita kuch qo'yilgan nuqtasi kuch qo'yilgan nuqta deb ata­
ladi. Kuch yo'naltirilgan kesma orqali grafik tasvirlanadi. Tanlab olin- 
gan masshtabda kesma uzunligi kuch miqdorini ifodalaydi, kesmaning 
yo'nalishi kuch yo'nalishiga monand, uning boshlanishi yoki oxiri kuch 
qo'yilgan nuqtaga monand. 1-shaklda kuch A nuqtaga qo'yilgan.

6. Kuchlar sistemasi. Jismga qo'yilgan bir necha kuchlardan iborat

bo'lgan [Fb F2,...,F,) to'plam  kuch­
lar sistemasi deb ataladi.

7. Ekvivalent kuchlar sistemasi.

Agar jismga qo'yilgan {Fi,F2,...,Fn)
kuchlar sistem asi t a ’sirini, uning 
tinch  yoki h a ra k a t ho latin i

o'zgartirmay, boshqa kuchlar sistemasi, ya’ni f e , 02,•••,&,)> bera ° lsa> 
unday ikki kuch  sistem asi ekvivalent kuchlar sistemasi deyilali

8. Teng ta’sir etuvchi kuch. Berilgan kuchlar sistemasi biror kuchga 
ekvivalent bo'lsa, bunday kuch teng ta ’sir etuvchi kuch deb ataladi. Shuni 
nazarda tutish kerakki, kuchlar sistemasining jismga bergan ta ’sirini yolg'iz 
bir kuch bera olsa, bunday kuch m azkur kuchlar sistemasining teng ta ’sir

etuvchisidir {Qi,Q2 , -,Q„) <̂> R-
9. Muvozanatlashgan kuchlar sistemasi. Erkin jism unga qo'yilgan kuch­

lar sistemasi ta ’sirida tinch holatda qolsa, bunday kuchlar sistemasi mu-
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nranarlasligan kuchlar sistemasi yoki nolga ekvivalent sistema deyiladi.

te.tv- f t ) 0 0 '

2-§. Statikaning asosiy aksiomalari

Statikaning asosida isbot talab etilmaydigan, aksioma deb ataluvchi 
hnshlang'ich haqiqatlar to ‘plami yotadi. Bu aksiomalar tajriba va kuza-
11-.blaming natijasidir. Aksiomalarga asoslanib, statikaning mazmunini 
iiuhkil etuvchi teoremalar isbot qilinadi.

I-aksioma. Erkin qattiq jismga qo'yilgan 
iк к i kuch miqdor jihatdan bir-biriga teng

va bir chiziq bo'ylab qaram a- =r/ j  - F i

qarshi tomonga yo‘nalgan bo’lsa, kuchlar 
•iMcmasi o ‘zaro muvozanatlashadi. Bu ak- 
unma oddiy muvozanatlashgan kuchlar sis- 
lemtisini aniqlaydi (2-shakl).

2 aksioma. Agar jismga ta ’sir etayotgan kuchlar sistemasi qatoriga, 
niiivozanatlashgan kuchlar sistemasini q o ’shsak yoki undan ayirsak, 
i in lilar sistemasining jismga ta ’siri o ‘zgarmaydi.

Yuqoridagi ikki aksiomadan quyidagi natija kelib chiqadi:

3-shakl.
К uchning jismga ta ’sirini o ‘zgartirmay, uning qo‘yilish nuqtasini ta ’sir 

i hi/in' i bo’ylab jism ning ixtiyoriy nuqtasiga ko’chirishimiz mumkin. 
к Ш lining ta ’sir chizig’i bo‘lab ixtiyoriy В nuqtasiga muvozanatlashgan 
inn lil.ii sistemasini, ya’ni tashkil etuvchilari miqdor jihatidan F ga teng

lin’llian (Fh F2) o O  qo'shamiz.
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Ikkinchi aksiomaga, asosan, bu kuchlar sistemasining jismga ta ’siri

o ‘zgarmaydi. Osonlik bilan ko‘rish mumkinki, F  va F2 kuchlar sistema- 
si muvozanatlashgan kuchlar sistemasini tashkil qiladi. Bu muvozanat- 
lashgan kuchlar sistemasini jismdan olib tashlaymiz. U holda jismning В
nuqtasiga qo‘yilgan F\ -  F  kuchigina qoladi. Demak, kuch o'zining ta ’sir 
chizig'i bo'ylab jismning ixtiyoriy nuqtasiga qo'yilishi mumkin ekan. 
0 ‘zining ta ’sir chizig'i bo'ylab ixtiyoriy nuqtaga ko'chirish mumkin bo'lgan 
vektor sirpanuvchi vektor deb ataladi.

3-aksioma. Jismning biror nuqtasiga turli yo'nalishda qo'yilgan ikki 
kuchning teng ta ’sir etuvchisi shu nuqtaga qo'yilgan bo'lib, ularning geo-

metrik yig’indisiga teng bo'ladi. Bu aksioma bir 
nuqtaga qo'yilgan ikki kuchning yig'indisi, shu 
nuqtaga qo'yilgan ikki vektorni qo'shish qonu- 
niyatiga asoslanadi (4-shakl). F\ va F2 kuch- 
larning teng ta ’sir etuvchisini R bilan belgilab, 
3-aksiomaga asosan quyidagini yozish mumkin:

R = Fx + F2.
4-aksioma. Ikki jismning bir-biriga ko'rsatgan 

ta’sir kuchlari o'zaro teng va bir to 'g 'ri chiziq bo'ylab qarama-qarshi to- 
monga yo'nalgan. Bu aksioma ta ’sir, aks ta’sir tenglik aksiomasi deyiladi. 
Aksioma tabiatda bir tomonlama ta’sir mavjud emasligini ko'rsatadi. Bir- 
inchi jism ikkinchi jismga qanday kuch bilan ta ’sir etsa (ta’sir), ikkinchi 
jism birinchi jismga shunday kuch bilan ta’sir etadi (aks ta’sir). Ta’sir va aks 
ta’sir kuchlarini ikkita jismga alohida-alohida qo'yilganligini osonlik bilan 
ko'rish mumkin. Shuning uchun bu ikki kuchni muvozanatlashgan kuchlar 
sistemasi deb qarab bo'lmaydi.

Masalan. Agar A jism В jismga F  kuch bilan ta ’sir qilsa, u holda bir 
vaqtning o'zida В jism ham A jismga shunday kuch bilan ta ’sir qiladi: 
F'= - F  (5-shakl).
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5-uksioma. Berilgan kuchlar ta ’sirida deformatsiyalangan jism muvo- 
. m at ho la tid a  abso lu t q a ttiq  jism ga ay lansa , uning m uvozanati 
i/zgarm ayd i. Bu aksiom aga qotish prinsipi deyiladi. A ksiom adan 
kn'rinadiki, absolut qattiq jismning muvozanat sharti zaruriydir, ammo 
ko‘p hollarda deformatsiyalanuvchi jismning muvozanati uchun yetarli
cmas, haqiqatan ham, masalan AB sterjenning ikki F  va F, kuchlar 
la'sirida muvozanatini ko‘raylik (6-shakl). Bu kuchlar miqdor jihatidan 
Л В to ‘g‘ri chiziq bo'ylab qarama-qarshi yo‘nalgan.

A В
6-shakl.

Agar sterjen absolut qattiq bo'lsa, u holda F  va F, kuchlarning har 
qanday miqdorlarida sterjen muvozanatda bo'ladi. Agar sterjen absolut 
■ |attiq bo‘lmasa, kuchlarning miqdori ixtiyoriy bo‘lmaydi, chunki sterjen- 
ii i uzishi mumkin bo‘lgan kuchlarning chegaraviy qiymatlari mavjuddir.

3-§. BogManish va bogManish reaksiya kuchlari

Jismning holati va harakatini cheklovchi sabab bog‘lanish deb ataladi. 
Mexanikada bog‘lanishlar qattiq yoki elastik jismlar vositasida bajarila-
di.

Bog‘lanishni jismga bergan ta ’sirini ekvivalent kuch bilan almashtirish 
mumkin, uni bog‘lanish reaksiyasi deb aytiladi. Jismning bog'lanishga 
la’siri bosim deb aytiladi.

6-aksioma. H ar qanday bog‘lanishdagi jismni erkin jism  deb qarash 
uchun bog‘lanishlarni bog‘lanish reaksiya kuchlari bilan almashtirish ker- 
ik Bu aksioma bog‘lanishdan qutulish prinsipi deyiladi. Bu aksiomaga 
asosan, jismga ta ’sir etayotgan kuchlar sistemasi qatoriga bog‘lanish reak- 
iya kuchlarini ham qo‘shish kerak. Odatda, ular nom a’lum bo‘lib, ber­

ilgan kuchlar sistemasining muvozanat shartlaridan topiladi. Bog‘lanishdan 
qutulish uchun bog‘lansh reaksiya kuchining yo‘nalishini aniqlash ahami- 
yatlidir. Bog‘lanish reaksiya kuchining yo‘nalishini aniqlashda quyidagidan 
foydalanish lozim. Bog'lanishdagi jismlarning harakati qaysi tomonga 
i licklangan bo 'lsa, reaksiya kuchi shu yo'nalishga teskari yo 'nalgan
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bo'ladi. Bog‘lanishning turlari va bogManish reaksiyalari ishqalanish 
mavjud bo'lmagan bir necha bcg'lanishlarda reaksiyalarning yo'nalishlari 
qanday bo'lishini ko'ramiz.

1. Silliq sirt. Bunday sirt jismga silliq sirt bilan 
tegib turgan nuqtasidan sirtga o ‘tkazilgan normal 
yo'nalishi bo'ylab harakatiga halaqit beradi. Bino- 
barin, reaksiya kuchi silliq sirt bilan jismning teg­
ib turgan nuqtasidan sirtga o 'tkazilgan normal 
bo‘ylab yo‘nalgan va shu nuqtaga qo‘yilgan bo'ladi 
(7-shakl).

Agar tegib turgan sirtlardan birortasi nuqta 
bo 'lsa , u holda reaksiya kuchi ikkinchi sirtga 
o'tkazilgan normal bo'ylab yo‘nalgan bo'ladi (8- 
shakl).

2. Ip (qayish, zanjir, arqon, sim arqon). Agar 
bog‘lanish cho'zilmaydigan ipdan iborat bo‘lsa, 
ip jismning osilish nuqtasidan ip bo'ylab harakat- 
lanishiga chek qo‘yadi. Ipning taranglik kuchi ip 
bo'ylab osilish nuqtasiga tomon yo'naladi (9-shakl).

3. Silindrik sharnir (zoldirli g‘ildirak-podshipnik). 
Bolt 1 va kiygizilgan v tu lka  2 dan ibo ra t

qo‘zg‘almas silindrik sharnir jism bilan mahkam 
biriktirilgan vtulkaning ichki diametri bilan baro- 
bar (10-a shakl). Jism shakl tekisligiga perpendiku- 
lar bo'lgan sharnir o ‘qi atrofida aylanishi mumkin. 
Ammo sharnir o ‘qiga perpendikular yo 'nalish  

bo'yicha harakatlana olmaydi. Shuning uchun silindrik sharnirda reaksi­
ya kuchi, sharnir o'qiga perpendikular bo'lgan tekislikda yotib, sharnir 
o'qini kesib o ‘tadi.

9-shakl.
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Ko'pincha texnikada mustahkam va qo‘zg‘aluvchan sharnirli tayanch- 
Irn uchraydi. 10-b shaklda A mustahkam sharnirli tayanchdir. Bu tayanch- 
<l,i Rt reaksiya kuchi sharnir o'qidan o‘tib va unga perpendikular tekislikda 
votib, ixtiyoriy yo‘nalishda bo'ladi. В tayanch sharnirli qo‘zg‘aluvchan 
layanchdir. Bunda RB reaksiya kuchi qo‘zg‘aluvchan tayanch tiralib turgan 
ickislikning normali bo'ylab yo'nalgan bo‘ladi.

4. Sterjen. B og 'lan ish  uchlari sh a rn irla r bilan 
hiriktirilgan AB va CD sterjenlar vositasida bajariladi.

Sterjen og'irliklarini e’tiborga olmay, u sterjenning 
A va В (C va D) sharnirlariga qo 'yilgan ikki kuch 
la'siridamuvozanatda bo‘ladi. Binobarin reaksiya kuch- 
lari sterjenlarning uchlaridagi, sharnirlardan o ‘tuvchi 
n'qlar bo‘ylab yo‘nalgan bo'ladi (11-shaki).

5. Zoldirli sharnir va tagtovon (podpyatnik). Bu holda jism har qan- 
ilay harakat qilishi mumkin, faqat sferik sharnirning markazi qo‘zg‘almas 
bo‘lib qoladi (12- a shakl).

Xuddi shunday bogManishni siqib tiralib turgan podshipnik (zoldirli 
■ ildirak) vositasida bajarilganligini ko’rish mumkin, odatda bu tagtovon deyi- 
l.idi (12-b shakl). Fotoapparatlarning shtatividagi zoldirli tutqich, inson va 
liayvonlaming ko‘pgina suyaklarining birlashganjoylari zoldirli shamirga misol 
bo‘la oladi. Zoldirli (sferik) sharnir va tagtovonlarda bogianish reaksiya 
kuchlarining yo‘nalishi fazoda ixtiyoriy yo‘nalishni olishi mumkin.

Statika qismida quyidagi ikki masala hal qilinadi:
1. Jismga ta ’sir qilayotgan kuchlar sistemasi unga ekvivalent bo‘lgan 

■.oddaroq kuchlar sistemasi bilan almashtiriladi.

11



2. Kuchlar sistemasi ta’siridagi absolut qattiq jismning muvozanat 
shartlarining zarur va yetarliligi tekshiriladi. Bog’lanishdagi jism  
bog‘lanishdan xalos qilinganda erkin jism deb qaraladi. Jism unga ta’sir 
qilayotgan kuchlar sistemasi va reaksiya kuchlari ta’siridan muvozanatda 
bo‘ladi. M uvozanat tenglamalaridan noma’lum reaksiya kuchlari 
aniqlanadi. Keyinchalik jism ga har xil kuchlar sistem asi ta ’sir 
etayotganda statikaning ikki asosiy masalasi yechiladi.

TAKRORLASH UCHUN SAVOLLAR

1. Statika nimani о ‘rgatadi?
2. Satatikaning asosiy tushunchalari nimalardan iborat?
3. Statikaning asosiy aksiyomalari qanday?
4. Bog ‘lanishlar deb nimaga aytiladi?
5. Bog 'lanish reaksiya kuchi deb nimaga aytiladi?
6. Bog ‘lanishdan bo ‘shatish aksiyomasida nima deyiladi?
7. Bog ‘lanishning qanday turlarini bilasiz?
8. Jism silliq sirtga tayanganda reaksiya kuchi qanday yo ‘naladi?
9. Sharnirlardagi reaksiya kuchlari qanday yo ‘naladi?
10. Ip, sterjenlardagi reaksiya kuchlari qanday у  о ‘naladi?
11. Bog'lanishdagi jism erkin jism holatiga qanday keltiriladi?
12. Qotish prinsipi deganda nimani tushunasiz?

12



II BOB. KESISHUVCHIKUCHLAR SISTEMASI

I sinning A v Л2, . . . ,  An nuqtalariga F\, F i , F n kuchlar ta ’siretsin
*# ill.nning ta ’sir chiziqlari О nuqtada kesishsin.

Ги’мг chiziqlari bir nuqtada kesishuvchi kuchlar sistemasi kesishuvchi 
l r.rhlur sistemasi deb aytiladi (13-a shakl).

Agarda kuchlarning ta ’sir chiziqlari bir tekislikda joylashgan (joy- 
i i .limagan) bo ‘lsa, tekislikdagi (fazodagi) kuchlar sistemasi deyila- 
»li.

Ularni ta ’sir chiziqlari bo'ylab О nuqtaga ko'chirish mumkin bo'lganligi 
i ufayli, kesishuvchi kuchlar sistemasi bir nuqtaga qo’yilgan kuchlar siste- 
ninsi bilan almashtiriladi (13- b shakl).

4-§. Kesishuvchi kuchlar sistemasining teng ta ’sir etuvchisini geometrik
usulda aniqlash

Avvalambor shuni ta ’kidlash kerakki, parallelogramm aksiomasiga 
.isosan, biror A nuqtaga qo ‘yilgan ikki kuchning teng ta ’sir etuvchisi ular- 
uii qurilgan parallelogramm diagonaliga yoki parallelogrammning yarmi- 
in tashkil etuvchi kuch uchburchagining AA2 tomoniga teng (14-b shakl).

Mu holda R vektor ikki F] va F2 vektorlarning geometrik yig'indisiga

Icng, ya’ni R = Fx+F2.
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14-shakl.

Teng ta ’sir etuvchi R ni F\ va F2 kuchiarning yo'nalishlari bilan 
tashkil qilgan burchaklari cpx va q>2 larni hamda uning miqdorini si-
nuslar va kosinuslar teoremalaridan foydalanib AAAtA2 dan aniqlanadi:

F, _ F: R
sin^, sin^, sin(180°-a) ’

R  = ^Jf ]2 +  F ?  + 2 F {F 2 cos a  (2 .2)

bunda, a  -  va F2 kuchiarning yo‘nalishlari orasidagi burchak.

Faraz qilaylik, A nuqtada kesishuvchi F j, F2 ......Fn kuchiarning
sistemasi berilgan bo‘lsin. Birinchi ikki aksiomaning natijasidan foy­
dalanib, bu kuchlar sistemasini A nuqtaga qo'yilgan kuchlar sistemasi 
bilan almashtiramiz.

Endi quyidagini qurishni bajaramiz Fj kuchining oxiri A t dan F2

kuch vektoriga teng bo'lgan AtA2 vektorni o'tkazamiz, uning oxiridan



vektor A, A, = F3 , uning oxiridan vektor A, A = F  va hokazo. H a i/ma 
J ku-

к uchlarni qo'ygandan keyin, birinchi kuchning boshi A dan oxirgi
___  у4

chining oxiri An ga A A n kuch vektorini o 'tkazam iz. A tA 2, .... *
k o 'p b u rch ak n i quram iz, u kuch k o ‘pburchagi deb a ta lad i. 
ko’pburchagida vektorlar oqimiga qaram a-qarshi yo'nalishda bo‘l®an

AAn vektorga kuch k o (pburchagini yopuvchi tomon deyiladi. К
ko'pburchagida shtrixlangan vektor yordamida bo'lingan uchburcl^3 
larni qaraymiz (15-b shakl). Kuch uchburchagini qurish usuliga, aso^an’

F, va F2 kuchlarning teng ta ’sir etuvchisi Rv  ААг vektor v o s i ta ^ a

tasvirlanadi, ya’ni Rl =Fl +F2 ■ ЛЛз vektor, ААг va F3 kuchlarii11”*’

teng ta ’sir etuvchisi R2 ni tasvirlaydi, binobarin, uchta Fx, F2 va F,

kuchlarining teng ta ’sir etuvchisidir. Y a’ni,i, R7 =Fl +F2 +F3 va Ырка‘
miz.zo. Hainma uchburchaklarni ko 'rib chiqib, quyidagi xulosaga kela

---- Li' SIT
Kuch ko‘pburchagini yopuvchi AAn tomoni n ta kuchning teng v 
etuvchisini tasvirlaydi, ya’ni

R = F  + F +... + F  = Z  F , . 
1 1  "  * = 1  *

(2.3)

Shunday qilib, kesishuvchi kuchlar R = 1 sistemasining teng ta ’sir (' 
chisi, bu kuchlar ustiga qurilgan kuch ko'pburchagining yopuvchi to(° П1 
sifatida geometrik aniqlanar ekan.

r sis-Demak, teng ta ’sir etuvchi bu kuchlarning geometrik yig’indisiga
bo’lar ekan. Teng ta ’sir etuvchining ta ’sir chizig’i kesishuvchi kuchla 
temasi ta ’sir chiziqlarining kesishgan nuqtasidan o ’tadi.

Xususiy holda bir tekislikda yotmagan uchta kesishuvchi kuchlar ■ ^
masini ko’raylik (16-shakl). Bu kuchlarning teng ta ’sir etuvchisi, к и ^ ц \ 
ustiga qurilgan parallelepipedning diagonali orqali tasvirlanadi (par . . 
epiped). D a ’voimizning haqligiga kuch ko ’pburchagini qurish o '4 
ishonch hosil qilamiz.

15



16-shakl.

5-§. Kuchni tashkil etuvchilarga ajratish

Kuchni kesishuvchi tashkil etuvchi kuchlar sistemasiga ajratish deb, 
shunday kesishuvchi kuchlar sistemasini topishga aytiladiki, uning teng 
ta ’sir etuvchisi berilgan kuchga teng bo'ladi. Boshqacha aytganda, shun­
day kuchlar sistemasini topish kerakki, bu kuchlar ustiga qurilgan kuch 
ko‘pburchagining yopuvchi tomoni berilgan kuchga teng bo‘ladi. Bir xil 
yopuvchi tomonga ega bo ‘lgan har xil kuch ko‘pburchaklarini qurish 
mumkin. Shuning uchun kuchni ta ’sir etuvchilarga ajratish masalasini bir 
qiymatli hal qilish uchun, mumkin bo'lgan tashkil etuvchilar sonini chek- 
lovchi qo'shimcha shartlar berilishi kerak. Tez-tez uchrab turadigan quyi- 
dagi ikki holni ko'ramiz:

1. Berilgan F  kuchni ikkita tashkil etuvchilarga ajratish
Ularning ta ’sir chiziqlarining yo’nalishlari berilgan, AR  va AQ kuchi

F  bilan bir tekislikda yotadi (17-shakl). Buning uchun kuchning oxiri- 
dan izlanuvchi kuchlarning ta ’sir chiziqlariga parallel qilib to‘g‘ri chiz-

iqlar o ’tkazamiz. Diagonali berilgan F  kuchi bo‘lgan ABCD parallelo- 
gramm hosil qilamiz. Uning AB  va AD tom onlari izlanuvchi tashkil

etuvchi F{ va F2 kuchlaridir.
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2. Berilgan F  kuchni uchta kesishuvchi tashkil etuvc;
Kuchlarning ta ’sir chiziqlarining yo'nalishlari fazot,

-

bo'lgan va F  kuchi bilan bir tekislikda yotmaydi (lk  
uchun shunday parallelepiped qurish yetarliki, uning ® 
yo‘nalishlari berilgan izlanuvchi kuchlardir. Diagonali e ^  lf

dir, u holda parallelepiped qonuniga, asosan, Fl , F2, f  
lelepiped qirralariga monand bo'lib, kuchning berilgan 
bo'yicha tashkil etuvchilaridir.

J-
Vtish

A
R

P

18-shakl.

iliu

rl*h ( i W

H b  \ f i

мЧ
л  у

i s i a y l '  ■ '

l*-masala. Gorizont bilan a  burchak tashkil qilgap
:S;iiiS'

likda og'irligi p  boMganjism qiya tekislikka parallel b o , “jjOi ,jS/ 
damida muvozanatda tortib turibdi (19-shakl). Ipning ta ^ 'orV   ̂
jismning qiya tekislikka bo‘lgan bosimini aniqlang.

SamQXl AxboroPTkl



Yechish. Berilgan P  kuchni qiya tekislikka parallel va unga per-

pendikular bo‘lgan yo'nalishlar bo'yicha P, va P2 tashkil etuvchilarga
ajratamiz. Buning uchun diagonali P  kuchiga teng bo‘lgan, О A va OB 
tomonlari tanlab olingan yo'nalishlarga parallel bo'lgan OABC paral- 
lelogrammni quramiz. T o‘g‘ri burchakli OBC uchburchakdan quyidag- 
ilami aniqlaymiz:

P{ = P sin a , Д  = Pcosor. (1*1)

OD ip bo'ylab yo'nalgan Px tashkil etuvchi ip reaksiya kuchi bilan 
muvozanatlashadi, ya’ni

T = P\ = / ’sincr. (1*. 2)

Qiya tekislikka perpendikular bo'lgan P, tashkil etuvchi, izlanayot- 
gan shu tekislikka bo‘lgan bosimni ifodalaydi. Shuni ta ’kidlaymizki, jism-

ga qo'yilgan qiya tekislikning N  reaksiya kuchi miqdor jihatidan jism- 
ning qiya tekisligiga bo‘lgan bosimga teng, ya’ni

N  -  P2 = Pcosa. (1*. 3)
Shuning uchun, tayanchga bo‘lgan bosimni aniqlasak, unga teng bo'lgan 

tayanch reaksiya kuchini aniqlagan bo’lamiz.

6-§. Kesishuvchi kuchlar sistemasi teng ta’sir etuvchisini analitik usulda
aniqlash

1. Kuchning o‘qdagi va tekislikdagi proyeksiyasi
Kuchning boshi hamda oxirini biror o ‘qdagi proyeksiyalari orasiga joy- 

lashgan, tegishli ishora bilan olingan, kesma uzunligiga teng bo’lgan skalyar 
miqdorga kuchning o‘qdagi proyeksiyasi deb ataladi (20-shakl).



Kuchning o 'qdagi proyeksiyasi m usbat deb qabul qilinadi, agar 
proyeksiya boshlanish nuqtasidan oxiriga qarab ko'chishi o'qning mus­
bat yo'nalishi bilan hamohang bo‘lsa (20-a shakl) va manfiy, agar qara-

m a-qarshi b o ‘lsa (20-b shakl). B erilgan F  kuchini OX o 'q id ag i 
proyeksiyasini Fx simvol bilan belgilab olamiz. Vektorning yo‘nalishIari 
bir xil bo igan  ikki parallel o'qlardagi proyeksiyalari o ‘zaro teng bo‘ladi. 
Agar vektor bilan o‘q bir tekislikda yotmasa, undan foydalanish qulay- 
lik tug'diradi (20-b shakl) 20-shakldan quyidagilarni aniqlaymiz:

Fx - a b  = AB1 = F c o s a ,

P = -dc  = -D E ' = -P c o s  /? -  P c o sy .
Demak, kuchning o ‘qdagi proyeksiyasi, kuch miqdori bilan kuchning 

o 'qning m usbat yo 'nalishi bilan tashkil qilgan burchak kosinusining 
ko‘paytmasiga tengdir. O 'qning musbat yo‘nalishi bilan (masalan Ox) va

F  kuchi yo‘nalishi orasidagi burchakni ( F, Ox) deb belgilaymiz. Bur­

chak ( F, O x)ning kosinusi yo'naltiruvchi kosinus deb ataladi. Masala- 
lami yechishda kuchning proyeksiyasining absolut qiymatini, kuch miq- 
dorini kuchning ta ’sir chizig‘i bilan o ‘q yo‘nalishi orasidagi o ‘tkir bur­
chak kosinusiga ko'paytm a shaklida olish tavsiya etiladi. Proyeksiyaning

ishorasi to ‘g‘ridan-to‘g‘ri shakldan olinadi. Berilgan F  kuchning tekis- 

likdagi proyeksiyasi deb (21-shaklda O XY  tekisligi), F  kuchning boshi 

va oxirini shu tekislikdagi proyeksiyalari orasidagi Ft = OBx vektorga ayti- 

ladi.
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Kuchning tekislikdagi proyeksiyasi kuchning o'qdagi proyeksiyasi- 
dan farq qiladi, chunki u tekislikda miqdor va yo'nalishga ega bo‘lgan 
vektorli miqdordir. Uning miqdori quyidagiga teng: /г = FcosO-

Bunda: в  esa F  vektor yo'nalishi bilan uning F, proyeksiyasining 
yo'nalishi orasidagi burchak. Ko‘pgina hollarda kuch bilan bir tekislikda 
yotmagan o'qdagi proyeksiyasini aniqlash uchun avvalo kuchni o ‘q yot- 
gan tekislikka proyeksiyalab, proyeksiyani shu o ‘qqa proyeksiyalash ker- 
ak (ikki qaytalab proyeksiyalash usuli) masalan, shaklda ko'rsatilgan hoi 
uchun quyidagilarni topamiz:

F = Fx cos<p = FcosBcostp,
F, = Ft sin <p = FcosO sin <p.

2. Kuchning miqdor va yo‘nalishini koordinata o‘qlardagi proyeksiyalari 
orqali aniqlash

Agar F kuchning to ‘g‘ri burchakli koordinata o ‘qlardagi proyeksiya­
lari berilgan bo‘lsa, u holda kuchning miqdori, qirralari kuch proyeksiya- 
larning absolut miqdorlariga teng bo‘lgan to ‘g‘ri burchakli parallelepi- 
pedning diagonali uzunligini hisoblash tariqasida bo'ladi, ya’ni

F  = j F ;  + K ' + F :~ ■ (2 -5 )

Kuchning yo‘nalishi yo‘naltiruvchi kosinuslar orqali quyidagicha aniq- 
lanadi:

( -  « > F,
cos F. Oy = —  I У\ F

( -  * ) fcos| F, Oz | = —£-
V ) F

(2 .6)

M a’lumki, F  kuchning to ‘liq berilishi uchun F , F , F_ ning proyek- 
siyalaridan tashqari uning qo'yilish nuqtasining koordinatalarini bilish 
kerak. Bunday usulga analitik usul deyiladi. 22-shakldan parallelepiped

qoidasini e’tiborga olib, koordinata o'qlarining i , j ,  к  birlik vektorlari-

dan foydalanib, F  kuchni quyidagi yig'indi shaklida tasvirlash mum- 
kin:

20



F = Ft i +Fr -j+ F t -k yoki F = FI+F1+FJ,

Fl = F x -1, F2 = Fy • 7, F3 =  Fs ■ k ;  (2.7)

bunda: F,F,,F , -  kuchn ing  k o o rd in a ta  o ‘q lari b o ‘ylab  tashk il 
etuvchilaridir. Yuqoridagi tenglama kuchning koordinata o'qlari bo‘ylab 
tashkil etuvchilarni tasvirlovchi formuladir.

3. Teng ta’sir etuvchini analitik usulda aniqlash
Geometriyadan m a’lumki, vektorlar yig‘indisining biror o‘qdagi proyek- 

siyasi tashkil etuvchi vektorlarning shu o'qdagi proyeksiyalarining algebraik 
yig'indisiga teng bo‘ladi. Shunga, asosan, (2.3)dan quyidagini topamiz:

(2.8)
*=] A-=l k=i

Shunday qilib, kesishuvchi kuchlar sistemasining to ‘g‘ri burchakli 
koordinata sistemasi o ‘qlaridagi proyeksiyalari Fkx, Fkf Fk_ (k= 1. 2,..., n) 
berilgan bo‘lsa, u holda teng ta ’sir etuvchining proyeksiyalari R ,  i?,
(2.8) formula yordamida aniqlanadi. Keyin (2.5) va (2.6) formulalar yor- 
damida teng ta ’sir etuvchining miqdori, yo’nalishlari aniqlanadi:

r  = J r ;  + r ] + R ] ,
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(2.9)

cos(.R, Ox)

____ A

cos(/?, Oy) 

cos(R, Oz)

7-§. Kesishuvchi kuchlar sistemasining geometrik va analitik muvozanat
shartlari

Kesishuvchi kuchlar sistemasiga qo'yilgan shart bajarilsa va ularning 
teng ta ’sir etuvchisi R =0 bo'lsa, u holda bu shartga kesishuvchi kuchlar 
sistemasining muvozanat sharti deyiladi.

1. Muvozanatning geometrik sharti. M a’lumki, kesishuvchi kuchlarga
qurilgan kuch ko'pburchagi yopiq bo'lganda, faqat shu holdagina R =0 
bo'ladi. Kesishuvchi kuchlar sistemasi muvozanatda bo‘lishi uchun, kuch 
ko‘pburchagining yopiq bo'lishi zarur va yetarlidir.

2. Muvozanatning analitik sharti. Agar R=Q bo'lsa, u holda R=0, R =0, 
R . - 0 u holda (2.8)ga asosan quyidagini olamiz:

Teskarisi, agar (2.10) shart bajarilsa, u holda R=0 bo‘ladi. Binobarin 
kesishuvchi kuchlar muvozanatda bo'lishi uchun ularning uchta koordi- 
nata o'qlardagi proyeksiyalarining yig'indisi alohida-alohida nolga teng 
bo‘lishi zarur va yetarlidir. Agar kesishuvchi kuchlar sistemasi tekislikda 
joylashgan bo‘lsa, u holda Ox va Oy o'qlarini shu tekislikda olib, quyida- 
gi muvozanat shartini yozamiz:

П n

2 X - 0 . 2 X - 0 ,  Z 4 . - 0 .  ( 2 .1 0 )

П n

(2 . 11)
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Agar (2.10) va (2.11) shartlarda nom a’lum reaksiya kuchlari qat- 
nashsa va ularni aniqlashni taqozo qilsa, u holda bu shartlar muvozanat 
tcnfilamalari deb ataladi.

8-§. Ucli kucli muvozanati haqida teorcma

Teorema.
Bir tekislikda yotuvchi parallel bo'lmagan uchta kuch ta ’siridan jism 

muvozanatda bo'lsa, bu kuchlarning ta ’sir chiziqlari bir nuqtada kesisha- 
di (23-shakl).

Isbot.
Kuchlar sistemasi bir tekislikda yotuvchi parallel bo'lmaganligi uchur 

ulardan ixtiyoriy ikkitasi, masalan, Ft va F2 kuchlarning ta ’sir chiziqlari

biror О nuqtada kesishadi. Ft va F, kuchlarni ta ’sir chiziqlari bo'ylab О 
nuqtaga ko’chiramiz va parallelogramm qoidasiga, asosan, bitta О nuq- 
taga qo’yilgan R kuch bilan almashtiramiz. Natijada ikkita o ‘zaro rnu- 
vozanatlashuvchi r \ va R kuchlarni olamiz. Statikaning birinchi aksio-

masiga asosan F. va R kuchlari bitta umumiy ta ’sir chiziqqa ega. De-
mak, kuchlar bitta nuqtada kesishadi. Teorcma isbotlandi.

Odatda, isbot qilingan uchta bir tekislikda yotuvchi parallel bo'lmagan 
kuchlarning muvozanat shartlarining zaruriyligidir, ammo bu shartlar 
yetarli emas, chunki uchta qandaydir kuchlarning ta ’sir chiziqlari bir 
nuqtada kesishadigan bo’lsa, ularni m uvozanatlashuvchi deb xulosa 
chiqarib bo'lmaydi.
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Ь)

24-shakl.

Uch kuch teoreraasidan foydalanib, nom a’lum reaksiya kuchlarining 
yo'nalishini avvaldan aniqlash mumkin. Aytaylik, A В sterjen uchta kuch 
ta ’siridan muvozanatda bo‘lsin (24-shakl). Yo'nalishi nom a’lum bo‘lgan

Ra reaksiya kuchining ta ’sir chizig’i uch kuch muvozanati haqidagi teore-

maga asosan Ft va F, kuchlar ta ’sir chiziqlari kesishgan О nuqtadan

o ’tadi. R, reaksiya kuchining yo’nalishi esa yopiq kuch uchburchagini 
qurish natijasida aniqlanadi, ya’ni kuch uchburchagida vektorlar oqimi 
bir xil yo’nalishda bo’ladi.

9-§. Statik aniq va statik aniqmas masalalar

Bog'lanishdagi qattiq jismlarning muvozanatiga oid ko’pgina masa­
lalar berilgan aktiv kuchlar ta ’siridan hosil bo'ladigan bog'lanish reaksi­
ya kuchlarini m iqdor va yo 'nalish larin i aniqlashdan iborat. Shuni 
ta ’kidlaymizki, noma’lumlar soni bog'lanishlarning turi va soniga bog'liq 
bo'ladi. N om a’lumlar soni m uvozanat tenglamalari sonidan oshmay- 
digan masalalarga statik aniq masalalar deyiladi. Yuqoridagi mulohaz- 
amiz jismlar sistemasi uchun ham o ‘rinli bo'lsa, u holda sistema statik 
aniq sistema deb ataladi. Faqat yuqoridagi masalalarni statikaning me- 
todlari asosida hal qilish mumkin.

N om a’lumlar soni ular ishtirok etgan muvozanat tenglamalari soni­
dan ko‘p bo'lsa, bunday masalalar statik aniqmas masalalar deb ataladi. 
Shu mulohazalar o ’rinli bo‘lgan sistema statik aniqmas sistemalar deb ata­
ladi. Bunday masalalarni yechishda jismlarning deformatsiyalarini hisob- 
ga olish kerak bo'ladi va ular materiallar qarshiligi fanida yoritiladi.
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11 и 11 к I / ’ bo'lgan yuk ta ’siridan bir tekis- 
11 ki'lи votuvchi uchta ipda hosil bo 'lgan

i / va 7 i taranglik kuchlarini aniqlash 
■и.r.и Iasi statik aniqmas m asalalarga misol 
hu'la oladi (25-shakl). Bu m asalada uchta
......u 'lum ni aniqlash uchun tekislikda kes-
itliuvchi kuchlar uchun ikkita m uvozanat 
ii-MKinalarini tuzish mumkin (2.11).

IO-§. Kesishuvchi kuchlar sistemasining muvozanatiga oid masalalar 

2*-masala.
Ko'taruvchi kran (26-a shakl) A nuqtaga silindrik sharnir, В nuqtaga 

i,iиU>von vositasida biriktirilgan. Kran qulochi l-Am, masofa AB=h=5m. 
On'irligi P -2  kN bo'lgan yuk sim arqon yordamida C blok orqali kran
■ i qiga biriktirilgan M  lebyodkaga tutashtirilgan. C blok og'irligi e’tiborga
■ linmaydigan EC va КС sterjenlar yordamida AB o 'qqa biriktirilgan. E, 
К va C nuqtalarda sharnirli bog'lanishlar. Kran og'irligini e’tiborga ol- 
iii.IV. muvozanat holatida kranning A va В tayanchlarga bo'lgan bosim-
l.ui va a  =45°, fi =30° bo'lganda EC va КС sterjenlarda hosil bo'ladigan 
i (i"i iqishlar aniqlansin (sterjenlarning o 'qi bo'ylab ta ’sir qiluvchi siquvchi 
mi cho'zuvchi kuchlarning algebraik qiymatlari zo'riqishlar deb ataladi. 
A«ai sterjen cho'zilsa, zo'riqish musbat ishora bilan olinadi, aks holda 
■.lerjcn siqilsa, zo'riqish manfiy).

26-shakl.
a)

A £

25-shakl.

25



Yechish. A va В tayanchlarga bo’ladigan bosimlami aniqlash uchun 
kranning muvozanatini ko'ramiz. Unga berilgan P kuchi va A  hamda В 
nuqtalardagi reaksiya kuchlari ta ’sir qiladi A podshipnikdagi reaksiya

AB  o 'qqa perpendikular tagtovondagi (podpyatnik) RB reaksiya kuchi 
shakl tekisligida ixtiyoriy yo‘nalishda bo‘ladi. Kran bir tekislikda yotu-

vchi parallel bo’lmagan uchta R ,, R„ va P kuchlari ta ’siridan muvo- 
zanatda bo‘lganligi uchun ularning ta ’sir chiziqlari biror nuqtada kesishi- 
shi kerak.

R, va P kuchlarning ta ’sir chiziqlari m a’lura va ular D  nuqtada

kesishadi. Bu yerdan R„ reaksiya kuchi BD bo’ylab yo’nalganligini 
ko’rishimiz mumkin. Geometrik yechish usulini tatbiq qilamiz.

M uvozanatda P , R ,, R„ kuchlardan qurilgan kuch uchburchagi

yopiq bo’ladi. Kuch uchburchagi qurishni m a’lum b o ’lgan /* kuchidan 
boshlaymiz. Ixtiyoriy «а» nuqtadan tanlab olingan masshtalbda ab= P

vektorini olamiz (26-b shakl). Vektorning boshi hamda oxiridan R ,, Rg 
reaksiya kuchlarining ta ’sir chiziqlariga parallel qilib to ‘g ‘r i  chiziqlar 
o ’tkazamiz. Bu to ‘g‘ri chiziqlarning kesishgan d nuqtasi abd kuch uch- 
burchagining uchinchi uchi hisoblanadi unda bd va ad tomomlari tanlab

olingan masshtabda RB va RA reaksiya kuchlarining miqdonini tasvir- 
laydi. Bu reaksiya kuchlarining ta ’sir chiziqlari bo’ylab yo’nalishlari kuch 
uchburchagidagi strelkalar oqimiga qarab olinadi.

Teng ta ’sir etuvchi nolga teng bo’lgani uchun kuch uchburchagini
tashkil qiluvchi hamma kuchlarning strelkalari berilgan P kuchning 
yo’nalishiga mos bo’lib, kuch uchburchagining konturi bo’ylab aylana-

di. Kuch ko’pburchagi qurilgandan keyin RB va Rt larni amalitik ani­
qlash mumkin. Uchburchaklar abd va ABD laming o ’xshashligidan quy- 
idagilarni aniqlaymiz:

R. _ P  Rh _ P  
1 h ' ylh2 + l2 h ’

bundan

(2* 1)

26



1 f f 2
Ra = P — =  1,6kN  : я в = p J J + y  = 2,56kN  . (2*.2)

Muvozanat holatda kranning A va В tayanchlarga ko'rsatgan bosimi 
miqdor jihatidan topilgan reaksiya kuchlariga teng bo‘lib, ular bilan bir 
chiziq bo‘ylab qarama-qarshi tomonga yo‘naladi.

2. EC va КС sterjenlardagi zo’riqishlarni 
aniqlash uchun C blokning muvozanatini tek- 
shiramiz. C blokni bog’lanishdan ozod qil- 
amiz, unga ta ’sir qilayotgan kuch vektorlarini 
ko'rsatamiz (27-shakl). Yukning P og‘irligiga 
teng bo'lgan, sim arqonning o ‘ng qismidagi T  
taranglik, m iqdor jihatidan P ga teng (Agar 
blokda ishqalanish e’tiborga olinmasa, u hol- 
da sim a rq o n n in g  ham m a n u q ta la rid a g i 27-shakl.
taranglik bir xil bo'ladi) va sterjen o ‘qi bo‘ylab
yo‘nalgan SF va SK reaksiyalari. Sterjenlar cho'ziladi deb ta ’kidlab, SE 
va SK lar C nuqtadan sterjenlarning o 'rtalariga qarab yo'naltiramiz. Blo­
kning o'lchovlarini e’tiborga olmay, kuchlarni C nuqtada kesishadi deb 
hisoblaymiz. Kuchlar soni uchtadan ortiq bo’lganligi uchun analitik 
an iq lash  usulini ta tb iq  qilam iz. K o o rd in a ta  o ’qlarin i 27-shaklda 
ko’rsatilganidek tanlab, (2.11) muvozanat tenglamalarini tuzamiz:

^ E iu  =0, - S E - T c o s f l - S k s in a  = 0; (2*3)

=0, - / >- 7 's in /7 - 5 i cosa  = 0 . (2*.4)

(2*.3) va (2*.4) tenglamalarni yechishda T -P  deb olamiz va son qiy- 
matlarini qo‘ysak, quyidagilarni aniqlaymiz:

5* p  I + sin p
cos a

-4,26 k N ; (2*.5)

S t = - r ’ " ' a - C O s ( a * P > , U 7 k N
cos a

(2*.6)

(2*.5) SK  manfiy ishorada chiqqanligi uchun, SK vektori 27-shaklda 
tanlab olingan yo'nalishga teskari yo‘nalgan bo’ladi. Binobarin КС sterjen

27



siqiladi S f icaksiyn kuchining mushat iiniqlnnishi 27-sliakkla S, vck-
torining yo'nalishi to 'g 'ri boshlab olinganligini ko'rsatadi, binobarin EC 
sterjen cho'ziladi. Modomiki slninday ckan, aniqlangan S K va SE reaksiya- 
larning miqdorlari aniqlanishi lozim bo'lgan EC va КС sterjenlardagi 
zo'riqishlarni ifodalaydi.

3*-masala.
Vertikal devorga A, В va C sharnirlar yordam ida uchta og‘irligi 

e’tiborga olinmaydigan sterjenlar o ‘zaro О nuqtada biriktirilgan sterjen- 
lar o‘rnatilgan (28-shakl). AO  va BO sterjenlar gorizontal tekislikda joy- 
lashgan va har biri devor bilan 45° burchaklar tashkil qiladi. CO sterjen 
vertikal tekislikda yotadi va devor bilan 30° burchak hosil qiladi. Sterjen- 
larning sharnirli О boltga bo‘lgan reaksiyasi aniqlang. Unga og'irligi Q 
yuk osilgan.

Yechish. О sharnirning muvozanatini tekshiramiz. Unga og'irligi Q 
yuk qo‘yilgan hamda cho‘zilgan deb qabul qilingan sterjenlardagi Sc SA 
va SB reaksiyalari. Burchak ZAO B  ni to ‘g‘ri deb, koordinata o‘qlarini 
shaklda ko'rsatilganday olamiz.

Fazodagi kesishuvchi kuchlar sistemasi uchun muvozanat tenglama- 
larini (2.10) tuzamiz:

^ F fa = 0 ; SB +SC sin30°cos45° = 0 ;

=0; SA +SC sin30°cos45° = 0; (3*.l)

= 0> Q + Sc cos30° = 0 .
Sc kuchni Ox va Oy koordinat o'qlariga proyeksiyalashda, ikki qayta- 

lab proyeksiyalash usuli tatbiq qilindi. Kuchni Ox o 'qidagi proyeksiyasi
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Ilf*

= -7 J  cosar + / >s in 0 c o s / = O; (4*.l)

^ ^ c o s / y  + P s in tf s in ^ O ; (4*.2)

X s i n c e  + TBsin/7 + TD - Pcos0 = 0. (4*.3)

Masalani yechish uchun avvalo sin у , cos у va sin в , cos в  laming qiy- 
matlarini hisoblab chiqamiz.

а) Д CDA dan CZ> = — ; ABDA dan ££> = —  .
tga tgfi

Bundan:

BD tga  tg60° _
,8Y ~~CD~~t^P~Tg30°’ t8 7 ~ y  

Trigonometrik formulalarni tatbiq etib, quyidagilarni aniqlaymiz:

tgy _ 3 3s in /  =
yj\+tg2y  V i + з 2 V i o  ’

cosy =
V 1 +  ^ V  V i +  з 2 VTo

b) Shakldan ko'rinadiki

„ J(CD)2+(BD)' 
tgd = +------ — --------- ; # 0  = TD. I I _ J ( g ' a  + i g P  IJo  

V tg~a  fg P tga tgp  V 3
Trigonometrik formulalarga asosan:

tgOsin0 = -
yjl+tg в

cos0 == . 1 = J - L .
■Jl+ tpe  V13tg

Hisoblangan qiymatlarni (4*.l), (4*.2), (4*.3) muvozanat tenglamalari- 
ga qo‘yib, quyidagilarni hosil qilamiz:
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-  Tc cos 60° + (4*.4)

-  Т„ COS 30° + Р J — = 0 ;
13 л/io

(4*-5)

Тс sin 60° + Тв cos 30° + Т1}

(4*.4), (4*.5), (4*.6) tenglamalardan quyidagilarni olamiz:

(4*.6)

„  _ 2Р „  6Р „  3Р
Т н Р  ' D ~ 7 3 9

Olingan natijalar shuni ko‘rsatadiki, berilgan P kuch ta’siridan AC  va 
AB sterjenlar siqilar ekan, AD sterjen esa cho‘ziladi. Natijalarni 2.1-jad- 
valda berish mumkin.

2.1-jadval

Sterjenlar Zo‘riqishlar Sterjenlar teng holati
AB 7,7 kN Siqiladi
AC 4,4 kN Siqiladi
AD 3,8 kN cho'ziladi

TAKRORLASH UCHUNSA VOLLAR
1. Kesishitvchi kuchlar sistemasi qanday kuchlardan tashkil topgan?
2. Kuch ко 'pburchagi deb qanday ко pburchakka ciytiladi?
3. Kesishuvchikuchlar sistemasining teng ta ’sir etuvchisigeomitrik usulda 

qanday aniqlanadi?
4. Kuchni qanday tashkil etuvchilarga ajratish mumkin?
5. Kuchning о ‘qdagi proyeksiyasi qanday aniqlanadi?
6. Kuchning tekislikdagi proyeksiyasi qanday hisoblanadi va и qanday 

kattalik?
7. Teng ta ’sir etuvchini analitik usulda qanday aniqlanadi?
8. Kesishuvchi kuchlar sistemasi geometrik muvozanat sharti qanday?
9. Kesishuvchi kuchlar sistemasi analitik muvozanat sharti qanday?
10. Uch kuch muvozanati haqidagi teoremani isbotlang.
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-И Г '4

£/•*, = -7 J  cosar + ,Psin0cos/ = O; (4*.l)

= - r ecos/? + ,Psin0sin/ = O; (4*. 2)

= 7 .̂sina + TBsin/? + TD-Pcos0 = O. (4*.3)

Masalani yechish uchun avvalo sin / , cos у va sin в , cos Q laming qiy- 
matlarini hisoblab chiqamiz.

a) ACDA dan CD = —  \ ABDA dan BD = —  .
tga tgP

Bundan:

BD tga  tg 60° .
187 ~ CD ~ ~tgP ~ /g30°’ tg Y ~-  

Trigonometrik formulalarni tatbiq etib, quyidagilarni aniqlaymiz:

tgy _ 3 3s in /  =
yjl+tg2y yj 1+32 Vio

cos /  =
y j\^ tg 2y  V i+ з 2 -Л о-

b) Shakldan ko'rinadiki

' g *  =
V(CD)2 +(BD)'- 

AD
- ; tg e = A D \- 4 -  

\  tg a
H__ 1 yjtg -a  + tg'-p ^ /To

'g 7 ?  /gafgy? V 3 '
Trigonometrik formulalarga asosan:

tgBsin# =
yjl+tg2e  V13

COS в  = . = .
yj\+tg2e

Hisoblangan qiymatlarni (4*. 1), (4*. 2), (4*.3) muvozanat tenglamalari- 
ga qo‘yib, quyidagilarni hosil qilamiz:
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-  Tc cos 60° + Р 110 1 .
V13 VTo *

(4*.4)

fio з .P.l----- -7= = 0 •
V13 VTo ’

(4*. 5)

V30° + 7’w- / >̂  = 0. (4*.6)

(4*.4), (4*.5), (4*.6) tenglamalardan quyidagilarni olamiz:
„ 2P „ 6P „ 3 P
' r  =  V i o ’ * V3“9 ’ 1 3 9

Olingan natijalar shuni ko‘rsatadiki, berilgan P kuch ta ’siridan AC va 
AB sterjenlar siqilar ekan, AD sterjen esa cho‘ziladi. Natijalami 2.1-jad- 
valda berish mumkin.

2.1-jadval

Sterjenlar Zo‘riqishlar Sterjenlar teng holati
AB 7,7 kN Siqiladi
AC 4,4 kN Siqiladi
AD 3,8 kN cho‘ziladi

TAKRORLASH UCHUNSAVOLLAR
1. Kesishuvchi kuchlar sistemasi qanday kuchlardan tashkil topgan?
2. Kuch ко 'pburchagi deb qanday ко ‘pburchakka aytiladi?
3. Kesishuvchi kuchlar sistemasining teng ta ’sir etuvchisigeomitrik usulda 

qanday aniqlanadi?
4. Kuchni qanday tashkil etuvchilarga ajratish mumkin?
5. Kuchning о ‘qdagi proyeksiyasi qanday aniqlanadi?
6. Kuchning tekislikdagi proyeksiyasi qanday hisoblanadi va и qanday 

kattalik?
7. Teng ta ’sir etuvchini analitik usulda qanday aniqlanadi?
8. Kesishuvchi kuchlar sistemasi geometrik muvozanat sharti qanday?
9. Kesishuvchi kuchlar sistemasi analitik muvozanat sharti qanday?
10. Uch kuch muvozanati haqidagi teoremani isbotlang.
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Ill BOB. TEK1SLIKDAIXTIYORIY JOYLASHGAN KUCHLAR
SISTEMASI

ll-§ . Nuqtaga nisbatan kuch moment!

Bir tekislikda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasiga tekislikdagi kuch- 
lar sistemasi deb aytiladi.

Tekislikda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasi ko 'rilayotganda, 
kuchni jismga beradigan burish qobiliyatini xarakterlovchi, ya’ni nuqtaga 
nisbatan kuch momenti tushunchasini kiritish zarurdir. Tekislikda ixtiyoriy

joylashgan ikki kuch Ft va F2 jismga qo'yilgan (30-shakl). Jismning

biror О nuqtasi mahkamlangan deb tasavvur qilamiz, u holda, Ft kuch 
jismni О nuqta atrofida soat mili yo‘nalishiga qarama-qarshi yo'nalishda 
aylantirishga intiladi, F  kuch esa soat mili yo'nalishi bo‘yicha, u holda 
buralish  hodisasi kuch m iqdoriga va О nuq tadan  kuchning ta ’sir 
chizig'igacha bo‘lgan masofaga bog'liq bo‘ladi.

T a ’rif. Berilgan F kuchdan О nuqtaga nisbatan olingan kuch
m om enti deb , kuch  m iq d o rin i О n u q ta d a n  k u ch n in g  t a ’s ir  
chizig'igacha tushirilgan perpendikular 
m asofaga k o ‘paytm aning tegishli isho- 
ra bilan  o lingan  m iqdoriga  ay tilad i.
Agar kuch jismni О nuqta atrofida soat 
m ili y o 'n a lis h ig a  q a ra m a -q a rsh i  
yo 'na lishda  burishga in tilsa, u holda 
moment m usbat deb qabul qilinadi (31- 
a shakl). Agar kuch jismni О nuqta ar- 
tro fida  soat m ili y o 'na lish i b o ‘yicha 
burishga intilsa, u holda moment man- 
fiy deb qabul qilinadi (31-b shakl).

Berilgan F kuchdan О nuqtaga nisbatan olingan kuch momentini 

quyidagi ifoda bilan belgilaymiz m 0( F ). U holda

m0(F )= ±  Fh. (3.1)
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h ga F  kuchning О nuqtasiga nisbatan yelkasi deb aytiladi. О nuqta 
moment markazi deb ataladi.

Kuch momentining xususiyatlari:
1. Kuchni ta ’sir chizig‘i bo 'ylab ko’chirish bilan nuqtaga nisbatan 

kuch momenti o'zgarmaydi.
2. Agar kuchning ta ’sir chizig'i О nuqtadan o ‘tsa, berilgan F  kuchi- 

ning О nuqtaga nisbatan kuch momenti nolga teng bo'ladi (31 -d shakl).
3. Berilgan F  kuchidan О nuqtaga nisbatan kuch momenti Д OAB 

yuzining ikkilanganiga teng bo'ladi (31-e shakl). Ya’ni,

m 0 (p ) = 2 S ™  ■ (3.2)

Haqiqatan ham,

m0(F)=Fh.
Ikkinchi tomondan,

Fh = 2SM)AB  *

Texnik birlik sistemasida kuch momenti birligi uchun 1 N  m qabul 
qilingan.

5-masala. Berilgan F (F=20 N) kuchdan A va В nuqtalarga nisbatan 
kuch momenti hisoblansin (32-shakl). AB-Sm.

m A( F )  = -Fh, = - F  • A C s in 6 0 ° , (5M )

mB(F) = Fh2 = F B C  sin 60°, (5*.2)
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mH( F  ) = 2 0 -2 - ^ у  = 20^3  «  34,6 N - m ■

,„ , ( F j  = - 20 . 3 4 ^ 3 -51,9 N - m .

12-§. Teng ta’sir etuvchining momenti haqida Varin’on teoremasi

Teorema. Tekislikda kesishuvchi kuchlar sistemasi teng ta’sir etuvchisi- 
ning biror nuqtaga nisbatan momenti, berilgan kuchlardan shu nuqtaga 
nisbatan olingan kuch momentlarining algebraik yig'indisiga teng bo‘ladi.

Isbot. T a’sirchiziqlari A nuqtadakesishuvchi tekislikdagi(Ft ,F .,. , f  ) 
kuchlar sistemasi berilgan (33-shakl). Bu kuchlar sistemasining teng ta’sir

etuvchisi R . Ixtiyoriy О nuqtadan OA ga perpendikular qilib Ox o‘qini 
o'tkazamiz. Hamma kuchlardan О nuqtaga nisbatan kuch momentlari­
ning ifodalarini (3.2) formuladan foydalanib tuzamiz:

ma(F) = OAOBl ,

yoki m0( F , ) -  OA ■ FIx,

binobarin m„(Fi) = О A ■ Flx,
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™0(K ) = OA-F,*’

>»o(K) = OA Fm ■

Bu ifodalarning chap va o ‘ng tomonlarini o 'zaro qo‘shib quyidagini 
olamiz:

m0( Ft ) +m0(F2) + ... +m0( Fn) = OA-(FIX + F,x +... + Fnx) . 
Tenglikning o ‘ng tomonidagi ifodalar teng ta ’sir etuvchining biror 

o'qdagi proyeksiyasiga asosan Rx ni beradi. Natijada quyidagini olamiz:

OA ■ Rx =т0(Ц) +m0(F2) +... +m0(Fn)

yoki m (It) = I  mo(Fk )- (3.3)
к = 1

(3.3) formula Varin’on teoremasini ifodalaydi.
6*-masala. Intensivligi q N/m bo'lib, tekis yoyilgan yukning A nu- 

qtaga nisbatan momentini hisoblang.

1____/__1 Q
I > л r ". , r , 1

M . * . » 1 11 ' dl_________________________:■
a)

34-shakl.

lit
b)



Yoyilgan kuchni to ‘plangan Q kuchi (34-shakl) bilan, modulini esa 
Q-q l bilan almashtiramiz. U holda Varin’on teoremasiga asosan quyi- 
dagini olamiz:

MA= - Q - t  = - ^ q l 2 N m. (6M )

13-§. Juft kuch va uning momenti

1. Juft kuch haqida tushuncha. Juft kuch momenti
Miqdorlari teng, o 'zaro m a’lum oraliqda 

parallel va qaram a-qarshi yo’nalgan ikki 
kuchdan iborat sistema juft kuch deb atala- 
di (35-shakl). Ju ft kuch yotgan  tekislik  
juftning ta ’sir tekisligi deb ataladi. Juft kuch 
tashkil etuvchi kuchlarning ta ’sir chiziqlari 
orasidagi eng qisqa raasofa d juft yelkasi deb 
ataladi. Juft kuch jismni juft tekisligiga per- 
pendikular o ‘q atrofida burishga intiladi.
Juft kuchni biror kuch bilan alm ashtirib  
bo’lmaydi, binobarin, juft kuch teng ta ’sir 
etuvchiga ega bo ‘lmaydi. Juft kuch muvo- 
zanatlashishi uchun kuchning qarama-qarshi 
yo’nalishda buradigan juft qo ’yish kerak.
Juft kuch jismni juft tekisligida aylantirish- 
ga intiladi. Juftning jismga ta ’siri uning mo­
menti bilan baholanadi. Juft kuch tashkil etuvchi kuchlardan juft kuch 
tekisligida yotuvchi biror О markazga nisbatan olingan momentlarining 
yig’indisini hisoblaymiz (36-shakl):

m0(F) + mn(F') = F oa-F'-ob ;

- m ,  u holda m = ± F -d  .
(3.4)

F = F ’ va oa-ob-d bo’lganligi uchun m0(F) + mu{F') = F ■ d .
Bu yerdan ko’rinadiki, juft tashkil etuvchi kuchlarning momentlari­

ning yig’indisi moment markaziga bog'liq bo’lmay har doim juft tashkil

36



etuvchi kuchlaming birining miqdori bilan yelkasining ko'paytmasiga teng. 
Bu miqdor juft momenti deb qabul qilinadi. Demak, juft momenti skalyar 
miqdor bo‘lib, tashkil etuvchi kuchlar birining miqdori bilan juft yelkasi- 
ga ko'paytmasiga aytiladi. Agar juft kuch jismni soat mili yo‘nalishiga 
qarama-qarshi yo'nalishda aylantirishga intilsa, juft momenti musbat deb 
qabul qilinadi (37-a shakl). Agar juft kuch jismni soat mili yo'nalishida 
burashga intilsa, juft kuch momenti manfiy deb qabul qilinadi (37-b shakl).

Juft kuch momentini qisqa m deb belgilaymiz, ya’ni m(F = F')=m, u 
holda m-±Fd (3.4) Juft kuch momenti, juft tashkil etuvchi kuchlardan biri­
ning ikkinchi kuchning qo'yilish nuqtasiga nisbatan olingan kuch momen- 
tiga tengligi 37-shakldan ko'rinadi ya’ni

m = mB (F ) = mA (F ') . (3.5)

2. Juftning ekvivalentligi
Ta’rif. Juftning jismga beradigan ta ’sirini o ’zgartirmay boshqa juft 

bilan almashtirish mumkin bo‘Isa, bunday ikki juft o‘zaro ekvivalentjuftlar 
deb ataladi. Quyidagi teorema juftlar ekvivalentligining sharti bo‘la oladi.

Teorema. Bir tekislikda joylashgan momentlari o ‘zaro teng va burilish 
yo’nalishlari bir xil bo'lgan ikki juft o ‘zaro ekvivalent bo‘ladi.

Isbot: Aytaylik, momenti o ‘zaro teng, bir xil burilishga ega bo’lgan

bir tekislikda joylashgan (P, P’) va ( Q, Q ')  (38-shakl) juftlar berilgan 
bo'lsin ya’ni

P d = Q  d2
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Juftlarni tashkil etuvchi kuchlarning ta ’sir chiziqlarini ular A va В 
nuqtalarda kesishguncha davom ettiramiz. Kuchlar P va P' ni A va В

nuqtalarga keltirib mos ravishda P,, P 2 va p \ , p ' 2 tashkil etuvchilarga

ajratamiz. Osonlikcha P2, P2 lar miqdor jihatidan tengligini, yo'nalish

jihatidan bir chiziq bo'ylab qarama-qarshi yo‘nalib, o ‘zaro muvozanat- 
lashganligini ko'rish mumkin. Ikkinchi aksiomaga, asosan, bu kuchlar 
sistemasini e’tiborga olmasak ham bo'ladi. Miqdorlari o 'zaro teng bo'lib,

juft tashkil etuvchi Pt va P{ kuchlar qoldi. Bu (P, P ’) juftga ekviva-

lentdir. Bu yerda (P, P ’) juftning jismga ta ’sirini o'zgartirmay, ularning

tashkil etuvchi kuchlari ustida amal bajariladi. Bu ikki ( P, P 1) va ( Pi, p \ ) 
juftlarning momentlari o'zaro tengligini osonlikcha ko'rsatish mumkin. 
Teng ta ’sir etuvchining momenti haqidagi Varin’on teoremasi va (3.5) 
formuladan quyidagini olamiz:

m (P ,F )  = mH(P,) + rnB{P2) (3.6)

mB(P2) = 0 , hamda mB(P\)=mB{P\,P\ ) 

mB(P,P ') = m(Pv P\ ) ,  ya’ni P d t =Pr d 2
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juft (P , P ')  ga ekvivalent ekan, u holda juft ( Pi, P \)  ga ham ekvivalent 
bo‘ladi. Shuni isbot qilish talab etilgan edi.

Natijalar:
1. Juftni jismga ta ’sirini o ‘zgartirmay, o ‘z ta ’sir tekisligida ixtiyoriy 

holatga keltirish mumkin.
2. Juftni jismga ta ’sirini o ‘zgartirmay, juft momenti o’zgarmas qolib, 

uning tashkil etuvchilari va yelkasini o ’zgartirish mumkin.
Ikki juftni har doim bitta umumiy yelkaga keltirish mumkin, masalan,

AB balkaga qo'yilgan ( P, P ')  juftni (39-я shakl), yuqorida keltirilgan nati- 
jalarga asosan ( Qt Q') (39-6 shakl) ga almashtirish mumkin. Bu juftning 
tashkil etuvchilari quyidagi shartdan P-2a=Q \ aniqlanadi, bundan

I k k i n c h i  t o m o n d a n  t e o r e m a  s h a r t i g a  a s o s a n  P ■ d{ =Q ■ dv  b i n o b a r i n ,

b u n d a n  q u y i d a g i  k e l i b  c h i q a d i  P = Q  v a  P\ = Q\ .  M o d o m i k i ,  j u f t  (Q, Q')

£> =
IPa  

/  '

Isbot qilingan teorema va keltirilgan natijalardan, 
tekislikda juftning jismga ta ’siri uning momenti bi­
lan baholanar ekan. Shuning uchun odatda juftni 
uning momenti va aylanish yo'nalishini ko’rsatuvchi 
buralma strelkalar yordamida tasvirlanadi (40-shakl).

3. Tekislikda yotuvchi juftlarni qo ‘shish
Teorema. Tekislikda ixtiyoriy joylashgan juftlarni. momenti berilgan 

juftlar momentlarining algebraik yig'indisiga teng bo'lgan bitta juft bi­
lan almashtirish mumkin.
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38-shakl.
Juftlarni tashkil etuvchi kuchlarning ta ’sir chiziqlarini ular A va В 

nuqtalarda kesishguncha davom ettiramiz. Kuchlar P va P' ni A va В

nuqtalarga keltirib mos ravishda P,, P 2 va p \ , P 2 tashkil etuvchilarga

ajratamiz. Osonlikcha P2, P2 lar miqdor jihatidan tengligini, yo‘nalish

jihatidan bir chiziq bo'ylab qarama-qarshi yo'nalib, o 'zaro muvozanat- 
lashganligini ko'rish murnkin. Ikkinchi aksiomaga, asosan, bu kuchlar 
sistemasini e ’tiborga olmasak ham bo‘ladi. Miqdorlari o ‘zaro teng bo‘lib,

juft tashkil etuvchi Pt va PI kuchlar qoldi. Bu ( P, P ' ) juftga ekviva-

lentdir. Bu yerda ( P, P ')  juftning jismga ta ’sirini o'zgartirmay, ulaming

tashkil etuvchi kuchlari ustida amal bajariladi. Bu ikki ( P, P ')  va ( Pi, P \) 
juftlarning momentlari o ‘zaro tengligini osonlikcha ko‘rsatish murnkin. 
Teng ta ’sir etuvchining momenti haqidagi Varin’on teoremasi va (3.5) 
formuladan quyidagini olamiz:

т {Р,Р ') = т Д )  + тв(Рг) (3.6)

mB(P2) = 0 , hamda mB{P \)-m B{P\,P \ ) 

mB(P,P') = m (P„P\),  ya’ni P -d t =Pr d:
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juft ( P, F )  ga ekvivalent ekan, u holda juft ( Pi, P \)  ga ham ekvivalent 
bo'ladi. Shuni isbot qilish talab etilgan edi.

Natijalar:
1. Juftni jismga ta ’sirini o ‘zgartirmay, o ‘z ta ’sir tekisligida ixtiyoriy 

holatga keltirish mumkin.
2. Juftni jismga ta ’sirini o ’zgartirmay, juft momenti o'zgarmas qolib, 

uning tashkil etuvchilari va yelkasini o'zgartirish mumkin.
Ikki juftni har doim bitta umumiy yelkaga keltirish mumkin, masalan,

AB balkaga qo'yilgan ( P, P') juftni (39-я shakl), yuqorida keltirilgan nati- 
jalarga asosan ( Qs Q') (39-b shakl) ga almashtirish mumkin. Bu juftning 
tashkil etuvchilari quyidagi shartdan P-2a=Q  1 aniqlanadi, bundan

l k k i n c h i  t o m o n d a n  t e o r e m a  s h a r t i g a  a s o s a n  P ■ d =Q  - dv  b i n o b a r i n ,

b u n d a n  q u y i d a g i  k e l i b  c h i q a d i  Pt =Q v a  P\ = Q \ .  M o d o m i k i , j u f t ( £ j ,  Q')

0 =
2Pa 

l '

Isbot qilingan teorema va keltirilgan natijalardan, 
tekislikda juftning jismga ta ’siri uning momenti bi­
lan baholanar ekan. Shuning uchun odatda juftni 
uning momenti va aylanish yo'nalishini ko'rsatuvchi 
buralma strelkalar yordamida tasvirlanadi (40-shakl).

3. Tekislikda yotuvchi juftlarni qo ‘shish
Teorema. Tekislikda ixtiyoriy joylashgan juftlarni, momenti berilgan 

juftlar momentlarining algebraik yig‘indisiga teng boMgan bitta juft bi­
lan almashtirish mumkin.
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Isbot. Tekislikda momentlari m{, m„ m} bo'lgan 
3 ta juft joylashgan (41-shakl).

Juftlarning ta ’sir tekisligida ixtiyoriy AB  kesma- 
ni, berilgan juftlar uchun umumiy yelka uchun tan- 
lab olam iz (42-a shakl) m om entlari m t, m2, т г 
bo‘lgan juftlarni, momentlari berilgan juftiarni mo-

m en tla rig a  teng  b o ‘lgan ( F, F ' ), ( F i ,~F2'),

41-shakl. (F>, F,') juftlar bilan alm ashtiram iz, ya ’ni

ш, =Ft d; m2=F2 d; m, =F2 -d.

a) b)
42-shakl.

A nuqtaga qo‘yilgan kuchlarni bitta kuch R = Fl + F2+F] bilan almash­

tiramiz. В nuqtaga qo'yilgan kuchlarni bitta kuch R'= Ft'+F2’+F,' bilan

almashtiramiz. Boshqacha aytganda (R, R’) kuchlar sistemasi berilgan
juftlarga teng ta ’sir etuvchi juftidir (42-b shakl). Teng ta ’sir etuvchi juftning 
momenti quyidagiga teng bo'ladi:

M  = R]d = (Fl + F2-  F3)d = Fr d + F2 d + (~F} d),
yoki M - m x+m2+mv teorema isbotlandi. Xuddi shunday ixtiyoriy sonda- 
gi juftlar uchun quyidagini yozish mumkin:

n
M  = T m k. (3.7)

l«l
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4. Juft laming muvozanat sharti
Bir tekislikda ixtiyoriy joylashgan juftlar muvozanatda bo'lsin. Hamma 

juftlarni bitta juft bilan almashtirib, muvozanat mavjud bo'lishi uchun 
yoki R =0 yoki d=0 bo‘lishi kerak degan xulosaga kelamiz. U holda 
R d=0, ya’ni juft momenti M - 0. Bu yerdan ko'rinadiki, (3.7) formula- 
ga asosan

t m k = 0.  (3.8)
*=!

Demak, bir tekislikda ixtiyoriy joylashgan juftlar sistemasi muvozanat­
da bo‘lsa, ular momentlarining algebraik yig‘indisi 0 ga teng bo'ladi. Bu 
xulosaning teskarisi ham o ‘rinlidir. Y a ’ni, bir tekislikda ixtiyoriy 
joylashgan juftlar momentlarning algebraik yig’indisi nolga teng bo'lsa,

bu juftlar sistemasi muvozanatda bo’ladi. Haqiqatan ham, agar I « ,  = 0 
bo‘lsa, u holda M=R ■ d=0. Bundan R =0 yoki d - 0 bo'lishi mumkin. Har 
ikkala holda ham sistema m uvozanatda bo'ladi. Demak (3.8) tenglik 
juftlar sistemasi muvozanatining zarur va yetarli shartini ifodalaydi.

7*-masala. 43-shaklda tasvirlangan (P , P ’), (Q, Q'), ( F , F')  juftlar 
sistemasi m uvozanatda bo’lishi mumkinligini tekshirib ko’ring, agar

P=\0N, Q = 5 S N ,  F=\0N, AB=\m, CD=0,6m, EH=\,6m.
Yechish. Berilgan juftlar momentlarini hisoblaymiz:

/», -  Pd,

m2 = Q^i (7* 1)
/и, -  -Fd,

Juft yelkalari:

d. = APsin60° = 1-^— = —  m 
1 2 2

d, - - CD = 0,6/и
К

d, = EH  sin 60° =1 ,6— - = 0,8V3m
{1* 2)
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(7*.2) ni (7*.l) ga qo'ysak:

m, =5-\/3 N  ■ m 

m2 = Зл/з N -m  

m} = -8л/3 N  ■ m

juftlar sistemasi muvozanatda ekan.

(7*.3)

8*-raasala. Juft ( P i , P 2) ta ’siri ostidagi to'sinning tayanch reaksiya- 
lari aniqlang, agar AC=CD=BD=a (44-shakl).

44-shakl.
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Yechish. Juft kuchi ( P , , P Oni qarama-qarshi yo‘nalishdagi ( R ,, R B) 
juft kuch bilan muvozanatlashtirish mumkin.

T o‘sinning A sharnirli tayanchi qo‘zg‘aluvchan g'ildiraklar ustiga tay-
angan, shuning uchun R,, reaksiya vertikal yuqoriga yo'nalgan bo‘ladi. 

U holda R b reaksiya vertikal pastga yo‘nalgan. Quyidagi belgilashni olamiz

w, = m (P t,P2),

т ,= т ( Я А,Я я).
(8M )

U holda ikki juftning muvozanat sharti
m, + m2 = 0 (8*.2)

quyidagi ko'rinishni oladi:
/^ a s in a -J ? , •3a = 0 (8*.3)

(8*.3) tenglamadan
„ „ P s in a
R = R B= --------- ., в 3 (8*.4)

kelib chiqadi.

14-§. Tekislikda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasini bir markazga
keltirish

1. Kuchtti o‘ziga parallel ixtiyoriy nuqtaga ко‘chirishga oid teorema 
Teorema. Absolut qattiq jismning biror nuqtasiga qo’yilgan kuchni 

jismga ta ’sirini o'zgartirmay o'ziga parallel ravishda boshqa ixtiyoriy nuq­
taga keltirish, momenti berilgan kuchdan keltirish nuqtasiga nisbatan 
olingan kuch momentiga teng bo'lgan juft qo ‘shishni taqozo qiladi. 

Isbot. Jismning biror A nuqtasiga Fkuch qo'yilgan bo'lsin.
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Jismning ixtiyoriy В nuqtasiga tashkil etuvchilari F ' \ a F"  miqdor
jihatidan F kuchga teng bo‘lgan ya’ni F'= F"= F  nolli sistemani kuch- 
ga parallel ravishda qo'yamiz (45-shakl). Hosil bo'lgan uchta kuchdan

(F, F', F ”) iborat bo‘lgan sistema berilgan F kuchga ekvivalentdir. Bu 

sistemani F' kuch va (F , F ")  juftdan tashkil topgan deb qarash mum- 

kin. Binobarin A nuqtaga qo'yilgan F  kuchi, В nuqtaga qo‘yilgan shun- 

day F' kuchiga va ( F, F "  ) juftga ekvivalentdir. Juft ( F, F " )n iq o ‘shilgan 
juft deb ataladi. Uning momentini aniqlaymiz m(F, F")  = F ■ d = mg(F).

Binobarin qo‘yilgan juftning momenti A nuqtaga qo'yilgan F kuch­
dan, ko'chirish zarur bo'lgan В nuqtaga nisbatan momentga teng bo'ladi. 
Bu teoremaning tafsiloti 45- va 46-shakllarda tasvirlangan.

2. Tekislikda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasini bir markazga keltirish 
Bosh vektor va bosh moment. Qattiq jismga tekislikda ixtiyoriy joylash­

gan Fl,F2,...,Fn kuchlar sistemasi ta ’sir qilsin.

Tekislikda keltirish markazi deb ataluvchi ixtiyoriy О nuqtani olib, 
momentlari mv m2, mn bo'lgan qo'shilgan juftlarni qo'shib, hamma kuch-

larni shu markazga keltiramiz (47-shakl). Demak ( F ,F ,,. . . ,F  ). Kuchlar

sistemasi О nuqtaga qo'yilgan kuchlar sistemasiga va bir
tekislikda joylashgan momentlari

m, = m0(Ft), m2 = m J F 1)...mii = m0(F,)  (3.9)
bo'lgan juftlar sistemasiga ekvivalent bo'ladi.
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О nuqtaga qo ‘yilgan kuchlarni qo ‘shib, ularni bitta kuch bilan al- 
mashtiramiz:

R ’ = ±F>- (3.10)A-I

Modomiki Y.F\ = j^Ft , u holda R' -  Y,Fk kattalik berilgan kuchlark=1 A=1 *=1
sistemasining bosh vektori deb ataladi. Binobarin tekislikda ixtiyoriy joy- 
lashgan kuchlar sistemasini bosh vektori berilgan kuchlarning geometrik 
yig‘indisiga teng ekan. Tekislikda joylashgan qo‘shilgan juftlarni jamlab, 
momenti M 0=nj| +m3+...+win bo'lgan bitta juft bilan almashtiramiz. For­
mula (3.9)ni e’tiborga olib, quyidagiga ega bo‘lamiz:

К  =mt (F,) + ma(Fl) + ... + ma{Fm)
yoki

M „ = ± m 0(Ft ). (3.11)I -I
Moment M o berilgan kuchlar sistemasining О keltirish niarkaziga nis- 

batan bosh momenti deb ataladi. Demak, tekislikda ixtiyoriy joylashgan 
kuchlar sistemasini biror markazga nisbatan bosh momenti berilgan siste- 
maning kuchlaridan keltirish markaziga nisbatan olingan momentlarning 
algebraik yig‘indisiga teng. Olingan natijani quyidagi teorema shaklida 
keltirish mumkin. Tekislikda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasini umu- 
miy holda, sistemaning bosh vektoriga teng bo'lgan va qandaydir О 
nuqtaga qo'yilgan bitta kuch va shu tekislikda yotuvchi momenti berilgan 
kuchlar sistemasining shu nuqtaga nisbatan bosh momentiga teng bo'lgan 
bitta juft bilan almashtirish mumkin (48-shakl).
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Bosh vektor R' ni miqdor va yo'nalishini analitik aniqlash. Koordi- 
nata sistemasi boshini keltirish raarkazi О nuqtada olib (48-shakl) OX 
va OY  o'qlarini o'tkazib, R' ning miqdorini quyidagi formula yordami- 
da aniqlaymiz:

^ - ■ J k 7 + k 7 -  (312)

Bunda Rx va К  bosh vektor /?' ning koordinata o'qlaridagi proyek- 
siyalaridir (3.10). Tenglikni koordinata o'qlariga proyeksiyalab, quyida- 
gini olamiz:

K = i r b. (3.13)
k=i i-7

Y a’ni, kuchlar sistemasi bosh vektorining koordinata o ‘qlaridagi 
proyeksiyalari, kuchlarning shu o ‘qlardagi proyeksiyalarining algebraik

yig'indisiga tengdir. Formula (3.12)ga Rx , R, laming qiymatlarini (3.13) 
formuladan keltirib qo‘yib, quyidagini olamiz:

R '= J(± F by +( ± F J \  (3.14)
V i=l *=1

Bosh vektorning yo'nalishi, uni OX o ‘qi bilan tashkil qilgan j bur- 
chagi orqali quyidagicha aniqlanadi:

R'
tg<P = ~XT- (3-15)К x

Shuni ta ’kidlaymizki, bosh vektor R ‘ keltirish markazini o'zgartirish 
bilan o ‘zgarmaydi, chunki berilgan kuchlar sistemasining m iqdor va 
yo‘nalishlari o ‘zgarmas qoladi.

Keltirish markazi o ‘zgarishi bilan bosh momentning o ‘zgarishi. Ber­

ilgan ( ~F„ ) kuchlar sistemasini bir О markazga keltirib, О nu-
qtaga qo‘yilgan R ’ kuchni va momenti M o bo‘lgan juftni olamiz (49- 
shakl).
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о
49-shakI.

Keltirish markazi uchun boshqa O, nuqtani olamiz va bu nuqtaga 

nisbatan bosh momentni Л/ deb belgilaymiz, .R'kuchni О nuqtadan О,
nuqtaga ko'chirish uchun momenti O, nuqtaga qo'yilgan R'  kuchdan 
0 , nuqtaga nisbatan olingan kuch momentiga teng bo‘lgan, ya’ni M o] 
(R') juftni qo‘shish kerak. Bu juftni kuchlar sistemasining О ga keltirish 
natijasida hosil bo 'lgan ju ft bilan qo'shib, momenti quyidagiga teng 
bo'lgan bitta juft hosil qilamiz

A/., = А/. + т 01(Л') (3.16)

bundan

Л/,л -  A/4 = m [R') (3.17)
Demak, keltirish markazi o'zgarishi bilan bosh momentning o ‘zgarishi 

oldingi markazga qo‘yilgan bosh vektordan, keyingi markazga nisbatan 
olingan momentga teng bo‘lar ekan.

3. Keltirishning xususiy hollari. Tekislikda ixtiyoriy joylashgan kuchlar 
sistemasini sodda hollarga keltirish. Tekislikda ixtiyoriy joylashgan kuch­
lar sistemasini biror О m arkazga keltirishda quyidagi xususiy hollar 
mavjud

1) R'= 0, M 0*  0,

2) R'*  0, M 0= 0,

3) f lV  0, M t *■ 0,

4) R'=0, M 0= 0.
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1) Kuchlar sistemasini bir juftga keltirish
Agar tekislikda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasini bosh vektori 

nolga teng bo’lib, biror markazga nisbatan bosh momenti nolga teng 
bo'lmasa, u holda bunday sistema bir juftga keladi. Bunday holda bosh 
momenti keltirish markazining tanlanishiga bog'liq bo'lmaydi, haqiqatan 
ham, agar R - 0  bo‘lsa, u holda (3.17) formuladan М щ = M 0 ekanligi kel- 
ib chiqadi.

2) Kuchlar sistemasini bir teng ta’sir etuvchiga keltirish. Teng ta’sir 
etuvchining momenti haqida teorcma

Faraz qilaylik kuchlar sistemasining bosh vektori nolga teng bo'lmasa, 
u holda bunday sistema bitta teng ta ’sir etuvchiga keltiriladi (2 va 3 
xususiy hollar).

Agar (F t F2,...,F ) kuchlar sistemasini biror О markazga keltirish nati- 

jasida bitta kuch R ='LFt va momenti M 0 = £ w 0( F )  bo'lgan bittai-l *=1
juft hosil bo’lsin. Juft tashkil etuvchi kuchlar miqdorini bosh vektorga 
teng qilib olib, ya’ni, /?' = /?"= /?  va juft tashkil etuvchi kuchlardan 
birini О nuqtaga R' bilan qarama-qarshi yo’nalishda joylashtiramiz (50- 
shakl) juft (R, R")  ning yelkasi quyidagi formuladan aniqlanadi:

J M,
d  = ~  (3.18)

Hosil bo’lgan [r  ,R ' , r ) kuchlar 50-shakl sistemasi bitta R kuchga

ekvivalent bo’ladi. Darhaqiqat, R berilgan ( F .F , , . . . ,F )  kuchlar siste­
masining teng ta ’sir etuvchisi bo’ladi.

R
50-shakl.
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Teng ta 'sir etuvchining momentiga oid Varin ’on teoremasi 
Teorcma. Tekislikda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasi teng ta ’sir 

i-iuvchisining shu tekislikda yotuvchi ixtiyoriy nuqtaga nisbatan momen-
ii. bcrilgan kuchlardan shu nuqtaga nisbatan olingan kuch momentlari- 
ning algebraik yig'indisiga teng.

Isbot. 50-shakldan ko'rinadiki, m0(R) = R d . R=R' ekanligi va (3.18) 
lormulani e’tiborga olib quyidagini yozish mumkin:

Teorema isbotlandi.

IS-§. Tekislikda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasining muvozanat
shartiari

Tekislikda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasi muvozanatlashishi 
uchun quyidagi shartning bajarilishi zarur va yetarlidir:

Agar biror shart bajarilmasa, u holda kuchlar sistemasi teng ta ’sir 
etuvchiga yoki juftga keltiriladi, ya’ni m uvozanatda bo’lmaydi. Agar

R’ = 0 bo‘lsa, u holda sistema momenti Af0 bo'lgan juftga keltiriladi, 
modomiki M 0=0, u holda sistema m uvozanatda boiadi. (3.20) shartdan 
tekislikda ixtiyoriy joylashgan kuchlar muvozanatining quyidagi analitik 
shartiari kelib chiqadi.

1. Muvozanat shartining asosiy ko'rinishi

Bosh vektor R' va bosh moment M 0 quyidagi formulalar yordamida 
aniqlanadi:

m0(R) = M 0 yoki /и„(Л) = £>»(.(F .) (3.19)

R'= 0 va Mo = 0 (3.20)

A / .= Z «  o ( ^ ) .*=l

Agar R' = 0 va M 0=0 bo'lsa, u holda
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Y a’ni, tekislikda ixtiyoriy joylashgan kuchlar muvozanatda bo'lishi 
uchun, kuchlarning koordinata o'qlaridagi proyeksiyalarining yig'indisi, 
kuchlarning ta ’sir tekisligidagi biror nuqtaga nisbatan olingan moment- 
laming yig'indisi nolga teng bo'lishi zarur va yetarlidir. Bog'lanishdagi 
jism larn ing  m uvozanatiga oid m asalalar yechishda (3.21) shartda 
nom a’lum reaksiya kuchlari ishtirok etadi va muvozanat tenglamari deb 
ataladi. Agar nom a’lum reaksiyalar soni ular qatnashgan tenglamalar so- 
niga teng bo'lsa, u holda hamma nom a’lumlar shu tenglamalardan aniq- 
lanadi. Bunday masalar statik aniq masalalar deb ataladi. Agar nom a’lum 
reaksiyalar soni, ular qatnashgan tenglamalar sonidan ko‘p bo isa , u hol­
da bunday masalalar statik aniqmas masalalar deb ataladi.

2. Muvozanat shartining ikkinchi shakli
Tekislikda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasi muvozanatda boiishi 

uchun kuchlarning ikkita A v a B  nuqtalarga nisbatan olingan momentlari- 
ning yig’indisi, hamda AB kesmaga perpendikular bo’lmagan OX o'qiga 
proyeksiyalarining yig'indisi nolga teng bo'lishi zarur va yetarlidir (51- 
shakl):

n
£ ' ” <(**) = 0  

± т .( Ъ )  = 0*-l

a *  90°

(3.22)

X

В

51-shakl.
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1 Mur manat shartining uchinchi shakli
I H< i .likda ixtiyoriy joylashgan kuchlar muvozanatda bo'lishi uchun 

1 in hi.lining bir to‘g‘ri chiziq ustida yotmagan uchta A, В va C nuqtalar- 
i i ni'.Kiitan olingan momentlarining yig‘indisi nolga teng boMishi zarur 
mi yclurlidir:

t» * A(Ft ) = 0, £ m h(Ft ) = 0, I m (.(F t ) = 0. (3.23)
к >1 *-l

I il.iima: (3.22) va (3.23) shartlar isbotsiz taklif etildi.

I. lekhlikda parallel joylashgan kuchlarning muvozanat shartlari 
Agar hamma kuchlar OY  o ‘qiga parallel bo‘lsa (52-shakl), u holda

t * L  = o,

modomiki
n m
*-1 ы

■ .i muvozanat sharti quyidagi ko'rinishni oladi:

± F t = 0, 2 X ( F . )  = 0 (3.24)

D nnak, tekislikdagi parallel kuchlar m uvozanatda bo'lishi uchun 
к114 111.lining algebraik yig'indisi va shu tekislikdagi biror nuqtaga nisba- 
iii n nlingan momentlarning yig‘indisi nolga teng bo'lishi zarur va yetar- 
lulii
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Tekislikda parallel kuchlar muvozanat shartining ikkinchi shakli.
Tekislikda ixtiyoriy joylashgan parallel kuchlar muvozanatda bo’lishi 

uchun, bu kuchlarga parallel bo 'lgan chiziq ustida yotmaydigan ikki A 
va В nuqtalarga nisbatan olingan kuchlar momentlarining yig'indisi nolga 
teng bo‘lishi zarur va yetarlidir, ya’ni

i m A(F t ) = 0, T,mB(F t ) = 0 (3.25)

Reaksiya kuchlarini aniqlashga doir qo‘shimchalar
Bog'lanishlarning bir necha xil turlari va ularning reaksiyalari 1-bob- 

ning 3-§da berilgan. Xususan bog'lanish ishqalanishsiz silindrik shamir 
vositasida bajarilgan bo‘lsa, sham ir bog'lanish reaksiya kuchi silindrik 
o ‘qiga perpendikular bo‘lgan tekislikda yotishi ko‘rsatilgan edi. Reaksi­
ya kuchining yo'nalishi nom a’lum bo'lib, jismga ta ’sir etuvchi boshqa 
kuchlarga bog'liq bo'ladi. Jism tekislikda ixtiyoriy joylashgan kuchlar 
ta ’sirida muvozanatlashishiga oid masala yechiladigan bo‘lsa, qo‘zg‘almas 
sharnirning reaksiya kuchi RA ning miqdor va yo‘nalishi nom a’lum (53- 
shakl). Shuning uchun uni OX  va OY  koordinata o ’qlari bo‘ylab XA va 
YA tashkil etuvchilar orqali tasvirlab, R ( ning miqdor va yo'nalishi quy- 
idagi formulalar yordamida aniqlanadi:

RA= 4 x \ + Y l  tga = - ­
Л  A

Qistirib mahkamlangan bog‘lanish (54-л shakl). Agar jismga tekis­
likda ixtiyoriy joylashgan kuchlar ta ’sir qilsa, bu kuchlar sistemasini 
markazga keltirish natijasida, A nuqtaga qo’yilgan RA kuchi va momenti 
M  bo'lgan juft hosil bo'ladi. N om a’lum R 4 reaksiya kuchini koordinata 
o ’qlari bo’ylab XA va YA tashkil etuvchilari orqali tasvirlaymiz.
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54-shakl.
Iiirmharin jismning qistirib m ahkamlangan kesmasida reaksiyaning 

' !• in  V( va Ya tashkil etuvchilari hamda, momenti MA bo‘lgan reaktiv 
i>ifi ta'sir qiladi.

'* * masala. (54-a shakl)da ko‘rsatilgan to‘sinning tayanch reaksiyalarini 
»> ni',|lang.

'  11 lilsh. AB to‘sin tekislikda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasi ta ’sir 
11 mIi Intcnsiviigi q bo’lgan tekis taqsimlangan kuchni to’plangan Q 
> li bilan almashtiramiz. Bu kuch DB kesmaning o'rtasiga qo’yilgan 

i miqilori Q-q a ga teng. M uvozanat tenglamalarini tuzamiz:

£  Ftt = 0, X 4- P -  cos a  = 0, 

Z ^ = 0 ,  X A - P - s m a - Q  = Q,A=rl

Y.m4(Ft ) = 0, M 4 - P ■ a s m a  -  Q-2,5 ■ a = 9.I-1

(9M )

f I) tenglamalar sistemasini XA, YA, M A larga nisbatan yechib quyi- 
■ innihirni olamiz:

X A=P-cosa  ; YAP -s in a  + Q = P -sinor + qa. (9*. 2)
11 liolda:

Ra = yjx] + Y2 = yJ(Pcosa)2 + (Fsin a  + qa)1 -
____________________  /"9* yi

= -Jp1 + 2Pqa sin a+  (qa)2.

M t = Pasm a + Q-2,5a -  Pasina + 2,5qa2. (9*. 4) 
l и‘ masala. 55-shaklda ko'rsatilgan to ‘singa ta ’sir qiluvchi kuchlar 

m и i<lan uning A vaB  nuqtalaridagi tayanch reaksiyalarini analitik usulda 
miii|liing. Berilgan:
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п  » .

A[m] a p P[N] q[N/m] M[Nm]
2 30° 60° 6 3 12

Yechish. АВ  to‘sinni erkin jism deb qarab muvozanatini tekshiramiz. 
Unga quyidagi kuchlar ta ’sir qiladi:

1. Vertikal bilan a burchak tashkil qilgan P kuchi.
2. Momenti M  ga teng bo'lgan juft kuch.
3. a uzunlik bo'ylab tekis tarqalgan yoyilgan kuch, uning teng ta ’sir 

etuvchi miqdori:

y a ’ni G = 3
N
m

■2[m] = 6N. (10*.1)

4. Bogianish reaksiya kuchlari: R,, X B, va YB . Muvozanat tenglama- 
larini yozamiz:

^  Fb = X B -  Ra cos P + P ■ sin a  = 0,
k=\

'Y_mA(Fk) = YB-3a + M - Q  - a - P c o s a  a = 0,
k=t 2
■ -  3

X w«(^*) = - ^<s’n ^ -2>a +Pcosa 2a + Q —a + M  = 0.
»»i 2

(10*.2)

Berilgan son qiymatlarini (10*.2) tenglamalar sistemasiga qo‘ysak, 
quyidagilarni olamiz:
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Х в -  RA cos60° + 6sin 30° = 0,

Y. - 3-2 + 1 2 - 6  —-2 -6 co s3 0 °  - 2 = 0,
2 3 (10*3)

/?,sin60° - 3-2 + 6cos30° - 2 -2  + 6 —  2 + 12 = 0.
2

j in ' 3) tenglamalardan

X B-0 ,5R A+3 = 0, X B=l,92N,
YB -2 ,7 3  = 0, Y„=2J3N,
-  0,86/?4 + 8,46 = 0, Ra = 9,847V.

16-§. Jismlar sistemasining muvozanati

■'.iilaIda, o 'zaro bog‘langan (sharnir, arqon, sterjen vositasida), bir 
г. к i iismlardan tashkil topgan qurilmalar ko‘proq uchraydi. 56-shakl- 

»Ь 11 к ita AB va BD jismlar o 'zaro В sharnir yordamida biriktirilgan sis- 
• ши i.isvirlangan. A va D nuqtalardagi tayanch reaksiya kuchlari va В 
vim iidagi o 'zaro bosim aniqlanishi talab qilindi. В sharnirdagi o'zaro 

mu Luchi miqdor va yo'nalish jihatidan nom a’lum. Shuning uchun 
i knordinata o'qlari bo'ylab tashkil etuvchilar orqali tasvirlaymiz va 
и hamda aks ta ’sir aksiomasiga asosan quyidagiga ega bo'lamiz:

X B = - X B,Y B = -Y B.

\' YB tashkil etuvchilar BD jismga ta ’sir qiladi va XAg Y'B lar AB 
iiinugu.

56-shakl.
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Tashqi bog‘lanishlarni bog‘lanish reaksiya kuchlari bilan almashtirib, 
muvozanat holatdagi o ‘zgaruvchan mexanik sistemani hosil qilamiz, har 
ikkala jism ham В sharnir atrofida aylanishi mumkin. Qotish prinsipiga 
asosan, bu sistema uchun xuddi absolut qattiq jismga o ‘xshash, uchta 
muvozanat tenglamasini tuzamiz. Bu tenglamalar sistemasi nom a’lumlarni 
aniqlashda ojizlik qiladi. Bundan tashqari masalani yechish uchun jism- 
lardan birortasini, masalan BD jismning muvozanatini ko‘rish va u uchun 
uchta muvozanat tenglamasini tuzish kerak. Bu masalani boshqacha tar- 
tibda ham hal qilsa bo‘ladi. Y a’ni, har ikkala jism uchun alohida-alohida 
muvozanat tenglamasini tuzish mumkin.

17-§. Masalalar yechish

ll*-masala. 57-shaklda tasvirlangan qurilmaning A tayanch reaksi- 
yasi CE sterjendagi zo‘riqishini aniqlang. Qurilmaga intensivligi q bo'lgan 
AB  to ‘sin o ‘qiga perpendikular tekis taqsimlangan va gorizontal P kuch 
t a ’sir e tad i. Bir jin s li AB  t o ‘sinning  o g 'ir lig i G=20N, P=IQN, 
q- 30 N/m. AD=DC=CB=\m bo‘lsin. CE sterjenning og'irligini e’tiborga 
olmang.

Yechish. Muvozanatdagi AB to'sinni tekshiramiz. Tekis taqsimlangan 
yukning ta ’sirini to'plangan Q kuch bilan almashtiramiz. Bu kuch AD 
bo‘lakning o ‘rtasiga qo'yilgan bo‘lib, miqdori

Q=q AD (11*.1)
ga teng. AB jismni bog‘lanishlardan xoli qilib, bog‘lanish reaksiyalari bi­
lan almashtiramiz. A sharnirdagi nom a’lum reaksiyani koordinata o'qlari 
bo'ylab yo'nalgan tashkil etuvchilari orqali tasvirlaymiz. C sharnirdagi

Rc reaksiya kuchi sharnir o ‘qi bo'ylab yo'nalgan bo'ladi.
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inv>i/.*iii:iI tenglamalarini tuzamiz:

) .!  ..= 0 X A + £?cos60" - R c •cos45u - P  = 0. (11* 2)

1 Д = 0  Yt -£>-cos30“ -  G + R( -cos45° = 0 . (11*.3)

— i LJ _
= 0 -Q  —— G-AOl + Rl. ACl+P-ABl = 0. (11*.4)

i' lUilan quyidagilarni aniqlaymiz:

AR
AO, =AO- cos30° = — cos30°,

2
/1C, = /1C-sin 75°, AB,=AB-sin 30°.

Ilularni (11*.4) tenglamaga qo‘yib, quyidagini hosil qilamiz:

Ц —̂ - - G - ^ c o s 3 0 °  +R( ■ AC -sin75a + P ■ AB s'm30“. (Ц*.5)

11 I *.5) dan (11*.6) tenglamaga RC modulini aniqlaymiz:

Q AD + G - AB ■ cos30° - 2 P  ■ AB-s\\\3Q"R. =- ( 11* 6)
2 /1C -sin75°

К ilialiklarni o'rniga son qiymatlarini qo'yib quyidagini olamiz:

о 30 ■ 1 + 20 • 3 • 0.86 -  2 ■ 10 • 3 • 0,5 t „ „ w
2-2-0,97 U ’

1 1 I * 2) va (11*.3) tenglamalar sistemasidan XA va Y, lar aniqlanadi:
A . /’ + Rv - cos 45“ -  Q • cos 60° = 10 + 13,4 • 0,7 -  30 -0,5 = 4,3 N. (11*.8)

G
I (;cos30" + G -  Rc cos45° = 30• —  + 20 -13,3 • 0,7 = 36,65 N.(11* 9)

2
X , va Yл lar orqali, to ‘liq reaksiya RA kuch quyidagi formula yordami- 

i aniqlanadi:
- У( v , ) '+ (/,)’ =л/4.3-+36,6; = д/l8,49-t-1339,56 = 358,05 =36,85Л\ (11*.10)
i . " masala. 58-shaklda tasvirlangan qurilmaning tayanch reaksiyalari

....... ining D nuqtasidagi o ‘zaro bosimini aniqlang. DE to‘sin D nuqtasi
/■' lo'singa erkin tayangan.
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Berilgan.

P = 30& N ,  G, = 40Y, G, = 30M M  = 150л/ЗА' • m, 
a = 60°, q = 1 00tV//?7, AC = CB = 2KB = 2m, EO = OD = 1,5/7?, Ц = 60°.

Yechish. Sistema ikkita jismdan tashkil topgan /45 va D £ to'sinlardir. 
Наг bir jismning muvozanatini alohida-alohida ko'ramiz (58-shakl). DE 
to'singa berilgan G, kuch va momenti M  bo'lgan juft kuch ta ’sir qiladi. 
AB  to'sinning DE  to‘singa ta ’sirini, AB to'sin o‘qiga tik yo'nalgan reaksi-
ya kuchi bilan almashtiramiz. E sharniming reaksiyasini XE, YE koordi- 
nata o'qlari bo1 у lab yo‘nalgan tashkil etuvchilar orqali tasvirlaymiz. AB 
to'singa quyidagi berilgan kuchlar: P,, Gv Q lar ta ’sir qiladi, chunonchi Q 
kuch AB  to'sinning AC qismining o'rtasiga ta ’sir qilib, miqdori quyidagi-

ga teng: Q=q AC' DE to‘sinning AB to'singa ta ’sirini Rg = -R LI reaksiya
kuchi bilan almashtiramiz (ta’sir aks ta ’sir aksiomasiga asosan) mustahkam 
mahkamlangan bog'lanishning A qirqimida hosil bo'lgan reaksiyani koor-
dinata o’qlari bo'ylab yo'nalgan X 4, YA tashkil etuvchilar va momenti 
M A bo'lgan juft kuch bilan almashtiramiz. DE jismga ta ’sir etuvchi kuch­
lar uchun muvozanat tenglamasini (3.22) ko'rinishda tuzamiz. Bunda mo­
ment markazlari uchun E  va D nuqtalarni olamiz.
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) = 0; - M - G t ■ О Е ■ sin/3+Rv ■ DE sm/3 = 0. (12*.1)
»i.iK) 0; - M - Y c DE-smP+Gt OD-sin ^ -^ .-D £ co s/?  = 0.(12*.2)

2. A. 0; X£=0. (12*.3)
i П M inga ta ’sir qiluvchi kuchlar uchun muvozanat tenglamasini (3.21)

i .•' i inislula tuzamiz va bunda moment markazi uchun A nuqtani olamiz: 
I- 0 P c o s a  + X , = 0 . (12*.4)
/, 0 -R„ + P-since-G 2- Q  + YA=0. (12*5)

'.;,„,(/■:) = () -  P • AK  • sin a  + G2 • AC +Q ~ ’ AC + M A = 0. (12*.6)

I niglamalar sistemasini ycchib, ketma-ket quyidagilarni olamiz: (12*. 1) 
lenglamadan:

M + G, OE • sin P 
DE-sin P

(12*.2) tenglamadan:

M  + G, • 0£> • sin /? 
DE • sin P

150\/з +40 -1,5 VI
2 360

3 —  
2

= 120 N.

150^3-40-1,5-f
------------ ~ = _  -  go v.

,>/3 3

1 1 .’*.4) tenglamadan:

X A = - P  cos a  = — 15л/з * -26 N.
( I !!*.5) tenglamadan:

_ n
V/, = RH- P s m a  + G2+Q = 1 2 0 - 3 0 s h ~  + 30 + m - 2 * №  N.

( 12*.6) tenglamadan

4C rM . = P AK sina + C, A C -Q -----= 30>/3-3-— -3 0  2-100 2 1 = -125 N.
• 2 2

\ . а Л/ ( miqdorlarning manfiy ishorali boiishi, ularning yo'nalishlari
h i. Ida k o ‘rsatilgan  y o 'n a lish la rg a  qaram a-qarsh i yo 'na lish la rda

I■•>*lisliidan dalolat beradi. ^ = 0  bo‘lgani uchun E sharnirning reaksiyasi
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R e=Ye b o ‘lad i. A sh a rn irn in g  to ‘liq reaksiyasin ing  m iqdori

Ra = 4*л + У a = V93701 * 306,1N bo’ladi.
13*-masala. C sharnir yordamida tutashtirilgan qo’shma ramaning A 

va В tayanch sharnirlaridagi reaksiyalarini aniqlang. Ramaga Pl va P2 
kuchlar, CE bo‘limga intensivligi q bo’lgan tekis taqsimlangan yuk ta ’sir 
qiladi. Hamda ramaning CDB o ‘ng qismiga momenti M  bo’lgan juft kuch 
ta ’sir qiladi (59-shakl).

Berilgan. Pt= 6 kN, P2=22 kN, M= 10 k N ■ m, q-2  kN/m, AE-a-2m ,  
EC=CD-b-2 m, AH=C=2 m, BK-DK, a  =45°.

Yechish. Masalani hal qilishda avval butun sistema, ya’ni ramaning 
m uvozanatini, keyin uning b iror b o ’lagining m uvozanatini ko 'rish  
maqsadga muvofiqdir. Butun ramaning muvozanat tenglamalarida C bir- 
lashtiruvchi sharnirning reaksiya kuchlari ishtirok etmaydi, chunki bu 
kuchlar ichki kuchlar hisoblanadi. P2 kuchidan A nuqtaga nisbatan mo­
ment olish uchun uni tashkil etuvchilarga ya’ni P2X va P2Y larga ajratib, 
teng ta ’sir etuvchining momenti haqida Varin’on teoremasidan foydalana- 
miz (59-shakl).

Bunda:

P2> = Рг • cosar, P2x = P2 ■ sin a .
Butun rama uchun muvozanat tenglamasi quyidagicha bo’ladi. 

Z m A{Ft ) = 0 , - P l ‘C - Q ~ + M  + Pt' ~ - P ly-A M  + Y„-AB = 0. (13M )
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2 > „ (F t ) = 0, -  Y, ■ AB -  Pt ■ C + Q ■ LB + M  + P2 ■ B K  = 0. (13* 2)

X /•;,=(), ^ + A ’<- / » - s in a  + J r ,= 0 .  (13*3)
BoMaklar va a  burchak qiymatlarini tenglam alarga qo'ysak, quyida- 

t i ko'rinishni oladi

-2 P l - 2 q  + M  + - P 1-y [ 2 -— P - y [ 2 + 7 - Y B=0. (13*.4)
4 4

-7 Y A-2 P t +\2q + m + y P 2- j 2 = 0 .  (13*.5)

Pl + X A-  — ’P1- - j2 + X B=0. (13*.6)

Butun ramaning AEC  chap qismini ajratib o lam iz  (60-shakl). Rama- 

mng tashlab yuborilgan CDB qismining AEC  q ism iga ta ’sirini Xc va Yc

к uchlari bilan almashtiramiz. Bular R( reaksiya kuchini koordinata 
■ ■4lari bo'ylab tashkil etuvchilaridir.

Ramaning AEC  chap qismiga ta ’sir etuvchi k u c h la r  uchun muvo- 
■ inut tenglamalari quyidagi ko'rinishda bo'ladi:

, - P r C-Q±+r,b-(I3-.7)
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2 > f (Ft ) = 0, - Y A-b + X A-a + Pr ( a - c )  + Q -* =  0 .( i3*.8)

S F h = 0 , K ,+ ^ - 6  + r r = 0 . (13* .9)
Masofalarning qiymatlari qo‘yilgach, (13*.7); (13*.8); (13*.9) teng- 

lamalar sistemasi quyidagi ko‘rinishni oladi:
-  P ,-2 q  + 2YC -  3XC = 0 . (13*. 10)

- 2Ya + 3 X t +Pt +2q = 0 . (13*.11)

Y4 -  2q + Yc = 0 . (13*. 12)
Tuzilgan 6 m uvozanat tenglam alar sistemasini birgalikda yechib, 

nom a’lum reaksiya kuchlami aniqlaymiz (13*.4) tenglamadan YB ni aniq- 
laymiz:

I ' 3 r- \ | г—Л
Yu = -  2/J + 2q-m  +—P2\l2 + — P2v2 =2 kN. 

7 4 4 4 /
(13*.5) tenglamadan YA ni aniqlaymiz:

Ya = —( —2Р/ + 12q + m + —P2 -J~2 ) = 4 kN 
7 4

(13*.11) tenglamadan XA ni aniqlaymiz:

X , = L(2YA -P ,-2 q )  = - l * 0 ,7  kN .

(13*.6) tenglamadan X _ ni aniqlaymiz:

X „ = -P I+ X A + ±P2J2  = ~ * 3 , 3  k N .

(13*.12) tenglamadan Yc = 2 q - Y A = 4 - 4  = 0 .
(13*. 10) tenglamadan Yc ni aniqlaymiz:

X c = l-(-2P , + 2q) = ~~j~ ~ -5.3 kN .

XA, X B va X c lam ing  m anfiy ishorali bo 'lish i, u larning shaklda 
k o ‘rsatilgan yo 'na lish larga  qaram a-qarsh i yo 'na lgan  ekanliklarini 
ko'rsatadi.
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TAKRORLASH UCHUN SA VOLLAR
I Kuehninig nuqtaga nisbatan momenti deb nimaga aytiladi?

Kuchning nuqtaga nisbatan momenti qachon nolga teng bo ‘ladi? 
i Kurimi ta 'sir chizig 4 bo 'ylab ко ‘chirilsa, kuch momenti о ‘zgaradimi? 
i Kuchning nuqtaga nisbatan momentining geometrik та 'nosi qanday?
I Teng ta 'sir etuvchi kuchning momenti tashkil etuvchi kuchlar mo- 

nieml orqali qanday hisoblanadi?
fl Juft kuch deb nimaga aytiladi?

Juft kuch momenti qanday hisoblanadi?
H Qanday juft kuchlar ekvivalent bo 'ladi? 
u Tekislikdagi juft kuchlarni qanday qo ‘shish mtimkin?
10. tekislikdagi juft kuchlarning muvozanat shartlari qanday?
II Kuchni о ‘ziga parallel qanday ко ‘chirish mumkin?

Tekislikdagi kuchlarni bir markazga keltirish natijasida nima hosil
he lodi?

I.i Kuchlar sistemasi bir markazga keltirilsa qanday hollar bo 'lishi mumkin? 
14 Tekislikda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasining muvozanat 

■luirtlari qanday?
15. Tekislikda parallel joylashgan kuchlar sistemasining muvozanat shart- 

luri qanday?
Ib.Jismlar sistemasida reaksiyasi kuchlarini aniqlash masalasi qanday 

vriliiladi?
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I V BOB. FERMALARDAGI ZO‘RIQISHLARNI ANIQLASH

18-§. Fermada hosil bo'Iadigan zo'riqish kuchlarini hisoblash usullari

Sterjenlarning uchlarini sharnirli tutashtiruvchi nuqta tugun deb ata- 
ladi. Agar ferma sterjenlari bir tekislikda yotsa, tekis fermalar deb atala- 
di. Fermalar ortiqcha sterjenga ega bo'lgan va ega bo'lmagan fermalarga 
bo‘linadi. Agar fermaning bikirligi o ‘zgarmasligi uchun undan bir qan- 
cha sterjenni olib tashlash mumkin bo‘lmasa, bunday ferma ortiqcha ster­
jenga ega bo‘lmagan ferma deb ataladi.

Agar ferma sterjenlardan birorta yoki bir nechtani olib tashlaganda, 
uning bikirligi saqlanib qolsa, bunday ferma ortiqcha sterjenga ega bo ‘Igan 
ferma deb ataladi. Ortiqcha sterjenga ega bo‘lmagan fermaning sterjen- 
lar soni m bilan tugunlar soni n orasidagi munosabatni topamiz.

Ortiqcha sterjenga ega bo'lmagan fermaga oddiy uchburchak misol 
bo‘la oladi, ya’ni uchta tugunni tutashtirish uchun uchta sterjen zaru- 
rdir. Undan keyin qolgan har л-5 ta tugunlarni tutashtirish uchun ikki- 
tadan sterjenlarni birlashtirishni taqozo qiladi. Demak n ta tugunli fer- 
mani hosil qilish uchun /я=3+2(л-3) ta sterjenlar zarurdir. Shunday qilib 
quyidagi munosabatni hosil qilamiz:

» 7 = 2 л- 3 .  ( 4 . 1 )

Ortiqcha sterjenga ega bo'lgan ferma uchun quyidagiga ega bo'lamiz:
т>2п-Ъ.

Keyinchalik o rtiqcha sterjenga ega bo 'lm agan  tekis ferm alarni 
ko'ram iz.

Bundan tashqari quyidagi shartlarning bajarilishini talab qilamiz.
1. Ferma sterjenlari to 'g 'ri chiziqlidir.
2. Sharnirlar ishqalanishdan xolidirlar.
3. Fermaga qo'yiladigan kuchlar faqat tugunlarga qo'yilgan bo'lib 

ferma tekisligida yotadi.
4 .  Ferma steijenlarining o'z og'irliklari e’tiborga olinmaydi. Shu shart- 

lar bajarilganda ferma sterjenlari har qaysisi ularning uchlariga qo'yilgan 
ikki kuch ta ’sirida muvozanatda bo'ladi. M uvozanat shartlaridan bu 
kuchlar miqdor jihatdan teng bo'lib, sterjen o 'qi bo'ylab qarama-qarshi 
tomonga yo'nalgan bo'ladi. Fermaning sterjenlari faqat cho'zilish yoki
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siqilishga qarshilik ko‘rsatadi.
Fermalarni hisoblash masalalari: ularni tayanch reaksiyalari va fer- 

ma sterjenlaridagi zo'riqishlarni aniqlashdan iborat. Agar tayanch reak- 
siyalarni va ferma sterjenlaridagi zo‘riqishlarini, qattiq jism statikasin- 
ing m etodlari yordam ida aniqlash m umkin bo‘lsa, bunday ferm alar 
statik aniq fermalar deb ataladi. Aks holda statik aniqmas fermalar deb 
ataladi.

Fermani hisoblash usullarini ko‘rayotgan paytimizda, ortiqcha ster- 
jenga ega bo'lmagan fermalarni statik aniq ekanligiga qanoat hosil qila- 
miz. Fermalarni hisoblashning bir nechta usullarini ko‘ramiz. Hamma 
usullarda hisoblash: tayanch reaksiya kuchlarini aniqlashdan boshlana- 
di. Tayanch reaksiyalar butun fermani qattiq deb qarab muvozanat teng- 
lamalaridan aniqlanadi.

1. Tugunni kesish usuli
Ferma sterjenlaridagi zo‘riqishlami topishning eng oddiy usuli tugunni 

kesish usulidir. Bu usulda fermaning tugunlari ketma-ket kesilib, ular- 
ning muvozanati: berilgan kuchlar, tayanch reaksiyalari va qirqilgan ster- 
jenlarning reaksiyalari ta ’siridan ko‘riladi.

Shunday qilib, n(w-tugunlar soni) ta kesishuvchi kuchlar sistemasini 
olib, har biri ikkitadan muvozanat tenglamalarini tuzishimiz mumkin. 
Bu yerdan fermani hisoblash ikkita sterjen tutashgan tugunni kesishdan 
boshlash zarurligi ko'rinadi.

Keyinchalik nom a’lum lar soni ikkidan oshmagan tugunlarni kes- 
ishga o 'tiladi. Butun ferma uchun 2 n ta tenglamalar tuzish mumkin. 
Bu tenglam alar sistemasidan 3 ta tayanch reaksiya kuchlarni tashkil 
etuvchilari va ferma sterjenlaridagi zo‘riqishlar aniqlanadi. Agar ferma 
m ta sterjenlardan tashkil topgan bo‘lsa, statik aniqlash uchun quyid- 
agini olamiz:

т-2п-Ъ. (4.2)

Y a’ni, ferma ortiqcha sterjenga ega bo‘lmagan statik aniq. Agar ferma­
ni to ‘liq hisoblashni, ya’ni hamma sterjenlardagi zo'riqishlarni aniqlash 
zarur bo‘lsa, bu usulni tatbiq qilish maqsadga muvofiqdir.
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61-shakl.
14*-masala. 61-shaklda tasvirlangan fermaning tayanch reaksiyalari 

va sterjenlardagi zo‘riqishlarni aniqlansin. Fermaga parallel kuchlar ta ’sir 
qiladi: F ( = lkN, F2=2kN, F,=3kN. Koordinata sistemasi Axy ni olamiz, 
tayanch reaksiya kuchlari bilan almashamiz. Bu fermaning statik aniq 
ekanligini oydinlashtiram iz. Ferm ada n=l tugun va m = 11 sterjenlar 
mavjud. Bu holda (4.2) tenglama o 'rinli ekanligini osonlikcha ko'rish 
mumkin. В nuqtadagi reaksiya kuchi RB ni BK  sterjen bo'ylab yo'nal- 
tiramiz. Tayanch A dagi reaksiya kuchi m iqdor va yo’nalish jihatidan 
nom a’lum bo‘lganligi uchun, uni koordinata o ’qlari bo‘ylab yo'nalgan 
XA, Ya tashkil etuvchilari orqali tasvirlash qulaydir. Reaksiya kuchlarini 
aniqlash uchun uchta muvozanat tenglamalarini tuzamiz:

M II p

o’ll<14

(14*.1)

M II p - F t - F 2- F ,  =0: (14*.2)

I  mJF„) = 0; 4R„~9Fl - 6 F 2-3F ,= 0 . (14*.3)
(14*.1); (14*.2) va (14* 3); tenglamadan: XA=RB=6,15 kN; Г =5 kN; 

RB=6,15 kN.
Ferma tugunlarini rim raqamlari bilan, sterjenlarni esa arab raqam- 

lari bilan belgilaymiz. N om a’lum zo’riqishlarni, sterjen bo’ylab tugundan 
ketgan deb qaraladi, ya’ni cho’zuvchi zo’riqishdir. Agar zo‘riqishlar man- 
fiy bo ‘lib qolsa, mos sterjenlar siqiladi. Ferm ani hisoblashni, ikkita 
nom a’lum F , va S 2 ishtirok etgan I  tugundan boshlanadi.
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M uvozanat tenglamasini tuzamiz:
X Fb = 0 + S, = 0 bundan 5, = - X  A = -6,75 kN. (14*.4)

1 ^ = 0  Yt + S2 = 0 bundan S2 - -Y , = -5  kN. (14* .5)
S2 zo'riqishni bilib, II tugunga o'tamiz, bunda nom a’lumlar S3 va SA 

lardir. II tugun uchun muvozanat tenglamalarini tuzamiz:
X Fb = 0  - R B+S,-cosa + S4-cosy = 0, (14*.6)

£ / ^ = 0  -  5 2 -  5, sin a  -  S t sin у = 0. (14*.7)
Berilgan o'lchovlardan sterjenlar uzunliklarini aniqlaymiz:

1, = 5 m, 1, =1, =1„ =3,3 m,

i 8 , л , 412=-j /m, 1, - A m ,  l l0 = y m . (14*.8)

U holda:
cos a  =0,6; sin a  =0,8.
cos/3=0,75; sin/? =0,6675. (14*.9)
cos у =0,909; sin у =0,404.

(14*.6), (14*.7) muvozanat tenglamalari quyidagi ko'rinishni oladi: 
-6 ,75+0,6S3+0,909S4=0,

5-0,8S3-0,404S4=0.
Bu tenglamalardan 53=3,75 kN; S4=4,95 kN kelib chiqadi.
Ill tugun uchun muvozanat tenglamalarini tuzamiz:

X Fb =0; Si - S , - S , c o s a  = 0, (14*.10)

X Fh =0; S6 + 5 , sin a  = 0. (14*.11)
(14*. 10) va (14*. 11) tenglamalardan quyidagilarni topamiz:

Ss =-4,505 kN,

S6=-2,993 kN.
Keyin, ketma-ket IV, V va VII tugunlarning muvozanatini tekshirib, 

qolgan sterjenlardagi quyidagi zo‘riqishlarni aniqlaymiz:
S =  2,197 kN, S8=6,598 kN, 5 ,^ 6 ,1 5 3  kN,

S I0= 1,465 kN, 5, ,=2,475 kN.
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Olingan natijalardan quyidagi xulosalarni chiqaramiz: 3, 4, 8, 10, 11 
sterjenlar cho‘ziladi, 1, 2, 5, 6, 7, 9 sterjenlar siqiladi.

2. Sterjenlarni qirqish usuli (Ritter usuli).
Ferma sterjenlaridan ba’zi birida hosil bo'ladigan zo'riqishlarni aniq- 

lash zarur bo'lsa, Ritter usuli masalaning javobini tezroq beradi. Bu usul 
quyidagidan iborat.

Ferma zo'riqishi aniqlanadigan sterjenlardan o’tuvchi biror kontur bi­
lan fikran ikki qismga ajratilib, uning bir qismi muvozanati tekshiriladi. 
Tashlangan qismning ta’siri, kesilgan sterjenlar cho‘ziladi deb qarab, sterjen 
o'qlari bo ‘ у lab tashlangan qismi tomon yo'nalgan zo'riqishlar bilan almash- 
tiriladi.

Ko'rilayotgan qism uchun muvozanat sharti tuziladi. Ferma kontur 
bilan fikran ikki qismga ajratilganda, kesilgan sterjenlaming soni uchtadan 
oshmasligi shart, chunki uchtadan oshsa, tegishli zo‘riqishlarning soni 
ko'payib, masala statik aniqmas bo'lib qoladi. Ritter masalalarni oson- 
roq hal qilish uchun shunday tenglamalarni tuzishni taklif qildiki, bu- 
larda bittadan nom a’lum zo‘riqishlar qatnashadi.

Agar kesilgan sterjenlar parallel bo‘lmasa, u holda bunday tenglama- 
lar nom a’lum zo'riqishlar kesishuvchi nuqtalarga nisbatan uchta moment 
tenglamalari bo'ladi. Bu nuqtalar Ritter nuqtalari deb ataladi. Agar ikki- 
ta sterjenlar parallel bo‘lib qolsa, bitta Ritter nuqtasi mavjud bo’lmaydi. 
U holda uchinchi muvozanat tenglamasi uchun kuchlar proyeksiyalari 
yig'indisining nolga tengligini olamiz.

15*-masala. 62-shaklda tasvirlangan fermaning tayanch reaksiyalari va 
3, 5, 6, 8, 9, 10 sterjenlardagi zo'riqishlarni aniqlang.

Yechish. Tayanch reaksiyalarni aniqlaymiz. Fermaga ta ’sir etuvchi
kuchlar va Rn reaksiya kuchlari, parallel kuchlar sistemasi hosil qilgani 
uchun R a reaksiya kuchi ham ularga parallel bo'lishi aniq.

F,=5 N; F2=5 N  kuchlar berilgan.
Parallel kuchlar sistemasining muvozanat shartlaridan RA, RB topamiz: 

1 Л / Д )  = 0; - F r 2 a - F 2-3a + R„-5a = 0. (15M )

Z M , ( F t ) = 0; F1-2a + F , - 3 a - R t -5a = 0. (15*.2)

bu tenglamalardan RA =5 N, RB=5 N  aniqlandi.
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3, 5, 6 sterjenlarni kesib o ‘tuvchi «LN » qirqimni o‘tkazib, fermaning 
chap qismini muvozanatini tekshiramiz. A, C va D nuqtalar Ritter nu- 
qtalari ekanliklarini osonlikcha ko'rish mumkin. Muvozanat tenglama- 
larini tuzamiz

l m A(Ft ) = 0 S , W 2 = 0 . (15* .3)k=1

= 0 S , - a - R A-a = 0. (15*.4)

£>?о(Т\) = 0 - R , - 2 a - S 6-ayf2 = 0 . (15*.5)Л-1
(15*.3); (15*.4) va (15*.5) tenglamalardan quyidagilarni aniqlaymiz: 

S,=0, S3=5 TV, S6— 7,14 7V.
8, 9, 10 sterjenardagi zo ‘riqishlarni aniqlash uchun «ef» qirqimni 

o 'tkazib, fermaning chap qismining muvozanatini tekshiramiz. Bu qism 
uchun E  va К nuqtalari Ritter nuqtalaridir.

t m g(Fl) = 0 S№- 2a-R A-2a = 0. (15*.6)

S/»j4.(Ft ) = 0 - R , - 3 a + F,- a - S 4-2a = 0. (15*.7)к-1
(15*.6) va (15*.7) tenglamalardan quyidagilarni aniqlaymiz:

S ,= -5  N, S 10=5 TV.

6 9



S8 zo‘riqish kuchlarni Oy o ‘qiga proyeksiyalarning yig‘indisi nolga 
tengligidan aniqlanadi:

У  Fky =0 Ra -  Fl -  S% ■ sin a + S6 cos45° = 0.
*=i

Bu yerda:

(15*.8), (15*.9) tenglamadan:

2sin a  = - t=.
75

58=5,5 N.

(15*.8) 

(15*.9)

TAKRORLASH UCHUN SA VOLLAR
1. Fermalarni hisoblashning qanday usullarini bilasiz?
2. Tugunlarni qirqish usuli qanday usul?
3. Ritter usuli qanday usul?
4. Tugun deb nimaga aytiladi?
5. Fermalarga qanday shartlar qo 'yiladi?
6. Ritter usulidan qachon foydalanish qulay?
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VBOB. ISHQALANISH

19-§. Sirpanib ishqalanish

Tajriba shuni ko‘rsatadiki, birjism  ikkinchi jism sirtida sirpanganda, 
qarshilik namoyon bo'ladi, buni sirpanib ishqalanish deb ataladi. Sirpan- 
ishga qarshilik ko'rsatuvchi kuch ishqalanish kuchi deb ataladi. Sirpanib 
ishqalanish kuchini hosil qiluvchi bosh sabab, jismlar tegib turgan sirt- 
larining g'adir-budirligi tufayli, qisilgan jismlarning ilashishdir. Ishqalanish 
kuchining namoyon bo‘lishi va uning qonuniyatlarini quyidagi tajriba 
orqali tushuntirish mumkin.

Gorizontal tekislikda yotuvchi P og'irlikdagi g‘o ‘lachaga gorizon- 
tal ip vositasida Q yukni qo'yaylik. Buni blok orqali uzatilgan ip uchiga 
tosh qo‘yilgan pallachani osish orqali bajarish mumkin (63-shakl).

G ‘o ‘lachani og‘irligi P bilan tekislikning N  reaksiya kuchi o ‘zaro 
muvozanatlashishini osonlikcha ko'rish mumkin. Gorizontal Q kuchi 
muvozanatlashmagan, shuning uchun uning miqdori qanchalik kichik 
bo‘lmasin, g‘o ‘lacha sudralishi lozim. Biroq harakat Q kuch qandaydir 
miqdorga yetgandan keyingina boshlanadi. Bundan ko ‘rinadiki, jism­
larning tegishib turgan sirtlarida N  normal reaksiyadan tashqari, Q kuch 
bilan muvozanatlashuvchi qandaydir F kuch paydo bo‘lgan. Shu kuch- 
ni ishqalanish kuchi deb ataladi.

Q

63-shakl.
Jismning qo‘zg‘alish oldidan hosil bo‘lgan qarshilik kuchi maksimum 

ishqalanish kuchidir. Ishqalanish kuchi faqat jismga sirpantiruvchi kuch 
ta ’sir qilgandagina hosil bo‘ladi. Bu kuch jismni qo‘zg‘atish uchun zarur
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bo'lgan kuchga kattalik jihatidan teng va unga qarama-qarshi yo'nalgan 
ishqalanish kuchi noldan qandaydir aniq qiymatgacha F ^  ga o'zgaradi. 
Ko‘p sonli tajribalarga tayanib, maksimal ishqalanish kuchi jismning 
normal bosimiga yoki normal reaksiyaga to ‘g‘ri proporsional ekanligi 
ta ’kidlangan, ya’ni

*■_=.№  (5.1)
Bunda: JV-normal bosim ,/-proporsionallik koeffitsenti.
Bu ishqalanish koeffitsienti deyiladi. (5.1) tenglamadan ko'rinadiki, 

ishqalanish koeffitsienti /  o'lchovga ega bo'Imagan miqdordir. U jism- 
larning moddiyligiga, ular sirtlarining fizik holatlariga (g‘adir-budurligi, 
namlik, harorat va boshqalarga) bog‘liq bo‘ladi. Ishqalanish koeffitsienti 
tajribalar yordamida aniqlanadi. Odatda tavsif qilingan tajribadan foy- 
dalanish qulayroq.

Ishqalanishda (5.1) tenglama o ‘rinlidir, faqat harakatdagi ishqalanish 
koeffitsienti statik ishqalanish koeffitsientidan birmuncha kamroqdir.

Shunday qilib, bog‘lanishning to'liq reaksiyasi R ^  normal reaksiya N

va unga perpendikular bo'lgan ishqalanish kuchi F  laming yig'indisidan 
iborat bo'lib, normal bilan qandaydir <p burchak tashkil qiladi.

Ishqalanish kuchi F  noldan F nm gacha o'zgarganda, to 'liq reaksiya

N  dan gacha, uning normaldan og'ish burchagi noldan <pпих gacha 
o'zgaradi. To 'liq  reaksiyaning sirtni normali bilan tashkil qilgan bur- 
chakning maksimal miqdori <P ishqalanish burchagi deb ataladi. 64- 
shakl ishqalanish kuchi urinma tekislikda ixtiyoriy yo'nalishni oladi, chun- 
ki sirpantiruvchi kuchga bog'liq.

Bog'lanishning to 'liq  reaksiyasi Rmx yo'nalishining olishi mumkin 
bo'lgan geometrik o'rni, qandaydir, uchi jismlarning tegishib turgan nuq- 
tasida bo'lgan konus sirtdan iborat bo'ladi. Bu konus sirt ishqalanish 
konusi deb ataladi (65-shakl).

U holda jismning muvozanat holatida to'liq reaksiya ishqalanish konusi 
ichida ixtiyoriy yo'nalishda bo'lishi mumkin. Binobarin, g'adir-budur sirt- 
ga tayangan jism muvozanatida unga ta ’sir qiluvchi kuchlarning teng ta’sir 
etuvchisi, jismlarning tegishib turgan nuqtasidan o'tib, konus ichida yotadi. 
Faqat shunday kuchgina tayanch nuqtaning reaksiyasi bilan muvozanat- 
lashadi. Agar teng ta’sir etuvchi ishqalanish konusining tashqarisidan o'tsa, 
u holda reaksiya u bilan muvozanatlashmaydi va jism sirpana boshlaydi.
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64-shakl.

ishqalanish
konusi

16*-masala. Gorizont bilan a  burchak tashkil qi- 
luvchi qiya tekislikda og‘ir jism yotibdi. Agar ishqalan­
ish koeffitsienti f  ga teng bo'lsa, a  burchagining qan- 
day qiymatida jism muvozanatda bo‘ladi (66-shakl).

Yechish. Muvozanat sharti quyidagicha bo'ladi:
П

Y j Fb  = 0  P s i n a - / ^  =0, (16*.1)

i.Ffy=  о N - P - c o s a  = 0, (16*.2)

bunda. Fkh - ishqalanish kuchi. (16*.1) va (16*.2) tenglamadan quyida- 
gilarni aniqlaymiz:

FM~ P -sin a  ,N=P-cos a  . (16*.3)
Jism muvozanatda bo'lishi uchun quyidagi shart bajarilishi lozim: 
FM^ f  - N  yoki P ■ sin a  <P- /cos a , bu yerdan quyidagini aniqlaymiz. 

t g a  va a  <arctgf.
17*-masala. G 'ild irak  bilan kolodka (tormozlovchi) o ‘q orasidagi 

ishqalanish kuchini e’tiborga olib, Q yuk bilan muvozanatlashuvchi P 
kuchning minimal miqdorini aniqlang. Ishqalanish koeffitsienti f - 0,2
bo'lganda bogManish reaksiya kuchlarini ham aniqlang, b = 4 a , C = 0,2a ; 
0B=1R, R= 10 m, a=12 m, 0=240 N, a  =30°.

Yechish. M asalani yechish uchun qurilm aning bir yoki bir necha 
bo'laklarining muvozanatlarini alohida ko‘rish kerak. Sistemani tashkil 
qilgan jismlarning har birini erkin jism deb qarab, uning muvozanat shart- 
larini tuzamiz. Bog‘lanishdagi ichki reaksiya kuchlari bir-biriga miqdor 
jihatidan bir chiziq bo‘ylab qarama-qarshi yo'nalgan bo‘ladi.
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Tekislikda ixtiyoriy joylashgan kuchlar ta ’siridagi n ta jismdan tashkil 
topgan qurilma m uvozanatda bo'lsin. Наг bir jism uchun 3 tadan mu- 
vozanat tenglamasi tuzilsa, qurilma uchun Зл ta nom a’lumli Зл ta teng- 
lamalar sistemasini tuzishni taqozo qiladi (Boshqacha kuchlar sistemasi 
ta ’siridan o'ziga mos sonli tenglamalar sistemasini tuzish lozim). Quril- 
mani to ‘rtta  bo 'lakchaga bo‘lib, har bir qismning m uvozanatini tek- 
shiramiz:

I. Umumiy ko‘rin ish ;

II. Q yuk uchun (Q , P , T ) \

III. О g 'ildirak uchun (T ,  X 0, Y0, N, J N ) ;

IV. AC to 'sin uchun ( N ,  JN, X a, Ya, P)\

V. OB sterjen uchun ( T, X a, Y0, X„, Y„, M„).

Endi muvozanat tenglamalarini tuzamiz. II Q yuk uchun (kesishuvchi 
kuchlar sistemasi uchun)

1 / ^ = 0 ,  - 7 4 e - s i n a  = 0 , (17*.1)

± F ^ = 0 ,  R - Q  cosa = 0; (17*.2)
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(17*.1) va (17*.2) tenglamalardan:
T = 0 - s in a  = 240 sin 30" = 120 N ,

R - Q  cosar = 240 cos30" =270,8 N, 
T=120N-, R=210,$N

III hoi uchun muvozanat tenglamalarini tuzamiz :

ГМ
* II о l X 0- J N  + 7” co sa  = 0; (17*.3)

= 0; Ya -  N  -T ' s i n a  = 0; (17*.4)

t m 0(Ft ) = 0; J N - 2 R - T R  = 0. (17*.5)

Bu tenglamalarda V  = T = 120 kN deb qarab, quyidagilarni (17*.3) 
(17*.4) va (17*.5) tenglamadan topamiz:

T 120N  = ± -  = J ± !L ; дг = 300 kN
2 f  2 - 0 , 2

Y0 = N  + T s ina  = 300+ 120sin30 ; Yo=360 N  
X 0 = T c o s a -  JN = 120cos30" -0 ,2 -300 ; X 0 = 44  N

IV- AC to ‘sin uchun muvozanat tenglamalarini tuzatamiz:

I F  =0; - X A-JN'=0' ,  (17*.6)
k=\

± F h =0; - Y t - P  + N'=0; (17*.7)k=\ 3

± m ( F t ) = 0; P(a + b) + JN'-£- N'a  = 0. (17*8)1»!
0 ‘rniga qo‘ysak N ’=N=300 N  quyidagilarni olamiz:

N'a -  JN ' • l  _ N ’a - J N ' -0,2 
a + b 5 a

P-51,b N

V- OB sterjen uchun muvozanat tenglama tuzamiz:
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(17*.9)t ( f L.) = 0; X \ - X B=0,
H 4

S ( F ,4) = 0; -Y \+ Y B =0. (17*.10)

Bu yerdan quyidagilarni aniqlaymiz:

M a - X 0 OB = 0; X B=44 N.

YB= K  = Y0; ГВ= 3 6 0 М

= Xo OB = Л'о ■ OB = 44 - 3 10; M = 13.20 УУ m.

20-§. Yumalab ishqalanish

Bir jism ikkinchi jisraning sirti bo 'ylab yumalasa yoki yumalashga 
intilganda hosil boMadigan qarshilik yumalashdagi ishqalanish deb ata- 
ladi, misol tariqasida og'irligi P bo‘Igan salmoqli g'ildirak gorizontal 
tekislikda turadi, g ‘ildirakning o ‘qiga gorizontal Q kuch qo‘yilgan (69- 
shakl).

Bu holda g'ildirak bilan tekislikning tegishib turgan nuqtasida nor­
mal reaksiya kuchi N  va ishqalanish kuchi g'ildirakning tekislik bo‘y!ab 
yumalashiga qarshilik ko‘rsatadi. Ishqalanish kuchi miqdor jihatdan Q 
ga teng bo‘lib, unga qarama-qarshi tomonga qarab yo'nalgan. Q kuch 
bilan ishqalanish kuchi F  o ‘zaro juftni tashkil etadi. Q kuchning har 
qanday qiymatida bu ju ft kuch muvozanatlashmaydi va g‘ildirak mu- 
vozanatda turolmaydi. O datda, esa yumalash Q kuchining qandaydir 
qiymatidan boshlanadi.
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Binobarin g'ildirakning yumalashiga qarshilik ko‘rsatuvchi juft hosil 
qiladi. Bu juft yumalashdagi ishqalanish jufti deyiladi. Bu juft tekislik va 
g‘ildirakning, ezilishi natijasida hosil bo'ladi, g'ildirak va tekislikinng 
ezilishi natijasida, ulaming sirtlarini A nuqta atrofidagi kichik bir yuza- 
da o ‘zaro yopishib turadi. Bu reaksiya shu yuzacha bo'ylab taqsimlan- 
gan bo 'ladi. Reaksiyalarni A nuqtaga keltirish natijasida A nuqtaga 
qo'yilgan N va F  kuchlari hamda yumalashdagi ishqalanish jufti hosil
bo 'ladi (70-shakl). Yumalashdagi ishqalanish jufti Q , F  jufti o 'zaro 
muvozanatlashadi. Yumalab ishqalanish juftining momenti qandaydir 
Mm>x qiymatgacha o'zgarishi tajribada tasdiqlangan. Ko'pincha tajrib- 
alarga suyanib quyidagi xulosaga kelingan. Yumalab ishqalanish juft 
momenti g 'ildirak radiusiga bog'liq bo'lm agan normal reaksiya N  ga 
to 'g 'ri proporsional bo'ladi, ya’ni

= f . - N .  (5.2)
Bunda: /"-yumalab ishqalan ish  koeffitsien ti deyiladi. Y um alab 

ishqalanish koeffitsienti fm uzunlik birligi bilan o'lchanadi. U bir-biriga 
tegib turgan materiallarning fizik xossalariga va ishqanishlariga bog'liq 
tajriba yordamida aniqlanadi. Tajriba shuni tasdiqlaganki, yumalashda­
gi qarshilik sirpanishdagi qarshilikdan birmuncha oz bo'ladi. Shuning 
uchun texnikada, ishqalanish zararli bo'lgan hollarda, sirpanishni yu- 
malashga almashtirishga jazm qilinadi. Masalan, sirpanuvchi podship- 
niklar o'rniga sharikli podshipniklar ishlatiladi.

18*-masala. Gorizont bilan a  burchak tashkil qiluvchi qiya tekislik- 
da radiusi R ga teng bo'lgan g'ildirak (silindr) turipdi.

a  burchagining qanday qiymatida g'ildirak muvozanatda bo'ladi? 
Yumalab ishqalanish koeffitsienti f m ga teng (71-shakl).

Yechish. G 'ildirakka quyidagi kuchlar ta ’sir qiladi: og'irlik kuchi P , 
tekislikning normal reaksiyasi N , sirpanib ishqalanish kuchi F va mo­
menti M  yumalashdagi qarshilik jufti.



Agar sirpanish va yumalash sodir bo'lmasa, quyidagi shart bajarilishi 
lozim:

F ^ f - N .  (18*.1)

(18*.2)

Z /v , =0, / ' - / > sinar = 0. (18*.3)

n
2 / i , = 0 ,  N - P  cosa=0. (18*.4)

= P R s 'm a - M ^  = 0 . (18*.5)1=1
Bu tenglamalarni (18*. 1) va (18*.2) larni e ’tiborga olib yechsak, quyi- 

dagilarni olamiz (18*.4) dan N  = Pcosa, (18*.3) dan (18*.l)ni e’tiborga 
olib

t g a < f .  (18*.6)
(18*.5)dan (18*.2)ni e’tiborga olib

t g a < —  (18*.7)
R

hosil qilamiz. Bu yerdan (18*.6) shart g’ildirakning sirpanmasligini va 
(18*.7) shart esa g’ildirakning yumalamasligini ta ’rninlaydi.

Ko’pgina jismlar uchun —  ( /  bo’lganligi sababli, g'ildirak muvo- 
R

zanatda bo'lishi uchun a  burchak (18*.7) shartni qanoatlantirishi kerak.

TAKRORLASH UCHUN SA VOLLAR 
/. Sirpanish ishqalanish kuchi deb qanday kuchga aytiladi?
2. Ishqalanish kuchi qanday qonunlarga bo ‘ysunadi?
3. Ishqalanish kuchi nimalarga bog ‘liq?
4. Ishqalanish kuchining maksimal qiyniati qanday hisoblanadi?
5. Ishqalanish bo ‘Igan holda reaksiya kuchi qanday bo 4adi?
6. Ishqalanish burchagi nima?
7. Ishqalanish konusi nima?
8. Yumalab ishqalanish nima?
9. Yumalab ishqalanish koeffitsienti nima?
10. Yunuilab ishqalanish ju fti momenti qanday hisoblanadi?
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VIBOB. FAZODAIXTIYORIY JOYLASHGAN KUCHLAR 
SISTEMASI

Ta’sir chiziqlari fazoda ixtiyoriy ravishda joylashgan kuchlardan tashkil 
topgan sistema fazoda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasi deyiladi. 

Kuchning nuqtaga nisbatan moment vektori
Agar jismga fazoviy kuchlar ta ’sir etsa, u holda jismning mazkur kuch­

lar ta ’sirida aylanish yo’nalishini aniqlash uchun kuchning nuqtaga nis­
batan momenti vektor tarzida qaraladi.

Kuchning nuqtaga nisbatan momenti vektori moment markaziga qo’yilgan 
bo’lib, bu markaz va kuchning ta ’sir chizig’i orqali o ’tgan tekislikka per- 
pendikular yo'naladi hamda uning uchidan qaraganimizda kuch jisrnni soat 
milining aylanishiga teskari yo'nalishda aylantirishga intiladi (72-shakl).

F  kuchning О nuqtaga nisbatan momenti vektorini aniqlash uchun

kuch qo’yilgan A nuqtaning О markazga nisbatan radius-vektori rn in g  
shu kuch vektoriga vektorli ko’paytmasini aniqlaymiz. Vektorlar algebrasi-

dan m a’lumki, r x F  vektor ustiga tushirish uchun soat milining aylan­
ishiga teskari yo’nalishda eng qisqa burchakka burish kerak. Bu vektor- 
ning moduli quyidagi ko’rinishda bo’ladi.

|rx F | = rF s in ( r ,AF ). (6.1)

О nuqtadan F  kuchning ta ’sir chizig’iga tik h kesmani o ’tkazamiz, u 
holda

bo’lgani uchun

h = r sin(/%A F )

г х Л = F -h  =

(6.2)

(6.3)

r x F  vektorning yo‘nalishi kuchning nuqtaga nisbatan momenti vek­
tori bilan ustma-ust tushadi. r x f  va M0(F)  vektorlarning miqdorlari 
teng, yo’nalishlari ustma-ust tushgani uchun

Mo(F) = r x F .  (6.4)
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Y a’ni, F  kuchning О nuqtaga nisbatan moment vektori, moment 
markazidan kuch qo'yilgan nuqtaga o‘tkazilgan radius-vektori bilan kuch 
vektorining vektorli ko‘paytmasiga teng ekan.

21-§. Kuchning o'qqa nisbatan momenti 

0 ‘qqa nisbatan kuch momentining ta ’rifi

Qattiq jismning biror A nuqtasiga F  kuchi qo'yilgan. Biror Oz o'qini 
o 'tkazib, unga perpendikular bo'lgan R tekislikni olamiz. O 'q bilan tekis-
likning kesishgan nuqtasini О bilan belgilaymiz. F  kuchini R tekislikka 
proyeksiyalaymiz va uni F i deb belgilaymiz, ya’ni Ft = F  (73-shakl).

T a’rif. F  kuchining Oz o ’qiga nisbatan kuch momenti deb, F  kuch­

ning o ‘qqa perpendikular bo'lgan tekislikdagi F ■ proyeksiyasining o 'q  
bilan tekislikning kesishgan О nuqtasiga nisbatan olingan kuch momen- 
tiga aytiladi ya’ni

mI(F) = m0(Fl) = ±Fl -h. (6.5)

O 'qqa nisbatan kuch momenti musbat deb qabul qilinadi, agar Oz
o'qining oxiridan qaralganda Ft proyeksiya tekislikni Oz o 'qi atrofida 
soat mili yo'nalishiga qaram a-qarshi yo'nalishda aylantirishga intilsa. 
O 'qqa nisbatan kuch momentining sonli qiymati OA]Bl uchburchak yu- 
zasining ikkilanganligiga teng, ya’ni

mXF)  = 2SmB>. (6.6)
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0 ‘qqa nisbatan kuch momenti quyidagi ikki holda nolga teng bo‘ladi:
1. Agar Ft= 0, ya’ni kuchning ta ’sir chizig’i o ’qqa parallel bo’lsa.
2. Agar h~0, ya’ni kuchning ta ’sir chizig’i o‘qni kesib o ‘tsa.
Demak, agar kuch bilan o ‘q bir tekislikda yotsa, bu o ’qqa nisbatan

kuch momenti nolga teng bo’lar ekan.

19*-masala. Tomonlari a ga teng bo’lgan kubga qo’yilgan Ft,F 2,F, 
(74-shakl) kuchlarning koordinata o ’qlariga nisbatan kuch momentlarini 
hisoblang.
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i к uchi Oyz tekisligida yotadi, shuning uchun

mx(F) = -F {(r, 

m,(Ft) = 0-, 

mt(Ft) = 0.

I- kuchi Oz o ‘qiga parallel, shuning uchun, bu kuchning Oz o‘qiga 
iiniiiiiun momenti nolga teng. Demak,

mv(F)  = F2a;

mi (^j) = (19*2)
Щ(Ъ) = 0.

h kuchi Oy o ‘qini kesib o‘tadi, shuning uchun bu o ‘qqa nisbatan

l Mi ll momenti nolga teng bo‘ladi kuchiniyOr tekisligidagi Fi proyek- 
tin.i ining miqdori quyidagiga teng:

R
F\ = Fx sin a  = Fx ■ sin 45° =  F, ■ ,

. V2 0 9*3)
Fx = F , c o s a  = F , ~ ,

11 holda

/ г* \ T-l 17 ^>/2mx (F3) = F ia  = F3—— ,

— n ci'j 2 (19*4)

Kuchning koordinata o‘qlariga nisbatan momentlarining analitik ifo- 
ilulari. F  berilgan kuch, Fx, F[, F_ uning koordinata 0‘qlaridagi proyek-

siyalari, x, y, z uning qo‘yilgan nuqtasi koordinatalari. F  kuchini koordi­
nata o ‘qlariga nisbatan olingan m omentlarining ifodalarini tuzamiz.
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Kuchini X O Y  tekisligiga proyeksiyalab, uni Fn deb belgilaymiz (75- 
shakl). T a’rifga asosan:

™: (F ) = mo ( K ) -  (6-7)

kuchini OX va OY  koordinata o'qlari bo'ylab Fr va Fv tashkil 
etuvchilarga ajratamiz:

F = F + F .xy x  у

F,

Teng ta ’sir etuvchining momenti haqidagi V arin’on teoremasiga 
asosan:

yoki

mo (Fxy) = x - Fy - y - F x 
u holda (6.7) ga asosan quyidagini olamiz:

m_(F) = x  Fy - y - F x .
Xuddi shunday asnoda kuchni Ox va Oy o 'qlariga nisbatan mo- 

mentlarining analitik ifodasini olishimiz mumkin, natijada quyidagiga 
ega bo'lamiz:

mx(F) = y -Fz - z -  Fy 

my(F) = z-Fx - x - F .  ■ 

m.(F) = x-Fy -  y -Fx
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(6.8) tenglik F  kuchining koordinata o 'qlariga nisbatan moment- 
1, irining analitik ifodalari deyiladi.

22-§. Kuchning o‘qqa va shu o‘qdagi nuqtaga nisbatan momentlari 
orasidagi munosabat

Kuchning nuqtaga nisbatan m om enti bilan shu nuqtadan o 'tuvchi 
n 'qqa  nisbatan  m om entlari orasidagi m unosabatlarin i o ‘rnatam iz.
/ berilgan kuch, F t kuchni Oz o ‘qqa perpendikular bo 'lgan  tek- 
i:.likdagi proyeksiyasi. kuchini О nuqtaga nisbatan kuch m om enti 
OAB uchburchak yuzining ikkilanganiga teng, bu kuchning Oz o ‘qiga 
nisbatan m om enti esa OAB uchburchak yuzining ikkilanganiga teng 
ya’ni

m 0 ( F )  =  2 S «>,b » m . ( h  =  2 $ ю а ь  •

76-shakl.
Uchburchak Oab, OAB uchburchakning Oz o 'q iga perpendikular 

bo'lgan P tekislikdagi proyeksiyasidir. Shuning uchun

S& O ab  =  S & O A B  ' C O S « ,

'■Linda a  - OAB va oab uchburchaklar orasidagi burchakdir. Bu holda 

m .{F )  = 2 - S ^ g -  cos a  yoki m .( F )  = m0(F ) -cos  a . (6.9)

w/„(F) - vektor uchburchak yuzi SM)AB ga perpendikular yo 'nalgan 
ho 'lad i (76-shakl). M a’lum ki, tekisliklar orasidagi burchak ularga
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F 3, F a, F., F . kuchlarni F t va F ,  kuchlarga teng va parallel qilib 
olamiz. B u4 ta kuchlar sistemasi bilanjuftningjism ga ta ’siri o ‘zgarmaydi. 
shuning uchun quyidagini yozishimiz mumkin:

(Fi, F 2)<=>(F i, F 2, F 3, F 4 , Fs,  F e ) .

AB va CD yelka ustiga parallelogramm quramiz va uning AD va BC 
diagonallarini o ‘tkazamiz F , va F v  F 4 va F s kuchlarni o ‘zaro qo‘shib, 

ikkita F, va F, kuchlarni olamiz:

R\ -  F2 + F$, ^2 = ^1 + ^5 •

F, va F 2 kuchlar AD va BC  diagonallarning kesishgan О nuqtasiga 
qo‘yilgan. Bu kuchlar o ‘zaro teng va bir to ‘g‘ri chiziq bo'ylab qarama- 
q a rsh i to m o n g a  y o ‘na lgan . S huning  uchun  ( F , , F 2) o  0 yoki

(F i, F i , Ft ,  F s ) ^  0 u ho lda  q uy idag in i yozish im iz m um kin

(Fi, F 2) o ( F j, Ft).  ( Ft ,  Fe.) kuchlar sistemasi (f i , F 2) juft kuchga 
ekvivalent bo 'lgan juft kuchdir.

Talab qilingan teorema isbotlandi. I l l  bobda ju ft kuchning jismga 
ta ’sirini 0‘zgartirmay, uni juft tekisligida ixtiyoriy holatga keltirish mum- 
kinligi ta ’kidlangan edi. Shunday qilib isbot qilingan teoremalardan quyi- 
dagi xulosalarni chiqarish mumkin:

Juft kuchlar ekvivalent bo‘ladi, agar:
1. Ular bir yoki parallel tekisliklarda yotsa.
2. Momentlari miqdor jihatidan teng va bir xil burilishga ega bo'lsa. 
Demak, juft kuchlar o ‘zaro ekvivalent boMadi, agar ularning moment

vektorlari o ‘zaro geometrik teng bo‘lsa. Juftni ta ’sir tekisligida va unga 
parallel bo‘lgan tekisliklarga uning ta ’sirini 0‘zgartirmay ko'chirish mum­
kin. Shuning uchun juft kuch moment vektori erkin vektordir.

3. Kesishuvchi tekisliklarda joylashgan juftlarni qo‘shish 
Teorema. Ikkita kesishuvchi tekisliklarda joylashgan juftlar yolg‘iz juft-

ga ekvivalent bo‘lib, uning momenti berilgan juftlar momentlarining geo­
metrik yig‘indisiga teng.

Isbot. Momentlari tegishli va m, bo'lgan kesishuvchi tekisliklarda 

joylashgan 2 ta Fi, F\ va F 2, F\  juftlarni olamiz (79-shakl). Tekislik-
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i,.I i . •itliish cluzig'i AB  kesmani urnumiy yelka qilib tanlab olamiz. Ber- 
ilgMii ini i In г momentlarini o ‘zgartirmay umumiy AB  yelkaga keltiramiz.

Moment vektorlari berilgan juftlarning moment vektorlariga teng 

I»; m yangi ikkita Qxj va 0 2, Q^J juftlarni hosil qilamiz, ya’ni

е , ')= /и ,;  m (q 2, Q2)=m 2-

m, va m2 vektorlarni В nuqtaga q o ‘yamiz. A va В nuqtalarga 
■ i” Mlgan kuchlarni parallelogramm qoidasiga asosan qo‘shamiz. Ikkita

H va R' kuchlarni hosil qilamiz, ya’ni

r = & + Q 2 , r ' = q ;+q  2 -

Agar R = R  bo‘Isa u holda ( R ,  R') sistema juft kuchni hosil qilib 
.kvivalent deb ataladi. Ikkita kesishuvchi tekisliklarda joylashgan juft- 
1 и sistemasi yolg‘iz juftga ekvivalent bo‘lar ekan shu juftning moment 
vrktorin i aniqlaym iz, (6.10) form ulasiga asosan quyidagilarga ega 
ho'lamiz:

m(~R, R’) = ABxR.

R = Q\ + Q2> m ~ ^ x ( Q l +Q2) = ABxQt +ABxQ2.
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yoki m =m(Qx,Q{) + m(Q2,Q l).

Natijada m = m\ + пн ekanligi isbotlandi.
Shundav qilib, m moment vektorni miqdor va yo‘nalishi яГ( va Ш, 

momentlar vektorlarining ustiga qurilgan parallel ogramm diagonali orqali 
aniqlanadi. Umumiy holda fazoda ixtiyoriy joylashgan juft kuchlarni 
qo‘shish natijasida hosil bo'lgan ekvivalent juft kuchlarning momenti ber- 
ilgan juft kuchlar momentlarining geometrik yig‘indisiga teng, ya’ni

n

k~ I
(6.П)

Agar ekvivalent juftning momenti nolga teng bo‘lsa, u holda juftlar 
o 'zaro muvozanatlashadi:

Zw*=°. (6.12)
k =1

Shunday qilib, fazoda ixtiyoriy joylashgan juft kuchlar muvozanat- 
larini quyidagicha ifodalash mumkin: fazoda ixtiyoriy joylashgan juftlar 
sistemasi o‘zaro muvozanatda bo‘lishi uchun ular momentlarining geometrik 
yigMndisi nolga teng bo‘lishi zarur va yetarlidir.

24-§. Fazoda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasini berilgan bir markazga
keltirish

Bosh vektor va bosh moment
Qattiq jismning biror A nuqtasiga F kuchi qo‘yilgan (80-shakl) kuch- 

ni o ‘ziga parallel ko 'ch irish  haqidagi teorem aga asosan A nuqtaga
qo‘yilgan F kuchni О nuqtaga qo'yilgan shunday F' kuch va momenti 
m berilgan F kuchidan О nuqtaga nisbatan olingan kuch momentiga 
teng bo‘lgan ( F , F " )  juft kuch bilan almashtirish mumkin.

Juftning Ш moment vektori OAK tekislikka perpendikular bo'ladi^ 
Shuning uchun quyidagicha yozish mumkin. F = F ' va juft ( F , F ")  

kuchni berilgan m arkazga keltirish chog‘ida hosil bo 'lib  qo'shilgan 
( F , F " )  juftni shaklda ko‘rsatmay uning m momenti vektorini tasvir- 
lash kifoya. Bu natijadan foydalanib, ixtiyoriy joylashgan va qattiq jism-
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..... . l,, A „ A} nuqtalariga qo‘yilgan uchta F ,, F  v F  3 kuchlarni ber-
ilgini ni.ii kiizga keltiramiz (81-shakl). Buning uchun hamma kuchlarni
*' .... .. n'H keltirib qo'shilgan juftlarni olamiz. N atijada О markazga
i F , ,  F 2, F , kuchlar sistemasi va momentlari m,, m v

in' Iы• iк qo'shilgan juft kuchlar sistemasini olamiz. M a’lumki
w, = Щ(Ц), m2=m0(F2), щ =m0(F3).

О nuqta qo'yilgan F ' , F2' , Fx' kuchlarni qo'shib, ularning geometrik 
Mr'indisiga teng bo‘lganini olamiz, ya’ni

« '  = f i '+ F ; + F ;

>: и Fx = Fx, F2 — F2, F3' = F, bo‘lsa, u holda R ’ = Fx + F2 + F3 kuch-
liuning geometrik yig'indisi bosh vektor deyiladi. Qo'shilgan juftlarni 
yi(‘ib teng ta ’sir etuvchi juftni hosil qilamiz uning momenti qo'shilgan 
juft momentlarining geometrik yig'indisiga teng bo'ladi. Ya’ni,

M0 = m, + m2 + m3,

agar mx = mu( F ) .  m2 = m 0(F ,) , =  /w0(F 3) bo'lsa,
u holda

Me = m 0(Fl) + m0(F2) + m0(Fi ).

Bunda: M» - vektor berilgan kuchlardan О keltirish markaziga nisba- 
lun olingan kuch m omentlarining geometrik yig'indisiga teng bo'Iib, 
kuchlar sistemasining keltirish markaziga nisbatan olingan bosh momenti 
deyiladi.
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А

81-shakl.
Olingan natijadan fazoda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasi uchun 

tatbiq qilib quyidagilarga ega bo'lamiz:
И   __  П    

M o = ^ wo(F * ). (6.13)
*=1 k=\

Shunday qilib, fazoda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasini berilgan 
kuchlarning geometrik yigUndisiga teng bo'lgan va keltirish markaziga 
qo ‘yilgan yolg‘iz kuch va momenti berilgan kuchlar dan keltirish markaziga 
nisbatan olingan kuch momentlarining geometrik yig‘indisiga teng bo‘lgan 
qandaydir (Qp Q3) juft bilan almashtirish mumkin (82-shakl) shuni ta’kidlab 
o'tamizki, bosh vektor keltirish markaziga bog‘liq bo'lmaydi, lekin bosh 
moment esa keltirish markazining tanlab olinishiga bog‘liq bo'lib, kelt­
irish markazining o ‘zgarishi bilan bosh moment ham o ‘zgarishi mum- 
kin.

в

82-shakl.
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I u/ndu ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasi bosh vektori va bosh 
momentini analitik aniqlash

In 'g 'ri burchakli koordinata sistemasining boshini keltirish markazi
i*1 .in ■ lamiz, u holdabosh R  vektorningkoordinatao‘qlaridagi proyeksi- 
ynl.N i quyidagi formulalar bilan aniqlanadi:

M

i-1 J

Bosh vektorning moduli quyidagicha

R = yj R ; + R; +  R>

(6.14)

(6.15)

Bosh vektor i?ning yo'nalishi, yo‘naltiruvchi kosinuslar orqali aniq- 
limadi, ya’ni:

-  A R -  л Rv -  л R 
cos(R, Ox) = — ; cos(R, Oy) = —  :cos{R, O z)= — .(6.16)

R R R
Bosh moment Mo ning koordinata o ‘qlaridagi proyeksiyalarini quyi- 

1.ИП formulalar yordamida aniqlanadi:

M m = ± m X F k)1

M m = t m y(Fk) .

M „ = i m , ( F k)
i*l

(6.17)

formula yordamida aniqlanuvchi M ax, M Qv, M o_ m iqdorlar koordinata 
■ I'qlai iga nisbatan bosh momentlar deyiladi. Qandaydir koordinata o ‘qiga 
nisbatan sistema kuchlarining bosh momenti berilgan kuchlardan shu 
n‘qqa nisbatan olingan momentlar algebraik yig‘indisiga teng ekanligi 
(6.17) form uladan yaqqol k o ‘rinadi. Bosh m om entning m iqdor va 
vo'nalishi quyidagi formulalar yordamida aniqlanadi:
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( 6 . 1 8 )К  = J m 2„ + m 2v+ m 2„ .

cos(A/0, Ox) = ——L; cos(A/0, 0>) = ——; cos(A/0, Oz) =— ^.(6.19) 
M 0 M 0 M 0

Fazoda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasini bir markazga kel- 
tirilganda, bosh vektor bilan bosh moment orasidagi burchak ta ’sir qi- 
layotgan kuchlarga bog‘liq bo‘lib, ixtiyoriy bo‘lishi, bu burchakni aniq- 
lash vektorlar skalyar ko‘paytmasining ifodasidan

{R M,)=RM0cos(R, M0)

Л

Bundan cos(R, M0) =
R - M 0
Ш 0

R.x^ox + RyMoy + K M  0,
(6.20)

Agar R 1  M Q bo'lsa, u holda

cos(i?, M )  = 0 
va

RjM()x + RyM(J}, + R:M0l = 0 (6.21)
m unosabat (6.21) bosh vektor bilan bosh moment o ‘zaro perpendikular- 
lik alomatidir.

25-§. Fazoda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasini bir markazga 
keltirishning turii holiari

Fazoda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasini berilgan markazga 
keltirilganda quyidagi hollar sodir boMishi mumkin.

1. R = Q, М п Ф 0.
Bu holda kuchlar sistemasi momenti keltirish markaziga nisbatan bosh 

momentga teng bo'lgan juftga keltiriladi. Juft momenti moment marka- 
zining tanlanishiga bog'liq bo'lmaganligi uchun bosh moment ham kelti­
rish markazining olinishiga bog'liq boim aydi.

2. R * 0, M 0 = 0.
Bu holda kuchlar sistemasi, ta ’sir chizg‘i keltirish markazidan o ‘tuvchi 

bir teng ta ’sir etuvchiga keltiriladi.
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' К * 0. М а * 0  va м 0 JLR .
Ни Imlila fazoda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasi, ta’sir chizig‘i kelt- 

н ■ 11 mmkazidan o'tmaydigan bir teng ta’sir etuvchiga keltiriladi. Haqiqatan

>■ • ■ Л/ fnzoda ixtiyoriy joylashgan (F , ,F i ,F i ,F „)  kuchlar sistemasi bosh

vi kiuii va bosh momenti boisin va M u _L R' (83-shakl). Bosh moment Mo ni
A -/■' R' bo’lgan (R, R ") juft bilan almashtiramiz. Bu juftning biror kuchini 
0 iiu(|iaga qo'yib, R' kuchga qarama-qarshi qilib olamiz, juftning yelkasi

quyidagi shartdan aniqlanadi:

(6.22)

ilcmak, kuchlar sistemasi, ( f  ...../ • ' . , ) < = > bi roq sistema

ho'lgani uchun .....F. )<̂> R  va berilgan kuchlar sistemasiga ek-
i ivalent bo‘lib, C nuqtaga qo'yiladi, О nuqtadan C nuqtagacha bo’lgan 
masofa (6.22) formula yordamida topiladi.

Teng ta’sir etuvchining momenti haqida Varin’on teoremasi

Biror nuqtaga nisbatan teng ta ’sir etuvchining momenti bilan kuch- 
ln ■ sistemasini tashkil etuvchilari m om entlari orasidagi munosabatini 
o'rnatam iz.

I azodagi F'„) kuchlar sistemasi ta ’sir chizig’i C dan o ’tuvchi
R kuchga keltiriladi deb qarayl’k, Teng ta ’sir etuvchini ixtiyoriy О nuq-
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tasiga nisbatan momenti m0(R ) ni aniqlaymiz (83-shakl). Ixtiyoriy (i 
markazga nisbatan

m0(R) = R O C
modomiki

u holda

R = R' va OC = - - f ,

/и„(Л) = М 0
ya’ni, teng ta ’sir etuvchining momenti berilgan kuchlar sistemasi bosli 
momentiga teng. Teng ta ’sir etuvchining moment vektori yo'nalishi () 
keltirish markaziga nisbatan bosh moment vektorining yo'nalishi bilan

birxil. Teng ta ’sir etuvchi kuchning momenti m0(R) bosh moment Mu ga 
geometrik teng ya’ni

rr0 (R ) = M 0
yoki (6.13) ga binoan

П
т0(Х ) = ^ т Л Гк) (6.23)

(•i
(6.23) ifoda fazoda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasi uchun Varin’on 
teoremasini ifodalaydi: fazoda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasining 
teng ta ’sir etuvchisini О markazga nisbatan momenti berilgan kuchlardan 
shu markazga nisbatan olingan momentlarning geometrik yig‘indisiga teng.

Ixtiyoriy keltirish markazi О dan qandaydir Oz o 'qini o 'tkazam iz 
nuqtaga nisbatan kuch momenti bilan undan o'tuvchi o 'qqa nisbatan 
kuch momentlari orasidagi munosabatdan foydalanib va (6.23) vektorli 
tenglikni Oz o'qiga proyeksiyalab quyidagini olamiz:

mz( R ) ^ Y j n . { F k) (6.24)
*=1

Teng ta ’sir etuvchini ixtiyoriy Oz o 'qiga nisbatan momenti haqidagi 
Varin’on teoremasini (6.24) tenglik ifodalaydi. Kuchlar sistemasini teng 
ta ’sir etuvchisini biror OZ о ‘qiga nisbatan momenti berilgan kuchlardan shu 
o’qqa nisbatan olingan kuch momentlarining algebraik yig ’indisiga teng.
Umumiy holda R' * 0, M0 * 0 va bosh vektor bilan bosh momenti o'zaro
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I MHMi.likulur bo'lmasa, u holda kuchlar sistemasi bosh vektorga teng 
• •• iprui kuchga va bosh vek tor pe rpend iku lar bo 'lgan  tekislikda 
. nivchi qandaydir juftga keltiriladi. Juft va juftning ta ’sir tekisligiga 
i 'ulihular bo'lgan kuchdan tashkil topgan sistema dinama deyiladi (84- 
«li*4 к I)

/II*-masala. Tomonlari a, b, c boMgan to ‘g‘riburchakli parallelepi-

i«lining uchlariga Fi,F1 ,Fi,Fi ,Fi kuchlar qo’yilgan. Bosh vektorva bosh
|■■••lncntlar miqdor va yo‘nalishlarini aniqlang. Berilgan kuchlar siste- 
i" i .i bir tcng ta ’sir etuvchiga, yoki bir juft kuchga keltirish mumkinligi 
■ •Uhirilsin (85-shakl).

II. rllgan. a = 10л/3 m, F =  10 N, F = 12 N, F =  10 N, F = 6 j j  N , 

/ ,  10 >/7 N, a  = 60°,/3 = 30°.
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Yechish. K oordinata sistemasini 85-shaklda ko'rsatilgandek aniq 
laymiz. Dastavval quyidagilarni aniqlaymiz:

b -  a-ctga  = 10-\/з • = 10nr, c -Ъ -ctg/3 ■* 1 Ол/з nr,

AB = ->Ja2 + b2 +c: = 10yJ7 m ; cosy = ^ -  = \
AB

Sin У = ■
OB 4 T\
AB 7

Bosh vektorni koordinata o'qlaridagi proyeksiyalarini (6.14) formula 
yordamida aniqlaymiz:

Rx = -F 2 sin P + F} cosor + F5 cosacosy  = -12-0,5 + 10-0,5 +

+ \0yl7^H --0,5 = 9N. (20* .1)
7

Ry = fj -  F3 sin a  + F} cosy sin « = 10 - 1 0 ^ -  + lo j l  ■ Ц?- ■ ̂  = 18.7,V (20* .2)

R; = -F2 cos P + F4 -  F5 sin у = - 1 2 ^ -  + бл/3 -  10V7 ■ у  = -\1,3N. (20*3) 

Bosh vektoming miqdori (6.15) formula yordamida aniqlanadi:

R = 27 N; R = R2 + R2y + R2 = V730.7 = 27 N - (20*4)
Bosh vektorning yo‘nalishi (6.16) formula yordamida aniqlanadi:

cos(R, Ox) = ^-L- = —= 0,333; 
R 3

Л jjt
cos(J?, Oy) = - 77- = 0,693; *

A  I

_ л n. 1
cos(/?, Oz) = —L = -0,64. 

R

(20*5)
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ii.xl I niomentning koordinata o'qlaridagi proyeksiyalarini (6.17) for- 
iii ............ aniqlaymiz:

it
,1/ . t ■ Y , m '<Fk)  = - F r c - F , - c o s P  a + F3 -sina -c  + F4 c ­

»-/

b\ cos у  sin a - c  =  - lO - lO i f l  - 1 2 ^ —-104з + б 4 з  ■ 104з -

K)j7 ■2— - —  -10y[3=-3.23N-m. 
7 2

(20*6)

i Y*m> ( = F3cosa c - F 4 b + F5 cosy cosa c = 10 0,5x
kmt

W J -  6 у1з -10 + 10у[7 ■ 2 ^ -0 .5 -1 0 4 з =  9 0 4 з = 155,7N-m. & П )

/и r ( Fk) = F, ■ b + F2 ■ sin f3 ■ a -  F} ■ cos a -a  = 10-10 +12 0,5 x
*•/ -  (20*8) 

■ H N3-100,5-10yl3=100+10j3 = 117,3Nm.
I insh moment miqdorini (6.18) formuladan foydalanib aniqlaymiz:

К  = -уI M l  + M l  + M l  = Vl42330,78 =311 N  ■ m.

Л/, * 377 N -w
Uosli moment yo‘nalishini (6.2 1) formuladan foydalanib aniqlaymiz:

M.
cos (M Q Ox) = — = 0,857,

Mn

M
cos (M0 Oy) = - £ L  = o,413,

AIq

_ A 1 /
cos(A/0 Qz) = ^ -  = 0,311. 

Mn

(20*.9)
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Bosh vektor bilan bosh moment o ’zaro perpendikularlik alomatlarini 
tekshiramiz:

Rx ■ M Ux + Ry ■ + Rz ■ Мц- = -2024,4 * 0

ya’ni R v а Л/ 0 vektorlar o‘zaro perpendikular emaslar, dem akbukuchlai 
sistemasini bir teng ta ’sir etuvchiga keltirib bo’lmaydi.

26-§. Fazodagi kuchlar sistemasining muvozanat shartlari

Agar fazodagi kuchlar sistemasining bosh vektori R va bosh mo- 
menti M o lar nolga teng bo‘lsa, u holda kuchlar sistemasi o ‘zaro muvo- 
zanatlashadi. Shuning uchun fazodagi kuchlar sistemasining muvo­
zanat shartlari quyidagi ko’rinishda bo'ladi:

R = 0 ; M 0 =0
yoki

£ Ъ = 0 ;  £ m 0( /? )  = 0. (6.25)
*=■1 jt-l

Fazodagi kuchlar sistemasi uchun (6.25) muvozanatning zarur va yetarli 
shartlaridir. Agar (6.25) tenglikni koordinata o‘qlariga proyeksiyalasak, 
fazodagi kuchlar sistemasi m uvozanat shartlarining analitik ifodasini 
olamiz:

a n _
Z F* =0; Z /r^ =0; (6.26)

*=1 *=l k=\

II _ П _ n
Y j mA F k) = 0; £ w , ( F * )  = 0; £ m . ( F t )  = 0. (6.27)
<U1 *=1 *=1

Agar (6.26) va (6.27) tengliklarda nom a’lum reaksiya kuchlari ishtirok 
etsa u holda bu tengliklar muvozanat tenglamalari deyiladi va ulardan 
nom a’lum bog'lanish reaksiya kuchlari aniqlanadi. Jismga ta ’sir etuvchi 
kuchlar fazoda ixtiyoriy joylashgan bo‘lib, bu kuchlar muvozanatiga oid 
masalalarda nom a’lumlar soni oltitadan ortmasa, statik aniq masala deyi­
ladi. Boshqa xususiy hollardagi kuchlar sistemasi uchun muvozanat 
sistemalari (6.26) va (6.27) lardan kelib chiqadi.
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' ' l uzodagi parallel kuchlar sistemasining muvozanat shartlari

ii*iilg.iM kuchlar sistemasi Oz o ‘qiga parallel (86-shakl). 
i 1 liulda bu kuchlar sistemasining har bir F. kuchi Ox va Oy o‘qlaridagj 

!«■■>■ i«uvahiri va Oz o'qiga nisbatan momentlari О ga teng, shuning uchun 
'■) ..i (0.27) tenglamalar sistemasidan faqat quyidagi tenglamalar qoladi:

i F „ = 0 ; £ A f , ( F t ) = 0; ± M r(Ft ) = 0. (6.28)I 4*1 4.1 '
i «tighimalar (6.28) fazoda parallel kuchlar sistemasining muvozanat 

shurthiri dcyiladi.

•'M §. I azoda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasi muvozanat shartlariga
doir masalalar

21 "-m asala. 87-shakl sxem atik tasvirlangan chig‘iriq yordam ida 
"H'lrligi Q=100kg bo‘lgan yuk tekis ko‘tariladi. Baraban radiusi R - 5 sm 
I i l ining uzunligi KD - 40 sm, AD - 30 sm, AC - 40 sm, CB -60 sm. Ar- 

■ i■ in barabandan urinma bo'ylab gorizontga 60° burchak ostida tushadi.
A / > tlastaning gorizontal holatida dastaga tushadigan P bosim hamda 
i vii H tayanchlar reaksiyalarini aniqlang.

Yechish. Koordinata o ‘qlarini shaklda ko‘rsatilganidek o ‘tkazamiz va 
• *l. hurabandan iborat sistemaga ta ’sir qilayotgan kuchlami tasvirlaymiz. 
An|nn ME ning taranglik kuchi miqdor jihatidan Q yuk og‘irligiga teng 
i ■ ■ lih. ME  bo'ylab yo'nalgan. Tayanchlar A va В lar silindrik sharnirlar.
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Shuning uchun bu tayanchlardagi reaksiya kuchlarini X  va Z  koordina- 
ta o'qlari bo‘ylab tashkil etuvchilarga ajratamiz va X A, Z A lar bo‘lgan 
belgilaymiz. Val, barabanlarga ta ’sir etayotgan ixtiyoriy joylashgan kuch- 
lar sistemasi o 'zaro muvozanatlashadi, fazoda ixtiyoriy kuchlar sistemasi- 
ning muvozanat tenglamalarini tuzamiz:

^ / ^ = 0 ;  X a +X b +Q-cos60 =0.
*=i

S k F» = ° i 0=0

и
Za +Zb - P  + Q sin60 =0.

A -I 
n

Х л'х (^ ) = 0; p AD + Q sin60° AC + ZB AB = 0.
A = ]

>i
J > , ( F t ) = 0; -P  KD + Q R = 0 .
« I
»

X mz1 ^ ) = 0; - Qcos60° • A C ~ X B ■ A B - 0  .
к = 1

(21* .1) 

(21 *.2) 

(21*.3) 

(21 *.4) 

(21*.5)

(21* .6)
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I icnglamalar sistemasini ketm a-ket yechib, quyidagilarni
Mmls

. . . . .  . j  D Q R 100 5 c VIi Г  i Icnglamadan: P = ——  = --------= 12,5. N;
KP 40

i I  ■ ft) Icnglamadan: * b = -
Q cos60° AC 

AB
100 0,5 40

100
= -20. N;

12 1 * 1) icnglamadan: X A = - X B -  Q ■ cos60° = 20 - 100 • 0,5 = -30 N; 
(21 ’ 4) Icnglamadan:

Г AD+ Q sin60° AC
AB

i I  * 1) tenglamadan:

12,5-30 + 100 — -40 
_____________ 2

100
= -38,4 N;

ZA = />-Zs -0 -s in  60° = 12,5 + 38,4-100 ~  = -35,7 N.

\ KH, ZA, ZB la r ishorasi m an fiy lig idan  u larn ing  shak lda  
! t i viiilgan yo‘nalishigaqaram a-qarshiyo‘nalishda ekanliginiko‘rsatadi.

-masala. ABCD kvadrat plitani ko‘tarib turuvchi oltita tayanch ster- 
*• ■■ I-иtingi zo‘riqishlarni aniqlang. Plitaning AD  tomoni bo‘ylab gori- 

■ " il T kuch ta ’sir qiladi, o'lchovlar 88-shaklda ko‘rsatilgan.
\ 14 liisli. Oltita tayanch sterjenlar ta ’sirlarini ularning reaksiyalari bilan 

и. ■ In iramiz. Sterjenlar o ‘zaro sharnirli bog'langani uchun ularning reak- 
■ i l u ini. sterjenlarni cho‘ziladi deb qaralib tugunlardan sterjen bo‘ylab

■ i.i11-.Iи tomonga yo'naltiramiz. Hamma kuchlar fazoda ixtiyoriy joylash-
■ in Koordinata boshini ikki noma’lum S', va S f reaksiyalarni kesishgan 

и. I in icla tanlab olib, oltita muvozanat tenglamalarini tuzamiz.

X Fb =0; -  S2 ■ cos a  -  Ss cosor = 0.
4-1

9

n
's£ JFky= 0; P - S 4 cosa = 0.
*= i

(22*.  1) 

(22*.2)

#
X  - ^i ~^2 sinor-Sj -  S4 sin a  -  S5 s in ff-S 6 = 0. (22*.3)
1-1
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2 l  mx (Fk) -  
1

0; S, • a -  S 2 ■ s ina  ■ a  -  S 2 ■ a  -  P  ■ a  =  0 . (22*.4)

k=\
0; S, ■ a -  S6 ■ a  = 0 . (22*.5)

0; P-a + S 2 - c o s a - a  =  Q (22*. 6)
A-l

Shakldan ko'rinadiki a  = 45° boMganda tenglamalar sistemasini ket- 
ma-ket yechib quyidagilarni topamiz:

(22*.2) dan S4 = — —  = P &  N\ 
cos a

(22* .6) dan S2 = ---- —  = - P 4 l ;
cosa

(22*. 1) dan S5 = -S 2 = p J 2;
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IS '* >i ilan 5, +Sb =0;
| ' Iniltl.i (22*.3) tenglamadan:

-  -  J i
-  .v . sin  a  - S 4 • s i n a - . S ' j  s inar = (Py[l - W 2  -P*j2)—-  = -P .

г— Я
I '2* 4) dan S} = - P - S 3 - S 1sina = - P  + P + ^ J 2 - ~  = P.

( '2*.5) dan S6 = - S t = - P .
V  \  S  qiymatlarning musbat ishoraliligi ularning cho‘zilishini ifo- 

• inliiydi 2. 3, 6 -sterjenlar siqiladi.
' ‘ masala: 89-shaklda ko‘rsatilgan mexanik sistema muvozanat ho- 

1ч!'!* luribdi A va В tayanch reaksiyalari va boshqa nom a’lum kuch P 
■ millimy Yctaklovchi tasmadagi tortishish kuchi yetaklanuvchi tasmada- 
,i in iisliish kuchidan ikki baravar katta.

Ilt rllgan. 0=10 sm, R=2r=S sm, M - 800 Nm; ar = 30 (89-shakl).
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i acJiMi. MasaJani hal qilish uchun mexanik sistemani 3 qismga bo‘lib 
и i mi пи muvozanatini alohida tekshiramiz. Dastavval radiusi r bo‘lgan 
< liil; g ddirakning bo'lagi muvozanatini tekshiramiz (I bo‘lak):

£ m i.(Ft ) = 0; - M  + 2-S • r - S  r - 0 .

R „ M  800 „
r -  — - 4 m  bundan S ~ —  = —— - 2 0 0 N..  

2 r 4

(23*. 1)

I mil radiusi R bo 'lgan g‘ildirak bilan mahkam langan valning 
ivnivnzanatini tekshiramiz (II bo'lak).

I 0; X + X B+ S c o s -  + Tcosa = 0.a в ^

\ l  0; 0 = 0.

(23*.2) 

(23*.3)

О 11
/ 0; Z, + Z . -2 S c o s—H-Ssin — + Tcosa  = 0. (23*.4)

2 2

• tit ( / > = 0; Z - 2 a - S - 3a( . a  . аУ sin—+ 2 sin— 
v 2 2

ж, (Fk) = 0; T cos a - R  + S R - 2 S R  = 0.

+ T • sin a  ■ a -  0. (23*. 5)

(23*.6)

\  »».(/r*) = 0; - X B2 a - 2 S  cos—3a - S  cos—За + T cosa = 0. (23*.7)
i -i 2 2

Qiymatlarini (23*.2); (23*.3); (23*.4); (23*.5); (23*.6); (23*.7) teng- 
i iiniilarga qo‘yib quydagilarni hosil qilamiz:

X A + X B +600-cosl5° -  Г  cos30° = 0- (23*.8)

ZA+ZB-  200 • sin 15° + Г ' ■ sin 30° = 0. (23*.9)

2ZB -  600 ■ sin 15° + Г ' • sin 30° = 0 • (23*. 10)

Г cos3 0 °-2 0 0  = 0 . (23*.11)

- 2 X B -9 -2 0 0  cosl5° + Г -cos30° = 0 . (23*. 12)
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Ushbu (23*.8) -  (23*. 12) tengliklardan noma’lum kuchlarni aniqlaymiz

Г  = T = 200 ■ ; V  = T = 230 N. 
cos30°

ZB = ^  (600 • sin 15° -  200 ■ sin 30° ); ZB = 20,5 N.

Xg =-^(230 cos30° -1800 cos 15°); X B =-165 N.

ZA = 200 -sin 15° - 2 3 0 -sin30° -20,5; Z 4 =83 N.

X A = 230-cos30° -  cos 15° +765; X A =389 N.
XB va Z B laming qiymatlari manfiy bo'ladi. Shuning uchun XB va Z (l 

lam ing  yo 'na lish i shaklda k o ‘rsatilgan yo‘nalishga qaram a-qarshi 
yo'nalishda bo ‘ladi.

3. Porshenning (III bo‘lak) muvozanat tenglamalarini yozamiz:

Z F b =0; r - c o s a - P  = 0; (23*.13)

± F k =0; 7 V -r-s in a  = 0 ; (23*.14)

(23*.13); (23*.14) ten g lam alard an : P = 230-cos30°; P = 200N\ 

N  = 230 sin 30°; JV = 115 N.
TAKRORLASH UCHUN SAVOLLAR

1. Fazoda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistcmasi deb qanday kuchlarga 
aytiladi?

2. Kuchning nuqtaga nisbatan momenti vektori deb qanday vektorga 
aytiladi?

3. Kuchning nuqtaga nisbatan momenti vektori qanday hisoblanadi?
4. Kuchning о 'qqa nisbatan momenti deb nimaga aytiladi?
5. Kuchning о ‘qqa nisbatan momenti ishorasi qanday bo ‘ladi?
6 . Kuchning о ‘qqa nisbatan momenti qachon nolga teng bo ‘ladi?
7. Kuchning о ‘qqa va shu о ‘qdagi nuqtaga nisbatan momentlari orasida 

qanday bog ‘lanishlar bor?
8 . Fazodagi juft kuch momenti vektori nima?
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'? Juft kuchni о _ tekisligiga parallel tekislikka ко ‘chirilsa uning jismga 
in \lrl qanday bo'ladi?

10. Kesishuvchi tekislikda joylashgan juft kuchlami qanday qo’shish mum- 
kin?

11 Bosh vektor va bosh moment deb qanday vektorlarga aytiladi?
12. Bosh vektor va bosh momentning analitik ifodalari qanday?
1.1. Bosh vektor va bosh moment bir markazga keltirilsa, qanday hollar 

ho ladi?
14. Teng ta ’sir etuvchining momenti haqidagi Varin "on teoremasini aytib 

hrring.
15. Fazoda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasining muvozanat shart- 

Inri qanday?
16. Fazodagi parallel kuchlar sistemasining muvozanat shartlari qanday?
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VIIBOB. O G ‘ I R L I K  M A R K A Z I

29-§. Parallel kuchlarni qo‘shish, parallel kuchlar markazi

Bir tekislikda yotmaydigan (Fu F2, F3, FA) parallel kuchlar sistenm 
sini ko‘ramiz (91-shakl).

Kuchlarni ketma-ket qo‘shamiz Ft va F2 kuchlarni qo‘shib, ularga

parallel b o ‘lgan R̂  teng ta ’sir etuvchisini topam iz. U ning m iqdon 
R -F t+F2 ga teng bo‘lib, qo‘yilish nuqtasi quyidagi proporsiyadan aniq 
lanadi:

A C ,  . f 2 
A C ,  F ,  '

Endi Д va F. kuchlarni qo‘shamiz ularning teng ta ’sir etuvchisi R
ning miqdori quyidagiga teng:

R2 = R,+ F3 = Ft + F2 + Fz.
Qo’yilish nuqtasi esa quyidagi proporsiyadan aniqlanadi:

C,C2 F.

A C 2 A '

Endi /j, va Ft kuchlarning teng ta ’sir etuvchisining miqdori 
R = R2 + Fa = Fx + F2 + F2 + F4
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' М' I|i•'уilish nuqtasi С nuqta quyidagi proporsiyadan aniqlanadi:
C2C F4 
a 4c  r  '

N iii |i>i idagi tavsifdan ko’rinadiki, n ta parallel kuchlar sistemasining 
1 ни in hi etuvchisi ularning yig’indisiga teng:

k=I
'J m vilish nuqtasi esa kuchlarning fazodagi yo’nalishlariga bog’liq 

h  Im.iydi, haqiqatan ham agar kuchlarning hammasini ularning qo‘yilish 
• и и l.-iri atrofida teng burchakka bir tomonga bursak, ularning teng ta’sir 

m m  I и si ham shu burchakka C nuqta atrofida buriladi. Teng ta’sir etuvchi 
i.iЧм diizig’i har doim parallel kuchlarning fazoda har qanday yo’nalishida 
iinm (' nuqtadan o‘tadi. C nuqta parallel kuchlar markazi deyiladi.

I‘arallel kuchlar sistemasi markazining koordinatalarini aniqlash uchun 
i cnrdinata sistemasi Oz o ‘qini berilgan kuchlar sistemasiga parallel qilib

"I uniz (92-shakl). K uchlarqo‘yilgan A,,A2,AJ,...A„ nuqtalarning koordi-

nntalarini mos ravishda xl, y ], z l,x2 , y2. z2 .....xn,yn,z„ . Parallel kuchlar
niiirkazi C nuqtaning koordinatalarini хг y t, :  deb belgilaymiz.

l eng ta ’sir etuvchining Ox o ‘qiga nisbatan momenti haqidagi teore-
iii.ini tatbiq qilamiz:
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®»Л*) = £ » * ( * * )  yoki R y c =Fr y {+F2 ■y2 +...+F„-y„
кш |

bundan У, -
Fr y ,+ F 2-y 1+... + F - y ii

yoki yc =

Shu teoremani Oy o ‘qiga nisbatan tatbiq qilib, xc koordinatani amq 
laymiz:

n

*=I
Endi koordinatani aniqlash uchun hamma kuchlarni bir tomonga 

Oy o 'qiga parallel qilib 90° ga buramiz va teng ta ’sir etuvchining mo- 
menti haqidagi teoremani Ox o 'qiga nisbatan tatbiq qilamiz. Shunday 
qilib, parallel kuchlar markazi quyidagi formulalar yordamida aniqla 
nadi:

I» 1_____
я

1*4
; y c = (7.2)

Biror yo‘nalishni musbat tanlab olib, (7.2) formula yordamida nuqta 
koordinata xr. y^ zr larni aniqlanayotganda kuchlarning qiymatlari mos 
ishoralar bilan olinishi zarur.

30-§. Jism og'irlik markazining koordinatalari uchun umumiy formulalar

Jismni elementar bo ‘lakchalarga bo'lib, har bir bo‘lakka ularning 
og‘irlik kuchlarini qo'yamiz. U holda parallel kuchlar sistemasini hosil 
qilamiz (93-shakl). Parallel og'irlik kuchlar sistemasining markazi, jism- 
ning og'irlik markazi bo‘ladi. Jismning og'irlik markazining kccrdina- 
talari (7.2) formulaga asosan quyidagicha aniqlanadi:
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(7.3)

Ы  Ы\  Jt=l

i'l.| /' |ism og‘irligi. Bir jinsli jism uchun
Pk = ybVt ; P = yV,

.....id.i AF* -elementar bo 'lakchaning hajm i, F-jism hajmi, у -birlik
Ini limning og'irligi.

94-shakl.

Pk va P laming qiymatlarini (7.3) formulalarga qo‘yib quyidagilarni 
dlamiz:

(7.4)

Agar jism yupqa bir jmsli plastinka bo'lsa, uning og‘irlik markazi 
• nordinatalari quyidagi formulalar bilan aniqlanadi (94-shakl):

(7.5)
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bunda ASk -elementar bo'lakchaning yuzasi S-butun plastinka yuzasi. 
Agar jism bir jinsli chiziqdan (95-shakl) iborat bo‘Isa, uning og'irlik 
markazining koordinatalari quyidagi formulalar yordamida aniqlanadi:

= 1 ^  . f  1 Т  A ,, У< -  т  ?  .У к ^ к '
*=l *=i -iz^ *=i

zk*Lk- (7.6)z

95-shakl.
Quyidagi belgilarni kiritamiz:

n  n

s x  - X>,VS. • S y  = У  (7.7)
*=i *-i

U holda (7.5) formulalarni quyidagi ko‘rinishda yozamiz:

(7.8)

Bu yerda S( yuzaning Ox o ‘qiga nisbatan statik momenti deb ataladi, 
S , esa Oy o ‘qiga nisbatan yuzaning statik momenti deb ataladi. Agar 
yuza og'irlik markazining koordinatalari aniq bo'lsa, uning statik mo­
menti quyidagi formulalar yordamida aniqlanadi:

Sx = S- y c; Sy =S-xc. (7.9)
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31-§. Og‘irlik markazini aniqlash usullari. Simmetrik jismlarning og'irlik
markazi

l.Teorema. Agar bir jinsli jism simmetriya tekisligi o ‘qi yoki markazi- 
ga ega bo‘lsa, u holda uning og‘irlik markazi mos ravishda shu tekislik- 
da, o‘q yoki markazda yotadi.

Isbot. Jism simmetriya tekisligiga ega bo‘lsin (96-shakl). U  holda teore- 
maga asosan

П
zc = 0 yoki ^ z kAVk = 0

k = l

bo'ladi, shunga ko‘ra jism elementar A , A v  ... An bo‘laklarining hajm- 
larini mos ravishda quyidagicha bo'lgan

AV>,AV2,...,AV
bo'lakchalarga bo‘lamiz. Simmetriya o ‘qiga ega boiganligi sababli har 
qanday koordinatali Ak bo‘lakcha Oxy tekisligiga nisbatan simmetrik 
bo'lgan A'k nuqtaga mos keladi, uning koordinatalari xk, yk, zk bo'ladi. 
Quyidagi ko'paytmalarni tuzib qo'shsak quyidagini olamiz:

5>*ДК*=0,*=l

u holda Z ,=  0 bo'ladi. Xuddi shunday qolgan hollar ya’ni jism simmetrik 
o 'q  yoki markazga ega bo'lgan hollar isbot qilinadi.
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2. Bo'laklarga ajratish (toMdirish) usuli
Agar bir jinsli qattiq jismni og‘irlik markazlari m a’lum bo‘lgan chek- 

li sonli geometrik shakllarga ajratish mumkin bo'lsa, u holda uning og'irlik 
markazining koordinatalari (7.4), (7.5), (7.6) formulalar yordamida an- 
iqlanadi. Agar qattiq jismda teshiklar mavjud bo‘lsa, uning og'irlik marka- 
zini aniqlashda jismni to 'liq  deb qaraladi, teshiklar va yetishmovchi yuza 
yoki hajmga tegishli hadlar manfiy ishoralar bilan olinadi. Bu usulni 
manfiy yuzalar (hajmlar) usuli deb ataladi.

24*-masala. 97-shaklda tasvirlangan bir jinsli yupqa plastinka og'irlik 
markazining koordinatalarini aniqlang.

Yechish. Plastinkani to 'rtta  bo'laklarga ajratamiz. Markazga С,,(л,, 
у,) nuq ta  b o 'lg an  to 'r tb u rc h a k  m arkazi C2,(x2, y2) nuq ta  bo'lgan 
to'rtburchak markazi C3,(x3, y3) nuqta bo'lgan uchburchak va markazi 
C4(x4, y4) nuqta bo'lgan doira (teshik) shakldan C,, C2, C3, C4 nuqtalari- 
ning k o o rd in a ta la r i  m a ’lum  o 'lc h o v la ri y o rd am id a  aniqlanadi. 
Bo'lakchalarning yuzalarini S v S2, Sy S4 lar bilan belgilaymiz va ular 
osonlikcha aniqlanadi, (7.5)ga asosan quyidagi formuladan foydalanib, 
og'irlik markazining koordinatalarini topamiz.

xc =
5, • JC| + S2 ■ x2 + S3 • x3 + S4 • x4

■+■ tS j +  5*3 +  S q

Ус
Sl -y, +S2 -y2 +S3 -y3 + S4 -y4 

S | + S2 + S3 + S4
(24*. 1)

A gar CM = 30 m, 0 0 = 3 6  m, 0 0 = 2 4  m, /15=10 m, 5 0 = 2 0  m, 
x4=5 m, y4=24 m, r=3 m, x,=5 m, x2=17 m, y 3 = 15 m, y2=5 m bo'lsa

x3 = 28 m

10
.Уз = у  m -

Agar 5,=300 m 2, S2=140 m2, S3=60 m2, S4=9 n  m2 bo'lsa, (24*. 1) teng- 
likdan quyidagilarni topamiz:

300 ■ 5 + 140 • 17 + 60 • 28 -  9;r • 5 5418,7 . . .
x = ------------------------------------------- = ---------- «11,5 m. п а * 7)

300 + 140 + 6 0 - 9 n  471.7 ^
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Ус
300 • 15 +140 • 5 + 60 • —  -  9л- • 24

_________________3________
300 + 140 + 60-9Я-

i ^ i ^ l O m .  (2 4 * .3 )  
4 7 1 ,7

X

97-shakl.
3. Integrallash usuli
Agar bir jinsli qattiq jismni chekli sondagi sodda geometrik shakllarga 

ajratishning iloji bo'lmasa, u holda og'irlik markazi koordinatalarni (7.4),
(7.5), (7.6) form ulalar yordam ida aniqlash uchun bu form ulalarda 
bo'lakchalar soni n cheksizlikka intiladi, ularning o'lchovlari nolga intila- 
di. Bu formulalarda limitga o ‘tib hajm og‘irlik markazining koordinata- 
lari quyidagi formulalar yordamida aniqlanadi:

at, = - i  jxdv; y c = j  jydv ; zc = ±  jzdv. (7.10)iy) (V) no
Sirt og‘irlik markazining koordinatalari quyidagi formulalar yordam­

ida aniqlanadi:

xc = ^  \ ***. У с  = \  j ydr> z c = ^  f zds,
•' (A) 1‘ (.S') '  (A)

bunda S’ -  sirt yuzasi.

(7.11)
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Agar sirt tekis shakl bo‘lsa va xOy tekislik shu shakl tekisligida olm 
sa, yuqoridagi formulalar quyidagicha yoziladi:

x,. = — fxds, у = — [vds. 
c S J S У (712)

( S )  ( « )

Ko'ndalang qirqim yuzalari o ‘zgarmas va bir jinsli moddadan iboral 
chiziqning og‘irlik markazining koordinatalari quyidagi formulalar yoi 
damida aniqlanadi:

x„ == J  \ xdl> y<= J  \ yd l'' z c \ zdL (7. 13)
( i)  (L)  ~  ( L )

25*-masala. Aylana qismi (yoyi) og'irlik markazining koordinatalarim 
aniqlang. Markaziy burchagi 2 a  bo'lgan R radiusli AB  aylana yoyim 
olamiz (98-shakl). Aylana yoyi simmetriya o ‘qiga ega Ox koordinatii 
o ‘qidir. Isbot qilingan teoremaga asosan yoyning og‘irlik markazi uning 
simmetriya o 'qida yotishi kerak, ya’ni yc=0 koordinata x c quyidagi for 
mula yordamida aniqlanadi:

(25*.1)

og‘irlik markazining abssissasi x bo'lgan yoydan cheksiz kichik elemen- 
tar dl bo‘lakchani ajratib olamiz. U  holda

dl-R-dq) ,  x — R • cos(p4 Lt ~ R • a  (25*.2)
(25*.2) ifodalarni (25*. 1) formulaga qo'yib, <p bo'yicha integrallab, 

quyidagini olamiz:
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I
‘ 2 Ra

a / j  ■
Л2 cosad<p=i----- sine?

J ^  v 2a  ,
/?sina

a

Dcmuk,

xr =•
i?sina

a (25 *.3)

yniim aylana uchun a ~ ~  bo‘lganda

7.R
xf = — *0,63R (25*. 4)

n
bo'ladi.

26*-masala. Doira shaklli sektor yuzaning og‘irlik markazi koordi- 
nutlarini aniqlang. Ixtiyorimizda R radiusli va markaziy burchagi 2 a  
ho'lgan doira sektor yuzi mavjud. 99-shakl sektor yuzasining simmetriya 
o'qini Ox koordinata o‘qi sifatida qabul qilib va OC=xc masofani quyi- 
l.igi formula yordamida aniqlaymiz:

= — \xds (26*1)

murkaziy burchagi dcp bo‘lgan cheksiz kichik Oab sektor yuzachani 
njrutamiz. Xuddi teng yonli uchburchak deb qaralgan bu elementar 
ho'lakchaning og'irlik markazi C  nuqtada bo‘lib, bu masofa quyidagiga

leng O C '= ^R ,  bu C 'm arkaz nuqtaning koordinatasi quyidagiga teng

xC

x = — -R-cosp

yuzacha

ds = - R 2d<p
2

sektor yuzasi

S = -  R2-2a = Rza  
2

(26*.2)

(26*.3)

(26*.4)
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(26*.2); (26*.3) va (26*.4) ifodalarni (26*. 1) formulaga qo'yib va <p 
bo'yicha integrallab, quyidagini olamiz:

2 /?sina 
3 a

demak,

2 _ sin axc =— R -------
c 3 a

sektor o 'm ida yarim doira bo‘lsa, ya’ni:

(26*. 5)

(26*6) ni (26*.5) ga qo'ysak:

kelib chiqadi.

xc ~ = 0,42 Лi n

(26*. 6)

(26*.7)

27-masala. Balandligi H  va asosining radiusi R bo'lgan to ‘g‘ri doiraviy 
konus og'irlik markazining koordinatalari aniqlansin, konusning sim- 
metriya o‘qini Oz koordinata o ‘qi sifatida olamiz. U holda *.->^=0, zr 
koordinata quyidagi formula yordamida aniqlanadi:

120



>* X

100-shakl.

Konus asosidan z masofa balandlik dz va radiusi r bo'lgan silindr 
ku'rinishdagi cheksiz kichik bir element hajmini ajratamiz( 100-shakl). 
Hu clement hajmi quyidagiga teng:

dV = n - r 2dz (27*.2)
iudius r ni AOB va OlABl uchburchaklarning o ‘xshashligidan aniqlanadi:

r H - z
(27*.3)

R H
bundan

r = — ( H - z ) 
H

(27*.4)

(27*.4) ni (27*.2) ga qo‘ysak:

dV = kR7 (H z f d z  
H

(27*. 5)

kclib chiqadi.
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Konusning hajmi quyidagiga teng: V = - x - R 2 H  
3

bo‘lgani uchun

(27*. 1) ga qo'ysak:

Z„ — —
H 2

-n F ?H
3

( t
Л я

hosil qilamiz.

Demak: zc =~7^- 4

(7.21)

TAKRORLASH UCHUN SA VOLLAR
1. Parallel kuchlar markazi qanday aniqlanadi?
2. Og ‘irlik markazini aniqlash formulalari qanday?
3. Hajmning og ‘irlik markazini aniqlash formulasini keltiring.
4. Yuzaning og ‘irlik markazi qanday aniqlanadi?
5. Chiziqning og ‘irlik markazi qanday aniqlanadi?
6. Og 'irlik markazini aniqlashning qanday usullarini bilasiz?
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IIQISM

KINEMATIKA

I III non. KINEMATTKAGA KIRISH VA KINEMATIKANING ASOSIY
TUSHUN CHALARI

Nn/.ariy mexanikaning kinematika bo'lim ida jismlarning harakati bu 
It,ii .ikatni vujudgakeltiruvchi kuchlarni nazarda tutilmay, faqat geometrik 
in. 11 si у i nazardan tekshiriladi. Kinematika so‘zi grekcha «kinema» so‘zidan 

ii|i"ltun bo'lib, harakat degan m a’noni anglatadi. Kinematikada hara- 
' iiinmg aniqlanish usullari, harakatni kinematik xarakterlaydigan kat- 
' ihliInr (trayektoriya, tezlikva tezlanishlar) aniqlanadi. Jismningharakatini 
v m nnatik usulda aniqlash texnikada turli mashina va mexanizmlar qism- 
iiiining harakatini o'rganishuchunnazariy bazabo‘libxizmatqiladi. XIX 
, 11 ning boshlarida texnikaning tez taraqqiy etishi va shujumladan, mashi- 

m.i mzlikning rivojlanishi, jism harakatini geometrik tekshirish masalasini 
и m surdi. Shu davrdan boshlab kinematika nazariy mexanikaning mus- 
iiu|il qismi bo‘lib ajraldi.

Materiya doimo harakatda bo‘lganidan, uni vaqt va fazodan ajratib 
i.i'.vnlab bo‘lmaydi. Olamda harakat qiluvchi materiyadan boshqa hech 
и mi yo'qdir, harakat qiluvchi materiya esa fazo va vaqtda harakat qila- 
.li I a ’rifga ko‘ra harakat materiyaning ajralmas asosiy xossasidir.

I ab ia t to ‘g ‘risidagi fan lardan  biri b o ‘lgan nazariy m exanikani 
" ‘rganish dunyoga mantiqiy nuqtayi nazardan qarash va to ‘g‘ri uslub- 
i и ■ asosida fikr yurgizishga yordam beradi. Nazariy mexanikada jismlar 
li.iiakatining eng sodda shakli - mexanik harakat tekshiriladi. Vaqtning 
n'lishi bilan moddiy jismlarning fazoda bir-biriga nisbatan ko‘chishiga 
ini vanik harakat deyiladi. K inematikada jismlarning harakati boshqa 
l 'iror jism bilan bog‘langan, koordinata sistemasiga nisbatan tekshirila- 
.11

I abiatda mutlaq harakatsiz jism bo‘lmagani tufayli mutlaq qo‘zg‘almas 
timoq sistemasi ham mavjud bo‘lmaydi. Shu sababli «Harakat» va «Mu- 
" /a n a t»  tushunchalari nisbiy tushunchalardir. Agar jismni biror sanoq
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sistemasiga nisbatan vaziyati vaqtning o’tishi bilan o ‘zgarmasa, jism maz- 
kur sanoq sistemasiga nisbatan tinch holatda (muvozanatda) bo'ladi. 
Yerdagi jismlarning harakatini tekshirilganda asosiy yoki «qo‘zg‘almas» 
sanoq sistemasi uchun odatda, yerga nisbatan qo‘zg‘almas bo‘lgan sa­
noq sistemasi olinadi. Tanlab olingan sanoq sistemasiga nisbatan har 
onda jismning vaziyatini aniqlash mumkin bo ‘lsa, jismning harakati 
kinem atik aniqlangan deb hisoblanadi. Klassik mexanikada moddiy 
jismning kuzatilayotgan harakati uch o'lchovli Yevklid fazosiga nisba­
tan tekshiriladi va kattaliklarni aniqlashda Yevklid geometriyasidan foy- 
dalaniladi. Klassik mexanikada vaqtni universal deb hisoblanadi, ya’ni 
vaqtni barcha sanoq sistemalari uchun, ularni nisbiy harakatidan qat’iy 
nazar bir xilda deb qaraladi.

Kinematikada m atematik nuqtayi nazardan qaraganda, vaqtni er­
kin o ’zgaruvchi (argument) sifatida qaraladi va t bilan belgilanadi. Texni- 
ka masalalarini yechishda vaqtning o ‘lchov birligi 1 sekund deb qabul 
qilingan. Kinematikada uchraydigan chiziqli o ’lchovlarni (harakatdagi 
nuqtaning koordinatalari, o ‘tgan yo'lning uzunligi va hokazo) xuddi 
texnik va xalqaro SI birliklar sistemasida, metrlarda o ‘lchanadi. Qattiq 
jism harakatini kuzatar ekanmiz, ko‘pincha uning turli nuqtalari turli- 
cha harakatlanishini ko‘ramiz.

Masalan, to ‘g‘ri rels bo’yicha harakatlanayotgan vagon g'ildiragining 
harakatini olsak, g’ildirakning markazi to ‘g‘ri chiziqli harakatda bo‘ladi. 
G ‘ildirak to ‘g‘inidagi nuqta esa egri chiziq (sikloida) bo‘yicha harakatla- 
nadi. Jism nuqtalarining bir xil vaqtda o'tgan yo'li turli xil bo'ladi. Shu 
sababli jismning harakatini tekshirishni ayrim nuqtaning harakatini tek- 
shirishdan, ya’ni nuqta kinematikasidan boshlash kerak.

Vaqtning o'tishi bilan nuqtaning fazoda qoldirgan iziga trayektoriya 
deyiladi. N uqta trayektoriyasi to ‘g‘ri chiziqdan iborat bo’lsa, u holda 
nuqtaning bunday harakatiga to ‘g ‘ri chiziqli harakat, aks holda egri chiz­
iqli harakat deyiladi.

32-§. Nuqta kinematikasi. Nuqta harakatini aniqlash usullari

Agar istalgan t vaqt uchun nuqtaning berilgan sanoq sistemasiga nis­
batan holati (vaziyati) m a’lum bo’lsa, mazkur sanoq sistemasiga nisba­
tan nuqtaning harakat qonuni m a’lum bo’ladi. Kinematikada nuqtan­
ing harakat qonuni uchta usulda aniqlanadi:
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I Vcktor usuli.
Koordinata usuli. 

t Tabiiy usul.
I . Vcktor usuli: Bu usulda M  nuqtaning holati biror qo‘zg‘almas mar­

i и il.m r (/) radius vektori bilan aniqlanadi (101-shakl). Vaqtning o ‘tishi 
1'il.in M nuqta harakatlanganda uning r -radius vektori m a’lum qonun 
iinisida o ’zgaradi. Y a’ni, skalyar argument t ning vektorli funksiyasidan 
iborat bo’ladi:

r =r { l ) .  (8. 1)
Agar r(t)  funksiya m a’lum bo‘lsa, t vaqtning har bir payti uchun M  

nuqtaning holati m a’lum bo’ladi.

Shu sababli, (8.1) tenglamani nuqtaning harakat tenglamasi, yoki hara- 
kat qonuni deyiladi. r= const bo 'lsa , nuqta tinch holatda bo 'ladi. 
Nuqta harakatini vektor usulida aniqlash harakatni o 'rganishni sod- 
ilalashtiradi, shuning uchun bu usuldan kinematika va dinamikada keng 
foydalaniladi.

2. Koordinata usuli: Bu usulda harakatlanayotgan M  nuqtaning ho­
lati uning uchta Ox, Oy, Oz to ‘g‘ri burchakli Dekart koordinatalari orqali 
.miqlanadi (102-shakl). Nuqta harakatlanganda uning koordinatlari vaqt 
o ’tishi bilan o ‘zgaradi. Binobarin, M  nuqtaning koordinatlari x, y, z 
vaqtning bir qiymatli, uzluksiz va differensiallanadigan funksiyasidan 
iborat bo’ladi:

* = *(0

у  = y in  ■
z = z{t) 
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102-shakI.

Nuqta koordinatalari bilan t vaqt orasidagi (8.2) munosabatlar berilgan 
bo'lsa, M  nuqtaning fazoda istalgan paytdagi holati m a’lum bo‘ladi. 
Shu sababli nuqtaning Dekart koordinatalaridagi harakat tenglamalari 
deb ataluvchi (8.2) tenglamalar nuqtaning holatini butunlay aniqlaydi, 
(8.2) tenglamalardan t vaqtni yo'qotib, nuqta trayektoriyasining tengla- 
masi aniqlanadi. Agar nuqta trayektoriyasi bir tekislikda yotsa, u holda 
Oxy tekisligi uchun mazkur trayektoriya yotgan tekislikni olamiz (103- 
shakl). Natijada nuqtaning ikkita harakat tenglamalariga ega bo'lamiz.

103-shakl.

* = * ( ') ]

(83)
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I к .1) tenglamalarga nuqtaning tekislikdagi harakat tenglamalari deyi- 
i i<li Moddiy nuqta o ‘zining fazodagi harakati natijasida to‘g‘ri chiziqli 
vii Ini o ‘tsa, bunday harakat to ‘g ‘ri chiziqli harakat deyiladi. О nuqtani 
i. m idinatalar boshi desak, biror M  nuqta harakatlanmasdan oldin О da 
, 11ki О dan m a’lum uzoqlikda bo 'ladi (104-shakl). Nuqtaning to ‘g ‘ri 
' lnziqli harakati bitta

x=x(t) (8.4)
и ii|;lama bilan aniqlanadi.

104-shakl.
2K*-masala. Krivoship-shatun mehanizmida, О A krivoship doimiy o> 

inirchak tezligi bilan aylanadi va OA=a, AB= l , l-a  . Shatun o‘rtasidagi 
Л/ nuqtaning harakat tenglamasi va trayektoriya tenglamasini aniqlang. 
'■Iiuningdek, В polzunning harakat tenglamasini toping. Harakat bosh- 
l.inishida В polzun o 'ngdagi eng chetki holatda bo'lsin. K oordinata 
■ i|lari shaklda ko‘rsatilgan bo‘lsin.

Ycchish. M  nuqtadan koordinata o‘qlariga MD va M E  perpendiku- 
ioi l.u tushiramiz. 105-shakldan (28*.1)

x=OE=OK+KE=OA cosp+AM-costy  (28*.1)

105-shakl.

l~a boMgani uchun ( p - y  bo‘ladi, u holda 

a 3 ax-acos<p + —cos<p = — co s^ ; y  =
a .—sine?
2

(28*.2)
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Agar M  nuqtaning harakati О q o ‘zg‘almas nuqtadan  boshlanib 
At = t - t n vaqt oralig 'ida doimo m usbat yo'nalishi bo'yicha bo'lsa, t 
vaqtda nuqtaning yoy koordinatasi bilan At vaqt oralig'ida o'tilgan yo‘l 
o ‘zaro teng.

Agar to boshlang'ich vaqtda nuqta M0 holatda bo‘lib, At vaqtdan 
keyin M  holatni egallasa, u holda At oralig‘ida nuqtaning bir tomonga 
harakatlanishi natijasida o ‘tilgan yo‘l

i
S = J f'( t)d t

'o
formula bilan aniqlanadi.

33-§. Nuqtaning tezligi

1. Harakat qonuni vektor usulda berilganda nuqtaning tezligi 
N uqta tezligi vektor m iqdor bo ‘lib, nuqta harakatining berilgan 

m om entdagi tezligi va bu haraka tn ing  yo 'nalish in i harakterlaydi.
N uqta AB egri chiziqli trayektoriya chizgan bo ‘lsin, r -  r{t) harakat 
tenglamasi. H arakatlanayotgan  bu nuqta holatini ixtiyoriy olingan 
qo‘zg‘almas О nuqtadan o ‘tkazilgan, uning r(t) radius vektori bilan 
aniqlanadi (108-shakl). Kichik vaqt At oralig‘ida esa, ya’ni t+At mo- 
m entda M ' holatni olsin. M ' nuqtaning radius vektorini ^ bilan belgi-

laymiz. MM’ vektor nuqtaning At vaqtdagi k o ‘chishi deb ataladi. 
MM’ ko ‘chishni vaqt oralig 'i At ga nisbatini ifodalovchi MK vektor- 
ni o ‘rtacha tezlik deyiladi. Agar nuqtaning o ‘rtacha tezligini 3*  bi­
lan belgilasak, u quyidagiga teng.
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108-shakl.

I ndi At ni nolga intiltirib boramiz, bunda M ' nuqta M  nuqtaga inti- 
ln‘li .V* vektor yo‘nalishining limiti trayektoriyaning M  nuqtasidagi 
ininma yo‘nalishiga mos keladi, uning moduli esa,

3 = lim J*  = lim = lim MK = Ml.
Д/-+0 At —>0 At д/-*о

Ammo AO M M ' uchburchakdan  =r + M M ', MM'=rt — r = Ar 
"l.imiz. Bu yerda Ar harakatlanayotgan nuqta radius vektorining Д/

v.iqtdagi o‘zgarishidir. Shuning uchun = —  va 19 = lim 
At ‘ -

Ar 

At '
Demak,

(8.6)

va ’ni, harakatlanayotgan nuqta tezligi bu nuqtaning radius vektoridan vaqt 
ho’yicha olingan birinchi tartibli hosilasiga teng.

2. Harakat qonuni koordinata va tabiiy usulda berilganda nuqtaning tezligi 
Nuqta harakati koordinat usulda berilgan bo’lsin:

x  = x(t)

У = У(1) ‘ 
z  = z(t)

(8.7)
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Agar M  nuqtaning harakati О q o ‘zg‘almas n u q t:a d a n  boshlanib 
At = t - t n vaqt oralig‘ida doimo m usbat yo 'nalish i bco‘yicha bo‘lsa, t 
vaqtda nuqtaning yoy koordinatasi bilan At vaqt o ra lig “‘ida o'tilgan yo‘l 
o 'zaro teng.

Agar to boshlang'ich vaqtda nuqta M 0 ho latda  boe‘lib, Д/ vaqtdan 
keyin M  holatni egallasa, u holda At oralig‘ida nuq tan iing  bir tomonga 
harakatlanishi natijasida o ‘tilgan yo‘l

/
S= \f'{ t)d t

formula bilan aniqlanadi.

33-§. Nuqtaning tezligi

1. Harakat qonuni vektor usulda berilganda nuqtaning ;tezligi 
N uqta  tezligi vektor m iqdor bo ‘lib, nuqta haraksa tin ing  berilgan 

m om entdagi tezligi va bu harakatn ing  yo‘n a lish in ii harak terlaydi. 
N uqta AB egri chiziqli trayektoriya chizgan b o 'ls in , IP = r(L) harakat 
tenglamasi. H arakatlanayo tgan  bu nuqta h o la tin i ijwtiyoriy olingan 
qo‘zg‘almas О nuqtadan o ‘tkazilgan, uning F(t) radiius vektori bilan 
aniqlanadi (108-shakl). Kichik vaqt At oralig‘id a  esa,. ya’ni t+At mo- 
mentda M ' holatni olsin. M ' nuqtaning radius vek to rim i rt bilan belgi- 

laymiz. MM' vektor nuqtaning At vaqtdagi k o 'ch issh i deb ataladi. 
MM' ko‘chishni vaqt oralig 'i At ga nisbatini ifoda lov  chi MK vektor- 
ni 0‘rtacha tezlik deyiladi. Agar nuqtaning o ‘r ta c h a  tezligini bi­
lan belgilasak, u quyidagiga teng.
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108-shakl.

I' ndi Д/ ni nolga intiltirib boramiz, bunda M ' nuqta M  nuqtaga inti-
Ia■:11 S*  vektor yo‘nalishining limiti trayektoriyaning M  nuqtasidagi 
iinnma yo‘nalishiga mos keladi, uning moduli esa,

Э = lim  9* = lim  A—  =  lim  MK = Ml.Д/—>0 A/->0 At Д/->0

Ammo AO M M ' uchburchakdan  ft = r + M M ’, M M '-r t -  r = Ar 
I'l.imiz. Bu yerda Ar harakatlanayotgan nuqta radius vektorining А/

vnqtdagi o ‘zgarishidir. Shuning uchun 75* о i- Дг>9* = —  va ,9 -  lim — .
At At

Demak,

dt
(8.6)

\ :i 'ni, harakatlanayotgan nuqta tezligi bu nuqtaning radius vektoridan vaqt 
hn'yicha olingan birinchi tartibli hosilasiga teng.

2. Harakat qonuni koordinata va tabiiy usulda berilganda nuqtaning tezligi 
Nuqta harakati koordinat usulda berilgan bo'lsin:

x = x(t)

У = y (0  ■
z = z(t)

(8.7)
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r radius vektomi koordinata o'qlaridagi proyeksiyalari orqali yozish mumkin
r = x i + y i  + z k -  (8.8)

Bunda у, /, к koordinata o ‘qlari bo'ylab yo‘nalgan birlik vektor- 
lardir. Tezlik vektorining koordinata o'qlaridagi proyeksiyalari 3  , . 9 . 5  

bo'lsin, u holda 3  ni quyidagicha yozish mumkin:
3 = 3 j  + 3vj  + 32k (8.9)

(8.8) va (8.9) ni (8.6) ga qo'ysak, quyidagini hosil qilamiz:
„ . „ -  n T d - - d x . dy - d z ,3xi + 3 j  + 3 .k = - {xi + y j  + zk) = -  i + y j  + к .

dt &. at dt
Ifoda ayniyat bo'lgani uchun birlik vektorlar oldidagi koeffitsientlar 

tegishlicha bo'lishi kerak:
a dx * a dy • Q dz •
’ dt y dt ' dt

Demak, tezlik vektorining koordinata o'qidagi proyeksiyasi harakat- 
dagi nuqta koordinatasidan vaqtga nisbatan olingan hosilaga teng bo 'lar 
ekan.

Vektorning proyeksiyalari m a’lum bo'lsa, uning moduli va yo'nalishini 
topish mumkin. U proyeksiyalarga qurilgan parallelopiped diagonaliga 
teng, shunga ko'ra: ,

3 = p ;  + 3 2y + 3;.
Tezlik vektorining yo'naltiruvchi kosinuslari uchun quyidagi formu- 

lalarni yozamiz:

cos(5,/) = -^-; co s(5 ,;)  = y ;  c o s (5 j)  = ^ .

H arakat tekislikda bo'lsa, Ox, Oy o 'qlam i harakat tekisligida olamiz:

3  = f ^ ; 3  = ^ ;  3 = J 3 2 + 3 2,
1 dt ” dt v 1 v

_л. g. _л_ 3
cos(3,i) = -f-, cos(3 ,j)  = — .

l7 У
3. Harakat qonuni tabiiy usulila berilganda nuqta tezligi 
N uqta berilgan trayektoriya bo'ylab S=f (/) qonuniga m uvofiq hara- 

katlanayotgan bo'lsin. Nuqta t vaqtda M  vaziyatda va f+Af vaqtda esa

dy.
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W I nv.itda bo'lsin va nuqtaning yoy koordinatalari mos ravishda S  va 
S' bn'lsin (109-shakl).

M M ' =  О М '-  O M  =  S ’-  S  =  A S
hn'ludi.

I uiyektoriyasi m a’lum bo'lgandagi nuqtaning istalgan momentdagi 
ti’/lik vcktori urinma bo‘ylab yo‘na!adi. Shuning uchun bizga tezlikning 
nmdulini topishgina qoladi. M a’lumki, tezlik

9  = Jim 3*  = limsi-*o m-*о д i

Shakl almashtirish kiritamiz

5  M M ' AS Ar AS
6  -  lim—— ---— - -  lim— -• lim—

-  AS At " - AS  - •' At

lim—  -  T bo‘lgani uchun tezlik moduli quyidagicha bo'ladi:
' ** iV»

Ar _

AS ds
•9 - lim —-  = —  = / ( / ) •  At dt

(8. 11)

-  ds _ .
Demak: 9 -  —  * bo'ladi. H arakat qonuni tabiiy usulda berilganda tez­

lik miqdori (8. 11 ) formulada aniqlanadi, yo‘ nalishi trayektoriyaga urunma 
bo'yicha, ya’ni F bo'ylab yo‘naladi.

ds
Agarda — >0 bo'lsa. S  o ‘sib boradi.

ds
dt

< 0 bo'lsa harakat teskari sodir bo'ladi, keyingi holda tezlik moduli

ds ds
uchun , n ing abso lu t q iy m ati o lin ad i, y a ’ni 9 - 1 — / .  A gar 

dt dt
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-  = 9  = сои5/ bo‘lsa, harakat tekis bo'ladi ya’ni S=S0+3t, agar t=0 dn 

S0=0 bo‘Isa, S= 3t bo'ladi.

34-§. Tezlik godografi

Umumiy holda 3 tezlik vektori skalyar argument bo'lgan t vaqtning 

funksiyasidir, ya’ni 3 = 3{t). Vektoming boshi uchun О nuqta olsak, vaqt
o‘tishi bilan uninguchi fazoda m a’lum chiziqni chizadi. Bu chiziq tezlik vek 
torining godografi deyiladi. Koordinatalar boshini tezlik vektorining boshi 
da olsak, godografning parametrik tenglamalari quyidagiga teng bo'ladi

* i = ^ ( 0 >

У\ =  $ > (0 ,

* ,= .9 ,(0 .
K oordinatalar o ‘qlari uchun Oxr Oyr Oz{ lar qabul qilinadi. Tez­

lik godografmi grafik usulda ham qurish mumkin. Buning uchun nuq- 
taning bir qancha bir-biriga yaqin holatlaridagi tezliklarini aniqlab 
( 110 -a shakl), bir nuqtaga (qutbga) o ‘z yo'nalishi bilan ko'chiriladi, 
bu tezliklar uchlarini tu tashtirish bilan godograf grafigini chizamiz 
( 110-6  shakl).
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Mi'ollar. 1 . Tezlikning moduli doimiy bo‘lsa, godograf В radiusli 
•inti usiidagi egri chiziqlardan iborat bo'ladi.

Moddiy nuqtaning o'zgarmas tezlik vektori doimo biror tekislikka
i.«>> iillcl bo'lsa, godograf aylana bo'ladi.

35-§. Nuqtaning tezlanishi

/. Uarakat qonuni vektor usulda berilganda nuqta tezlanishi 
Nuqtaning tezlanishi vektor kattalik bo‘lib, berilgan daqiqadagi nuqta 

и /lik vektorining vaqt birligi ichida o ‘zgarishini xarakterlaydi. Trayek- 
imiya bir tekislikda yotsin ( 1 1 1 -shakl).

I larakatlanayotgan nuqta trayektoriyada t daqiqada M  holatda, te-
/lil'.i В bo‘lsin, bu nuqta At kichik vaqt oralig'ida, ya’ni t+ At daqiqada 
ДГ holatni olsin va tezligi В ' bo 'lsin, В ’ vektorni M ’ nuqtadan M 
miqtaga o ‘ziga parallel ko‘chiramiz, uning uchini В ' vektorning uchi 
hilan tutashtiram iz va chizilgan uchburchakning parallelogram m ga

in'ldiramiz. U holda MA = B' -B =AB  bo'lgani uchun MA vektor Д/ 
i .ii11da tezlik o‘zgarishini ifodalaydi. Endi Д/ vaqtga mos keluvchi Д 5
• cktorni Д/ ga nisbatiga teng bo‘lgan MB vektorni yasaymiz. Bu vektor 
nuqtaning At vaqtdagi o ‘rtacha tezlanishi deyiladi.
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Uning At nolga intilgandagi daqiqada M  nuqtaning haqiqiy tezlam 
shi vektorini ifodalaydi:

-  .. —  Д.9 d&a = nm MB = lim —  = ---- ,
Д/->0 д/->0 Д (

-  d~&a =---- .
d t

(8.12)

Bu vektorni chizmada MC vektor bilan ifodalaymiz. MC trayektori 
ya tekisligida yotadi.

2. Harakat qonuni koordinata usulda berilgandagi nuqta tezlanishi 
Tezlanish vektorining koordinata o ‘qlaridagi proyeksiyalari ax, ав, и 

bo‘lsin. a tezlanishni proyeksiyalari orqali ifodalaymiz:

a = axi + atj  + a k  (8.13)
(8.9) va (8.13) formulalarni (8.12) ga qo'ysak, quyidagi ifodalar hosil 

bo'ladi:

aJ  + a, j  + a k  = ~ { 9 xi + + & k) = i + ~ ~ 1  + ~ ~ k ,  (8.14)
d t4 ' dt dt dt

i, j ,  к -  const .
Yuqoridagi ifoda ayniyat bo 'lgani uchun i , j , k  birlik vektorning 

oldidagi koeffitsientlar tegishlicha bir-biriga teng bo‘lishi kerak:
dS d9 d9a = ----- : a = ------; a =-

T dt dt dt
(8.15)

Bu formulalarga 9X, 9x, S: ning qiymatlarini (8.10) keltirib qo'ysak, 
tezlanish proyeksiyalarini koordinatalar orqali ifodalagan bo‘lamiz:

a =■

a. -■

d9______ x

dt
d9v
dt

d9  
a. -— -  

• dt

£ x
d t1
£ y
d t1 
d 'z  
d t3

= x

~TT = y

■ -  z
(8.16)
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I )> т а к , tezlanish vektorining koordinata o'qidagi proyeksiyalari, tez- 
11к vektorining tegishlicha koordinata o'qidagi proyeksiyasining vaqtga 
nrthatun birinchi tartibli hosilasiga yoki harakatlanayotgan nuqta koor- 
■ ini iiasining ikkinchi tartibli hosilasiga teng bo 'lar ekan. Tezlanishning 
■Moduli va uning yo'naltiruvchi kosinuslari quyidagicha yoziladi:

cos (a ,/) = —  
a

- л-  a 
cos(a,y) = —  

a

cos (a,k) = —  
a

.}. Harakat qonuni tabiiy usulda berilgandagi nuqta tezlanishi
Nuqtaning harakat tenglamasi tabiiy usulda berilgan bo'lsa, (8.5) nuq- 

iii tezlanish vektorini uning tabiiy koordinata o'qlaridagi proyeksiyalari 
orqali aniqlash ancha qulay bo'ladi.

M nuqta bir tekislikda yotmaydigan egri chiziqli trayektoriya bo'ylab 
Imrakatlansin (112-shakl).
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Egri chiziqda bir-biriga yaqin ikkita M  va nuqtalarni olib, har bin 
orqali nuqtaning harakati yo 'nalish ida M r  va M tr, urinraalarim  

o'tkazam iz. Egri chiziq bir tekislikda yotmagani uchun ikki M r  vh 

M j t  urinmalar orqali bitta tekislik o ‘tkazib bo'lmaydi.

M  nuqtadan M j  i ga parallel M r, chiziqni o'tkazamiz rM tr, yot- 
gan tekislikni P0 bilan belgilaymiz. M, nuqta M  ga intilganda PQ tekislik- 
ning atrofida aylanib, holati o'zgarib boradi. M, nuqta M  ga intilgan­
da P0 ning egallagan limiti holatini P bilan belgilaymiz.

P tekislikda M r  bilan egri chiziqningjuda kichik elementi ham joylasha- 
di. Shunday tekislik egri chiziqning egrilik yoki yopishma tekisligini ifodalay- 
di. Agar egri chiziq bir tekislikda yotsa, shu tekislik egrilik tekisligi bo‘ladi 
Egri chiziq (trayektoriya)ning qaralayotgan nuqtasidan o'tgan urinma va shu 
nuqtaga juda yaqin bo'lgan nuqtalar orqali o‘tgan tekislik yopishma tekislik 
deyiladi. Tezlanish vektorining yopishma tekislikda yotishi uning ta’rifidan 
ko'rinib turibdi. ЛЗ tezlik orttirmasi trayektoriyaning botiq tomoniga qar- 
ab yo‘nalgani uchun, tezlanish vektori ham shu tomonga qarab yo'naladi.

M  nuqtaga f  urinmaga perpendikilar ravishda o'tkazilgan tekislik 
normal tekislik deyiladi. Yopishma va normal tekisliklarning Mn kesish- 
ish chizig'i M  nuqtadagi bosh normalni ifodalaydi. Yopishma va normal 
tekisliklar o ‘zaro perpendikular bo‘lib, ularga perpendikular yana bir 
tekislik o‘tkazish mumkin, bu tekislik urinma tekislik deyiladi. Urinma 
va normal tekisliklar kesishgan chiziq binormal deyiladi, va b harfi bilan 
ifodalanadi. M r , Mn, Mb tabiiy o ‘qlar deyiladi.

Nuqta AB  trayektoriya bo'ylab harakatlansin. Trayektoriya bo'ylab 
harakatlanuvchi M  nuqta tezlanishining tabiiy koordinata o'qlaridagi 
proyeksiyalarini topamiz (113-shakl).



Iliining uchun M  nuqtadan trayektoriyaning musbat yo'nalishi bo‘ylab
Mi urinma va trayektoriyani botiq tomoniga qarab Mn bosh normal
■ ■ ik.i/.uniz. Bu ikki urinma va bosh normal trayektoriyaning M  nuqtasi-
■ inn i/igan yopishma tekislikda yotadi. Egri chiziqli harakatda nuqta tez-
i initin yopishma tekislikda yotishi bizga m a’lum. Endi biz a tezlanish 
'.'kinlining urinma va bosh normaldagi proyeksiyalarini aniqlaymiz. Aytay-

lik t vaqtda nuqta M  holatda bo‘lib, uning tezlik vektori 9 tezlik t+At

*qt o'tgandan keyin M, holatga ko‘chib, tezligi 9, bo‘lsin.
Nuqtaning tezlanish vektorini aniqlaymiz:

— ~9 — "9
a - L im —----- . (8.17)

Al-*0 Д 1

(8.17) ni A /r ,v a  Mn va Mb tabiiy o ‘qlarga proyeksiyalaymiz.

9 - 9  9 - 9  л
о, = lim——— L; <*„ = lim— ------',a h-0 -  (8.18)

ы-,0 Д / и -*  Д/

M t nuqtadan M r  ga parallel ab chiziq 0 ‘tkazamiz 9t tezlik vektori 
lulan ab orasidagi burchakni Дв  bilan belgilaymiz.

5lr = 5, - cos A9\ 9U = <9, - sin AQ\ 9. -  9\ 9n -  0 ga teng.

Buyerda 9  va 9. M  nuqtaning t va t+At paytdagi tezliklarining miq- 
ilorlaridir. Olingan proyeksiyalarni yuqoridagi tengliklarga keltiribqo‘ysak 
quyidagi formulalar kelib chiqadi :

ar
.. f9 .c o s A 0 - 9 '  

= lim! —--------------- ; a
.. 'A s i n A # ' 

= lim —----------
Д/-10 v Д / (8.19)

Bunda At -»  0 da M, -> M , AS ->■ 0 ,9, -> 9, A6  -» 0 ga intiladi.

Natijada AT, nuqta M  ga yaqinlashganda HrncosA# = l bo iad i, bu 

holda

ar -- limJ/->0
9 - 9  _ 

At
d9_
dt

bo‘ladi. Demak, hosil bo‘lgan quyidagi formula urinma tezlanishi deyi- 
ladi.
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а, =-
d S  
d t  ‘ ( 8.20)

Urinmalarning orasidagi burchakni AO bilan va M M ] = A S bilan belgi
, . A<9 . . .
laymiz, —  nisbatga egri chiziq (trayektoriya)ning o‘rtacha egriligi deyi

ladi. Buning AS -»  0 dagi limiti

, AO dQ к = lim—  = —
" -0 AS dS

(8.21)

ga egri chiziqning M  nuqtasidagi egriligi deyiladi. Egrilikning teskari qiy-
matiga egri chiziq (trayektoriya)ning kuzatilgan M  nuqtasidagi egrilik 
radiusi deyiladi va uni

 ̂\ = dS_
P ~ k ~  dO

deb belgilaymiz. Endi an ni topamiz. Buning uchun (8.19) ni o ‘ng tomo- 
nidagi ifoda kelib chiqadi: surat va maxrajini Д6 -AS ga ko'paytirsak 
quyidagi

.. ( Д - sin АО A9 ASa„ = lim I —-----------------------
Ав AS At (8.22)

At nolga intilganda qavs ichidagi har bir ko'paytmaning limiti quyi- 
sinA ^

dagicha hisoblanadi hm-------- = 1 .
6 А в

AS ds _  _
itm —— = —  = i9; s  esa 3 ga intiladi.

At dt •

А в  dO , 1 9 1
lim —  = —  = к = — va a, = —

"A S  dS p  p
kelib chiqadi.

Shunday qilib, urinma tezlanishining moduli

d& d 2S
“ • ’‘ l i t  yoki a , ~ ~ d F '

(8.23)

normal tezlanishining moduli esa quyidagi formuladan topiladi.
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а ,. ■
Р

(8.24)

I gri chiziqli harakatdagi nuqtaning urinma tezlanishining moduli tez- 
lik modulidan vaqt bo'yicha olingan birinchi tartibli hosilaga yoki nuqta­
ning yoy koordinatasidan vaqt bo'yicha olingan ikkinchi tartibli hosilaga 
icng bo'Iadi. Hosilaning ishorasi urinma tezlanishining trayektoriyaning

d& n
vsi tomoniga yo‘nalishini ko'rsatadi. Masalan: agar — >0 bo'lsa,

at
i nuqtaning tezligi bilan bir yo‘nalishda bo ‘ladi. Bu holda harakat

dS  л
iivlanuvchan egri chiziqli harakat bo'Iadi. Agar bo'lsa, a. nuq-

m lezligiga teskari yo'naladi. Harakat sekinlanuvchan egri chiziqli hara- 
k nt bo'Iadi.

Norm al tezlanishning m oduli harakati tekshirilayotgan nuqta te- 
/hgi kvadrati, egri chiziqning shu nuqtadagi p  egrilik radiusiga nisbati-

92
ga teng — .

Normal tezlanish hamma vaqt musbat miqdor bo'lgani uchun kuza- 
lilayotgan nuqtadan trayektoriyaning bosh normali bo'ylab botiq tomoni­
ga yo'naladi. Agar urinmaning birlik vektorini F ., bosh normalini na bilan 
belgilasak, urinma va normal tezlanishlaming vektorli ifodasi
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-  d 9 -  -  9 2-aT = —  r  a„ --— n
dt p

ko 'rin ishda yoziladi. T o ‘la tezlanishning vektor ifodasi quyidagicha 
bo‘ladi:

-  -  -  d 9 -  9 2-a = aT +a„ = —  г н-----n
dt p

Bu ikki a, bilan a„ o 'zaro tik yo‘nalganidan to ‘la tezlanishning mo­
duli quyidagi formuladan topiladi:

Yo'nalishi formuladan topiladi (114-shakl).

Nuqtaning harakat tenglamasi tabiiy usulda berilsa, uning tezlanishi 
vektori urinma va normal tezlanish vektorlarining geometrik yig‘indisiga 
teng.

36-§. Harakatning xususiy hollari

9 2
1. Agar p  = co bo'lsa, a„ -  — =  0 bo'ladi. Bu holda to ‘la tezlanish

urinma tezlanishga teng bo'ladi:

a - a т

d9_
dt '

Demak, nuqtaning urinma tezlanishi uning tezlik modulining vaqtga 
qarab o ‘zgarishini ko ‘rsatadi. H arakat to ‘g‘ri chiziqli bo‘lib, harakat 
tezligi faqat miqdor jihatdan o ‘zgaradi.

d 9  .
2. Agar ,9=const bo‘lsa, ar -  —  -  bo'lib, tezlanish faqat normal

tezlanishga teng bo‘ladi.
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_ з 2 .
и а» ~ , bunda harakat egri chiziqli b o ‘lib, tezlanish vektori

■-к.' i chiziqning botiq tom oniga qarab bosh norm al bo 'y lab  yo‘naladi. 
Hu te z la n ish  v a q t o ‘tish i b ila n  n u q ta  te z lig in in g  y o ‘n a lish i 
n /garishidan hosil bo‘ladi. Agar 19=const b o ‘lsa, bunday harakat 
ieng o 'lchovli egri chiziqli harakat deyiladi. Bu harakatning tengla- 
musini topam iz:

n ds9 = ~ r  yoki ds = 19dt. 
dt

Aytaylik /=0 da nuqta koordinata boshidan S0 masofada joylashgan 
bo'lsin.

Yuqoridagi tenglikning ikki tomonidan berilgan boshlang‘ich shart- 
larga ko‘ra aniq integral olamiz:

м t
^ds = j 9dt yoki i9=const bo‘lganidan S=.S0+ 5 0/ kelib chiqadi.
... 0

Bu tenglama teng o'lchovli tekis egri chiziqli harakat tenglamasi deyila­
di.

3. Agar /3 = «), <9=const bo‘lsa, a - a T= an =0  bo‘ladi. H arakat
davomida hamma vaqt nuqta bir xil trayektoriya chizadi va bunday 
harakat to ‘g‘ri chiziqli tekis harakat deyiladi.

4. Agar a. =const bo‘lsa, bunday harakatga tekis o'zgaruvchan egri 
chiziqli harakat deyiladi.

Tekis o ‘zgaruvchan harakat tenglamasini topish uchun harakatining 
boshlang'ich shartlari berilgan bo‘lishi kerak.

Aytaylik t=0 da S=S0 va i9=.90 bo'lsin ( 5 0- boshlang'ich tezlik)
d3  = a d t .

Berilgan misolda ar =const bo'lganidan yuqoridagi tenglikning ikki 
tomonini integrallasak quyidagi ifodalar kelib chiqadi.

]d3 = \a rdt yoki 9  = 9 ,+ a tt (8.25)
vo
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Bu yerdagi 3  ning o ‘miga
ds
—  ni qo'yib, quyidagilarni olamiz: 
dt

ds
yoki ds = S„dt + ci'tdt.

Bu tenglamaning ikkala tomonini yana integrallab, tekis o‘zgaruvcnan 
harakat tenglamasini topamiz:

/•
S  = S0 + 30t + ar - .  (8.26)

Tekis o'zgaruvchan egri chiziqli harakatning istalgan paytdagi tezligi 
(8.25) formuladan aniqlanadi. Tekis o'zgaruvchan to 'g 'ri chiziqli harakat 
tenglamasi ham xuddi (8.26) formula kabi topiladi. Faqat yoy koordina- 
tasi S  o'rnida nuqtaning to 'g 'ri chiziqli koordinatasi Ox qatnashadi.

37-§. Nuqta kinematikasiga oid masalalar

29*-masala. Poyezdning boshlang'ich tezligi 15 m/s bo'lib, birinchi 
30 s da u 600 m yo'l bosadi. Poyezd radiusi Л=1 km bo'lgan aylanma 
yo'lda tekis o'zgaruvchan harakat qiladi deb hisoblab, uning 30 s oxiri- 
dagi tezligi va tezlanishini aniqlang (115-shakl).

О Oj  в

Yechish. Tekis o'zgaruvchan harakat tenglamalarini (8*.25) va (8*.26) 
lami yozamiz:

>
s = s 0 +30i+

&
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3  = 3Q+ aTt.
Masala shartiga asosan t=0 da S^O . (8.26) tenglamadan

S  = S J  + ̂ ~ , (29*. 1)

(29*. 1) tenglamadan at -  urinma tezianishni hisoblaymiz:

600=450+450 a,,

a =  l/3m /s! . (29*. 2)
(8.25) tenglamadan:

30
,9 = 15 + — = 25 m is.

3
Normal tezlanish esa quyidagicha aniqlanadi:

P
9: 6?S

a = -  = —  = 0.625 m is '.  (29*.3)
" R 1000

(29*.2) va (29*.3) tenglamalarni hisobga olgan holda to ‘la tezianishni 
aniqlaymiz:

a = yjal +a; = 0 ,708  m is 1.
30*-masala. M  nuqtaning harakatlanish qonuni, trayektoriya tengla- 

masini toping, hamda ?=1 sekundda nuqta holati va berilgan paytga 
mos keladigan nuqta tezlik va tezlanishini toping.

x  = 6 sin 

_y = 6 cos

/  -  \

v6 ,

£ # *
v 6 ,

- 2;

+ 3; t = \sek.

Yechish. H arakat trayektoriyasi tenglamasini topamiz. Buning uchun 
berilgan harakat tenglamalaridan vaqt t ni yo‘qotamiz. Harakat tenglama- 
laridan quyidagilami olamiz:
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sm x  +  2
cos

Л
Г = y - i

6 (30*.1)

(30*. 1) tenglamaning ikkala tomonini kvadratga ko'taramiz:

. j Л  , 
sin- — v cos' i f

,6
( у - з ) 1

66’
qo‘shib quyidagini hosil qilamiz:

(x + 2)2 (y  + 3): .
— ^7—  +  —  -  1 yoki (X  + 2У + (у  -  3)2 -  36. (30* .2)

(30*.2) tenglam adan k o ‘rinadiki, trayektoriya tenglamasi radiusi 
R=6 sm bo‘lgan va markazi 0,(-2, 3) bo igan  aylanadan iborat.

Traektoriyani shaklda ko‘rsatamiz. Nuqtaning boshlang'ich va t=t = 1 
sek bo’lgan paytdagi holatini aniqlaymiz:

г=0 sek da:
* o = ' 2  m > Уо=9 m ­

/, = 1 sek da:

x, = 6sin —-  2 = 3 - 2  = 1 m; v, = 6cos— + 3 = 8,16 m 

Tezlik vektori koordinata o ‘qlaridagi proyeksiyalarini hisoblaymiz:

dx d  ( . л  2 ^  
6sin —( - 2

&x *  dt dt
.  dy d  ,  л  т . 

<9„ = —  = — 6 cos— + 3

_ *  ■> = 2^ - c o s —t , 
6

= - 2 ;rr-sin —t 
6

(30*. 3)

y dt dt . 6
tezlik vektorining miqdori quyidagicha hisoblanadi:

■9 = ^9~ + 9f = ^ 2;r/-cos-^-r j + | - 2; r f s in ^ - r 2 j  = 2;rt m/sek; (30*.4) 

9 -  2л1 m / sek; t = \ sek. da: (30*.3) va (30*.4) tenglamadan: 

л  л/з
19t = 2 л ■ cos— = 2 л —— = луЪ «5,44 m/sek;

6 2
71 1■9„ = -2 л  ■ sin — = -2 л  —- - л -  -3,14 m/sek; 

y 6 2

/
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i9=6,28 m/sek.
I czlik vektorining /=lsek dagi yo'nalishini aniqlaymiz:

cos(i9 Ox) = cos a  = —  = —  = 0,86; a  = 30°, 
i9 2

—л <9,, 1 ft
cos(i9 Oy) = cos P  = —  = —  = -0,5; P  = 120°. 

i9 2

Tezlik vektori va uning proyeksiyalarini shaklda ko'rsatamiz (116- 
shakl). Tezlanish vektorining koordinata o'qlaridagi proyeksiyalarini an- 
iqlaymiz:

dS, .  , ж i 2n t . n  i . ж ■> n t . ж 1 ,о, = — -=  2ж -(cos—r  - 1 ------sin— Г ) = 2;r(cos —Г - 1 • — sin—Г ),
dt 6 6 6 6 3 6

di9 _ , . ж -i я/ л- ->a. = —  = -2ж (sin —/~ — / ---- cos—Г).
J di 6 3 6

(30*. 5)

Tezlanish vektorining miqdori

\

7Г 7Г ■ 71 X
~ ---— ■ sin—) =
6 3 6

(30*.6)

/= 1  sek da ax = 2n -(cos
о j  о 

= 2 ;r-0,34 = 2,14 m/sek2.

л/з _ £  1 
2 3 2
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я , = 2,14 m /sek2: (30*.7)

_ . . Я  Ж ЛГ. _ . 1 Жо, = - 2/г • ( -  sin — I---- cos —) = -2ж(— + — •
> 6 3 6 2 3

= -2тг • 1,1 = -6,9 m lsek2; 

я у = -6,9 ml sek2;

(30*.7) va (30*.8) ni (30*.6) ga qo‘ysak:

(30*.8)

a = sl(2 ,\4f + ( -6 ,9 )2 = V4>6 + 47,6 = V52>21; « «7Д 2  /и/sek2. 
Tezlanish vektorning /=/, = 1 sek paytdagi yo‘nalishini aniqlaymiz:

cos/я  AOx) = cos (p = —  = = 0,2 ^  = 73°;
a 7,72

cos/я AOy) = cos(l 80° —y) = —  = = -0,956 /  = 17°
о 7,22

tezlanish vektori я va uning proyeksiyalari shaklda ko‘rsatilgan (117- 
shakl).
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и '-masala. Agar nuqtaning harakat tenglamalari Dekart koordinata-
...... . bcrilgan bo‘Isa, nuqta trayektoriyasining tenglamasi, tezlik va tezlan-
> I и и i loping. Bundan tashqari, bu nuqtaning vaziyatini aniqlab, /, vaqt 
i .liim tezlik 9  va tezlanish a hisoblansin. Bu yerda x, у  m hisobida, t sek 

liiMibida berilgan:
. лx = -4 c o s —t m ,

у  = - 2 s in — / - 3  m, /= 1  sek.
* 3

Nuqta harakati trayektoriyasining tenglamasini topamiz. Buning 
in linn berilgan tenglamalardan hosil qilamiz:

71 X
COS —  /  = ----- ,

3 4
. л  - v - 3  sin—/ = —------- (31M )

3 2

(31*.l) tenglamaning ikkala tomonlarini kvadratga ko'taramiz.

, n x : 
c o s — t = — , 

3 4-
. - 71sin ' —/ -

3
Cv+3):

2 : '

(31*.2)

(31 *.2) tenglamani qo‘shib, quyidagini olamiz:

X2 [ (> -!• 3)2 
4 2 "  22

(31*.3)

Bu (31*.3) yarim o ‘qlari 4 va 2 sm hamda markazi (0,-3) nuqtada 
bo'lgan ellips tenglamasidir (118-shakl). Trayektoriyani chizamiz, avva- 
lo koordinata o'qlarini o ‘tkazamiz.
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118-shakl.

Nuqtaning holatlarini quyidagi momentlarda topib olamiz: 
t=0 da x0=-4 m, y0=-3 m; f, = l s da, x=-2  m, >',=-4,72 m. 

Tezlikning koordinata o'qlaridagi proyeksiyalarini hisoblaymiz:

_ dx d  , . л  , 4 л  . л9  = —  = — ( -4 c o s —t )  = — sm —t , 
x dt dt 3 3 3 '

O dy d  . . .  л  2 л  Jtt9„ = —  = — ( -2  sin—t - 2 )  = ------ cos—t
y dt dt 3 3 3

Tezlikning miqdorini quyidagi formuladan topamiz:

4 л  . л  V 2 л л  ЛI
— sin —П  + ------ cos —t =

1 3 3 J 3 3 J
2л  . , л  , л  2л j. . . .  л

= ----- , 4 s in '—M-cos —t = — . l + 3sin — t,
3 V 3 3 3 V 3

(31 *.4)

/= 1  sek da

9 = -^ -s in  — 9 =3.6 m/sek;
3 3 3 2

9 = - -^ -c o s  — = -  —  • — = i9 =-1 ,05  m/sek; 
3 3 3 2 3 -
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( I I*.4) dan:

«9 = ^ , 1 1 + 3 - -  = ~ 4 Т з-ъ 5=3,77 m/sek. 
3 V 4 3

2 л; I, ,  3 
3 V 4

IVzliklarning yo‘nalishini aniqlaymiz: (118-shakl)

cos(i9 Ox) = cos a  = =̂ IL  * 0,961; a  = 16°,
Vl3

cos(5 Oy) = cos(l 80 -  /?) = — jL=-« -0,28; В = 74
V13

Tczlanishning koordinata o ‘qlaridagi proyeksiyalarini bisoblaymiz: 

d9
a =-

<3 = -

f 4л  . (' \  n 4 л 2 f  я  )
— — sin —t = ----- cos —t
</? l  3 U  J J 9 U  )

( 2л ( Я \ 4 2л 2 . ( Л \
I ~ — cos —t - ----- Sin —t
l 3 b  J 9 l 3  )

(31**5)

Tezlanish vektorining miqdori:

f  . 2 4 л 2COS — / +

2л . 2л 2л ' I

v 9 ;
i

. 7 л  2л" sin — t =----

4cos— M -sin— t = ——
3 3 9 V

i г, 2л1 + 9 cos— tnJ

t 1 sek da:

4 л 2 n  2 na = ----- cos— - ------« 2,18 m/sek2;
* 9 3 9

(31*. 6)

a m/sek,  (3i*.7>
y 9 3 9 2 9 - v 7

(31*.6) va (31*.7) dan:
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а = ■2 л-- , - 2 Я" 2л-1 + 3cos — = — 2 ' 1 я Ч 7
I + 3 • — = — -—  » 2,9 m/sek2.

Tezlanish vektorining yo‘nalishini quyidagi formuladan aniqlaymiz 
(119-shakl):

cos(a, Ox) = cos (p = —  
a

2л-2
9  2 _ 2^jl

л 2Л  ~ W  ~ 7 
9

0,756; P = 41°;

119-shakl.
Urinma tezlanishining r= l sek dagi qiymatini topamiz:

at

cL9_
d!

2n
T

. 7 1  71 7t
071— t COS — l ■ —

3 3 3 .
Г . 271 ’

2.11 + 3 sin— t 
V 3

1=1 sek, da
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а. =

2л-2 УЗ 1 _
_ 3 2 ~ ' 7 _ л 2Ъ

К3
з Л  • ° г

9,86-1,73
3-3,6

*1,58 m/sek ,

an = Ĵa ~ al = —  ■ —  ■ ап = 2 ,43 m/sek2.

11 ayektoriyaning egrilik radiusini topamiz: t= 1 sek da

13л-2
S 1

P = —  = ~ ;
13V13

я„ л - 8 8
* 5 ,8  m.

9 Vl3

Biz quyidagilarni aniqladik:

3X =3,6 m/sek; 5V =-1,05 m/sek; 3 = 3,77 m/sek; 

a  = 16°; Д = 74°.

a =0,456 m/sek2; a , = 1,87 m/sek2; $? = 41°;

d&
a=0,654 m/sek2; a . -  —  *7,55  m/sek2; у  = 49';

T dt '

an -  2,43 m/sek2; p  * 5,8 m.

TAKRORLASH UCHUN SA VOLLAR 
/. Kinematika nimani о ‘rgatadi?
2. Nuqta trayektoriyasi deb nimaga aytiladi?
3. Nuqta harakati berilishining qanday usullarini bilasiz va ular qanday 

bo ‘ladi?
4. Nuqta harakati qonuni koordinata usulida berilganda uning trayek­

toriyasi qanday aniqlanadi?
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5. Nuqta tezligi qanday aniqlanadi va qanday yo ‘nalishga ega?
6. Nuqta tezligining Dekart koordinata о ‘qlaridagi proyeksiyalari qan­

day? Nuqta tezligi moduli va yo 'nalishi tezlik proyeksiyalari orqali qanday 
aniqlanadi?

7. Nuqta harakati qonuni tabiiy usulda berilganda uning tezligi qanday 
aniqlanadi?

8. Nuqta tezlanish vektori qanday aniqlanadi?
9. Nuqta tezlanishi Dekart koordinata о ‘qlaridagi proyeksiyalari qan­

day aniqlanadi? Nuqta tezlanish moduli va yo ‘nalishi Dekart о ‘qlardagi 
proyeksiyalari orqali qanday aniqlanadi?

10. Nuqta tezlanishining trayektoriya bosh normali va urinmasidagi 
proyeksiyalari nimaga teng?

11. Urinma tezlanishi qachon nolga teng bo'ladi?Normal tezlanishchi?
12. Urinma va normal tezlanishlar orqali nuqtaning to ‘liq tezlanishi nima­

ga teng?
13. Tekis harakat nima? Tekis o'zgaruvchan harakatchi?
14. M  nuqta ellips bo ‘yicha tekis harakat qiladi. Nuqtaning tezlanishi el- 

lipsning qaysi nuqtalarida eng katta va eng kichik bo ‘ladi?
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IX BOB. QATTIQ JISMNING SODDA HARAKATLARI

Kinematikada statikadagidek, qattiq jismni m utlaq qattiq jism deb 
t|«r;iladi. Jism ning istalgan ikki nuq tasin ing  o ra lig ‘i ham m a vaqt 
■ . i .irmasdan qolsa, bunday qattiq jismga mutlaq qattiq jism  deyiladi. 
Ilundan buyon jism yoki qattiq jism deganda m utlaq qattiq jism tushu- 
Mihidi. Qattiq jism harakatini kinematik o ‘rganish bu harakatlanayot- 
клп jismni harakat tenglamalarini tuzish va harakatni xarakterlaydigan 
к mcmatik xarakteristikalarini o'rganishdan iborat bo'ladi. Butun jismning
li.nakatlanishi kinematik elementlari: harakat qonuni, tezlik va tezlan- 
r hlari m a’lum bo'lgandan keyin jism bo'laklarining harakati o‘rganiladi. 
Jismni tashkil etuvchi bo‘laklarning xarakterlariga xos bo'lgan qonuniyat- 
l.ir aniqlanadi.

Odatda, qattiq jism harakatini o ‘rganish uning sodda harakatlarini 
o 'rganishdan  boshlanadi. Jism ning ilgarilanm a va qo 'zg 'a lm as o ‘q 
ntrofidagi aylanma harakatlariga jismning sodda yoki asosiy harakatlari 
deyiladi. Jismning har qanday murakkab harakatlarini shu ikki harakat- 
ilan tashkil topgan deb qaraladi.

38-§. Qattiq jismning ilgarilanma harakati

Jismda olingan har qanday kesma harakat davomida hamma vaqt 
o ‘z-o‘ziga parallel qolsa, jismning bunday harakatiga ilgarilanma hara­
kat deyiladi. Ilgarilanma harakatdagi jism nuqtalarining trayektoriya- 
lari istalgan egri chiziq bo'lishi mumkin.

Masalan, to 'g 'ri chiziqli relsda harakatlanayotgan vagon kuzovining 
harakati ilgarilanma harakat bo'lib, kuzov nuqtalarining trayektoriyalari 
to 'g 'ri chiziqdan iborat bo'ladi.

Ikkinchi misol tariqasida 120-shaklda ko'rsatilgan
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j.miz. О,A va 0 2B krivoshiplar 0 r 0 г 
,'} sparnik* hamma vaqt o ‘z-o‘ziga pa- 

Arrakat qiladi. Sparnik nuqtalari marka- 
1 , / a r  chizadi. Demak, bu holda ilgarilan- 

l/flarining trayektoriyalari egri chiziqdan 
* /j^atning kinematik xususiyatlarini aniq-

K  // f tiaymiz-
 ̂ i / / d agi qattiq jismning hamma nuqtalari 

I r -

5 .

V/Z^nda jism nuqtalarining tezlik va tezlan-

/ rilgan Oxyz qo‘zg‘almas hisoblash sis- 
/ fakatni tekshiramiz. Jismning ixtiyoriy

' I/  radius vektorlarini o'tkazamiz.

Л  f /  __
i j  =Fa + AB (9.1)

'•.Л j t
I tiarakatlanganda rB va r lar o‘zgaradi.

I , va yo‘nalishi o'zgarmaydi, chunki qat- 
i o ‘zgarmas bo‘lib, ilgarilanma harakat

if



in iil'iga ko‘ra doimo o ‘z-o‘ziga parallel qoladi, ya’ni AB = const. Shu- 
■ hiik uchun tenglamadagi rH va rt vektorlarni o ‘zgarganda ulaming uch-
I.....lagi A va В nuqtalarining chizgan AA t va BBt trayektoriyalari o ‘zaro
ii'ng AAl=BBl va A A ^BBX bo‘ladi. (9.1)dan vaqtganisbatan hosila olamiz:

lurlgani uchun

drB _ drA aAB
dt dt dt

bunda
aAB

dt
=  0

<&b  ^  A

dt dt
(9.2)

4 va В nuqtalar ixtiyoriy nuqta bo‘lgani uchun ilgarilanma harakatda- 
ki |ismning hamma nuqtalarining tezliklari bir xilda bo'ladi degan nati- 
inga kelamiz. (9.2) dan vaqtga nisbatan hosila olamiz:

d9B _ dSA 
~dT~~dt~ bundan а в =ал. (9.3)

(9.3) tenglikdan ilgarilanma harakatdagi jismning hamma nuqtalarining 
lezlanishlari bir xilda boiadi, degan natijaga kelamiz. Shunday qilib, teorema 
i .botlandi. Ilgarilanma harakat ta’rifidan va isbotlangan teoremadan jism- 
n mg ilgarilanma harakati uning biror nuqtasining harakati bilan aniqlanishi- 
iii ko‘ramiz. Bunday nuqta uchun ko'pincha jism og'irlik markazi olinadi:

*c = / i ( 0 '
Ус = Л (0
*c- f : з(0.

(9.4)

C nuqtaning harakat tenglamalari jismning ilgarilanma harakat teng- 
lamalari bo‘ladi. Shuning uchun ilgarilanma harakatdagi jism kinemati- 
kasi nuqta kinematikasidan farq qilmaydi.

Ilgarilanma harakatdagi jism nuqtasining 9  tezligi va a tezlanishi 
lismning hamma nuqtalari uchun bir xilda bo igan i uchun 9  tezlikka 
lismning ilgarilanma harakat tezligi, a ga jismning ilgarilanma harakat 
tezlanishi deyiladi.
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(9.7)
. Acp dcp da

со- lim — — = - L-- a> -  —
4'-*° At dt ’ dt

Demak, haqiqiy burchak tezligi aylanish burchagidan vaqtga nisba 
tan olingan birinchi hosilasiga teng, hosilaning ishorasi harakat o ‘suvcln

d<p
yoki kamayuvchi ekanini ko‘rsatadi. Masalan, agar —г  > 0 bo‘lsa, har-

dt

dcp
akat o ‘suvchi bo‘lib, <p burchagi orta boradi, — - < U bo‘lsa, burchagi

kamayadi va harakat kamayuvchi bo‘ladi.
Shunday qilib hosilaning ishorasi harakat yo‘nalishini aniqlaydi. Bur­

chak tezligi rad/s bilan yoki 1/s bilan o'lchanadi. Aylanma harakatda
burchak tezligi ~cd - aylanish o ‘qi bo‘ylab yo‘nalgan vektor kattalik bi­
lan ifodalanadi. U aylanish o'qining istalgan nuqtasiga qo‘yiladi va un- 
ing uchidan qaraganimizda jism soat milining yo‘nalishiga teskari ay- 
lanishini ko‘rish kerak.

Agar harakat davomida hamma vaqt со o‘zgarmas bo‘lsa, harakat 
tekis aylanma harakat bo'ladi. Bu o ‘zgarmasni cog bilan belgilab, (9.7) 
tenglikka qo‘yamiz:

dcp

bundan

dcp = coudt .

Hosil b o ig an  tenglikda boshlang'ich shartlarni hisobga olib, yani 
t=0 da <p = <p0, tenglamani integrallaymiz:

* '
^dcp = |fy0 dt.
Л 0

co0 o ‘zgarmas bo‘lgani uchun quyidagi tenglik tekis aylanma harakat 
tenglamasini olamiz:

9 = <Pa + W - (9.8)
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Agar boshlang'ich /=0 paytda <p0 = 0  bo‘lsa, yuqoridagi tenglik quyi- 
■ lugi koTinishga keltiriladi.

cp = (o0t bundan <4 - y -  (9.9)

Kinematika masalalarida ko'pincha tekis aylanma harakat burchak 
ir/ligini jismning /=1 minut ichidagi aylanish soni n ifodasidan foydalan- 
I'.hga to ‘g‘ri keladi. Jism bir aylanganda burchakka aylanadi. Agar /=1 
minut 60 s jism n marta aylansa, <p = 2nn  bo‘ladi (9.9) tenglikdan foy- 
dalanib, со bilan n orasidagi munosabatni topamiz:

я  n

Bunda со = o)0 = const deb hisoblanadi.

41-§. Aylanma harakat burchak tezlanishi

Burchak tezlanishi aylanma harakat burchak tezligining vaqt birligi 
ichida o ‘zgarishini xarakterlaydi. Burchak tezlanishi burchak tezligidan 
vaqtga nisbatan birinchi hosila yoki aylanish burchagidan vaqt bo‘yicha 
olingan ikkinchi hosilaga teng bo'ladi. Burchak tezlanishini s  bilan belgi- 
laymiz:

doo d 2m
£ = ---- = — 7-.

dt d t2
(9.10)

Burchak tezlanishi rad/s2 yoki 1/s2 bilan o ‘lchanadi. Agar oj bilan s  
bir xil ishorali bo'lsa, harakat tezlanuvchan, har xil ishorali bo‘lsa, har­
akat sekinlanuvchan bo‘ladi. H arakat davomida s-const bo‘lsa, bun- 
day harakatga tekis o ‘zgaruvchan aylanma harakat deyiladi. Tekis 
o'zgaruvchan aylanma harakat tenglamasi quyidagi ko‘rinishda aniqla- 
nadi:

_  dco
£ -  dan со = con + et

tenglikni olamiz. Bunda e=const. Hosil bo‘lgan tenglikni hisobga olgar* 
holda (9.7) formulani quyidagi ko'rinishda yozamiz:
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dcp = (o)0 + ef)dt.

Buni yana /=0 da <P = <P0 boshlang'ich shartlarda integrallab, tekr 
o'zgaruvchan harakat tenglamasini olamiz:

e t2
<p = <p0 + a)0t + —  .

e  ning ishorasi harakatni tezlanuvchan yoki sekinlanuvchan ekanini 

ko‘rsatadi. Agar 1=0 da (p =0 bo‘lsa, (p -  coat + —̂ ~ tenglik hosil bo'ladi.

Aylanish o'qining birlik yo'naltiruvchi vektorini к bilan belgilasak, 
aylanish o ‘qi bo 'ylab yo'nalgan burchak tezlik c5 vektorning vaqtga 
nisbatan hosilasi burchak tezlanish vektorini ifodalaydi:

-  dco- -  
E - ——k yoki s  = 

dt e-k .

Aylanish o ‘qi qo‘zg‘almas bo'lgani uchun к =const bo‘ladi. Demak,
burchak tezlanishi s  vektori aylanish со o ‘qi bo'ylab yo'nalgan bo'lib, 
va bir tomonga yo'nalsa, tezlanuvchan, qarama-qarshi tomonga yo'nalsa, 
harakat sekinlanuvchan bo'ladi.

42-§. Aylanma harakatdagi jism nuqtasining tezlik va tezlanishi

Qattiq jismning nuqtalari harakatlarini xarakterlovchi kinematik ele- 
mentlari -  trayektoriya, tezlik va tezlanishlarini topamiz. Buning uchun 
jismni aylanish Az o 'qidan ixtiyoriy masofada joylashgan M  nuqtasin­
ing tezlik va tezlanishini aniqlaymiz. Faraz qilaylik M  nuqta aylanish 
o'qidan h masofada joylashgan bo'lsin, jism harakatlanganda M  nuqta 
radiusi h bo'lgan markazi aylanish o'qining C nuqtasida joylashgan ay- 
lana chizadi. Agar jism dt vaqt ichida aylanish o 'qi atrofida d(p bur- 
chakka burilsa, M  nuqta trayektoriya bo'ylab MM  =dS=hd<p yoyini 
o 'tadi.
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a) b) d)
123-shakl.

Harakat egri chiziqli bo'lgani uchun M  nuqtaning <y tezligi quyida- 
ui formula bo'yicha topiladi:

n dS . dcp ,9 = —  = h—  = hco 
dt dt

(9.11)

Demak, aylanma harakatdagi jism nuqtasining tezligi nuqtadan aylan- 
ish o'qigacha bo'lgan masofaga proporsional o'zgarar ekan. Tezlik harakat 
yo'nalishida trayektoriyaga urinma bo‘ylab yo‘naladi. Endi M  nuqta­
ning tezlanishini topamiz. H arakat egri chiziqli bo'lgani uchun M  nuq- 
luning tezlanishi urinma va normal tezlanishlardan tashkil topadi:

9 2 d9
°» = — ;p  dt

Bu tengliklarga (9.11) dan 9  ning qiymatini qo'yamiz:

d  . , . , (to h )2 2 . 
a„ = ,/< » ■ *> )  = h - e ; an =  = со • h. 

dt h (9.12)

M  nuqtaning to ‘liq tezlanishining miqdori:

a = J a 2 + a2n = h*Je2 + со2 (9.13)

va yo'nalishi

H
T -Q)

(9.14)

(9.14) forraulalardan aniqlanadi. (9.11), (9.12) harada (9.13) formula- 
lar aylanma harakatdagi jism nuqtalarining tezlik va tezlanishlari nu-

163



qtadan aylanish o ‘qigacha bo'lgan masofaga proporsional ekanligini ifo 
dalaydi. a„ tezlanishi hamma vaqt aylanish markaziga qarab yo‘naladi, 
amm o urinm a tezlanish yo 'na lish i harakatn ing  tezlanuvchan yoki 
sekinlanuvchanligiga bog‘liq bo'ladi. e  > 0 bo‘lsa, harakat tezlanuvchan 
bo‘lib, aT bilan 9  bir yo‘nalishda, £ < 0  bo‘lsa, harakat sekinlanuvchan 

bo‘lib, ar, Э ga teskari yo‘naladi.

43-§. Qo‘zg‘almas o‘q atroflda aylanma harakatdagi qattiq jism nuqtasining 
tezligi va tezlanishining vektor ifodalari

Qattiq jism ixtiyoriy M  nuqtasining holati О nuqtaga nisbatan radi­
us vektor bilan aniqlanadi (124-shakl). M  nuqtaning tezligini (9.11) for- 
mulaga muvofiq

■9 = OtM  ■ со
ga teng, 124-shakldan

0 , M  =  /- -s in ( iaC ' r ) ,

buni e’tiborga olsak,
9  = <yrsin(fi7  ̂ r )

bo'ladi. ^  tezlik vektori r radius vektor bilan aj burchak tezlik vek- 
torlar yotgan tekislikka tik yo'naladi (124-shakl).

Ikki vektorning vektor ko‘paytmasi moduli
9 -  со -rsmia}^ r)

bo'lgani uchun

9 = coxr (9.15)
bo'ladi.

Demak, aylanma harakatdagi jism nuqtasining tezlik vektori >9 bur­
chak tezlik vektori со bilan nuq ta  radius vektori r ning vektorli 
ko‘paytmasiga teng, yo‘nalishi aylanma harakat yo'nalishida со bilan
r yotgan tekislikka tik yo'naladi. (9.15) tenglikka Eyler formulasi deyi- 
ladi. M  nuqtaning tezlanishini topishimiz uchun (9.15) tenglikdan vaqt 
bo‘yicha hosila olamiz.
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124-shakl.

-  d 9  d — -  dco -  — dr
a = -----=  — (c o x r ) - ------ xr + cox —

dt dt dt dt
bunda

bo‘lgani uchun

d r

~dt

dco _
-----= £
dt

a - s x r  +cox9. (?16)
(9.15) tenglikdan s x r  vektor s  bilan r vektorlar yotgan tekislikka 

tik, nuqta trayektoriyasiga urinma bo'ylab yo'naladi. Tezlanishning bu 
qismi urinma tezlanish vektori bo iad i:

a r -  e  x r .

Bu vektor s  ning ishorasiga qarab 9  bilan bir yoki 9 ga qarama- 

qarshi yo'nalishda bo'ladi. (9.16) tezlanishning ikkinchi qismi cox 9 ni 

tekshiramiz, со J_ 9 bo‘lgani uchun
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j о х 9 \  = о - 9  = о г -h = an.

Demak, a„ = o x  9  bu normal tezlanish a bilan 9  yotgan tekislikka 
tik ravishda M  nuqtadan О nuqtaga yo‘naladi. To‘la tezlanish vektori (9.15) 
quyidagicha yoziladi:

а = е х г  + о х 9 = а т+ая.
Demak, aylanma harakatdagi jism nuqtasining to ‘la tezlanishi urinma 

va normal tezlanishlarining geometrik yig‘indisiga teng (125-shakI).

44-§. Qattiq jismning qo‘zg‘almas o‘q atrofida aylanma harakatiga doir
masalalar

32*-masala. Bug1 turbinasi diskini ishga tushirish davridagi aylanish 
tenglamasini yozing; aylanish burchagi vaqt kubiga proporsional va /=3 
s bo‘lganda, diskning burchak tezligi о  = 21л  rad/s ga to ‘g‘ri keladi.

Yechish: Masala shartiga, asosan (p = kt'\ o  = <p = 3kt2 bo'lib, masala

shartiga asosan /=3 s da о  = 21 л  va /=3 s da <y = 3kt2 = 21k bo'lgani 
uchun 21k=21 л  yoki k= л  bo‘ladi.

Demak, bug* turbinasining aylanma harakat tenglamasi quyidagicha 
bo'ladi:

(j> = r t ’ rad.
33*-masala. Tinch holatda bo'lgan jism tekis tezlanish bilan aylana 

boshlab, birinchi 2 minutda 3600 marta aylanadi. Burchak tezlanish va 
burchak tezligini aniqlang.
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Ycchish. Tekis o ‘zgaruvchan aylanma harakat tenglamasini yozamiz:

<p = <p0 +co0t + — , (33*. 1)

a> = a)0 +et. (33*.2)
Masala shartiga asosan /=0 da $?0=0; co0=0 bo‘ladi.

<p = 2 n N  = 7200л  rad (33*.3)
(33*.3) ni va /= 2-60=120 sek.ni (33*.1) ga qo'ysak:

7200л- = - |( 1 2 0 ) 2 bo'ladi. (33*.4)

Bundan: e  -  к  r a d  I sek2 (33*.5)
(33*.2) dan a>=st\ со = \20я radl sek..
34*-masala. Radinsi R=2m bo‘lgan maxovik tinch holatdan boshlab tekis 

tczlanish bilan aylanadi; to ‘g‘inda yotuvchi nuqtalar /=10 sek dan keyin 
•9=100 m/sek chiziqli tezlikka ega bo‘ladi. G ‘ildirak to‘g‘inidagi nuqtaning 
/=15 sek bo‘lgan vaqtdagi tezligi, urinma va normal tezlanishini toping.

Yechish. Tekis tezlanuvchan harakat tenglamasiga asosan (33*.2) teng- 
lamada:

co0=0 bo‘lgani uchun c o -s t  (34*. 1),
U|0 = a>R = e^q R (34*.2).

Bundan e = — - ~ ^ ^ -  = 5rad/sek2 (34*3)
rt/l0 2-10

/=15 sek da (34*.1) dan ry15 = £--/15 =5-15 = 75 rad/sek 

5,5 = 6>x 5 ■ R -  75 - 2 = 150m/sek, 

qt — eR~ 5-2 = 10/и / sek2, 

at5n = coX5R = 752 - 2 = 1 \ 250m / sek2.
35*-masala. Radiusi R = 10 m bo'lgan A val unga ipda osilgan P tosh 

bilan aylantiriladi. Toshning harakati x=100 /2 tenglama bilan ifodala- 
nadi. Bunda x  toshdan qo‘zg‘almas OOx gorizontalgacha bo‘lgan, metr- 
lar hisobida ifodalangan masofa, f-vaqt (sekund hisobida). / paytda val- 
ning burchak tezligi со va burchak tezlanishi e, shuningdek val sirtidagi 
nuqtaning to ‘la tezlanishi a ni aniqlang.
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Yechish. P tosh ilgarilanma harakat qilgani uchun uning tezligi quyidagi- 
cha aniqlanadi:

9p =x = 200t smlsek . (35*. 1)

Val to‘g‘inidagi nuqtalar ham shu tezlikka ega bo'ladi, chunki tosh bilan 
val cho'zilmaydigan arqon bilan bog'langan, ya’ni:

9p =9k . (35*.2)

(35*-masala uchun shakl)

9k = (oR va (35*. 1), (35*.2) larni hisobga olganda:

9k 9  2001 . . .  da) . 2о  = —  = —  = ------= 20/ rad / sek', s  =-----= 20 rad / sek .
R R 10 dt

a = R ^ e 2 + йИ = 10>/400 +160000/4 =20oVl + 40014 m /sek2.
36*-masala. Strelkali indikator mexanizmida harakat o'lchov shtifti- 

ning 1 reykasidan 2 shesternyaga uzatiladi; 2 shesternyaning o ‘qiga 3 
tishli g‘ildirak o ‘rnatilgan, 3 g'ildirak esa strelka biriktirilgan 4 shestern- 
ya bilan tishlashadi. Agar shtiftning harakati x=asinkt tenglama bilan 
berilgan bo'lsa va tishli g'ildiraklarning radiuslari tegishlicha rv  r} va r4 
bo‘lsa, strelkaning burchak tezligini aniqlang.
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(36*-masala uchun shakl)
Yechish. 1 shkiv ilgarilanma harakatda bo‘lgani uchun, uning tezligi 

quyidagicha:
i9, = x = akcoskt. (36*.1)

1 shkiv bilan 2 g‘ildirak o'zaro bog'langani uchun:
9] =0^2 (36*.2)

(36* .2) dan
ak .a>2 = — = — cos kt 

t2 r2
2 va 3 g'ildiraklar bitta valda o'rnatilganidan, ya’ni:

_  ak
'2 ~ct),=co2= — cosk t .

(36*. 3)

(36*.4)

3 va 4 g'ildiraklar esa umumiy nuqtaga ega bo‘lib, bu nuqtada:
a),r2=a)tr> (36*. 5)

Bu yerda со4 strelkaning burchak tezligidir:
Г f

(36*. 6)
9 l  9 4

r. r
o)t =—eo3 -  ——akcoskt.

TAKRORLASH UCHUN 5/4 VOLLAR
1. Qattiq jismning qanday harakati ilgarilanma harakat deyiladi?
2. Jismning ilgarilanma harakatida uning nuqtalari trayektoriyasi ay- 

lanadan iborat bo ‘lishi mumkinmi?
3. Qattiq jimsning ilgarilanma harakati qanday xossalarga ega?
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4. Qattiq jismning qanday harakati qo ‘zg ‘almas о 'q atrofida aylanma 
harakat deyiladi? Qattiq jism nuqtasi trayektoriyasi nimadan iborat bo ‘ladi?

5. Qattiq jismning qo ‘zg 'almas о ‘q atrofida aylanma harakat tengla- 
masi qanday?

6. Burchak tezlik, burchak tezlanish nima?
7. Burchak vektori va burchak tezlanishi vektori qanday bo ‘ladi?
8. Qo ‘zg ‘almas о ‘q atrofida aylanma harakatdagi qattiq jism nuqtasi 

tezligi qanday aniqlanadi?
9. Qo ‘zg ‘almas о 'q atrofida aylanma harakatdagi qattiq jism nuqtasi 

tezlanishi qanday aniqlanadi? Urinma va normal tezlanishlarchi?
10. Agar A nuqta disk markazidan В nuqtaga nisbatan ikki marta uzoq- 

roq joylashgan bo ‘Isa, diskning A nuqtasi tezlanishi В nuqtasi tezlanishidan 
necha marta katta bo ‘ladi?
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,1 HOB. QATTIQ JISMNING QO‘ZG‘ALMAS NUQTA ATROFIDA 
AYLANMA HARAKATI (SFERIK HARAKAT)

■15-tj. Qattiq jismning qo‘zg‘almas nuqta atrofidagi aylanma harakat 
tenglamalari. Oniy burchak tezlik

Jism harakatlanayotganda uning bitta nuqtasi doimo qo‘zg‘almay 
qnlndigan harakatga qo*zg‘almas nuqta atrofida aylanma harakat yoki 
ifrrik harakat deyiladi.

I ayanch tekisligidagi nuqtasi qo‘zg‘almas bo'lgan pildiroqning hara- 
k-ni i yoki birgina sferik sharnirli bog‘lanish qo'yilgan jismning harakati 
чГспк harakatga misol bo ‘la oladi. Sferik harakatni o 'rganish uchun 
(Jftjg  koord inata sistemasi jism  bilan birga harakatlanad i. O^rjg 
qn'zg'aluvchi koordinata sistemasi va Oxyz qo‘zg‘almas koordinata sis- 
tcmasini o'tkazamiz (126-shakl).

Jism bilan birga harakatlanuvchi 0£,i)g tekislikning qo‘zg‘almas Oxy 
irkislik bilan kesishish chizig'idan iborat ON tugunlar chizigi deyiladi.

OE, va ON orasidagi burchak 'F-pretssessiya burchagi, Ox va ON 
orasidagi burchak <3-sof aylanish burchagi, Oz va Од orasidagi burchak 
^ -n u ta ts iy a  burchagi deyiladi. ¥ .  <P, 9 bu rchak larn ing  m usbat 
vo’nalishlari mos ravishda Oz, О д sa ON o ‘qlar uchlaridan qaraganda 
bu burchaklarning o ‘zgarishi soat mili aylanishiga teskari ko'rinadigan 
qilib olinadi. <p, 9 -  Eyler burchaklari deyiladi.
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Eyler teoremasi. Qattiq jismning qo‘zg‘almas nuqta atrofidagi ixti- 
yoriy ko'chishini mazkur qo‘zg‘almas nuqtadan o'tuvchi uchta o ‘q atrof- 
ida ketma-ket uchta aylantirish bilan bajarish mumkin.

Jismning istalgan paytdagi holatini bir-biriga bog‘liq bo ‘lmagan 
uchta Eyler burchaklari vositasida aniqlash mumkin. Jismning haraka- 
ti davom ida bu burchaklar vaqtning uzluksiz funksiyasidan iborat 
bo‘ladi:

v/ = y/(0, e  = 0(t), <p = <p(t). (Ю.1)
Bu tenglamalar qo ‘zg‘almas nuqta atrofida aylanuvchi qattiq jism­

ning kinematik tenglamalari yoki sferik harakat tenglamalari deyiladi.
Eyler-Dalamber teoremasi. Qo‘zg‘almas nuqta atrofida aylanuvchi jism­

ning bir holatdan ikkinchi holatga o ‘tishini shu qo'zg'alm as nuqtadan 
o'tuvchi o‘q atrofida bir aylanish bilan bajarish mumkin.

Bu teoremaga ko‘ra jismning sferik harakati har onda o ‘z holatini 
o'zgartiruvchi va qo‘zg‘almas nuqtadan o ‘tuvchi oniy o ‘qlar atrofida 
oniy aylanishlar majmuasi deb qaralishi mumkin; bunda har bir oniy 
aylanish o‘qi atrofidagi oniy aylanishning burchak tezligi sferik harakat- 
dagi jismning burchak tezligi deb qaraladi va a  bilan belgilanadi; <y - 
vektor oniy aylanish o ‘qi bo‘ylab yo'naltiriladi.

Harakat Eyler burchaklari orqali tekshiriladigan bo‘lsa, sferik hara- 
katni har onda uchta kesishuvchi o 'qlar (Oz, О4, ON) atrofidagi oniy 
aylanma harakatlardan tashkil topgan deb qarash mumkin. Bu holda 
oniy burchak tezligi uchun

co-у /  +ф + в

o'rinli bo‘lib, uning qo‘zg‘almas koordinata o‘qlaridagi proyeksiyalari 
quyidagi formulalardan topiladi.

cox = ^ s i n # - s i n ^  + 0 c o s ^ ,

соv =-ф ^т в-cosy/+ в smy/,- 2

a>. = yj + фсоъб.

Shuningdek oniy burchak tezligining q o ‘zg‘aluvchi koord inata  
o ‘qlaridagi proyeksiyalarni ham topish mumkin:
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со, -  ц/sm в-?лг\ ср + в  cos ср,

o)v = ф$тв-coscp-Osmcp, ■ 

СО- -  цс c o s  в  + ф.
(10.3)

(10.2) va (10.3) formulalar Eylerning kinematik tenglamalari deyila- 
<li

(10.2) va (10.3) ga ko‘ra, oniy burchak tezlikning miqdori quyidagi- 
• lin topiladi:

.к Jco2 + co; + со2. = ^ со'  + со] + со2 = ф/с2 + в 2 +ф2 + 2qn j/cosd. (10.4)

Hurchak tezlikning yo‘nalishi bu holda vektorning koordinata o'qlari 
hi Inn tashkil qilgan burchaklari kosinuslari orqali ifodalanadi:

cos
f N A
co, Ox CO,= — , cos

'  Л '
CO, Oy

CO ( ■ 4
= — , cosj co, Oz

\  , CO 4 / со V ,
CO.

= “ **• (Ю.5)со

yoki

cos ( ©, o t  j
CO._

9

CO
COS^<y, Or1

CO„ ( -  • )  CO.
— , COS со, OC = — .(10.6)
CO \  )  CO

46-§. Oniy burchak tezianishi

Sferik harakatdagi jismning oniy burchak tezlanishini

s  = dco /d t (10.7)
formula bilan aniqlanadi. Bunda со m iqdor va yo‘nalishi b o ‘yicha 
i г zgaruvchi vektordan iborat bo'lishini nazarda tutsak, sferik harakatdagi 
lismning biror ondagi burchak tezianishi m azkur jismning shu ondagi 
hurchak tezlik vektori uchining tezligi deb qaralishi mumkin, degan 
xulosaga kelamiz; bu tezlikni й  bilan belgilasak:

£ = dco/dt = U (10.8)
Binobarin, oniy burchak tezlanish vektori burchak tezlik godografiga 

o‘tkazilgan urinma bo‘yicha yo'naladi (127-shakl).
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127-shakl.

Agar со vektoming qo‘zgalmas o ‘qlardagi proyeksiyalari cot, a>v, со. 
qo‘zgaluvchan o'qlardagi proyeksiyalari co{, со, m a’lum bo‘lsa, oniy 
burchak tezlanishining shu o'qlardagi proyeksiyalari mos ravishda quyi- 
dagi formulalardan topiladi:

£x =d}x; ey =<by; ez =co. (Ю.9)
yoki

£„=%, (10.10)
u holda burchak tezlanish vektorining moduli:

e =  yjs2x + e ] +  e) =  J e \ + e2 + e \ .  (10. 11)

Formuladan yo'nalishi esa yo'naltiruvchi kosinuslar orqali aniqlana- 
di:

( .  '
cos^f, Ox

N
= — ;cos £, Ov ; = — ;cos £, OzJ * l ' )  £ l  J

E.

yoki

cos • ) £• ( - ' ■ ’ £, | = —  ;cos| £, Orj £n ' = —  ;cos
v . . ' E y  , * 4

ЛЮ.12)

— A  ̂ Ci
OZ  | = -* -. (10.13) 

J £
Jismning oniy burchak tezlanishini topishda quyidagi uchinchi usul- 

ni qo‘llash ham mumkin. Bu usulga ko‘ra aylanish oniy o ‘qi bo'yicha
yo'nalgan сой birlik vektor kiritiladi va со = cocou deb olinib, (10.8) for­
mula
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-  dco — d(Oo -  -
£  = ------0)u + CO-------- =  £ ■ , + £ ,

dt dt
(10.14)

. . . .  ~ dco —
to  rinishga keltiriladi. (10.14) da £, = ----1У0 jism oniy burchak tezligi

dt
m iqdorining o 'zgarishini ifodalab, ty0 y a ’ni <y bo 'yicha yo'naladi:

do).,a) dt esa oniy burchak tezligi yo'nalishining o'zgarishini ifoda-

l.iydi va birlik vektorning hosilasi xossasiga ko‘ra co0 vektorga perpendiku- 
Iiii yo'nalgan bo‘ladi (128-shakl).

Binobarin va e2 orasidagi burchak to ‘g‘ri burchakdan iborat. 
Sliunga ko‘ra oniy burchak tezlanishi miqdorini

e * J e ; + s l  (10.15)
lormulasidan, yo‘nalishini esa uning a  bilan tashkil qilgan burchak ko- 
sinusi orqali topish mumkin:

cos
f -  л_.>
e  , to

\  / £ (10.16)
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47-§. Sferik harakatdagi jism nuqtasining tezligi

Jism ning sferik harakatin i har onda oniy burchak tezlik vektori 
bo'yicha yo'nalgan OQ. aylanish oniy o ‘qi atrofida oniy aylanraa hara- 
kat qiladi deb qarash mumkin. Shunga asosan sferik harakatdagi jism M 
nuqtasining О qo'zgalmas markazga nisbatan radiusning vektori r , oniy 
burchak tezlik vektorini a> bilan belgilansa, mazkur nuqta tezligi, quy- 
idagi Eyler formulasiga ko‘ra aniqlanadi (129-shakl).

3 = coxr (10.17)
(10.17) ga asosan tezlik miqdorini aniqlash uchun

(10.18)

formula hosil qilinadi, bunda hn bilan M  nuqtadan aylanish o'qigacha 
bo‘lgan masofa belgilangan.

Agar sferik harakatdagi jism M  nuqtasining koordinatalari (x, y, z) 
yoki ( £ ,  T], g )  hamda oniy burchak tezlik vektorining o'qlardagi proyek-

siyalari ( cox, cov, со.) yoki (со., con, со.) aniq bo'lsa, (3.17) dan tezlikning
qo'zgalmas yoki qo'zgaluvchi koordinata o ‘qlardagi proyeksiyalarini an- 
iqlovchi formulalar hosil qilinadi:

■9, = a,y ■z~-CO. y>
= coz x - ■z,

= <°x y - ■X,

3 { = a ) n - £ - c o ( -J],

3. = <o( -Jj-a>rl-4.
(10.19)
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Ilinnharin tezlik modulini aniqlashda quyidagi formulalardan foy- 
■ l ■■ I и и ib aniqlanadi:

3  = p ;  + 3) + 3] = p i  + 3 ;  + 3 l . (10.20)

I c/lik yo‘nalishi esa yo‘naltiruvchi kosinuslardan topiladi:
( _  Л  > 3. ( л ) 3V f  Л  \

cos 3 , Ox
\ J

= — ; cos 
3

Oy
4 /

- — ; cos 
3

3, Oz

48-§. Sferik harakatdagi jism nuqtasining tezlanishi

llilta qo'zgalmas nuqtaga ega bo‘lgan qattiq jism nuqtasining tezlan- 
iilu quyidagi Rivals teoremasiga ko‘ra aniqlanadi (130-shakl):

Hunda:
Cl — Qayl +  #int . ( 10.22)

aoyi= £xr, (10.23)

aunl= c o x 3 .  (10.24)
(10.23) ifoda aylanma tezlanish vektori, (10.24) ifoda o ‘qqa intilma 

te-Janish vektorining ifodalaridir.
Vektor ko'paytm a ta ’rifga asosan:

\a oyi =  V  = e  ■ r  sin e .  r  1 =  s  h r

am -co-co-r-sinf со, r jsin901' =co1hn_
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Bu formulalarda hc - bilan tezlanishi aniqlanayotgan nuqtadan oniy 
burchak tezlanish vektori o ‘qi OE gacha bo‘lgan masofa, hn - bilan esa 
nuqtadan oniy aylanish o ‘qi OQ  gacha bo'lgan masofa belgilangan. a

vektor s  \a  r  vektorlari yotgan tekislikka perpendikular ravishda shun-
day yo‘nalganki, uning musbat uchidan qaraganda s  vektorning r vek­
tori ustiga tushurish uchun eng kichik burchakka burish soat mili aylan- 
ishi yo‘liga teskari ko'rinishi kerak. a int vektor M  nuqtadan aylanish 
oniy o ‘qiga tushirilgan perpendikular bo‘ylab shu o‘q tomon yo‘nalgan.

Shuni ta ’kidlash zarurki, о bilan a m| vektorlar orasidagi burchak
umumiy holda 90° ga teng emas (xususiy holda -  qo‘zgalmas o ‘q atrofi- 
da aylanma harakatda, bu burchak 90° bo'ladi).

(  л Л
QXl ’ -  а  deb belgilansa, M  nuqta tezlanishining moduli quyi-

dagi formuladan topiladi:

°=  + “m,: +2aayl -cosa. (10.25)

Sferik harakatdagi jism nuqtasining tezlanishini aniqlashda analitik 
usuldan ham foydalanish mumkin. Buning uchun nuqtaning koordina- 
talari (x, y, z) yoki (£ , rj, g) hamda burchak tezlik va burchak tezlanish 
vektorining qo'zgalmas yoki qo'zgaluvchi koordinata o ‘qlardagi proyek- 
siyalari berilgan bo'lishi, yoxud Eyler burchaklari berilganda (10.2), (10.3),
(10.9), (10.10) formulalar bo'yicha topish mumkin bo'lishi kerak.

Masalan, tezlanishning qo'zgaluvchi o'qlardagi proyeksiyalari quyi- 
dagi formulalardan topiladi:

a i = £ n ^ ~ £ ( ' ^  +  <°t ' £  +  ‘ ?  +  ’ C )  ~ 0)2 &

оч = е ^ - Е { -С + а>ч(еое ■# + ©4 *7 + ®f ‘^ ) - ® 2»7, • 

= %  • V ~ • #  +  %  ■rj + (o(  ■ £ ) со\C-
(10.26)

(10.26) formulada ^ , tj, ^  harflarni mos ravishda x, y, z ga almash- 
tirish bilan tezlanish vektorining qo'zgalmas o'qlardagi proyeksiyalarini 
aniqlovchi formulalar hosil qilinadi.
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Пи holda tezlanish moduli

a = ^a£ + a 2 + a2( = ^a] + агу + a2. (10.27) 

I'Himiladan, yo'nalishi esa yo‘naltiruvchi kosinuslar orqali topiladi.

49-§. Sferik harakatga oid masalalar

,i7*-masala. Qattiq jismning sferik harakati quyidagi tenglamalar bi- 
Ian berilgan:

VF = 2 t l +t, в  = п!Ъ cos/, <p-3t
i - 1 sek paytda qo‘zgaluvchi koordinatalar sistemasiga nisbatan koor- 

«111ijitalari £=2 m, 77=3 m, f = 4 m  bo‘lgan M  nuqtaning shu paytdagi 
"vligi, tezlanishi shuningdek, jismning burchak tezligi va burchak tez- 
Innishini toping.

Ycchish: Bu masala qo‘yilishi bo‘yicha yuqorida ko‘rsatilgan hollar- 
11 ing birinchisiga mos keladi. Binobarin, 1-holda ko'rsatilgan tartib asosida 
mnsalani yechamiz.

<P, в .  T  ning 0‘zgarish qonunidan vaqt bo'yicha hosila hisoblaymiz: 

y/ = 4f + l, b  = -n sm 3 t, <p = 3.
( 10.2) formula yordamida oniy burchak tezlik vektorining qo‘zgalmas 

n'qlardagi proyeksiyalarini hisoblaymiz:

f  n
cox =  ^ s i n t f s i n ^  +  # c o s ^  =  3 s i n |  — c o s 3 /  lx

ЧЗ j
x s i n ( 2 / 2 +  / ) - ; r s i n 3 / - c o s ( 2 r  + f )

(uv = -<ps\n9 cosy/ + 0 s in у/ = -3 s in ^ y c o s3 r jx 

xcos(2r2 + /)-7 rs in 3 /-s in (2 r2 + /)

со. = ц/+ cpcos6 = 4r +1 + 3 -cos я j
3 J

(37*.1)

/-1  s payt uchun (37*. 1) ifodadan quyidagilami hosil qilamiz:
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>x  =  3sin^yCos3j-3,14-cos3 sin3 = 0,075 sek ', 

i, = -3sin^yCos3')-3,14-sin3-sin3 = -2,616 sek ',

со. = 5 + 3cos[y-cos3 | = 6,527 sek '.

(10.4) formuladan foydalanib, burchak tezlik berilgan vaqt uchun w 
ni hisoblaymiz:

со = ĉo'j + со', + со] = 7,03 sek~'. (37*.2)
Burchak tezlikning yo‘nalishini aniqlash uchun (10.5) formuladan foy- 

dalanamiz:

—  = 0,0107,
CO

CO,
—  = -0,3721,
CO

( — • \  CO
cost w, z I = —  = 0,9284.

V ) со

Topilgan bu rchak  tezlikning to ‘g ‘riligini tekshirish  uchun uni 
qo'zgaluvchi o 'qlardagi proyeksiyalari orqali hisoblab ko‘ramiz. (10.3) 
formulaga binoan:

со, = (*/sin<?-sin^ + e-cos<p = (4t + l)sin|yCOs3/ lx 

xsin3/-;rsin3/-cos3/ =

(4/ + l)s in ^ y c o s3 /j- ;r c o s3 / sin3/,

con = ц/ s\nd - zoscp -  в- sm<p = (4f + l)sin^y co s3 /jx  

xcos3f + ;r(sin3r)2,

со- = y / c o s 0  + ^  =  (4 /  +  l)sos[ ~ s o s 3 t  j + 3.

(37*.3)
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I s c k  p a y t  u c h u n  ( 3 7 * . 3 )  d a n  q u y i d a g i l a r  k e l i b  c h i q a d i :

a). 5sin —cos3 - ;rco s3  I­, s3 ,  J sin3 = -0,1678 sek ,

(o„ = 5 sin

= 5 cos

—cos3
3 ,

71 a— cos3

cos3 + я- ■ sin2 3 = 4,3194 sek ',

v3
+ 3 = 5,5452 seA:-1.

11 liolda (10.4) formulaga binoan

со = tJ(0£ + 2 + со̂  -  7,03 sek~l.

Shuni qayd qilamizki, burchak tezlik vektorining qo'zgaluvchi sis- 
Icmaga nisbatan yo'nalishi (10.6) formula vositasida topilishi mumkin.

Jismning burchak tezlanishini aniqlash uchun (10.9) yoki (10.10) ham- 
da (10.11) formulalardan foydalanamiz, (37.1) ni e’tiborga olib, burchak 
Iczlanish vektorining qo‘zgalmas o ‘qlardagi proyeksiyasini topaylik:

e x = (ox - - 3  cos ^-cos31 |- ;r -s in 3 /-s in (2 r  + /)+
,3

+ 3-sin[ — cos3/ |-cos(2/2 +/)• (4/ + 1 ) - n  • 3 -cos3t x
v 3 -

xcos(2t2 + /)+ ? rs in 3 t-s in (2 r + t)-(4 t‘ +l][

s Y = со у = 3-cos[ -^cos3t ]• n  -sin3/ -cos(2t2 + f)+
\  3 /

+ 3-sin
f

cos31 l - s in ^ f2 + f)-(4/ + l)-7 r-3 x

x cos31 ■ sin(2r~ + — n  • 3 • cos3t sin(2/2 + / ) -  

- ;r s in 3 t-c o s (2 r  + /) - (4 t+  l),

e .-c o -  = 4  + 3-sin| — cos3 / 
3

;r-sin3t.
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/ = 1  s e k  p a y t  u c h u n  b u  i f o d a l a r  q u y i d a g i c h a  b o ‘ l a d i :

• 2 ,  (Я  V
Л ) )

5-sinf--cos3
U  ;

+ 3-cos3x

-я-соэЗ  =3,7507 sek ,

cos3
'  ( n  Y . ( n  '
3 -cos —cos3 - 8 + 15sini —cos3

4 V3 , > U  ,

xsin3 = 1,0197 sek 2,

s .  = 4 + 3;rsin3-sin -  cos3 
3

= 2,8572 sek '2.

Bularni (10.11) ga qo'yamiz:

e  =  ^ e ]  +  e 2+ e 2 =  4,83 sek~2.

Berilgan paytda burchak tezlanish vektori yo'nalishini (10.12) for­
mula orqali aniqlaymiz:

cos e , o x  | = —  = 0,7758, cos| e , o y  \ = —  = 0,2111,
£

COS о z l = — = 0,5916. 
V ) e

Topilgan burchak tezlanishining to ‘g‘riligini tekshirish uchun uni 
qo‘zg‘aluvchi o ‘qlardagi proyeksiyalari orqali hisoblab ko‘ramiz. (37*.3) 
ni e’tiborga olsak, (10.10) dan quyidagilar kelib chiqadi:

E ,  =  CO; = 4 -sin
( n   ̂

—cos3/
,3

- (4 f  + l) cos
n  „
-  cos3f

,3
x n  ■ sin 3/ + 3/r ■ sin3f]- sin3/ + [(4/ + l)x

•3 co s3 /,xsin
' Я Л 
—cos3 t -n c o sS tЬ  J
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е = й ) п = 4 -sin —cos3r - ( 4 /  + l)-cos
f  к   ̂

—cos3 t
чЗ

x —;rsin3f 

+ 2/rsin3/-3cos3r,

•cos3 /-[(4 r + l)-sincos ^  c o s 3 ^ -3 s in 3 r

e. = со.- = 4-cos
я „ 
—cos3 t 

,3
+ (4/ + 1)-sin

л
—cos3/ •л’-эт З л  

v3 J

Bu ifodalardan t= 1 sek payt uchun quyidagilar hosil bo‘ladi:

St = 3,0771se£ 2, sq = 3,7092sek~~, e^ = 0,1313se& 1.-2

Shunga ko 'ra  (10.11) dan e = A,%2sek~2 kelib chiqadi.
Dcmak,jismningburchaktezlanishi0,01 aniqlikda s  = 4,83sek~2 ekan.
M  nuqtaning tezligini aniqlash. Masalaning shartiga ko‘ra, M  nuqta- 

inng qo ‘zg‘aluvchi sistemadagi koordinatalari J], £  berilgan. Bino- 
biirin, uning t=Is paytdagi qo ‘zg‘aluvchan o ‘qlardagi proyeksiyalari 
nrqali aniqlaymiz; (10.19) formuladan foydalanamiz:

S j = co4£  -  cô rj = 4,3194 • 4 -  5,5452 • 3 = 0,642 m/sek, 
9n = w: Z -  со£  = 5,5452 • 2 + 0,1678 • 4 = 11,762 m/sek, 
9f  =co(ri- conZ = -0,1678 • 3 -  4,3194 • 2 = -9,142 m/sek.

(10.20), (10.21) formulalar vositasida M  nuqta tezligining moduli va 
yo'nalishini topamiz:

9 = ^9} + 9 2 + 9l = 14,91 m / sek-
(  _  Л

cos
9,

9 , 0 £ =  — = 0,0431, cos 9, Of] 
1 9

' 9
= - 2- = 0,7889, 

9

cos
'  * '  9 ,

= —  = 0,6131. 
9

9 , OC
\ /
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M  nuqtaning tezlanishini aniqlash. Buning uchun (10.26) formuladun 
foydalanamiz:

a£ = e - s c -n + o)4(a>. ■̂  + co,} -n + (o4 • 4")-со:4 =
= 3,7092 • 4 -  0,1313 • 3 + (-  0,1678) • (-  0,1678 • 2 +

+ 4,3194-3 + 5,5452-4)-(7,03)2 - 2 = -89,32 m /sek3, 

ап = еп ^~ е4 •<’ + » ,(» ,*  ■4 + o)n -Jl + co4 -C)-co2T]^
= 0.1313 2 -3,0771 • 4 + 4,3194 ■ (31,683)- (7,03)2 -3 = 103,72 m /sek2, 

a ,  = e 4 -t] - £ „ ■ %  + co-(co4 • 4  +  (o,t ■ rj +  < ) -  <y2C =

= 3,0771 • 3-3,7092• 2 + 5,5452• 31,683-(7,03)2 ■ 4 = -20,1 П \ m /sek2.

Tezlanish moduli (10.27) formuladan topiladi:

a = yja2 + a2 + a4 =138,36 m/sek2.

Tezlanishning yo‘nalishini yo'naltiruvchi kosinuslar orqali aniqlaymiz:

cos a, OS,

cos a, Orj

cos a, OC

= -s- = -0,6456, 
a
an= -2 -=  0,7496, 
a
Ctr

= —  = -0Л459. 
a

__ Л

38*-masala. A konus qo ‘zg‘almas В konusning ichida sirg‘anmay 
g'ildiraydi; bunda A konusning OB, simmetrik o ‘qi qo‘zg‘almas Oz o ‘q
atrofida o'zgarm as or, = 2sek~' burchak tezlik bilan aylanib, 0 nuqta 
qo‘zg‘almay qoladi. Konuslarning o ‘q kesimlari shakl tekisligida joylash- 
gan hamda OM0=1=50 m, M 0M = 20 m deb olib, A konusning burchak 
tezligi, burchak tezlanishi, M  nuqtasining tezlik va tezlanishi topilsin. Ker- 
akli burchaklar shaklda ko‘rsatilgan (131-shakl).
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Yechish. Bu masala qo'yilishi bo‘yicha yuqorida ko‘rsatilgan hollarning 
ikkinchisiga m os kelacli; shuningdek burchak  tezlikning m iqdori 
u'zgarmay qoladi. Shuni e’tiborga olib, ko'rsatilgan ketma- ketlik asosida 
masalani hal qilamiz.

1. Oxyz q o ‘zgalmas koord inata sistemasini qo ‘zg‘almas konusga 
bog'lab, qo ‘zg‘aluvchi sistemaning O: o ‘qini esa A konus simmetriya 
o‘qi bo‘ylab yo‘naltiramiz.

2. A konusning oniy burchak tezligini aniqlaymiz. A konus qo‘zg‘almas 
Я konus ichki sirtida sirg‘anmasdan dumalagani uchun aylanish oniy 
o‘qi О Q bu konuslar yasovchilarining urinish chizig‘i OMQ bo 'ylab 
yo‘naladi (132-shakl).
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A konusning С nuqtasini bir tomondan Oz o‘q atrofida cot burchak 
tezlik bilan, ikkinchi tomondan ОQ oniy o ‘q atrofida со burchak tczlik 
bilan aylanishini e’tiborga olib, bu nuqta tezligini quyidagicha ifodalay 
olamiz:

3C = <a, • KXC, 3C = co hn = a  ■ КС.

Bu tengliklarda K tC va КС  mos ravishda C nuqtadan Oz va O il 
o ‘qlargacha bo‘lgan masofadan iborat:

KtC = OC sin 45° = / • cos 15° sin 45° =34,15 m,
КС = / sin 15° =12,94/и

u holda,

3C = 68,3 m/sek, co = 3c /KC = 5,28 sek~l.

C nuqta tezligiyo‘nalishigako‘ra a> vektori OM, bo‘yicha yo‘nalgan.

a=const bo'lganidan 3c = const , binobarin co-const.
3. A konus M  nuqtasining tezligini topamiz. Konusning harakatini 

О П  aylanish oniy o‘qi atrofida oniy aylanma harakat deb qarasak, (10.18) 
formulaga binoan:

3M =co-MK2 = a ■ M0M • sin75° =101,97 m/sek.

3 m vektor M K2 ga tik ravishda shakl tekisligidan tashqari tomon 
yo‘nalgan.

4. A konus burchak tezlanishini aniqlaymiz. Oniy burchak tezlanishi- 
ni (10.8) form ula asosida topam iz, ya’ni m iqdor jihatdan  o 'zgarm as 
bo'lgan со vektor uchining tezligini aniqlaymiz. со vektorning uchi «ra-

diusi» sin60° 3  ga teng, simmetriya o ‘qi Oz bo'lgan aylana bo'ylab <y, 
burchak tezlikda harakatlanadi (133-shakl).
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133-shakl.
Shunga ko‘ra

e = и = cox ■ (o • sin 60° = 9,15 sek~2
e  vektori к vektorga parallel ravishda shakl tekisligiga tik yo'nalgan 

va О nuqtaga qo'yilgan.
5. A konus M  nuqtasining tezlanishini topamiz. Bunda Rivals teore- 

masini ifodalovchi (10.22) formuladan foydalanamiz:
~® ау!М  ®int M

(10.23) ga binoan

aayiM = £ - ° M -sin £, OM e-OM

(chunki s, OM = 90°).
133-shakldan:

OM =yj(OM0)2 +(М0М)2 - 2 OM0 M0M cos75° =48,81 m.

Binobarin, атш  - £ - O M -  446,6 m/sek2 аауШ vektor shakl tekisligi- 
da joylashgan va OM ga tik yo'nalgan.

(10.24) dan foydalanib °mtм ni topamiz:
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amtM = о 2 - MK2 = 538.4 m/sek2.

амм vektor ham shakl tekisligida joylashib, MK2 bo'ylab aylanish 
oniy o ‘qi tomon yo'nalgan.

Tezlanish modulini aniqlashdan avval aayiM va аым vektor tashkil

qilgan burchakni topamiz. aoyiM -L ОМ, а,„ш ±O M 0 bo'lgandan .
ДMOK2 dan:

OK, O M , - K M „  5 0 sin 15"cosy -------- = ----- =------=---- = ---------- -------------- = 0,92.
ОМ OM  48,81

Tezlanishlar parallelogramiga kosinuslar teoremasini qoMlaymiz:

ам ~ yj(auy/MУ + faint*/)* 2o0yiM ■ ain, A/ - cosy -

= ,/46899,16 = 216,57 m/sek2.

ан vektor yo'nalishini aniqlash uchun bu vektorning M K2 bilan 
tashkil qilgan a  burchakni topamiz. Sinuslar teoremasiga binoan:

J avl Л/ sin a  = ■
■sin у

= 0,808; a *  54°.
sin^ sin a  au

Shunday qilib, berilgan paytda M  nuqta tezlanishi miqdori 216,57 m/sek2 
ga teng, shakl tekisligida yotadi va M M Q kesma bilan 54°+15°=690 bur- 
chak tashkil etadi.

w

TAKRORLASH UCHUN SA VOLLAR
1. Sferik harakat deb qanday harakatga aytiladi?
2. Eyler burchaklari deb nimaga aytiladi?
3. Oniy burchak tezligi nima?
4. Oniy burchk tezlanishi nima?
5. Oniy burchak tezlanishi qanday tashkil etuvchilarga ajraladi?
6. Sferik harakatdagi jism nuqtasi tezligi qo ‘zg ‘aluvchi koordinata sis- 

temasida qanday aniqlanadi?
7. Sferik harakatdagijism nuqtasi tezlanishi qo 'zg 'almas koordinata sis- 

temasida qanday aniqlanadi?
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л Sfenk harakatdagi jism nuqtasi tezlanishi qanday aniqlanadi? 
y. Aylaruna tezlanish nima?
10 .0‘qqa intilma tezlanish qanday aniqlanadi?
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XI BOB. NUQTANING MURAKKAB HARAKATI

N uqta ikki va undan ortiq harakatda ishtirok etsa, uning bunday 
harakati m urakkab harakat deb ataladi. Yuqorida nuqta yoki qattiq 
jismning qo‘zg‘almas, koordinatalar sistemasiga nisbatan harakatini tek- 
shirgan edik, lekin nuqta yoki qattiq jismning harakatini qo ‘zg‘aluvchi 
hamda qo‘zg‘almas koordinatalar sistemalariga nisbatan ham tekshirish 
m um kin. N uq ta  yoki qa ttiq  jism  q o ‘zg‘aluvchi sistem aga nisbatan 
harakatda bo‘lib, qo‘zg‘aluvchi sistemani o ‘zi boshqa bir qo‘zg‘almas 
sistemaga nisbatan harakatlansa, nuqta yoki jismning qo‘zg‘almas koor- 
dinata sistemasiga nisbatan harakati murakkab harakat bo'ladi.

Nuqtaning murakkab harakatini qo‘zg‘almas sistemaga nisbatan tek­
shirish masalasi ancha m urakkab masaladir. Amaliy masalalarni yechish- 
da nuqtaning murakkab harakatini sodda harakatlarga ajratib yozish an­
cha qulay bo‘ladi. Buning uchun nuqtaning harakatini qo‘zg‘aluvchi hamda 
qo'zg'alm as koordinatalar sistemasiga nisbatan tekshiriladi.

Masalan: Kema palubasida harakatlanuvchijismning daryo qirg‘og‘iga 
nisbatan harakati m urakkab harakatdan iborat. Palubadagi jismning 
harakatini bevosita daryo qirg‘og‘iga nisbatan tekshirib bo'lmaydi. Bu 
harakatni kema bilan bog'langan qo ‘zg‘aluvchi hamda qirg‘oq bilan 
biriktirilgan qo‘zg‘almas koordinatalar sistemalariga nisbatan tekshir- 
sak, harakatlanuvchi jismning murakkab harakatini ikki oddiy harakat­
larga keltirib tekshirgan bo'lamiz. K o'pincha m urakkab harakatga oid 
m asalalarda q o ‘zg‘aluvchi koordinata sistemasining q o ‘zg‘almas sis­
temaga nisbatan harakatini aniqlash yengil bo'ladi yoki shu harakat old- 
indan berilgan bo'ladi. Masalan,keltirilgan misolda kemaning qirg'oqqa 
nisbatan harakati berilgan bo'lishi mumkin.

50-§. Nuqtaning nisbiy, ko'chirma va mutlaq harakatlari

N uqtaning qo 'zg 'alm as sistemasiga nisbatan m urakkab

h a ra k a tin i teksh iram iz. B uning uchun  0,£т}С ga n isb a tan  
harakatlanuvchi Oxyz koordinatalar sistemasini olamiz (134-shakl).

190



134-shakl.

M  nuqtaning shu ikki sistemaga nisbatan harakatini tekshiramiz. Shu 
ikki sistemaga nisbatan M  nuqtaning harakati ikki xil bo'ladi. Bu ikki 
harakatni bir-biridan farq qilish uchun quyidagi belgilashlar kiritiladi. 
Harakatlanuvchi M  nuqtaning qo‘zg‘aluvchi Oxyz sistemasiga nisbatan 
harakatiga nisbiy harakat deyiladi. M  nuqtani qo‘zg‘aluvchi sistemaga 
nisbatan harak.atsiz deb qarab, shu sistema bilan birgalikda qo‘zg‘almas
Ot <̂ rj ^  sistemaga nisbatan harakatiga ко ‘chirma harakat deyiladi. H ara­
katlanuvchi M  nuqtani bevosita qo‘zg‘almas koordinata sistemasiga nis­
batan harakatiga murakkab yoki mutlaq harakat deyiladi. Nuqtaning 
nisbiy harakatini tekshirilganda, qo‘zg‘aluvchi koordinata sistema 
harakatda ekanligini nazarda tutib, harakatini faqat shu sistemaga пь- 
batan kuzatiladi. Bu kuzatilgan harakat trayektoriyasiga nisbiy harakat 
trayektoriyasi deyiladi. Nisbiy trayektoriya bo'ylab nuqtaning tezligiga 
nisbiy tezlik, nisbiy tezlikning o'zgarishini ifodalovchi tezlanishga nisbiy
tezlanish deyiladi. Nisbiy tezlikni 9 va nisbiy tezlanishni ar bilan belgi- 
lanadi. K eltirilgan misol kema palubasida harakatlanayotgan jism  
(nuqta)ning nisbiy harakatiga faqat kemaga (kema bilan bog'langan sis­
temaga) nisbatan kuzatiladi.
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Jismning kemaga nisbatan tezligi nisbiy tezlik, tezlanishi nisbiy tez- 
lanish bo‘ladi. H arakat kuzatilayotgan paytda M  nuqta qo‘zg‘aluvchi 
Oxyz koordinatalar sistemasiga biror nuqtasi bilan ustma-ust tushgan 
deb qarab, shu nuqtaning tezligiga ko'chirma tezlik va tezlanishiga
ko'chirma tezlanish deyiladi. Ko'chirm a tezlikni 3 , tezlanishni ac deb 
belgilanadi. Keltirilgan misolda jism (nuqta) kemaning biror nuqtasida 
joylashgan deb qarab, jismning kema bilan qirg'oqqa nisbatan harakati 
ko‘chirma harakat bo'ladi.

Nuqtaning bevosita O, £, 7  C, qo‘zg‘almas sistemasiga nisbatan hara­
kati mutlaq harakat deyiladi. M utlaq harakati tezligiga mutlaq tezlik, 
tezlanishiga mutlaq tezlanish deyiladi. Mutlaq tezlikni 3 , mutlaq tezlan­

ishni ac bilan belgilanadi. Keltirilgan misolda kema palubasida harakat- 
lanayotgan jism  (nuqta)ni to ‘g ‘rid an -to ‘g ‘ri daryo q irg ‘og‘i bilan 
bog‘langan koordinata sistemasiga nisbatan harakati m utlaq harakat 
bo‘ladi.

51-§. Nisbiy harakat tenglainalari

Qo‘zg‘aluvchi Oxyz koordinatalar sistemasiga nuqtaning holatini an- 
iqlovchi x,y,z koordinatalari vaqtning funksiyalari

X = x(t),

У = У(0. ’
z = z ( 0

( 11.1)

shaklda berilgan bo‘lsa, nuqtaning qo‘zg‘aluvchi koordinata sistemasiga 
nisbatan istalgan paytdagi holatini-harakatini aniqlash mumkin (134-shakl- 
ga qarang). Shu sababli (11.1) tenglamalarga nuqtaning nisbiy harakat teng- 
lamalari deyiladi. (1 1 .1) dan vaqt t ni chiqarib tashlasak, nuqtaning nisbiy 
harakat trayektoriyasi tenglamasini olamiz. Bu trayektoriya vaqt 0‘tishi 
bilan qo‘zg‘aluvchi sistema bilan birgalikda qo‘zg‘almas sistemaga nisba­
tan harakatlanadi. Odatdagi harakat sifatida (11.1) dan vaqt bo‘yicha bir 
marta hosila olsak, nisbiy tezlikning tegishli koordinata 0‘qlaridagi proyek- 
siyalarini aniqlaydigan tengliklami olamiz:
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3rx

dx •
—  = x 
dt

dz •
•9 = —-  = z 

" dt

( 11.2)

(11.2) tengliklardan vaqt bo'yicha hosilani olsak, nisbiy tezlanishning 
proyeksiyalarini aniqlaydigan tengliklarni olamiz:

d9„ _ d 2x  ••
dt d t2 X

d9„ d 2y  “ — -  a  —-  = у  
dt d r

d3r _ d 2z _ ••
dt ~ dt2 ~ Z

(11.3)

Q o‘zg‘aluvchi Oxyz koordinata sistemasining koordinata o‘qlarining 

birlik vektorlarini i,j,  к deb belgilab, 9r ni (11.2) ga ar ni (11.3) ga 
muvofiq quyidagi ko‘rinishlarda yozamiz:

9r = 3 j  + S j  + S j ,  (11.4)

ar = a j  + a j  + a j . (11.5)
K o‘chirma va mutlaq harakatlarning tezlik hamda tezlanishlari hara- 

katlanuvchi Oxyz sistemaning harakatiga bog'liq bo'ladi.

52-§. Murakkab harakatdagi nuqtaning tezligi

Q o‘zg‘aluvchi Oxyz koordinata sistemasi qo‘zg‘almas 0,i*t]£  sis-
temaga nisbatan 9a tezlik bilan ilgarilanma harakat qilsin deylik, harakat- 
lanuvchi M  nuqtaning Oxyz ga nisbatan nisbiy harakat tenglamalari (11.1) 
da berilgan bo'lib, harakat tekshirilayotgan onda uning nisbiy harakat 
trayektoriyasi AB  egri chiziqdan iborat bo‘ladi. qo‘zg‘almas
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sistemaga nisbatan OOx = r0 > hamda OM = p  deb belgilasak, M  nuqta- 
ning murakkab harakat radius vektori 134-shakldagi

p  = r0 + r  (11.6)
ga teng. Agar j tj l к larni qo‘zg‘aluvchi koordinata o ‘qlarining birlik 
vektorlari desak, nisbiy harakat radius vektorini

r = x i + y - j  + z -k  (П-7)
ko'rinishda yozish mumkin. (11.7) ga ko‘ra (11.6) ni quyidagi ko'rinishda 
yozamiz:

p  = r0+ x - i+ y - j  + z -k . (11-8)

Bu tenglikdagi i,j, к lam ing yo‘nalish o'zgaruvchi vektorlar ekan-
ligini e’tiborga olib, (11.8) dan t vaqt bo'yicha birinchi tartibli hosila 
olamiz:

d p  dro dx- d y -  d z ­—-  = -----+ — 1 + — J + — k +
dt dt dt dt dt

d i d j  dk
x — + v—  + z —  

dt dt dt

- \

bundan

d P  . d t^ _ a------  -  U  --------------- Lf„.
dt

Eyler formulalariga asosan
dt

(11.9)

( 11. 10)

di — —— = Ct)e X i,
dt
d j  -  ——  = coey. j, 
dt
dk -  -
—  = ® ,x к 
dt

(11.11)

(11.2), (11.4), (11.10), (11.11) larni hisobga olsak, (11.9) quyidagicha 
yoziladi:

<9„ = 19r + 3„ +a>? x (x i + y j  + zk}. ( 11. 12)

9a = Sr + So + (Ос X Г. (11.13)
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Huiuiu со. x г = со. х  {xi + y j  + z& ):

M nuqtaning ko'chirma tezligi quyidagi ifodaga teng.

9e = 9o + coc x r. (11.14)
Agar ko'chirma harakat ilgarilanma harakatdan iborat bo‘lsa,

9. = 9. >
qd'zg'almas o ‘q atrofida aylanma harakatdan iborat bo‘lsa,

9, = со. x r
bo'ludi.

Shunday qilib

9a =9r  + 9 e. ( П1 5 )
Bunda (11.15) tenglik tezliklarni qo'shish teoremasini ifodalaydi. 
Tcorema. N uqtaning  m urakkab haraka tida  uning m utlaq tezligi 

к n'chirma va nisbiy tezliklarning geometrik yig'indisiga teng bo'ladi (135- 
%luikl). Boshqacha aytganda mutlaq tezligi ko‘chirma va nisbiy tezlik vek- 
torlariga qurilgan parallelogramm diagonaliga teng bo'ladi.

Agar 9 ., 9  tezliklar qiymati va ular orasidagi burchak berilgan bo'lsa, 
mutlaq tezlik moduli quyidagicha aniqlanadi:

9a = №  + $  + 2<9< &r C0S<P-
Agar:
a) <p =0° bo'lsa, 9a = 9e +9r ,

b) <p =90° bo'lsa, 9a = p ]  + 9], 

d) ^  = 180° bo'lsa, 9t =\S. - 9 r\.
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53-§. Tezlanishlarni qo‘shish teoremasi (Koriolis teoremasi)

M  nuqtaning m utlaq tezlanishini aniqlash uchun (11.9) dan vaqt 
bo‘yicha hosila olamiz:

d&a _ d 2ro
~ d T ~ ~ d F

(
+2

^ d 2 x -  d zy -  d 2z j  
----- l + -r^-J  + -T 2 kdt2 d f dtl

7 \dx d i + d y d j ^ d z  dk  
dt dt dt dt dt dt (11.16)

d  i d 2j  d 2k 
+ * —- +  v — f  + z — - .  

dt ' dt d t2

J d 9 . -
Bunda —— = a. -  M  nuqtaning mutlaq tezlanishi. 

dt

d i d  /— -Л da>. - — d i -  - — I— -\
—T Z  =  X  l } =  —7— x  / + a ), X —  = £ , X I + (0 . X \ДР, x / 1
dt dt dt dt X0'

d  j  d  (— - \  da>< -  — d  i -  -  — (— - \
-----Г = ----V O '*  I 1 = -------- X J  +  ffl, X ------ ---  E .  X /  +  (О. X Ш< x  j  i
d r  d t dt dt '  '
d 'k  d  l— - \  dcot 7  — -  г  —

— = — \<y, x k )= ------x t  + fy, x —  = e, x к + соло), xAJ* sli ' ' Л4 ' 'dt1 dt dt

bo‘lib,

d 2i
dt

dt*j d 2k -  /  - -  - \  —
+  У -----у  +  2 -----у  =  £ e *  \XI +  У )  +  Z K j+  Q),

dt dt

: (xi + y j  + zk]= £ e * r + G)e x(a>e x r)= al + a”

d 2ro -
— — = a,> -  О qutbning tezlanishi. 
dt'

ae -  ao + a" + al -  M  nuqtaning ko‘chirma tezlanishi bo'lib, О nuq­
taning tezlanishi hamda aylanma va o ‘qqa intilma tezlanishlarning geo-
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pm ink yig'indisiga teng:

-  d 2x -  d 2y -  d 2z -  
dtl d t1 d t2

iiuhiy tezlanish.

cik = 2
d x d i d y d j  dz d k x 
dt dt dt dt dt dt

= 2(d)e *3r)

(11.17)

(11.18)

Koriolis tezlanishi.
Dcmak, M  nuqtaning mutlaq tezlanishi quyidagicha hisoblanadi:

aa = a* +a, +at. (d-19)
(11.19) Koriolis teoremasini ifodalaydi: ko ‘chirma harakati ilgarilan- 

ri hi ho'lmagan murakkab harakatdagi nuqtaning mutlaq tezlanishi uning 
nishiy ko'chirma va Koriolis tezlanishlarining geometrik yig'indisiga teng. 

Agar ko'chirma harakat ilgarilanma harakatdan iborat bo'lsa ( co= 0),

(II 18) ga asosan Koriolis tezlanishi ( a t = 0 )  nolga teng bo'ladi. Bu 
Imlda Koriolis teoremasi quyidagicha bo'ladi.

Agar nuqtaning ko'chirma harakati ilgarilanma harakatdan iborat bo'lsa, 
uning mutlaq tezlanishi nisbiy va ko'chirma tezlanishlarining geometrik 
vig'indisidan iborat bo'ladi.

Cta — Ctr H" Ga. ( 11.20)

54-§. Koriolis tezlanishi

Koriolis tezlanishi ko'chirm a harakat burchak tezlik vektorining nis- 
hiy harakat tezlik vektoriga vektorli ko'paytm aning ikkilanganligiga teng:

ak =2(ЗгхсОс). (П-21)
Ko'chirm a nisbiy tezlanishlar vaqt birligi ichida tegishlicha nisbiy, 

ko'chirma tezliklarning o'zgarishini xarakterlaydi. Koriolis tezlanishi esa 
nisbiy tezlikni ko'chirm a harakat ta ’siridan, aksincha ko'chirma hara­
kat burchak tezligini nisbiy harakat ta ’sirida o'zgarishini xarakterlaydi. 
Agar ko'chirma harakat ilgarilanma bo'lsa, cot- 0, bu holda ak= 0.

Koriolis tezlanishi hosil bo 'lm aydi. K o 'chirm a harakati aylanma 
ho 'lgan  nuq ta  m urakkab  harak a tig a  tegishli m asalani yechishda,
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ko'chirma, nisbiy tezlanishlardan tashqari Koriolis tezlanishini ham hisob- 
lash talab etiladi. (11.21) formuladan Koriolis tezlanishining miqdor va 
yo'nalishini aniqlaymiz.

Agar 3  bilan 9r orasidagi в  burchak berilgan bo‘lsa, Koriolis tez- 
lanish ak ning miqdori, quyidagi tenglikdan topiladi.

ak = 2coe9r sin 9. (11.22)
Koriolis tezlanishi ko'chirma harakat ^ -bu rchak  tezlik vektori bilan 

<9. nisbiy harakat tezlik vektorining vektor ko‘paytmasi yo‘nalishida

yo'nalgan ak vektor bo‘lib, 3  bilan 3r yotgan tekislikka tik yo‘naladi.

ak ning yo‘nalishini aniqlash uchun со, vektorni tezlanishi izlanayotgan 
M nuqtaga ko‘chiramiz.

Koriolis tezlanishi vektori uchidan qaraganda, vektor soat milining

aylanishiga teskari aylanishda в  burchakka burib 9, vektor bilan bir 
yo'nalishda ko'rinishi kerak. Koriolis tezlanish yo'nalishini quyidagi Ju- 
kovskiy qoidasi asosida aniqlanadi. Nisbiy tezlik vektorini ko'chirma hara­
kat burchak tezligi yo'nalishiga perpendikular tekislikka proyeksiya-

laymiz. Bu proyeksiya 9', ni mazkur tekislikda ko'chirm a harakat aylan- 
ish yo‘nalishida 90° ga buramiz (136-shakl). Bu yo'nalish Koriolis tezlan­
ishining yo'nalishidir.
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Quyiilagi hollarni tekshiramiz:

I Agar i9 nisbiy tezlik, ko'chirma harakat cot - burchak tezligiga tik

• nalgan bo'lsa, Koriolis tezlanishining qiymati a ,-2 c o 9 r ga.teng 
bo'ladi.

,9 ni a)' ga tik tekislikda aylanma harakat yo‘nalishida 90° ga ay- 
11ш и как, Koriolis tezlanishining yo‘nalishini olamiz.

' A gar 9 r a ,  ga p a ra lle l b o ‘lsa, u ho lda  5 )  = 0 ,  yoki

i... 5 ) = 180" bo'lib, ak = 0 bo'ladi.

i Ko'chirma harakat ilgarilanma harakatdan iborat bo'lsa, <y = 0 

hu’lib, at = 0 bo'ladi.

45-§. Mutlaq harakat tezlik va tezlanishlarini aniqlashga doir masalalar 

39*-masala. T o 'g 'ri chiziqli OA quvur qo'zg'alm as nuqtadagi (shakl
л .

id, isligiga tik) o'tgan o 'q  atrofida ^  = — t qonuniga muvofiq aylanadi. 

I In yerda <p -quvurni qo'zg'alm as gorizontal Ox o'qi bilan tashkil etgan

i>urchagi. Quvur bo'ylab M  shar OM  = —  m qonuni bo'yicha harakat- 

l.inadi (137-shakl). M  sharchaning r=l sek dagi mutlaq tezligini toping.

137-shakl.



Cbry-qo'zg'aluvchi sistemaning Ox o ‘qini quvur bo'ylab Oy o'qining 
unga tik yo'naltiramiz. U holda nuqtaning nisbiy harakat tenglamasi 
quyidagi ko'rinishda ifodalanadi:

x = OM = bt2 _ 
2 '

b = const',

y  = 0
(39*. 1)

Nisbiy tezlikni aniqlash uchun (39*. 1) tenglamadan hosila olamiz:

9„  ■  —  =  bt;at
ш ±  = 0. 

dt
9r = Js* + 3 f~ b t m/sek. (39*.2)

3 r tezlik vektori О dan quvur bo'ylab yo'naladi. Quvurning О nuqta 
atrofidagi M  shar bilan birgalikda harakati ko'chirma harakatni ifoda- 
laydi va tezligi quyidagi ko'rinishda ifodalanadi:

3e =coOM  (39*.3)
Ko'chirm a harakat tenglamasidan burchak tezligini topamiz. Y a’ni:

w = —  = —t 1/sek (39*.4)
dt 2 K J

(39*.4) ni va OM  ning qiymatini (39*.3)ga qo'ysak ko'chirma tezlik 
kelib chiqadi:

3 .-со-OM = = m/sek. (39*.5)

Ko'chirm a tezlik vektori M  nuqtada OMga tik ~9 * 1 OM yo'naladi. 
(11.17) tenglamadan:

Sa = co*dM+9r. (39*.6)
Uning moduli

9a = J >9; + 3 2r + 23e 9r cos 90° V16 + тг2/1 m/sek.
4

f=l sek. >9 =—yJ 16 + 7Г2 m/sek =1,096 m/sek.
4

40*-masala. O 'ng tomoniga gorizontal bo'ylab a,=49,28 m/sek tezligi 
bilan harakat qiluvchi aravaga elektr motori o'rnatilgan, uning rotori hara- 
katga keltirish vaqtida <p-t2 tenglamasiga muvofiq aylanadi, bunda <p 
burchak radianlar bilan o'lchanadi. Rotorning radiusi O A -r -20 m ga teng. 
Rotor to'g'inidagi A nuqtaning t - 1 sek bo'lganidagi mutlaq tezlanishini 
aniqlang. Shu paytda A nuqta 138-a shaklda ko'rsatilgan vaziyatda turadi.
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Ycchish. A nuqta murakkab harakatda, ya’ni rotorni О o ‘qi atrofida 
m-.hiy aylanma harakatda va arava bilan birga ilgarilanma ko‘chirma 
Imrnkatda ishtirok qiladi. Ko'chirma harakat ilgarilanma harakat bo‘lgani 
hi Imn A nuqtaning mutlaq tezlanishi nisbiy va ko‘chirma tezlanishlar- 
mng geometrik yig'indisiga tengdir. Rotor nisbiy aylanma harakatining 
hurchak tezligi va burchak tezlanishini f=l sek uchun topamiz:

dcpсо = - z-; 
dt

_dco _ d 2<p 
dt dt2 (40*. 1)

co = 2t = 2 IIsek; e = 2 1/sek2 (40*.2)

Rotor bir tekislikda aylangani uchun A nuqtaning nisbiy tezlanishi 
urinma drr nisbiy normal arn tezlanishlaming geometrik yig‘indisidan 
ihorat. Y a’ni:

a,=ar,+an, (40*.3)

Ularning qiymatlarini aniqlaymiz va yo‘naltiramiz (138-b shakl): 

a „  =  r ■ | f |  =  20 • 2 =  40 m l s e k 2 (40*.4)
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X = X„+3rg-t +
a.t‘

(41*.3)

Bunda / -0  da x0=0, 3r0 = 0 boshlang‘ich shartlardan foydalansak 
(41*.3) tenglama quyidagi ko'rinishni oladi:

x  = a — . 
2

(41 *.4)

Shunday usul bilan ko‘chirma harakat tenglamasi aniqlanadi:
у

S4 = a / -  (41*.5)

Nuqtaning О£ ij qo‘zg‘almas sistemaga nisbatan £ /7 koordinatalarini 
topamiz:

£ = x-cos a  + ar£

' 2

I -Jr Г= a ---------- + a —
r 2 2 " 2 , s 4 4 + ' - - r .2 2

(41*.6)

П h -  x  sin 45° = h - a - s i n  45° 
r 2 (41 *.7)

(41*.6) va (41*.7) tenglamalar P jismning mutlaq harakat tenglama- 
sini ifodalaydi. Bu tenglamalardan jismning traektoriya tenglamasini an- 
iqlaymiz:

(41*.8)

Demak, trayektoriya tenglamasi to ‘g‘ri chiziqdan iborat.
Mutlaq tezlanish miqdori:

aa = -Ja* + a] + 2ai,ae ■ cos 45° = V J m/sek2.

42*-masala. О A kulisa 0‘zining О uchi atrofida o'zgarmas a  = 2sek '*
burchak tezligi bilan aylanadi. M polzun О A kulisa bo‘ylab О dan A ga 
qarab S=OM=(2+3t2) m qonun asosida harakat qiladi. Polzunning 
t - \  sek dagi mutlaq tezligi va tezlanishi topilsin (140-shakl).
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Yechish. О nuqta orqali Оц Ц qo‘zg‘almas koordinatalar sistemasini 
hamda OA kulisa orqali Ox qo‘zg‘aluvchi o‘qni o'tkazamiz. M  nuqtaning 
tezligini tezliklarni qo'shish teoremasiga muvofiq aniqlaymiz:

Э. = 9 .+ Э ..  (42М )
M  nuqtaning nisbiy tezligini Ox bo 'ylab nisbiy harakat tenglamasi 

S'=(2+3/2) dan aniqlaymiz.

9 = — = 61 m/sek. (42*.2)
r dt

9 r tezlik M  dan A ga qarab yo‘naladi. M  polzunni OA kulisaga nis- 
batan harakatsiz deb qarasak, M  ning kulisa bilan birgalikda qo‘zg‘almas 
О nuqta atrofidagi harakati ko‘chirma harakat bo‘ladi va uning tezligi 

9C =a>\OM\ = 2(2+ 3t2) m/sek (42*.3)
ga teng. 9, aylanish yo‘nalishida, ya’ni JT j_ g 9 ^ -  moduli

= №  + %  = J (4  + 6 t2) 2 + (6 t)2 (42*.4)
tenglikdan topiladi ?=1 sek da (42*.2), (42*.3) va (42*.4) formulalardan:

i9.=6 m/sek
<9e= 10 m/sek (42*.5)
i9^=l 1,64 m/sek

a  -burchak tangensi esa:
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(42*. 6)9. 3

ga teng bo'ladi. a  -burchak qiymatiga ko‘ra 3a ning yo'nalishi topiladi. 
M  polzunning ko'chirm a harakati aylana bo'ylab harakat bo‘lganidan 
uning mutlaq tezlanishi Koriolis teoremasidan aniqlanadi

a„=ar + at +at (42*.7)
at - Koriolis tezlanishlarini ifodalaydi.

Nisbiy harakat tezlanishi quyidagicha:
d9a, = — L -  6 m/sek2. (42*.8)
dt

Bunda a >0 bo'lganidan nisbiy tezlanish nisbiy tezlik bo'yicha yo'nal- 
gan. Ko'chirm a harakat kulisaning aylanma harakatidan iborat bo‘l- 
gani uchun, M  polzunning ko'chirma tezlanishi normal va urunma tashkil 
etuvchilardan iboratdir:

a< =a,„+a., (42*.9)
da)

Masala shartiga asosan со -const. Shuning uchun c, = — -  = 0
' dt

bo‘ladi. Bu holda

aer = £e\OM\ = 0\ ae = aen= co2e\OM\ = 4(2 + 3t/  m/sek2. (42*.10) 
Bu tezlanish OA bo‘ylab M  dan О aylanish markaziga qarab yo'naladi. 

Ko'chirm a harakat burchak tezlik vektori О nuqtadan shakl tekisligiga 
perpendikular o ‘tgan o ‘q bo'ylab kuzatuvchi tomonga yo'nalgandir,

ya’ni со, L 3 r ,  bu holda Koriolis tezlanishning miqdori quyidagicha 
bo'ladi:

ak =2coe3r sm(coc, 9r) = 2coe9r sin90° = 24/ m/sek2 (42*.11)

ak yo‘nalishi 9 r ni M  nuqta atrofida ko‘chirma harakat yo‘nalishida 
90° ga aylantirishdan hosil bo‘ladi. Mutlaq tezlanish modulini

+ <  (42*-12> 
formuladan aniqlanadi. 140-shakldan

Qm dr cien, Qay ak . (42*. 13)
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. 1111n ц ;1 k o ‘ r a  г = 1  s e k  m u t l a q  t e z l a n i s h n i n g  m o d u l i

aa -  л!(аг - a en)2 +a2k = 27,8 ml sek. (42*. 14)

TAKRORLASH UCHUN SAVOLLAR
1. Nuqtaning nisbiy, ko'chirma, mutlaq harakatlari deb qanday hara­

kat larga aytiladi?
2. Nisbiy, ко ‘chirma, mutlaq tezliklar orasida qanday bog 'lanish mavjud?
1. Qo ‘:g ‘almas sanoq sistemasiga nisbatan tinch turgan nuqtaning nis-

Inv va ko'chirma tezliklari orasida qanday bog'lanish mavjud?
4. Nuqtaning mutlaq tezlanishi qanday aniqlanadi?
5. Koriolis tezlanishi qanday aniqlanadi? Koriolis tezlanishi qanday hol- 

larda nolga teng bo jadi?
6. Ko'chirma harakat ilgarilanma bo'lgan holda nuqtaning mutlaq 

tezlanishi qanday aniqlanadi?
7. Nuqtaning mutlaq tezligi moduli qanday aniqlanadi?
8. Nuqta doira gardishi bo ‘ylab, doiraga nisbatan, doira aylanishiga 

teskari tomonga harakatlanadi. Bu nuqtaning mutlaq tezligi qanday 
vo ‘naladi?

9. Harakatdagi doira gardishi bo ‘ylab, doira harakati yo ‘nalishi bo ‘yicha 
harakatlanuvchi nuqtaning Koriolis tezlanishi qanday yo ‘naladi?

10.0 'z o  ‘qi atrojida tekis aylanuvchi silindrning yo ‘naltiruvchisi bo ‘ylab 
nuqta tekis harakat qiladi. Nuqtaning Koriolis tezlanishi nimaga teng?
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XII BOB. Q A T T I Q  J I S M N I N G  T E K I S - P A R A L L E L  H A R A K A T I

56-§. Qattiq jismning tekis-parallel harakati. Qattiq jismning tekis-parallel
harakatini aniqlash

Qattiq jism harakatlanganda uning harnma nuqtalari biror qo'zg'almas 
tekislikka parallel tekisliklarda harakatlansa qattiq jisnming bunday harakatiga 
tekis-parallelharakat deyiladi (141-shakl). Jismni P0 tekislikka parallel bo‘lgan 
ixtiyoriy P tekislik bilan qirqamiz. Natijada P tekislikda S qirqim yuza hosil 
bo‘ladi. Bu yuzani tekis shakl deb ataladi. Tekis shakl hamma vaqt P tekis­
likda harakatlanadi. Jismda P tekislikka tik qilib A 'A " olingan kesraa jism 
harakatlanganda o‘ziga o ‘zi parallel qoladi. Uning hamma nuqtalarining 
tezlik va tezlanishlari bir xil bo'lib, P tekislikka parallel bo‘ladi. Bunday 
holda A 'A " kesma ustida yotuvchi jismning hamma nuqtalarining harakati­
ni o'rganish o‘miga, shu nuqtalardan birining harakatini o'rganish kifoya. 
Shunday nuqta uchun S  tekis shaklning A nuqtasini olsak bo‘ladi.

Demak, qattiq jism tekis parallel harakatini o'rganish uchun, jismda 
P0 qo'zg'alm as tekislikka parallel bo'lgan S  yuza (tekis shakljning P tekis- 
likdagi harakatini bilsak kifoya. Kinematikada qattiq jismning tekis par­
allel harakati sohasida yuritiladigan mulohazalar mashina va mexanizm- 
larning va ularning ayrim qismlarining harakatini o'rganishda nazariy baza 
sifatida qo'llaniladi. Shuning uchun qattiq jismning tekis parallel harakati 
kinematikaning asosiy qismi bo'lib, bu qismni ayrim o'rganiladi. Tekis 
shakl harakatlanadigan tekislikka tekis shaklning harakat tekisligi deyi­
ladi. Tekis shaklning harakat tekisligida joylashgan qo 'zg 'alm as Oxy 
koordinata sistemasiga nisbatan harakatini o'rganamiz.

141-shakl.
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I iiircma. Tekis shaklning harakat tekisligidagi har qanday harakatini 
• 11 v oi ly tanlab olingan qutb nuqtasining harakati bilan ilgarilanma hara- 

i. ai>Ian va shu qutb nuqta atrofida aylanma harakatlardan tashkil top- 
l' in deb qarash mumkin (142-shakl).

Tekis shakl S  ning qo‘zg‘almas koordinata sistemasiga nisbatan vazi- 
vati unda olingan ixtiyoriy ikkita nuqtasini tutashtiruvchi AB  kesma- 
ning vaziyati bilan aniqlanadi. Biroq AB kesmaning qo‘zg‘almas sis- 
lemaga nisbatan vaziyati uning biror nuqtasining koordinatalari va bu 
kesmaning Ox o ‘qi bilan tashkil etgan burchagi bilan aniqlanadi. Bun- 
day nuqtaga qutb nuqta deyiladi. Faraz qilaylik, S  tekis shakl t vaqtda 
l-holatda bo‘lib uning holati AB  kesma bilan aniqlansin, t + At vaqtda 
S, II holatga ko‘chib, AB kesma A iBi holatni oladi. A nuqtani qutb 
deb olamiz.

AB  ning A nuqtasi Л, ga o ‘tguncha S  tekis shaklga ilgarilanm a 
harakat beramiz, shunda AB  kesma A {B' holatga keladi. Bu holda S 
ning ham m a nuqtalari geom etrik A A i ga teng m asofaga k o ‘chadi. 
A tB' ni A , nuqta atrofida /.B^A^B' ~(px ga aylantirsak, A tB' kesma 
A tBt holatga ko'chadi. Tekis shakl S  birinchi holatdan ikkinchi ho­
latga o ‘tadi. Endi В nuqtan i qutb  deb olamiz. В nuqta S, holatga 
kelguncha S  tekis shaklga ilgarilanm a harakat beramiz. Bu holda AB 
kesma A'BX holatga o 'tadi.

Tekis shaklning hamma nuqtalari bir xilda BB' masofaga ko'chadi. В 
nuqta atrofida ZA'BiAl = <p2 burchakka aylantirsak, A В kesma

2 0 9



holatga keladi. Bu holda S  tekis shakl В nuqta harakati bilan ilgarilan- 
ma ko'chib, В nuqta atrofida <p2 burchakka aylanishi natijasida 5 bii 
inchi holatdan ikkinchi holatga o ‘tadi. Birinchi holda S  tekis shakl A 
nuqtaning ilgarilanma harakati bilan A nuqta atrofida <p, burchakka 
aylanishi natijasida birinchi holatdan ikkinchi holatga o ‘tgan edi. Hai 
ikki holda tekis shaklni birinchi holatdan ikkinchi holatga ko‘chishi ikki 
harakat natijasida bajarilishini ko‘rdik. Bu tekis shaklning harakat tek- 
isligida ko‘chishiga doir teoremani ifodalaydi.

Biz yuqorida bir gal A, ikkinchi galda В nuqtani qutb deb oldik A va 
В lar ixtiyoriy nuqtalar bo'lgani uchun qutb nuqtani tanlab olish ixtiy- 
oriy bo'ladi. Tekis shaklni ilgarilanma harakati qutb nuqtani tanlab ol- 
ishga bog'liq. Masalan, yuqorida A nuqtani qutb nuqta uchun olgani- 
mizda S ni nuqtalari ilgarilanm a haraka t natijasida A A masofaga 
ko 'chgan bo 'lsa , В nuqtani qutb uchun olganimizda BB' m asofaga 
ko'chadi.

Biroq A A / *B B l aks holda (A A = B B ;) tekis shakl faqat ilgarilanma 
harakat qiladi. H ar ikki holda ZB'AIBi -  ZA'BXAX : ya’ni (p^-(p,. Bun- 
dan tekis shaklni har ikki qutb nuqta atrofida aylanish yo‘nalishi va 
aylanish burchagi bir xilda ekanligini ko'ramiz. Demak tekis shaklning 
ilgarilanma harakati qutb nuqtani tanlab olishga bog'liq, ammo aylan- 
ma harakati qutb nuqtani tanlashga bog'liq bo‘lmaydi.

57-§. Tekis shaklning harakat tenglamalari

Tekis shakl S ni harakat tekisligida joylashgan Oxy qo‘zg‘almas koordi- 
nata sistemasiga nisbatan harakatini tekshiramiz. Qutb nuqta uchun S ning 
biror 0 , nuqtasini ixtiyoriy tanlab olamiz. Shu 0 ] nuqtada S  bilan mahkam 
bog‘langan, u bilan birga harakatlanuvchi 0^xly i koordinata sistemasini 
o'tkazamiz. koordinata sistemasini Oxy koordinata sistemasiga nis­
batan harakati S  ni Oxy ga nisbatan harakatini ifodalaydi. Otx ty t ning 
Oxy ga nisbatan holati Ot ni koordinatalari hamda Ox ning Orx, bilan 
tashkil etgan <p burchagi bilan aniqlanadi. Vaqt o'tishi bilan S  harakatlan-

ganda Х(^,Уо^x  va <p lar t vaqtning funksiyasi shaklida o ‘zgaradi (143- 
shakl).
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Yn’m,

Xo, = / | ( 0  

Уо, = fi(  0  

Ф ~ / з (0
( 12. 1)

I'.i'ladi. , >>Wi va (p lar vaqtning bir qiymatli, uzluksiz differensiallanuv-
1 In funksiyasi bo‘ladi. (12.1) tenglamalar berilgan bo‘lsa, istalgan t vaqt 
ik hurt 5  ning xy tekisligidagi holati m a’lum bo‘ladi. (12.1) tenglamalar 
irk is shaklning harakat tenglamalari deyiladi. Agar harakat davomida 
f  -const bo ‘lsa, S  va Y bilan bog‘langan Окх ху х koordinata 0 ‘qlari 
o'zlarining boslang‘ich holatiga doimo parallel harakatlanadi.

S ilgarilanma harakatda bo'ladi. Agar Я  ,y Qi =const bo'lsa, S  va у 
bilan bog‘langan Oxx xy x koordinata o ‘qlari 0 , nuqta atrofida aylanma 
harakat qiladi. (p aylanish burchagini Ox dan boshlab soat milining ay- 
lanish tomoniga teskari aylanishda hisoblanadi. Shunday qilib S  ning 
qo‘zg‘almas xy tekisligidagi harakati ikki harakatdan tashkil topadi.
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(12.1) tenglamalarning birinchi ikkitasi S  tekis shaklning ilgarilanm.i 
harakatini, uchinchisi 5  ning qutb nuqta atrofidagi aylanma harakatim 
ifodalaydi. Agar (12.1) berilgan bo 'lsa, ularni birinchi ikkitasidan t 
bo'yicha bir m arta hosila olib, S  ning ilgarilanma harakat 3  tezligini 
topamiz:

Ъ „ = Л О );  \ У= Л 0 )
bunda

Q), ~ tJ xo, +  Уп, + &U,y

Agar (12.1) ning uchinchi tenglamasidan t vaqt bo‘yicha bir marta 
hosila olsak, S tekis shaklning O, nuqta atrofidagi aylanma harakat bur- 
chak tezligi со ni va ikki m arta hosila olsak, burchak tezlanishi s  ni 
topamiz:

Demak, S tekis shakl harakat tekisligidagi harakati ixtiyoriy tanlab 
olingan O, qutb nuqtasining tezligi bilan ilgarilanma va Ox qutb nuqta 
atrofida aylanm a h araka tla rdan  tashkil topadi. S  tekis shakl Oxy 
qo‘zg‘almas koordinata sistemasiga nisbatan bir vaqtda ikki harakatda 
ishtirok etadi. Shuning uchun S  ning Oxy ga nisbatan harakati murakkab 
harakatdan iborat deb qarash mumkin. S  ning ilgarilanm a harakati 
ko‘chirma, uning qutb nuqta atrofidagi aylanma harakati nisbiy hara­
kat bo‘ladi.

58-§ Tekis shakl nuqtasining tezligini qutb usulida aniqlash

Tekis shaklning Oxy tekisligidagi harakatini tekshiramiz (144-shakl). 
S  ning biror A nuqtasini qutb uchun tanlab, uning radius vektorini rt

bilan belgilaymiz, S  ning ixtiyoriy В nuqtasining radius vektori rB. Yu- 
qorida isbotlangan teoremaga asosan quyidagicha bo'ladi.

rB=rA+rAB- ( 12-2)
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Bunda r lB В nuqtaning A nuqta atrofida aylanma (nisbiy) harakat 
radius vektori. Nuqta harakatlanganda uning radius vektori t vaqtning 
funksiyasi sifatida o‘zgaradi. В nuqtaning tezligi (12.2) dan t vaqt bo'yicha 
olingan hosilaga teng bo‘ladi. Y a’ni

d r  и
~dT

dr„ _ i f f • +
dt dt dt

d r  A
= i9 b ,'

dt
=  З а

dt

(12.3)

bunda 9Bi В nuqtaning A nuqta atrofldagi nisbiy (aylanma) harakat
tezligi. Aylanma harakat tezligi, aylanma harakat со burchak tezlik vek- 
torining aylanish radius vektoriga vektorlik ko'paytmasiga teng ekanligi 
bizga m a’lum

9 ел =o)*AB.

Bunda со 1  AB bo'lganiuchun 9 BA ning miqdori 9 вл = соАВ bo'ladi. 
Bularning qiymatlarini ( 12.3) ga qo‘ysak quyidagi tenglikni olamiz:

( 12-4)
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Demak, tekis shaklning biror nuqtasining tezligi, qutb  nuqtasi 
ning ilgarilanm a harakat tezligi bilan qutb nuqta atrofidagi aylanmu 
harakat tezliklarining geometrik yig‘indisiga teng ekan. Boshqachu

aytganda, tekis shaklning biror nuqtasining absolut ( 3 B) tezligi un- 

ing qutb nuqtasining ko'chirm a harakat ( i9 4) tezligi bilan qutb nuq­

ta a tro fida nisbiy ( 3BI aylanm a) h a rak a t tezliklarining geometrik
yig‘indisiga teng bo'ladi. (12.4) tenglikdan foydalanib, amaliy masa- 
lalarni yechishda katta  aham iyatga ega bo 'lgan quyidagi teoremani 
isbotlaymiz.

Teorema. Tekis shakl ikki nuqtasining tezliklarini shu nuqtalarni tut- 
ashtiruvchi to ‘g‘ri chiziqdan o'tuvchi o'qdagi proyeksiyalar o ‘zaro teng 
boMadi.

Tekis shaklning Эл va 3 B tezliklari berilgan bo isin  (145-shakl). Shu 
tezliklarning A va В nuqtalarini tutashtiruvchi Ax  yo'nalishiga proyeksi- 
yasining tengligini ko'rsatsak, teoremani isbotlagan bo'lamiz. Buning 
uchun (12.4) ni Ax  yo‘nalishiga proyeksiyalaymiz:

Bunda 3u ±  AB  bo'lgani uchun prAx(9BA) = 0 .
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Dcmak,
(12.5)р г АЛ 3 в )  =  Р гаА $  a ) 

cos a  -  5ecos p
bo'ladi.

Teorema isbotlandi.

59-§. Tezliklar only markazi

Berilgan onda (daqiqada) tezligi nolga teng bo‘lgan tekis shakl nuq- 
lasiga tezliklar oniy markazi deb ataladi. Tekis shaklning bunday nuq- 
lasini topish uchun uning istalgan nuqtasining tezligini aniqlaydigan (12.4) 
formuladan foydalanamiz. Aytaylik tekis shaklning biror О nuqtasining 
,90 ilgarilanma (ko‘chirma) harakat tezligi va shu О nuqta atrofidagi 
(nisbiy) aylanma harakat a> burchak tezligi berilgan bo'lsin. Shu О nu- 
qtani qutb nuqta deb olamiz. Bu holda tekis shaklning ixtiyoriy nuqtas­

ining (absolut) tezligi, qutb nuqta #о ilgarilanma (ko‘chirma) harakat

tezligi bilan qutb nuqta atrofida Зю (nisbiy) aylanma harakat tezligin-

ing geometrik yig‘indisiga teng boMadi. О nuqtadan ,9 ga aylanma har­
akat yo‘nalishiga tik chiziq o ‘tkazamiz (146-shakl).

Xi\

&P0 r

n

....  w

90°
C

CO s ,

146-shakl.
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Bu chiziq ustida yotgan hamma nuqtalarning О nuqta atroflda ay- 
lanm a tezligi o 'tkazilgan chiziqqa tik, qutb nuqta 0 tezligiga teskari 
yo'naladi. Aylanma harakat tezliklari nuqtalardan aylanish markazi О 
gacha bo'lgan oraliqqa proporsional ekani bizga formuladan m a’lum. 
0 ‘tkazilgan to ‘g‘ri chiziq ustida shunday P nuqta topamizki, uning ay­

lanish tezligi 3p() m iqdor jihatidan qutb nuqta tezligiga teng bo ‘isin,

ya’ni 50 = 9Ю yo‘nalishi unga qarama-qarshi bo'lsin $  = - 9 P0- Bu hol- 
da P nuqtaning (absolut) tezligi (12.4) formulaga muvofiq

■ 9 и =  19o +  9po
bo‘ladi. Shunday qilib shu onda P nuqta tekis shaklning tezliklar oniy 
markazi bo iad i. Endi P nuqtaning to ‘g‘ri chiziq ustidagi holatini ani-

qlaydigan formulaga muvofiq $ P O ~  coOP, ikkinchi tomondan ■9m = 9n

bu holda a)OP=90 bo‘ladi. Bundan,

O P  =  (̂12.6)
CO

Demak, tekis shaklning tezliklar oniy markazi, qutb nuqtadan uning 
tezligiga aylanish yo‘nalishda tik o ‘tgan to ‘g‘ri chiziqda qutb nuqtasi-

dan —  masofada joylashgan bo‘lar ekan.

60-§. Tezliklar oniy markazini aniqlash usullari

1) Agar tekis shaklning biror A nuqtasining 9 t tezligi va ikkinchi В

nuqtasining 9B tezliginingyo'nalishi berilgan bo'lsa, tezliklar oniy m arka­
zi shu A va В nuqtalardan tezliklarga o ‘tkazilgan tik chiziqlarni kesish- 
gan nuqtasida bo‘ladi (147- a shakl);

2) Agar tekis shaklni ikki A va В nuqtalarini 3 t , 9B tezliklari shu

nuqtalarni tutashtiruvchi AB ga tik, miqdorlari farqli bo'lsa * «9Д 
tezliklar oniy markazi tezliklarning uchini tutashtiruvchi chiziq bilan A В 
chiziqni davomining kesishgan nuqtasida bo'ladi (147- b, d, shakl);

216



3) Agar tekis shaklning A va В nuqtalarining tezliklari teng va paral­
lel bo‘lsa, tezliklar oniy markazi (AP=<x>) cheksizlikda bo'ladi. Shu onda 
tekis shakl oniy ilgarilanma harakat qiladi (147- e, f  shakl).

4) Amaliyotda ko‘pincha tekis shakl S  qo‘zg‘almas egri chizig'i usti- 
da sirpanmasdan dumalaydi. Bu holda S  ning egri chiziqqa tegib turgan 
nuqtasining tezligi nolga teng bo‘ladi. Shu nuqta mazkur on uchun oniy 
markaz bo‘ladi (147- g shakl).

61-§. Tekis shakl nuqtalarining tezliklarini tezliklar oniy markazi yordamida
aniqlash

Berilgan onda tekis shaklning oniy markazi P m a’lum bo'lsin. P ni 
qutb nuqta uchun olib, (12.4) formulaga muvofiq tekis shaklning (148- 
shakl) А, В, C nuqtalari tezliklarini topamiz:

f) g)
147-shakl.
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Bu yerda 9 P=0 bo’lgani uchun
SA = coAP, $я = co BP, = со CP (12.7)

yo‘nalishlari «9, 1.AP 3B L B P  Sc JLCP.
Agar tekis shaklning olingan onda oniy markazi m a’lum bo'lsa, tekis 

shakl nuqtalarining shu ondagi tezliklari, oniy markazi atrofida xuddi 
oniy aylanma harakatdagi jism nuqtalarining tezliklari kabi topiladi. 
Demak, tekis shaklning oniy markazi m a’lum bo'lganda, uning nuqta- 
lari tezliklarining miqdorlari tekis shaklning aylanma harakat burchak 
tezlig in i n u q ta la rd a n  oniy m arkazgacha  b o ’lgan m aso fa la riga  
ko’paytmasiga teng bo’ladi.

Tezliklar mos ravishda shu oraliqlarga aylanma harakat yo’nalishlarda 
tik yo'nalgan bo’ladilar (148-shakl). (12.7) dan tekis shakl nuqtalarining 
oniy paytdagi tezliklari orasidagi munosabatni aniqlaymiz:

A.li _ &
AP BP CP ( 12.8)

62-§. Tekis shakl nuqtasining tezlanishi

t] qo‘zg‘almas tekislikda harakatlanayotgan S  tekis shaklning bi- 
ror ixtiyoriy В nuqtasining tezlanishini aniqlaymiz. Bizga m a’lumki, S 
ning qo ‘zg‘almas Ot4 V tekislikdagi harakati ikki harakatdan tashkil 
topadi:
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1) ixtiyoriy ravishda tanlab olingan qutb nuqtasining harakati bilan 
ilgarilanma;

2) qutb nuqta atrofida nisbiy aylanma harakatlardan iborat.
Shu sababli S  tekis shakl har bir nuqtasining harakati ko'chirma va 

nisbiy harakatlardan tashkil topgan m urakkab harakatdan iborat bo‘Iib, 
iczlanishi murakkab harakat tezlanishi kabi tezlanishlami qo‘shish teore- 
masiga muvofiq aniqlanadi (149-shakl).

ав =аА+аЛ1. (12.9)

Bu tenglikdagi a A -  S  tekis shakldan ixtiyoriy tanlab olingan qutb 
nuqtasining ilgarilanma harakat tezlanishi. Bu tezlanish qattiq jismning 
ilgarilanma harakati xususiyatiga ko‘ra tekis shaklning hamma nuqta- 
lari uchun bir xil bo‘lib, S ning ko‘chirma harakat tezlanishi bo‘ladi, 
ya’ni ar = Ол­

ег BA esa В nuqtaning О qutb nuqta atrofidagi aylanma harakat te­
zlanishi, S ning nisbiy harakat tezlanishini ifodalaydi a, = ам ■ Shunday 
qilib, tekis shaklning istalgan В nuqtasining tezlanishi a B ixtiyoriy rav­
ishda tanlab olingan A qutb nuqtani ilgarilanma harakat tezlanishi a A 
bilan qutb nuqta atrofida aylanma harakat a BA tezlanishlarining ge- 
ometrik yig‘indisiga teng.

Boshqacha aytilganda, tekis shaklning istalgan nuqtasining tezlanishi 
tekis shaklning ko‘chirma va nisbiy tezlanishlariga qurilgan parallelo- 
gramm diagonali bo'ylab yo'nalgan bo'lib, miqdori shu diagonal uzunli- 
giga teng. a BA aylanma harakat tezlanishi bo'lgani uchun uni ikki tezlan- 
ishga ajratiladi:

1) 5  nuqtadan aylanish markazi A qutbga qarab BA bo‘ylab yo'nalgan 

a'gA-  markazga intilma tezlanish;
2) Aylanish radiusi BA ga tik yo'nalgan a TBA -  aylanma tezlanishga 

ajraladi. Y a’ni

°BA  *  a BA + a BA •

Markazga intilma tezlanishning moduli

anu  = o)2 BA.

( 12.10)

( 12. 11)
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Hamma vaqt musbat son bo'lgani uchun a’u hamma vaqt kuzatilayot- 
gan nuqtadan aylanish radiusi bo 'ylab aylanish markaziga yo'nalgan 
bo‘ladi. Aylanma tezlanishning moduli

• e L = H A <  (12.12)

ga teng yo'nalishi aylanma harakat burchak tezlanishining ishorasiga 
bog'liq.

dco
Agar £ -  —  > U bo'lsa, aBA BA ga tik qutb nuqta atrofida aylanma

harakat tezligi ,9^ bilan bir yo'nalishda bo'lib, aylanma harakat tez- 
lanuvchan bo'ladi (149-a shakl). Agar s <0 bo'lsa, aBA BA ga tik, aylan­

ma harakat tezligi Зы ga teskari tomonga yo'nalgan bo'ladi. Bu holda 
aylanma harakat sekinlanuvchan bo‘ladi (149-b shakl). aBA bilan aBA
orasidagi burchak 90° bo'lgani uchun a^ ning moduli

= V k J + (а«У = AB^ £ l + ( 1213)

tenglikdan topiladi.
Agar aylanish radiusi AB bilan aB4 ni tashkil etgan burchagini m bi­

lan belgilasak, quyidagi tenglikni olamiz:

|a BA | |
tgM = '-T 1 = 4 -  (12.14)

°BA  ®

Bundan (a va s  aylanma harakat burchak tezligi va burchak tezlanishi 
tekis shaklining hamma nuqtalari uchun bir xilda bo'lganligi sababli m 
burchak har onda tekis shaklning hamma nuqtalari tezlanishlari uchun

bir xilda bo'ladi. Agar e=0 bo‘lsa, oBA =0  bo'lib, 0дл = o ^ , . Bu holda 
aylanma harakatdagi tezlanish m arkazga intilma tezlanishdan iborat 
bo‘lib, aylanma harakat tekis o ‘zgaruvchan aylanma harakat bo'ladi.
(12.10) ga ko 'ra  (12.9) ni quyidagicha yozish mumkin:
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а)

<r.

149 - shakl.
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а» =аА + а вл +аВл. (12.15)
Shunday qilib, agar ixtiyoriy tanlab olingan A qutb nuqtani ilgari- 

lanma harakat tezlanishi va qutb nuqta atrofida aylanma harakat bur- 
chak tezligi va burchak tezlanishi berilgan bo‘lsa, tekis shaklning istal- 
gan В nuqtasining tezlanishi (12.15) formula asosida topiladi.

63-§. Tezlanishlar oniy markazi

Tekis shaklning har onda tezliklar oniy markazi bo‘lgani kabi, tez­
lanishlar oniy markazi ham bo'ladi. Harakatlanayotgan tekis shaklning 
kuzatilayotgan onda tezlanishi nolga teng bo‘lgan nuqtasiga tezlanishlar 
oniy markazi deyiladi. Tezlanishlar oniy markazini Q bilan belgilaymiz 
va uning holatini aniqlaymiz. Q nuqtaning tezlanishi S  tekis shaklning 
boshqa nuqtalarining tezlanishi kabi (12.9) formulaga muvofiq aniqla- 
nadi. Buning uchun S ning biror О nuqtasining a0 ilgarilanma ko'chirma 
harakat tezlanishi bilan 5  ning burchak tezligi со va burchak tezlanishi e 
berilgan bo'lishi kerak. Bu holda (12.9) ga muvofiq

a v = a 0 + a QO (12.16)
bo'ladi.

Q tezlanishlar oniy markazi bo'lishi uchun aQ=0 bo'lishi kerak. Bun- 
dan a0=aQ0 kelib chiqadi. Demak, Q tezlanishlar oniy markazi bo'lishi 
uchun Q ning ko'chirm a harakat a0 tezlanishi oniy aylanma harakat a00 
tezlanishiga miqdor jihatidan teng bo'lib, bir chiziq bo'ylab qarama-qarshi 
tomonlarga yo'nalgan bo'lishi kerak. (12.16) ga muvofiq

|a y o |  =  QOsle2 + coj 

shartga ko 'ra  a0 = bo'lganidan

Q0 = a0
~Js2 + (O*

(12.17)

ni topamiz. Bu tenglik tezlanishlar oniy markazi Q ning 0 nuqtagacha 
bo'lgan masofasini aniqlaydi. Oniy aylanish radiusi QO ning aQ0 bilan 
tashkil etgan burchagi (12.14) formulaga muvofiq
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( 12. 18)iкм  = -ЧLO'

aa ga M burchak ostida (e> 0) aylanma harakat yo'nalishida (agar 
c< 0  aylanma harakatga  teskari yo 'na lishda  bo 'lsa) OK chizig 'ini 
o'tkazamiz (150-shakl). Shu OK chiziq olingan QO kesmaning Q uchi 
tezlanishlar oniy markazini ifodalaydi. Shunday qilib tekis shaklning 
tezlanishlar oniy markazining holatini (12.17) va (12.18) formulalaridan 
foydalanib topiladi. Buning uchun a0 va со, e  lar berilgan bo‘lishi shart. 
Tekis shaklning tezlanishlar oniy markazi Q m a’lum bo‘lsa, uning boshqa 
nuqtalarining tezlanishlarini aniqlash soddalashadi. Q ni qutb nuqtasi 
uchun olib tekis shaklning boshqa A va В nuqtalarining tezlanishlarini 
(12.1) formulaga muvofiq topamiz:

~ % +

"1 B̂O‘

Bu yerda Q tezlanishlar oniy markazi bo'lgani uchun aQ- 0 bo‘lib, yu- 
qoridagi tengliklar quyidagi ko‘rinishga keltiriladi:

bu tezlanishlarning moduli

a =  a

У В
(12.19)
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ал = алд = АО^е + СО*,

ав = = s g V P T f t /
( 12.20)

lSl-shakl.

tengliklaridan aniqlanadi. (12.11) form ulalardan S  tekis shaklning te- 
gishli nuqtalarining tezlanishlari nuqtalardan tezlanishlar oniy markazi 
bo'lgan oraliqlarga proporsional ekani kelib chiqadi:

a ^ ^ A Q
BQa . ( 12.21)

olingan (12.11) va (12.12) ga asosan quyidagi natijaga kelish mumkin.
Agar tekis shaklning tezlanishlar oniy markazi, aylanma harakat bur- 

chak tezligi со va burchak tezlanishi s  lar berilgan bo'lsa, tekis shaklning 
istalgan nuqtalarining tezlanishlarini qutb nuqta atrofida oddiy aylanma 
harakat tezlanishlari kabi aniqlanar ekan. Tezlanishlar oniy markazi A va
В nuqtalardan ularning ал va aB tezlanishlariga m burchak ostida 
o'tkazilgan chiziqlarning kesishgan nuqtasida joylashgan bo'ladi (151-

shakl). Agar f - 0  bo‘lsa, at =o"e va ав = а’̂  bo'lib, tezlanishlar oniy

markazi a, va a B tezlanishlar yo'nalgan chiziqlarning kesishgan nuq­
tasida joylashgan bo'ladi (152-shakl).

Shuni ta ’kidlab o'tish lozimki, tezliklar oniy markazi bilan tezlanishlar 
oniy markazi bir nuqtada bo'Imaydi.
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152-shakl.

64-§. Tekis shakl nuqtasi tezligi va tezlanishini aniqlashga doir masalalar

43*-masala. R=0,5 m radiusli g'ildirak to ‘g‘ri chiziqli yo‘I uchastka- 
sida sirg'anmay g‘ildiraydi; g'ildirak markazining tezligi o'zgarmas bo‘lib,
,9 -  10m /5 ga teng. G ‘ildirakning vertikal va gorizontal diametrlarining 
uchlari bo‘lmish M,, M 2, M 3 va M 4 nuqtalaming tezliklari va g'ildirakning 
burchak tezligini aniqlang (153-shakl).
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Yechish. О nuqtani qutb deb tanlab olamiz:

A, 10 _  , ,
oj = —- -  —  = 20 ras! sek.

R 0,5
О qutb atrofida M  nuqtaning aylanma harakat chiziqli tezligi quyida- 

gicha aniqlanadi:
9MO = со • R -1 0  mlsek .

Tekis shakl nuqtasi tezligini qutb usulda quyidagi formulasiga asosan:

=5„ + A«o. (43*. 1)
M x, M v M y M 4 nuqtalaming tezliklar oniy markazi atrofidagi aylan- 

ish tezliklari tengdir. Y a’ni:

К  = - V  = s * ,  = = -Я*, ■ (43*.2)
(154-shakl) dan va (43*.1) formuladan foydalangan holda hamma 

nuqtalaming tezliklarini aniqlaymiz

•Яи, -& 0  ~  &M0 = 0,
=‘\}&o + &lio = lO-v/2 m l sek = 14,14m / sek,

•V, = ,9o + ‘9.wo = 20 m l sek,

<9W< = + &мо ~ 10-У2 m/sek = 14,14 m l sek.

154-shakl.
M asalani tezliklar oniy m arkazi yordam ida yechamiz (155-shakl). 

M a’lumki, g‘ildirakning qo‘zg‘almas sirtga tegib turgan nuqtasi P tez­
liklar oniy markazi bo'ladi.
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Dcmak, 9Mi=9P = 0 bo‘ladi.
Tezliklar oniy markaziga nisbatan О nuqtaning tezligini yozamiz:

i9w.

(43*.3) tenglamadan:
(43*.3)

i9n 1 0
con=— ~ —  = 20 rad/sek 

n R 0,5
M v M 3, M A nuqtalarning tezliklarini (12.7) formuladan foydalanib 

aniqlaymiz

9hU = cop ■ M 2P = 20• 0,5^2 =14,14 mlsek,
•9a/j = cop ■ М ЪР = 20■ 1 = 20 mlsek,

9Mi = cop M AP = 20-0,5>/2 = 14,14 w/se/t

tezlik vektorlarning yo'nalishi esa ,9a/j 1 M 2P, 9Mi ± M 3P, 1  M ,P
bo'ladi.

44*-masala. Juftlangan krivoship-polzun mexanizmining В va E  pol- 
zunlari BE sterjen bilan biriktirilgan. О A yetakchi krivoship va OD yetak- 
lanuvchi krivoship shakl tekisligiga tik bo'lgan umumiy qo‘zg‘almas o ‘q 
atrofida aylanadi. Oniy burchak tezligi o)0 = 12 rad I sek bo 'lgan OA
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yetakchi krivoship polzunlar yo‘naltiruvchisiga perpendikular bo‘lgan 
paytga OD yetaklanuvchi krivoship va DE shatun oniy burchak tezlik- 
lari qancha bo'lishi aniqlansin (156-shakl).

O A -10 in, O D -12 m, AB=26 m, EB= 12 m, DE = 12S  m .

156-shakl.

Yechish. A nuqta О atrofida aylanma harakatda bo‘lgani uchun, un- 
ing chiziqli tezligi

9a = a0 OA = \2 \ 0 - \ 2 0  ml sek
ga teng.

В va E nuqtalar tezliklari o 'zaro teng bo‘lib, ularning yo‘nalishlari go-
rizontal tekislik bo'ylab yo‘naladi. 9 B va Эл lar o'zaro parallel bo'lgani 
uchun, ularning qiymatlari teng (157-shakl). Demak,

ЭЕ =ЭВ = ЭА = \ 20 m /sek
bo'ladi.

DE zvenoni ko'ramiz.
D nuqta О atrofida aylangani uchun 9 D 1  OD bo ‘ladi. 9 D ga D 

nuqta orqali DP perpendikular, 9 t ga E  nuqta orqali EP perpendikular 
o 'tkazam iz, bu perpendikularlar kesishgan nuqta P, DE zveno uchun 
tezliklar oniy markazi bo'ladi:

AOAB dan OB = VAB2 -  AO2 = V262 - 1 22 = 24 m,
OE = OB -  EB = 24 -1 2  = 12 m.

Kosinuslar teoremasiga asosan
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OD2+OE2-D E z 122 + 122 -1 2 2 -3 1cos a  = ------------------------ = -----------------------= — .
2 OD-OE 2-12-12 2

ar =120° bo'ladi, p  =180-or =60° bo'lgani uchun OP-2A m;

157-shakl.

EP = OP cos 30° 12 — 12V2 
2

m,

3 ,  120 Юл/З . . .со,-,, = —Z  = -----=  = --------= 5,77 rad /
12-Уз 3

3D = coED ■ DP = Юл/З •36 = 120л/з =207,6 m/sek.

со,OD = —  = = 1 oV3 = 17,3 radlsek.
OD 12

45*-masala. Krivoship mexanizmi shatunning o ‘rtasidagi C nuqtada 
CD sterjen bilan sharnir yordamida bog‘langan; CD sterjen esa E nuqta 
atrofida aylana oladigan DE  sterjenga D sharnir vositasida bog‘langan. 
Agar В va E  nuqtalar bir vertikalda joylashgan bo‘lsa, krivoship mexan- 
izmining shaklda ko'rsatilgan holatida DE sterjen burchak tezligi aniqlansin; 
OA krivoshipning burchak tezligi co=8 rad/sek, O A -25 m, DE- 100 m,
Z  CD E-90° va Z  BED=30° (158-shakl).
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Yechish. OB zvenoni ko'ramiz. A nuqta О atrofida aylanma harakat 
chiziqli tezligi SA =<y OA = 8-25 = 200 m/sek. AB  tekis parallel harakat 
qiladi. В nuqta tezligi gorizontal yo'nalishda bo'ladi. A nuqtadan ,9 ga 
В nuqtadan 8 B ga perpendikular 0‘tkazamiz, ular kesishgan nuqta tez- 
liklar oniy markazi bo'ladi (159-shakl).
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/-0 ,5  s da cdp = \0 rad/sek.
О nuqtaning tezligini aniqlaymiz

i90 = (op • OC = 20/ ■ 0,1 = 2/ m/sek

£p =o)p = 20 rad/sek2.
О nuqtani qutb deb olamiz.

a0 = So = 2 m / sek2 
Tezlanishni qutb usulida aniqlaymiz

о + Д  40  +  в л о -

160-shakl.

A nuqta О atrofida aylanma harakat tezlanishini aniqlaymiz: 

a"AO = a 2p 0 4  = 100 0,2 = 20 m /sek2 

a\o  -  £p ■ OA = 20■ 0,2 = 4 m /sek2.
;y

(46*. 1)
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(161-shakl)dan foydalangan holda (46*. 1) ni л: va у o'qlariga proyek- 
siyalaymiz:

a 0 x  = -a 0 - aAO = -2  -  4 = -6  m l s e k ‘ ,  

a()y =  -a nAO =  -20 m l s e k 2,

a  a  = ^ a ' b x  + a b v  = >/36 + 400 = -v/436 = 20,88 m l  s e k 2 .

Huddi shunday usulda D x a B  nuqtalarning tezlanishlarini aniqlaymiz:

° d =% + abo + aJxj,

а " ю  - M p ' O D  = 100• 0,2 = 20 m l s e k 2 ,

а т  ж  £ p  ' O D  = 20-0,2 = 4 m l  s e k 2 ,

aGr = -a 0 + атш  = 2  m l  s e k 2 ,

a Oy = a m  ~  20 m l  s e k 2,
a n  ~ ->Ja o x  + aoy = -v/404 = 20,1 m l s e k 2 ,

a B =  & 0 + &ВО + а В(У>

a* » = a>2 ■ OB = 20 ml sek2, 

a !BO — ep ■ BD = 4 m lsek2, 

aox =-°o ~ аво = “ 22 m lsek2, 

aOy = °so  =~4 m lsek2,

а в  =  J a L  +  a L  = 22,36 m l s e k 2 .

Demak, fl/< = 20.88 mlsek1-. aH =22,36 ml sek2; aD = 20,1 mlsek2 ekan.
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/.
2.

3.

TAKRORLASH UCHUN SA VOLLAR 
jjsmning qanday harakati tekis parallel harakat deyiladi? 

j  jrallel harakat tenglamalari qanday? 
j  лк In mg ilgarilanma hamda aylanma harakatlari qutb nuqtaning

r l ' J  W li4mi?
:iiikl harakat tenglamalariga asosan qutb nuqtaning tezligi va 
' Jshi qanday aniqlanadi?

Теки r 
Tektf j ,

tanlanishig^j j f in in g  ixtiyoriy nuqtasi tezligi va qutb mtqtasi tezligi orasi- 
h fa к '' ‘̂ an^  mavjud?

W\  ^  ^  to'gri chiziq bilan 45°, ,9B esa 15° hosil qilsa, tekis
da and ' 1 ^  nucltalaridan qaysinisi kattaroq tezlikka ega bo ‘ladi?

У ‘pklning tezliklar oniy markazi nima? Tezliklar oniy markazi
\anday aniqlanadi?

V ‘.planadi?
„ b
J '  b w ?

k pkl nuqtasi tezlanishi qanday aniqlanadi?

6. A va / 1,1 
shaklni A  'i ur,  ", . /  j  tis shakl oniy ilgarilanma harakat qilsa, uning tezliklar oniy

' „ Л М  joylashadi?turli hollars I f  l} , ,
8 a  /  f i r 1 nucltci‘ari tezligi, qutb nuqtasiga msbatan qanday qonun

m arka-i^a / <rтаГд Q~j * ,lmas sirt ustida dumalovchi g ‘ildirakning qaysi nuqtasi eng

bo'yicha m T / f :ю Qo ‘24A
kattatezliU' * p'B4 tezlanishlar qanday aniqlanadi?

11. TekP j  piS shakl oniy ilgarilanma harakat bo 'lib, A nuqta tezlanish
12. h" * /  fd iku lar yo ‘nalgan bo ‘Isa, tekis shakl В nuqtasi tezlanishi

13 Agaf W hga ega?
A В A il nucl ta tezlanishi nolga teng bo'lib, В nuqta tezlanishi A В
qanday0 У*с^а У0 na Ŝan bo 'Isa, tekis shaklning burchak tezlanishi

14. A g a f J f  
to ‘g ‘ri chi.rJ  
qanday bo ‘>
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