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МАТЕМАТИКА

Л1.( ГРЛКТНАЯ ЗАДАЧА КОШИ СО СЛУЧАЙНЫМ 
ОПЕРАТОРОМ

ИВАНОВ В, Н., кандидат физико-математических наук
(t .ipiiioiu itiiA институт механизации сельского хозяйства им. М. И. Калинина)

II.. 1гдуем решения задачи Коши (АЗК) со случайным опера- 
( помощью некоторых методов теории возмущений линейных 

• •in piiiopoii. .'Ото исследование является продолжением нашей рабо- 
i ы * \о< трактпая задача Коши и теория возмущения замкнутых опе­
ра юр,hi >• 171 и мы часто ссылаемся на методы и результаты ее, но 
о. ii.min.ie, необходимые для понимания изложения факты и опреде- 
|. инн гц < I, приводятся.

1 I Уравнение со случайным оператором и уравнение регрессии

II' г и. (Q, S) —измеримое пространство, В— не пустое сепара- 
о. п.пое банахово пространство, которое мы будем считать в этой 
tniii.e и (оологической алгеброй, состоящей из числовых функций 
. ниш или нескольких переменных, наделенных свойствами алгеб­
ры, b о алгебра всех подмножеств Бореля в В; Р — полная веро- 
iiiiiih тая мера на S; О —плотное в В множество; R' •—числовая 
in I. переменной t.

<1|ображение /1 (t, ю) прямого произведения ЙХ^(,)ХОв бана- 
x.iii" пространство В назовем линейным стохастическим оператор- 
ным процессом в В, если для (/, x)qR("> \D имеем:

и) (|"i: .4 (t, «>) xgA], tQR{]), xqD; Ag6) cS;

fi) при каждом фиксированном tQR(">A(t, ю)—случайный ли- 
||| liiii.iii оператор. Это фактически означает, что для каждой фикси­
рованной пары (/, x)g/?l)XZ?A(/, со) -х является случайным эле- 
меп гом в В.

1>\ чем предполагать известным исчисление случайных функций 
(иорого порядка, развитое М. Лоэвым и изложенное в его извест­
ной монографии по теории вероятностей, а также в монографиях
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II. II I ихмана и А. В. Скорохода, А. А. Свечникова и других авто­
ров. Это исчисление называют также гильбертовым пространством 
случайных функций, или корреляционной теорией.

Свойства второго порядка обобщаются простой перефразировкой 
с функций одной независимой переменной на случайные элементы 
в функциональном банаховом пространстве. В, зависящие от пара­
метра t (если В является вместе с тем и алгеброй, что будем по­
стоянно иметь в виду). Для этого абсолютные величины мы долж­
ны заменить нормой, а сходимость понимать как сильную. Напри­
мер, известная теорема Гавца об условиях интегрируемости и диф­
ференцируемости случайных элементов второго порядка, зависящих 
от параметра, формулируется так [11, стр. 544].

Теорема 1.1. Пусть x(t, со);/ g [О, В] есть случайный элемент 
второго порядка в банаховом пространстве В, с непрерывной по 
Л t' ковариацией Г (t, t')=Ex(t, u>)-x(t', со). Тогда с точностью до 
эквивалентности:

I. Интеграл в сильном среднеквадратичном смысле У (t) = t
= fx (/, со) ds существует, x(t, со) — его производная в сильном средне- 

а
квадратичном смысле. И если Уо(О является первообразной в том 
же смысле от x(t, со), тогда У (t) = Уа(1) — У0(а) (то есть имеет 
место аналог формулы Ньютона — Лейбница). Непрерывный в 
сильном среднеквадратичном смысле случайный элемент х(/, со) в 
В является борелевской, выборочно интегрируемой в сильном смыс­
ле и выборочно интегрируемой в квадрате функцией параметра t, 
причем ее неопределенный выборочный интеграл и интеграл в сред­
неквадратичном почти-наверное совпадают.

д3II. Если сильная производная----------r(t,t'} существует и ко-
dtdt'

вечна, то x(t, со) сильно дифференцируема в среднеквадратичном 
(то же самое для старших производных), и если r(t, t') сильно 
бесконечно дифференцируема, то x(t, со)—бесконечно выборочно 
сильно дифференцируема.

Область определения D _С В неограниченного случайного опера­
торного процесса A (t, со) будем считать не зависящей от t и со и 
плотной в В. В отношении значений процесса на элементах xgO 
примем на всем протяжении данной статьи следующее условие I: 
А(/, со) -х является случайным элементом второго порядка в В с 
непрерывной по t, t' ковариацией

ГА (t, Г)= Е(А (/, со) • х) • (Л (f,co) • х). (1.1)
4



Ill hi.iiiiiшения этого условия сразу же следует существование 
мн и ин I пческого ожидания в виде линейного оператора

/ Л(Г,«>).Х=Д (t)-x = J A (1. 2)

i.i i|i,i г л moi о интегралом Бохнера (или Петтиса). Если обозначить 
t

V(C") « j |Д(т,«>) —Д(т)]-х-£/т, то Е V (t, ю)-х = 0 (нуль в 
о

h iiihh I рпнс I не).
I ni операторного процесса, удовлетворяющего условию I, рас- 

rMoipiiM абстрактную задачу Коши, в которой все встречающиеся 
.....i шипения между случайными элементами являются почти-навер- 
...  (и и ) enol ношениями. В дальнейшем, исследуя случайные урав- 
ш....  и их решения, будем опускать п.н. и все равенства понимать
t Hi'iiiHi н.ю до эквивалентности;

в .4 (/,«>).х; х(0)=х0(<о); 0</<Л (I. 3)

| и | и производная понимается как сильный предел в среднеквадра- 
н ним, п неслучайный комплексный параметр, а х0— случайный 

• и мен I II I О.
Решением случайного уравнения (1.3) будем называть случай- 

iii.ui (лемент из D, то есть распределение на D, для которого на 
1<), / I существует сильная среднеквадратичная производная x'(t, а>) 
и который удовлетворяет этому уравнению и начальному условию.

Оператор A(t, со) будем считать замкнутым для каждой пары 
((. п>) (■ |(), ЛХП. Тогда A (t)—замкнутый оператор с той же 
иПлпсгыо определения D. Если теперь ввести норму:

Md-IWI + IHo-x||; До =Л(0), (1.4)
in /) превращается в банахово пространство, а операторный про- 
пи с •■!(/, «>) становится ограниченным, то есть

1И (Л ®)-х||в <?(£,<») ||х||о (1.5)
I ик что А (/, со) можно считать распределением на G (D, В) X [О, Л, а 

(/(l1, w)= sup{IM,(^,u))-x||B; ||х||д<1). (1.6)

Обозначим через С (В, [О, Л) банахово пространство сильно 
непрерывных функций на [О, Л с нормой:

||х|1с = sup ||х (0||в • (1-7)
0«4Г
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есть резольвента оператора L. В остальных случаях разрешающий 
оператор есть произведение операторов, представимое в виде вы­
ражений (соответственно):

6/ = а.и.(7а(ИД);

§ 2. Случайный разрешающий оператор

Рассмотрим теперь исходную задачу со случайным оператором 
(1.3), которую в соответствии с (1.8) будем записывать в виде слу­
чайного уравнения:

[/a — (Lo + '^W)] Х = а- х0(а>), (2. 1)

где Lo = ) Д(т)-гй; V(w)= f ДД (т,ф)с?т; 
о о

ДД (т, ы)—замкнутый случайный операторный процесс, т-неслу- 
чайный комплексный параметр.

Будем искать сильно непрерывное в среднеквадратичном реше­
нии интегрального уравнения (2). Для этого достаточно наличия у 
решения x(w) сильно непрерывной ковариационной функции 
Гх (t, t') в С[В, (0, 7')]. Последнее обеспечивается наложением сле­
дующих условий:

а) начальное значение х0(<о) независимо от Р(ю)-х; xqD;
б) вводимый ниже оператор 7<а (со) ограничен в В или D и су­

ществуют все моменты:
f||x0 (о»)||я <оо; ДЦТ'Сх II" < оо; «=1,2,3,...

(Подробное его построение для одного случая осуществлено 
в§ 3).

В данном параграфе мы показываем, что для интегрального 
уравнения существует при определенных условиях решение х(со) = 
= 77(со) -хо(со) с разрешающим оператором вида:

U (со) = 77, (ш) • /р + 77, (со)• /Са 4- 773 (ш) • 1Р„

где /р ,1са, /ра—индикаторы компонент спектра оператора/С (и).Из 
свойств этого оператора (применением операторанта и неравенства 
Шварца) будут следовать существование и сильная непрерывность 
функции Гx(t, t').

Рассмотрим последовательно встречающиеся здесь случаи:
8



I ||y< II. a gp(£0). Тогда оператор Ka (ю)= (/(«)) •/? (a, £0) 6y- 
i hi | • .1 и и ч<‘11 и ы м случайным оператором в CIB, (0, 7")]; A(a) =

p" i ||Л’. («>)|| < |p| |gS; p-= — (может быть т=1), а случайное т
ijii ибри loiiaiiiie /-ц — (о>) является обратимым для каждого
>-ч \(ц), причем:

Х?ДАД"0) =-2'п-/<"(">/ 
л=0

Дли «>(-; \(<х) разрешающий оператор АЗК
U\ (ш) = а ■ -с • R (а, /. о) • R (р, Ха («>))

цнлнс1О1 измеримым по Борелю случайным преобразованием отно- 
11НГЛ1.НО о-алгебры A(a) f] S. Очевидно, что дополнение к а»-мно- 
||и I ту А(а) также принадлежит S, то есть

Д (а) == {<о : Ц/G («>)|| > |р|} £S.

I ели р не является собственным значением К, (<о) для <ogA(a), 
и. I \ mix гвует обратный (/-р— К* (<»)) —’, который является изме­
римым но Борелю случайным оператором относительно о-алгебры 

В этом случае характер области определения этого обрат- 
..... I Q (плотная, неплотная в В) служит критерием для принад- 
лежности точки ц к одной из двух компонент спектра Co(A'«(w)) 
пли Ra(K* (со)). Если начальный элемент х0 принадлежит этой об- 
.1 не in Q, то мы получим случайный разрешающий оператор (/(со):

= а т /?(а, £0) (/ р —Xa (w))-'.

Если же pgPo(Ka (со)), то уравнение (1.8) имеет решение для 
lex, и только тех, a-x0QD, для которых при cogA(a) g(a- х0) =0, 
при всех g, удовлетворяющих сопряженному уравнению:

(/.а-£*(ш))-я = 0.

В рассматриваемом случае индикатор множества{Х« : Д —/Д — 
сингулярно } , как показал У. Гренандер [1, стр. 198], также изме­
рим по Борелю.

Отметим, что если Е(со) есть ограниченный случайный опера- 
iop, то вид решения можно несколько уточнить и решение полу­
чить с вероятностью единица. Действительно, разыскивая решение 
\ равнения (2.1) в виде

х (Д со) = X (0 + Е (*, «>), (2.2)
9



где X(t) —решение невозмущенного уравнения;
(/•а — Lo) X — а-%о (<о),

получим для определения случайного элемента §(/, со) уравнение:
ЦЛш) = г.^(а,£о).7(со).(Х4-Ц^и>))^Г(£). (2. 3),

Если |т| - ]| И(ш)|| < ||/? (а, £0)||-1 почти-наверное, то Е(5) есть 
оператор сжатия и измеримый по Борелю случайный элемент. От­
сюда следует существование однозначно определенного измеримого 
по Борелю случайного элемента £ со значениями в D, удовлетво­
ряющего случайному уравнению (2.3). Это решение может быть по­
лучено итерационным процессом исходя из элемента ct = ();

= F(^), п — 1,2, 3,..., так что почти-наверное:
? = lim

В силу единственности решения для достаточно малых по мо­
дулю значений т, для которых F (п.н.) есть оператор сжатия, 
имеем:

(2. 3)2

Пусть, наконец, сам оператор A(t, со) является ограниченным опе­
раторным процессом, заданным как распределение Pt(?P(X), где 
Р(Х)—полугруппа вероятностных мер на банаховой алгебре X 
ограниченных преобразований. Банахово пространство В мы пред­
положили уже и топологической алгеброй с единичным элементом, а 
в отношении распределения Pt имеем существование моментов вто­
рого порядка, что обеспечивается требованием Е'Ц A (t, со) -х||2 < оо. 
Таким образом, можем использовать топологию гильбертова прост­
ранства L2(X). Рассматривая АЗК (1.3) с таким оператором и соот­
ветствующее ему интегральное уравнение (1.8), получим решение 
в форме операторапта:

ОО оо t

X (t, со) = (Z+ V Ln (ш)) . х0 = (/+ 2 U (*,, <о) • 
п = 1 k = 1 6

Sk-l

• dSi,... L4 (sft, <o)dsft)-x0(w) = 2Zo (^)-A'o(w), (2- 4)
(*> b

сходящегося почти-наверное на множествах (/, со), для которых
t

Р((<0, 0:|| f A (t,u)-dt\\ <с<оо}=1, 
о

и в среднеквадратичном в силу топологии в Ь2(Х).
ю



th пользуя свойства операторанта от суммы A(t, ы)=А(/) +
Л I (/.<.<), |;||1ишем:

, (/.!..) 'Л (Л (О)-2'о {[2'0(Л)|->. АА (1»-2'0 И (О)Но(4
(2- 5)

li ni/l 1(| есть оператор, не зависящий от/, то 2^0(А0) = еА°1
Il lipi и.1 ц mini результат имеет вид:

\ (/, н>) = еА"'‘ -2*0(е Л» <-АА (^ш)-^» * ) х0 (со) (2. 6)
I I in дополнительно окажется, что A (t, со) -х для любого х имеет 

пр hiiiih и мыс приращения с распределением вероятностей, завися­
щим in плицы соответствующего интервала времени и кроме того:

P*Pt = Ps+t, (s,t>0), (2.7)

I I* • о тачает композицию вероятностных мер, то А(/, со) х на- 
IMHIie и н однородным аддитивным процессом.

I in двух ограниченных независимых операторных процессов
I и II можно определить произведение С—А-В. Если Рд,Рв и Рс

< iniiiuMiтующие вероятностные меры этих процессов на X, то бу- 
к м писать:

Рс = РЛ-Рв.
Процесс с независимыми мультипликативными приращениями (та- 
| 'и что Ps-Pt = Ps+t, 5,t>-0) называется однородным мультипли- 
|..| I явным процессом.

Для нашего процесса мы, очевидно, имеем выполненным условие 
С,: 2 Р\\А (Л. <о) ■ х — А (Л_1, w). х|| < М < оо

для любого разбиения заданного интервала [0, t]. Это последнее 
ус ловие наряду со всеми предшествующими позволяет воспользо- 
ь.нься теоремой У. Гренандера [1, стр. 191] и заключить, что если 
.1 (/, со) —однородный случайный процесс, принимающий значения 
и I банаховой алгебры X с единичным элементом /, то

t

л (t, <») = |/Д- ( A(s,u>)-c7s-|- \ A (snco)-A (s2,co)tfs1.ds2 + ...]x0(u>) 
О 0<51<5,2</

представляет собой однородный мультипликативный процесс. В 
частности, если A (s, со)-A (t, со) =А (/, со) • A (s, со) для любых 
а,/ [О, Г] (то есть А (/, со) — распределение на коммутативной ал-
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гебре), то

л-1 О

t
ОО t \A(s,'»)ds

■ x0 — e (2. 8)

Сформулируем полученный результат.
Теорема 2.1. Пусть agp(To) и \А (I, со) — замкнутый случай­

ный операторный процесс в В, удовлетворяющий условию I. Тогда 
АЗК со случайным оператором (1.3) имеет разрешающий случай­
ный оператор П(со) следующего вида:

а) при cog A (а) ; U\ (<о) = ах R - (а, /.„)•/? (р-, (<»)),
измерим по Борелю относительно о-алгебры A(a)f] S;

б) при wgA (а); pgPa (К, (<»)); XugD |/u — К, (со))->],

Ut (o))=ax-R (а, — К, (<»)) *•
При cogA(a); fiQPa(Ka (со)) решение существует для тех и толь­

ко тех а-Хо, Для которых g(a-xo)=O. Если Е(со)—ограниченный 
случайный оператор и почти-наверное

H-||H(<p)||<|K(a,Z0)ll
то решение с вероятностью единица дается формулами (2.2), (2.3) 2- 
Когда же А(/, со) —ограниченный операторный процесс (распреде­
ление (Р/ на Ь2(Х)), то решение уравнения (1.3) представимо в 
форме операторанта (2.4), сходящегося почти-наверное на множест­
ве (t, со), для которого

t

Р [ || I A (s, о>) ds || < с < оо] =1,
о

и в среднеквадратичном в силу топологии в L2(X). Если при этом 
А=А0— не зависящий от t оператор, то решение имеет вид (2.6). 
Когда ограниченный операторный процесс A (t, со) имеет незави­
симые приращения и его мера удовлетворяет условию (2.7), опера- 
торант представляет собой мультипликативный процесс, который 
в коммутативном случае изображается показательной функцией 
(2.8).

II. Пусть a g co(Lq) . Тогда оператор (/ • а—Lo)-1 определен в 
плотной области Во с S. Предполагаем, что область значений случай­
ного оператора 1/(со) не зависит от со и включается в Во сВ, то 
есть

Я(Е») СВ0.
и %о(со) есть распределение на Во.

Тогда оператор
К. (<о)=(/.а-£„)-’. И(«>)
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hii пн I...... нератором, переводящим D в D и ограниченным как опе-
рншр in /) в В, вследствие того, что он допускает замы- 
• nii'ii /Ьйствительно, оператор У(со) замкнут при каждом со, 
н J к /.п) 1 замкнут как оператор, обратный замкнутому, поэто-

I 1 (/л! С. D и п^-со имеем И• но так как V fn&B0,
HI К. (ш)/п ’•О» п-+оо при каждом ю или в среднеквадратичном, 
к hi и и Болес того, вследствие замкнутости Е(со) из соотношений: 
/|(| /’■ In f' Vr(u>) /n_>^(U)) /н f&D (п.н. или для каждого о 
....... I I ргднеквадратичном), получаем («)/„->Ка (<«)/ и, зна- 
'.III А. (ий замкнут.

Пн линейный случайный оператор, определенный всюду в ба- 
iiiiviiuiM пространстве D и замкнутый (в каком-либо смысле), не- 
iipi'Mi'inio ограничен (в том же смысле) в/).

I'm смотрим теперь «операторное тождество»:
/ а — L а — Lo) [/-р —/G (<»)].

< hi i.iciio теореме 2.1:
Д, (а) = {ш : Ц/G (ш)||о < |р|)е$-

I огда для юеД(а) имеем представление резольвенты:

(«>))-1 = 2(’(«ОУ1, 
и = 0

I ас ряд сходится в смысле нормы в D и мы можем написать:
(/•а-£(а>))-'=р.[/.р-^(ш)]-».(/ а-Л0) *. (2. 9)

Область определения данного оператора есть В0^В, и он изме­
рим по Борелю относительно а-алгебры Ai(a) П S. Следовательно, 
a«Ca(L(ii))), wgAi(a). Если Р(Д1(а)) = 1, то мы получим анало- 
I ичные заключения в терминах почти-наверное.

Когда Во не плотно в В, XqQB0, то есть ag/?o(L0), подобное рас­
суждение даст нам обратный оператор (2.9) и ag/?o(L(«));

Если р не есть собственное значение оператора Ki (to), то из 
соотношения

Д, (a) = {w : ||К„ («>)||>|р|} CS.
следует, что для <о£Д(а) обратный оператор (/ ц — Ki (<о))-1 из­
мерим относительно A(a)fls и может иметь различные области 
определения.

Здесь уже представление разрешающего оператора возможно 
только при условии:

(I.a-L„)-^xoeD\(K^-Ki^))^]. (2. 10)
13



Когда же р есть собственное число оператора Да (со), решение за­
дачи (1.8) возможно для тех и только тех сгХо, Для которых 
g(a-xo)=O, где g — есть решение сопряженного уравнения: 
(/•a— L * (ы>)) • Д = 0. Если Е(и)—ограниченный в В случайный 
оператор, то Л'а (со) как произведение ограниченного и замкнутого 
оператора есть ограниченный в В оператор и, следовательно, для 
него можно пользоваться нормой в В.

Уравнение (1.8) теперь можно рассматривать так же, как и в 
предыдущем пункте. В результате получим, что при условии 
Р [со: || (/a—Zo)~ 1-l/|Kc<L°o] = l/;' есть оператор сжатия. И тогда 
решение уравнения (1.8) имеет вид:

х(со) = Х-Н(о>)={т.|/-
-т.(/.а-Л(|) -1.1/(<о)]-1.(/a-ZJ-i./(«>)+/}.X. (2. И)

III. Пусть agP<r(Lo) и Lo имеет только изолированный дискрет­
ный спектр. Тогда обратный для la — Lo не существует и оператор­
ное тождество не имеет места. Если a-изолированное собственное 
значение для Lo, то при случайном возмущении К(со) оно может 
перейти лишь в резольвентное множество р (£(«)) для и, принад­
лежащих некоторым событиям типа А"г, поэтому разрешающий 
оператор представим в форме резольвенты Д(а-£(со)), как измери­
мого по Борелю случайного оператора относительно некоторой 
о-алгебры S"CS.

Результаты пункта II и III теперь можно сформулировать так.
Теорема 1.5. Если agCo(Zo), ^(со) замкнут (при каждом 

“gQ, п.н. или в среднеквадратичном)и выполнено условие /?vc80, 
то для cogAi(a) разрешающий случайный оператор представим в ви­
де (2.9) и измерим относительно a-алгебры Ai(a)f]S, (xoqBo). Ес­
ли o)gAi(a) и выполняется условие (2.10), (pg Ра(К„. (со))) ,то раз­
решающий оператор имеет тот же вид и измерим относительно 
о-алгебры AiQS; когда же применяется

: |т|-|((/-а - Zo)-!- И(<о)||< С< оо] = 1,
то решение АЗК со случайным оператором (2.11). Если 
аЭ Po(Zo) изолированное собственное значение, то существует 
G-алгебра S"CS, относительно которой измерим разрешающий
оператор U = i;-R(a, L(co)). (В последнем случае L имеет изолиро­
ванный дискретный спектр.)

§ 3. О вероятностных характеристиках решений и связи решений 
детерминированного и случайного уравнений.

Этот вопрос рассмотрим вначале для детерминированного урав­
нения со случайным начальным условием.
14



II tiiyx случаях при agp(Zo) и agC'o(Lo) мы уже упомянули ин- 
ffl рпльное уравнение:

(/■а — Ц)-Х=ахо (со), (3. 1)

I и *<>(<>>) распределение в области D [(/a — Zo) "1]=5|) С В, и ис- 
i.<> 11. к>пи.Iи его решение при построении решения уравнения (1.8), 
Kin in < i\чайный оператор возмущения V'(w) ограничен.

I.. н м считать, что /a — Lo есть ограниченный оператор из D в 
/I, и обратный ему (7-a —Zo)-1 ограничен из В в D. Тогда реше­
ние рассматриваемого уравнения X(t, a)=a(Ia — L0)1 х0(ю) яв- 
IIH и и случайным элементом в В. Действительно, согласно кон- 

• ipvhiiiHHOMy определению случайного элемента х0(и) он может 
Ги.111. равномерно аппроксимирован последовательностью \Xh\w)} 
I ||г| in I тачных случайных элементов. Обозначим

Uzl=a-(/x —Zo) 1 • х!,0) ■ (и).
I in и для ,\fzB имеем:

(.»:о„(ш)е Д}= U (о>:а-(/а —Ло)
/=1

uni чк> (тп(ш))—последовательность случайных элементов в D.
II ....... . как оператор а- (/а—£0)-1 является непрерывным из В в D,
in вышеуказанная последовательность сходится к случайному эле- 
»' и 1\ У ('!'), который по предельной теореме Ганша есть случайный 

■ |гмен I в D.
Гак как уже принято предположение рассматривать только 

пространства Z2(S) и L2(X), то Zx0(w) существует. Тогда по свой- 
i iny математического ожидания [1, стр. 166] существует математи­
ческое ожидание решения, то есть

EX (t, ш) = a (/a — Zo) 1 • х0 (u>)-dP (со) = а - (/а — Zo) 1 -Дх0 (и>),

(3. 2) 
и ковариационная функция:

Г(7, t')=EX (t, u>)-X(t',^.
В гильбертовом пространстве функций вводят также в качестве 

вероятностной характеристики решения ковариационный опера- 
iop S, определяемый равенством

(Sz, z) = E(X(t,<X)-EX (t, ш), г)2, 
который, как известно, (1, стр. 156), является оператором Гиль- 
берта Шмидта (неотрицательным, эрмитовым, с конечным сле­
пом). В случае когда Ut = а-(la — Zo)-1 ограниченный в Н опера-
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тор (то есть аер(Ьо)), этот ковариационный оператор выражает, > 
через ковариационный оператор So элемента Хо(ю) равенством:

= ~ (3. 3)

С. Г. Крейном установлено [8, стр. 111]: если A (t)=A0-—one 
ратор, не зависящий от t, то, чтобы АЗК-I в Н отвечала полугрупп i 
Ut — a-(la — L0)~l изометрических операторов, необходимо и до 
статочно, чтобы Ао был максимальным диссипативным консерва 
тнвным оператором, то есть чтобы он удовлетворял условию:

Re(Ao*5*) = O; xqD(A9)).
Пусть эти условия выполняются и дополнительно оказывается, 

что Uf —трансляционная полугруппа сохраняющих меру преобра 
зований (в смысле Д. Дуба, стр. 405), то наше решение X(t, со) 
= Ut •xo(d)) будет стационарным, в широком смысле, процессом со 
значениями в Н.

Рассмотрим теперь важный вопрос о связи решений детерминп 
рованного уравнения (1.9), (1.10) с решениями случайного опера 
торного уравнения (1.3), (1.8), о которых мы говорили выше.

Прежде всего запишем уравнение (1.8) в следующем виде:
(/•а— Zft)x = а • х0 (а>)-|-!/(<») • х. (3. 4)

Будем предполагать, что agp(Z-o). Тогда, учитывая сказанное, 
получим;

X (t, ы)=Х (t, <u)-|-t-R (a, Zo)- V(u>)x(Z, O>) = T(t, <i>, x), (3. 5)
где

X(t, w)=a-R (a, Z0)x0 (a>).

Решение детерминированного уравнения здесь имеет вид:

х—ЕХ (t, <о) = a-R (a, Lo)-E х0(ш)

и для любого элемента xqD

ER(a, Zo)-У(а>)х = R (a,Z,0)-B (У’(ф)-х) = 0

(нуль в В-пространстве).
Оператор R (a, Ln) -1/(о)) = /<а (<о) переводит пространство D в 

D и определен всюду в D. Так как он представляет собой произве­
дение замкнутых операторов, то нетрудно проверить, исходя из он 
ределения, что он замкнут. Но известно, что всякий линейный опе­
ратор, если он определен всюду в D и замкнут, непременно огра­
ничен как оператор в D, то есть существует норма:

IIR (а, £0)-^(ш)||о =||£а(ш)||о.
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И соответствии с результатами работ [2] и [3] можем написать:
А = (ш : || /? (a, Zo) • V(co) |(о < с) GS; (с > 0).

Предположим простоты ради, что Р(А) =1 и существуют все мо* 
........п = 1,2,3,... (условие б).

Тогда /зЦАГа (со) ||" < сп и для |т| < —
С

I и» p.'ii I ностью единица сходится ряд:

*(Л со) =[/-{- 2(^, о»), (3. 6)
П=1

ни 1НЮЩИЙСЯ решением уравнения (3.4). Его математическое ожида­
ние' имеет вид;

Ex (t, ш) = х(0 + 2 ~"-Е 1^(“)А' (Л «О! (3. 7)
п-1

Применим неравенство Шварца для оценки слагаемых этого 
рнд в;

Е\\К'[ (со) ■ X (t, со) |К Е {||/<« (со) ||д • || X (t, со) ||D } <

< Е {IK («О IIMI х (Л о>)||д ) < (f|K (со) ||2л)'/,;

:(Ж(^,«>)|^<сп-да^ «>)||2Д)'/’.

** Получаем при |т|< — сходимость ряда для математическое 
ожидания и следующее неравенство:

||Ех(/,со) -х(0||<-^-„ (3. 8)
1 — 1ТГ Ь

которое позволяет заключить, что

lim Ex (t, со) = х (/).
т-0

Введем обозначения:

А„ (f, Г) = Е[Х (t, ш) • К" (со) • X (Е, со) ] 4- Е [X (Е, со) •

• KZ (со) • X (t, со)] + Е [ Сп (со ) • X (Z со) • X (Е, со)];
C„(co) = ZX™(co)-/<rm(c»).

..... т

" 111КПЗ tl" БИБЛИОТЕКА
| Сам. СХИ
I С'.яияПИЯИЙ
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Тогда ковариационная функция для процесса Г (t, t') =E[X(t, о) • 
•X (I', со) ] примет вид:

оо

+ (3. 9)
/1 = 1

Таким образом, теорема доказана.
Теорема 3.1. Если выполнено условие (б), а£р(Е0) и /т/ <— , 

с
то решение АЗК (1.3) представимо в виде ряда (3.6), сильно сходя­
щегося в норме пространства С[£),(О, Т)] с вероятностью единица. 
Для его математического ожидания (3.7) имеет место соотношение 
(3.8), а ковариационная функция представима (3.9).

Дальнейшее рассмотрение уравнения поведем в некоторых пред­
положениях относительно оператора Т(и, /, х). Следуя Ганшу [3], 
введем определения.

Определение 1. Оператор Т будем называть стационарным 
операторным процессом в широком смысле, если он есть отображе­
ние прямого произведения QX10, оо]хД в D и если для каждого 
целого п можно указать набор значений аргумента t\, t2,..., t п и на­
бор соответствующих им и-множеств из о-алгебры S, так что для 
каждого положительного п и любого x(~D имеем: 

п п
Р]П {<•>: 7'((и,/л,х)еДй)]=Р[П (ш: 7(<», ^+s,x) gB*)].

Ы Л-1

Очевидно, что если АД/, со) —стационарный процесс второго по­
рядка и коэффициенты дифференциального оператора 1Дю) также 
стационарные в широком смысле процессы, то оператор Т(со, /, х), 
фигурирующий в уравнении (3.5), будет удовлетворять и определе­
нию 1.

Определение 2. Операторный процесс из определения 1 бу­
дем называть эргодическим операторным процессом, если для каж­
дого функционала x*g£>* и любого xg£> есть с вероятностью еди­
ница

t

lim — ( х* [7(<о, х)\- ds = Ex* [Т(со, 0, х)].
t-*x t J

О

В рассматриваемом случае имеем равенство для АД/, и) = 
= Utx0 (со)

£А* [Ц)хо (“)] [ХО (со)].

Применяя интеграл Бохнера или Петтиса, для эргодических 
процессов будем писать сильные пределы в В (или в D):
18



inn 1 I T (io, 5, x) ds = ET (w, 0, x) = lim El (co, t, x)
i ... t .1 t^O0

ОДнмо. и. понимается в среднеквадратичном или почти-наверное).
оо

llc.ii. |/(<о, t) = Aft(<o) е k стационарный процесс, предста- 
s=i

ЙНМЫЙ <11 и.ио сходящимся рядом на элементах из D (п. н.); резоль- 
Ц>н1.1 А'(а, /.0) представляет собой унитарный оператор /?(а, Ао) = 
|ИМ '; (До л'Д1) с самосопряженным оператором До, имеющим 
........ .. дискретный спектр {AJ. Тогда оператор

ОО
кл (<»)=R (a,L,y И(<1>) =2 &k (w)-e"kt 

Л=1
Ниже г i ационарен.

I ( in дополнительно потребовать, чтобы для любых целых N, пк 
io..... шилось неравенство:

IS nk • 
Л = 1

а > 0,

bi pi пк-нпе АЗК, определяемое рядом (3.6), представляет собой 
........ . периодический процесс. Такие процессы мы изучаем в статье 
цып сборника «Случайные почти-периодические операторы и диф­
ференциальные уравнения». Они в силу ограниченности на /?(1)обла- 
....... устойчивостью по Ляпунову. Представляет интерес выяснить 
условия асимптотической устойчивости. Это возможно, если подчи­
ни п. другим условиям До.

Пусть A0+A(t, и)—стационарный эргодический операторный 
процесс второго порядка, ограниченный с вероятностью единица, и 
До детерминированный оператор. Тогда АЗК, соответствующая 
чюм\ оператору, эквивалентна следующему уравнению:

t
х (t, ш) — еА“‘ • х0 (со) -{- J* еА° • A (s, со) • х (Z, <о) • ds,

о

Hi которого следует неравенство:
t

||х(г»||<1кл°-' IHko(<«)ll+J’ll^(/^’ll-IH(s)®)||-|И -ds. 
о
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Так как || eAyt || < с-е^, a = const, с>0, c = const, то из пос­
леднего соотношения получаем:

t

1!х (Л ш) II • е - II х0 (u>) II • с+4 Ik (+ и) || • ai • II Д (s, ш) || • ds.
о

Применим к нему стохастический вариант леммы Грануэлла — 
Веллмана:

t

II X(t, 0)) II < c-||xu(w)||-exp {a t+c-J ||A (s, ®) ||-c/s|.
0

Предположение стационарности и эргодичности в соответствии с 
вышеуказанными определениями 1 и 2 даст нам:

t

lim — f A (s,(D)|| rfs = f ||Д (0, со)||.
/-►оо t о

И с вероятностью единица окончательно получим:

Ik к,") II < С • ||х0 (ш) || • exp t ■ |а + с • Е || А (0, со) ||],

Е||х(t, (d)||<с■ Е || х0(ш) 1| • exp t-[а+с• Е|| А (0, <о) ||[.

Наложением условий а<0; Е\\А (0, со) ||< из этих оценок с
легко получить асимптотическую устойчивость с вероятностью еди­
ница. Решение АЗК в данном случае записываем в форме операто- 
ранта:

х (t, <d) — eAyt -20^{е А" 5,Д(А (d)-c 4"'Д -x0(cd), 

сходящегося с вероятностью единица, если Р{ ы: || A(t, со) || <+} = 
--1, с>0 в некоторой окрестности t=0. Полученная здесь оценка 
решения и способ рассуждения обобщаются на случай, когда Ао + 
+А(/, со) неограниченный процесс (точнее ограниченный из D в В) 
с областью определения Z).С В, если только

= |jm //_[__£_ . д \ 
п -»оо \ П / 

ограниченный в В оператор. Достаточным условием для того, чтобы 
этот предел существовал в равномерной операторной топологии, яв­
ляется [9, гл.IX, § 1]:

а) До — замкнутый оператор с областью определения D, плот­
ной в В;
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ЛI нципинельпая действительная ось принадлежит резольвент- 
|н<ы> Mlliilu'< I ну До и

i|/?(Mo)ii<v; к>0- 
А

'I hi получения обобщенных оценок заметим, что интегральное 
.. ........... к и пом случае имеет тот же вид.

I lull. i\mi. нормами пространств D и G(D, В), запишем анало- 
fHMi'i-i* iiepiiiiencTBa с вероятностью единица:

II» (А<")|1о < Цо -ехр [«•/+<?• I ||А (s, ю)||0 • cfs],
О

или:
|;у(/,<п)||/) < o||Mw)|lo -exp {a+c-A'IM (О,ш)||0]4.

lint как а<0, то при Е || А (0, ю) || а < -^-решение асимптотиче- 
С

Hoi \i Н1ЙЧИВО с вероятностью единица. Таким образом, теорема до- 
ки hiIIи.

1< орсма 3.2. Пусть линейный оператор Ао удовлетворяет 
м iniiiiiiM а), б) или является ограниченным в В; A (t, со)—огра- 
iiii'h НП1.1Й из D в В стационарный эргодический операторный про- 
..... I nioporo порядка с непрерывной ковариацией), || е ~А«‘|| <c-eat;

«<0; с>0 и £||А (0,®)1|о С
Ini 1.1 решение АЗК асимптотически устойчиво с вероятностью еди­
нице,

I и м I ч а и и е. О представлении случайных обратных операторов 
с помощью операторантов

Ими., как отмечалось в § 2, для некоторого «-множества А (а) 
tinui niyci обратный случайный оператор //(со) = (7-а —А(со))”1 -а, 
нН пн in определения операторов А"(со) не зависят от со и для лю- 
hui о п

D(Ln)=D(L)=DCB.
I нк как по определению D(Ln) имеем Z.'i-1.rg£>, то U(а, со) есть 

1'1" ....... . отображающий D в D, и, будучи замкнутым, ограничен-
iii.HI и /). Следовательно, имеет смысл рассматривать ряд:

оо
/ 4-У-V-771 (ш)’

п=1
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который мы называем операторантом и обозначаем Q (L), и соот­
ветствующий ему ряд случайных величин:

Обозначим через

Эти случайные 
ном пространстве

Iя I 
величины определены на исходном вероятност- 
(Q, S, Р). Тогда из теорем о случайных рядах 

непосредственно получаются следующие утверждения:
а) если существует последовательность чисел ел>0; п—

оо оо

— 1, 2, 3,..., такая, что 2sn<°°; 2 Р { |?л1 > £«} <• °°> тогда опе- 
Я=1 /1=1

раторант сходится с вероятностью единица в равномерной оператор­
ной топологии. В частности, это выполняется, если с вероятностью 
единица || L (о>) || D < |а|;

б) предыдущее утверждение справедливо также, если
f|| Z. (ш) ||о < |а|.

Для со-множества Д(а) операторант в этих случаях совпадает с раз­
решающим оператором, и мы будем писать:

оо

f7(a,u))=/4-^-L -Ln(u); «еД(а)- 
П=1 

t

Б частности, если L (о>) = | Д(ш,т)-йт, то для любого cog Q справед- 
b

ЛИБО

t

II Ln («>) |lz> < ■ 7 f 11A (<O, -t) IID • dx 
nl \ J

0

и следовательно, если с вероятностью единица || A (t, ш) ||D С, 
то такого рода операторант сходится с вероятностью единица в рав­
номерной операторной топологии.

Пусть X(D) или (Х(В) —алгебра ограниченных преобразований 
D ~> D или В -> В. Если на них задана вероятностная мера ц, кото­
рая порождается мерой А', (со), то можно говорить об условном рас­
пределении вероятностей:
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I' I (/[‘о — Л\ (и)) 1 еА/(/u.o — К* (w))e/?} =
_ i'|(/po Ki (<■>)> -1 e&; (z;xo — К* (ш)} eR} / _ J_\

P ((zPo - A« (<■>)) £/?} V " T /'
множество регулярных элементов в X, имеющее в нашем 

УЧШ> положительную меру.
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СЛУЧАЙНЫЕ ПОЧТИ-ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ОПЕРАТОРЫ 
И ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

ИВАНОВ В, Н., кандидат физико-математических наук 
(Саратовский институт механизации сельского хозяйства им. М. И. Калинина)

§ 1. Случайные почти-периодические операторы и их спектры

Пусть Во — сепарабельное банахово пространство, Ьо — о-алгеб- 
ра всех борелевских подмножеств в нем; (Q, 5, Р) — вероятностное 
пространство с полной вероятностной мерой Р. Введем простран­
ства почти-периодических функций х(/) со значениями в Во и нор­
мой:

1 т 1
|х|=(Мг {||х (ОПк» 2 = (Пт -1- f ||x(<So. dt) 2

T->oo 7 J
0

или нормой |xj = (Aff{||x (0 ||b02}) 2 , которые будем обозначать 
B](B0) и В2(Во)—соответственно. Они обладают всеми основны­
ми свойствами, присущими пространствам почти-периодических 
(п.п.) функций Бора или Безиковича, то есть средним значениям: 
рядом Фурье, равенством Парсеваля, теоремой Фавара и т. п.

П.п. пространства являются замыканиями линеала тригономет- 
п

рических многочленов , (а{€^о> — вещественные чис-
*=1

ла) в метрике Вь 2 (Во).
Отображение х(®) пространства Q в пространство Bi, 2 (Во) на­

зовем случайным элементом в Д,2 (Во) или п.п. процессом со зна­
чениями в Во, если {w:x(co)gA; Ag61>2(B0))g S; 2—cr-алгебра 
в Bi,2. Очевидно, что мера Р порождает распределение ц на изме­
римом пространстве (5],2(В0), 2(^0), и в этом смысле п.п. про­
цесс со значениями в Во есть распределение на Д,2(До)-

Отображение Т(®) прямого произведения ЙХ.О, где D плотное 
в Ва множество, называется случайным оператором в Во, если для
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tl* .....  > (\D Т(ы, x) является случайным элементом в Во анало-
|н |Н....... \ казанному.

О|нЛ|Н1/к<ч1ие T(t, и,-) произведения пространств QxOX/?(1|b 
Elpmit ню Н\,2(В0) называется стохастическим почти-периоди- 

нм ингриюром, если для любого x(?D[T, (/, о, х)] является слу- 
1.1 М ' Il'MCII ЮМ В ВЬ 2 (Во) .

II Hui цы предельная теорема Ганша, согласно которой х(ы) — 
»чинный )лсмент в В1)2 (Во), если существует последовательность 
|/1 inl)in.ix >лемеитов в В112(В0), сходящаяся почти-наверное к 
fUinpuzKi'iiiiio x(to) пространства элементарных событий в прост- 
|hiin inn /I,. (Во).

’ И1Л11СНО другой теореме Ганша отображение х(ю) простран- 
I in и * ' и /<|,2 (Во) является случайным элементом в В1)2 (Во) тогда 
н nrii.hu гогда, когда для каждого функционала х *g В *0 х*(х(со)) 
ни ин н и действительно значным п.п. процессом в В1;2 (со значения­
ми II /1” 11 ( - ОО j 4- ос)).

1'и< смотрим почти-периодический операторный процесс A(t, оз), 
ННрг н iciiiiuii следующим образом;

ОО
A) A (t, о>) = Л()4-АЛ (t, to) == Л(| 4*2 Ак (to) • е k ,

*=i

причем Ло, Л,, Л2)...— линейные операторы с областью определения 
/» В,„ не зависящей от t, ы и плотной в сепарабельном банахо- 
tiiiM пространстве Во. Показатели Фурье представляют собой рас- 
м|>< и .iciiiie на сепарабельном метрическом пространстве S.

Пусть Ло — замкнутый детерминированный оператор и для лю- 
Пшо \ (,В ряд случайных величин

ОО
(ш)^П

k=l

I ходится с вероятностью единица, в силу хотя бы одного из сле- 
\ п |Щих двух достаточных условий:

I) Существует последовательность чисел (еп > 0} так, что
S£n< °°;
/1=1

ОО

^В{||Лп(со)х||>е}<оо;
п=1 п

9Л» ■

Г. ||ЛЯ (to) х|| < со; (В £ — математическое ожидание). 
, -1
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Эти условия выполняются, если имеются три таких постоянных 
а>0; 6>0; 0<р< 1, что с вероятностью единица:

Тогда A(t, и) будет случайным линейным оператором с об­
ластью определения D^B0. Если дополнительно (р + Ь) <1, то 
A(t, и) окажется замкнутым с Р вероятностью единица.

Если случайные величины = ||Д„ (со)х|| независимы, то не­
обходимое и достаточное условие почти-наверное сильной сходимос­
ти нашего ряда дается теоремой А. Н. Колмогорова о трех рядах.

Б) Пространство Во—также и топологическая алгебра. Значения 
A(t, ю)х, xqD являются случайными элементами второго порядка 
в Во с непрерывной ковариацией, и существуют все моменты
В||ДИ«>)-/?ОчЛ0)|Г<аэ.

В) Детерминированный оператор Ао и оператор А (Л со) при 
каждых (со, /)е^ХД(1) обладают дискретными спектрами с конеч- 
нокрагными собственными значениями, погруженными в резольвент­
ные множества. Причем счетная последовательность покрытий 
спектра такова, что для проекторов Рк (со, t) на соответствующие 
спектральные подпространства выполняется условие: РД/, <о) ->/ 
(тождественный оператор); (t, со) (~QXR(1) при

mk
/г->оо и Pk (t, «>) =2 (t’ “)•

г=1

Г) Ориентированные огибающие уп окрестностей собственных 
чисел оператора Ао, а также числа р, а, b могут быть выбраны так, 
что

i. (1-D\ 2п /

где ftn]—длина огибающей т„; п.п—а-Мп-\-Ь ■ Nп\
Л4л=тах||/?(г, Ао)||; N„=max||.

*ет„ *етл

Тогда резольвента R[z, A(t, w)J является почти-периодическим опе­
ратором, представимым рядом, сходящимся в равномерной опера­
торной топологии с вероятностью единица:

оо оо
R [s, A (t, ш)] = R (z, А„)• У [V А(ш)-R (г,Ло)е1"]" =

/2=0 Л=--1

Л=1

26



//»(z, (о)—суммы произведений операторов Ак(ы) R (г, До), а 

|||#м'ии вид В4 = '^ji гДе т j — целые. Действительно, так 
1"» |И„ Ао)|| ^рп~1 -ak (п. н.) и (р+а*)<1, то напи-
||||ный ряд в силу упомянутых в начале параграфа достаточных 
(МоииА сходится с вероятностью единица в равномерной оператор- 
•й киюлогии. А отсюда следует его измеримость и возможность 

ikci.ii <п ь ряд по показателям 5^ так, как это делается, напри- 
I Ц’’р " рядах Фурье почти-периодических функций.

11ри сформулированных выше условиях (1.1) проектор P~t r (t, со) 
■У* coni нетствующее '(г спектральное подпространство

(/’ Ш) = ” И А <“)1 'dZ =Р{П‘г + “>)

■В>дг1.1вляет собой также случайный почти-периодический опера- 
№|> аналогичного вида, причем с вероятностью единица справедли- 
Цо неравенство:

1>АГ(М -V4K1-
Отсюда следует, что если X*’ — mk— кратное собственное чис­

ло оператора Ао, af^ = Crfc—круг радиуса rkc центром в 
ццдиком лежащий в резольвентном множестве р(А0), то с вероят­
ное н.ю единица возмущенные собственные значения Xfty--(co, t)\ 
/-I, . r^nik оператора A(t, co) в числе не более т/, принимают
CHiHi значения внутри СГк . В простейшем случае, когда т^ — 1 
(»оПсIвенная и главная кратности единица) возмущенные собствен- 
|’|.к . н менты можно представить в виде:

(ш, t) — Рч (t, ш) ■ = «Р^ 4- Д/\ (Z, ш) (1.2)

I Де невозмущенный собственный элемент оператора Ао, соот- 
h it ипющий X*0), а собственные числа определяются формулами:

+ (P(t.)=Л „);
(1. 3)

lipt lei.1 ваяющими собой разложения почти-периодического процес- 
I о l.op.i (распределения на пространстве почти-периодических функ- 
||нй liop.i). Собственные элементы Plk (<о, t) • —почти-периодиче-
• I мН процесс в Bt (Во), то есть распределение на этом пространстве.

Фпынческое построение вероятностных мер на рассматриваемых
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пространствах, соответствующих собственным числам и элемен­
там—трудная задача, решение которой возможно пока только в не­
которых частных случаях.

Одним из таких является тот, когда оператор ДД(/, со) зависит 
от конечного числа случайных параметров с известной плотностью 
их совместного распределения. Тогда, исходя из вида функции 
/k (t, со) и этой плотности, можно построить согласованное семей­
ство конечномерных распределений. Наиболее общим способом за­
дания рассматриваемого нами почти-периодического случайного 
оператора можно считать задание меры ц как произведения мер 
H/i(^o) X Hs, гДе h(Bo)— множество элементов (со) л) С

ОС
для которых 2 1И& (0))х II <°°,

a s — известное полное метрическое сепарабельное пространство 
числовых последовательностей.

■Приведем простейшие примеры случайных почти-периодических 
операторов:

а) почти-периодические стохастические квадратные или одно­
столбцовые матрицы;

б) случайные унитарные операторы и^(со) = е,7/<<")z, порожден­
ные случайным самосопряженным оператором с чисто дискретным 
простым случайным спектром Б. (со)}^ •

Из условия (Б) следует, что для ограниченного конечномерного 
оператора Ak(t, a)=A(i, (a)-Pk(t, со) * имеет место сходимость к 
A (t, со) в таком смысле:

* Оператор проэктирования Р& (t, со) является случайным почти-периодиче- 
тх

ским оператором в силу равенства: P/t (t, “) = 2 (б “) и свойства Г, а по-
Г = 1

этому Ак (t, и) и также случайный п. п. оператор.

1И (t, О)) — Ak (t, СО) || а (D, в„) <|| A (t, со) || G (О/ Во) • || / — Pk (t, со) || -> О,
G(D, Ва)

k->co (почти-наверное), G(D, Во)—банахово простран­
ство ограниченных операторов из D в Во. Заметим, что при каждом 
со g Q замкнутый оператор A(t) может быть сделан ограниченным 
оператором из D в Во, если ввести норму ||х||(д, в„) = ||х||в„+ |Но^11в» • 
Тогда D превращается в банахово пространство. Когда же опера­
торы Ak (со), к = 0, 1, 2,... ограничены, следует рассматривать так­
же ряды более общего вида:

A(z, со) = Ди+^ДА(со).г4*;  Е МА(со)Ц«<оо; « = 1,2,3..., 
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■ шиорых комплексное переменное, а сумма ряда А (z, ю) пред- 
f|rtn i>K'i собой па каждом элементе х06 Во аналитический почти- 
licpii" iii'ii i кий случайный элемент.

Il I н чующих параграфах рассмотрим абстрактную задачу Ко-
(Л IK) со случайным почти-периодическим оператором. Общие 

№1“ и,*  исследования решений АЗК со случайным оператором изло- 
*нш и I i.in,e, помещенной в данном сборнике. Здесь мы исполь-

I 'Hi методы. Подробности выкладок в некоторых случаях опус-
►..... и, ink как их можно найти в упомянутой статье. Заменяя
I ц I Hiui.ui оператор задачи и начальное условие математическими 
ЙН<н 1Н1П1НМИ, получим АЗК с детерминированными данными — так 
Нй ii.iikh'мое уравнение регрессии. Условия разрешимости детермини- 
poiiniiiH.iх <адач Коши, выраженные в спектральных признаках, из- 
4'"*  • "1.1 ранее [7]. Исходные пространства Bh2(B0) будут в даль- 
•и шпем обозначаться также ив виде BoXB[t2.

Hi вышеуказанной работы используем здесь важное понятие 
|Щг|о11 op.ni га в пространствах SoXB1; 2:

/2=1

t

A(t,^dt.
6

n
II случае полиноминального оператора А (г) =2 мы

*=i
Подробно исследовали вид этого операторанта в упомянутой выше 
брошюре, В частности, если все показатели ДА = к— целые, из него 
вы и ляется показательный множитель при условии, что интеграль- 
Irnii подстановка в любой точке допускает представление:

/(z0)=J 7+А (г) dz]=e^iW^\

I if II (?ц) —линейный оператор. Это условие эквивалентно условию 
" ин я! и I теорем X. Массера и X. Шеффера (т. 4, стр. 390, 111 А).

§ 2. АЗК с почти-периодическим оператором. 
Исследование решений уравнения регрессии

Рассмотрим АЗК

— =А(2,<о)-л; х(0)=х0(о>), (2. 1)
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в которой случайный оператор A(t, ю) удовлетворяет условиям 
Л), Б), В), Г) предыдущего параграфа, за исключением спектра 
показателей Фурье, предполагающегося не случайным фиксирован 
ным числовым множеством {AJ Не­

эквивалентное задаче (2.1) интегральное уравнение в простран­
стве С[В0, ^(1)1 функций со значениями в Во, непрерывных на /?(1) 
запишем так:

[/ — (Lo -j- И (<»))] х = х0; L (<u) = Lo + V(<о),
/ t

где Z0 = j А()й7; V(w) =] ДА (t, со) dt.
о и

Пусть 1 g р (£0), то есть существует резольвента 7?(1, Lo) опера­
тора Lo в точке 2=1; Ai= (со : ||У(со) ••/?(!, Lo) II<1} 6 s! Z5(Ai) = 1 
Тогда для MgAj разрешающим оператором задачи (2.1) является 
резольвента оператора А (со) в точке 2=1:

оо

R (1, L (ш)) = R (1, Zo) -2 [И(ш)./? (1, £0)]« 
П=1

Следуя методу § 1, построим последовательность АЗК в ко­
нечномерных пространствах

^-=An(t,^-un-, «л(О,ш)=хо(ш) (2.2)
dt

и последовательность соответствующих им уравнений регрессии

= A„(t)-u„; ил (0) = £ х0 (ш); An(t) = Е An(t^), 
at

(2, 3)

в которых Ап (t) —конечномерные почти-периодические операторы.

Пусть A(0> = M({An(f)}; ДАп = А„(/)-40).
Тогда установленные в [7] свойства операторанта позволяют запи­
сать решение уравнения регрессии:

t ( { — A^-t ~ дОТ-Н ~
un{t)=e " -Йо|<? ” -±АпЦ) е " J-£'x()(a>)=j?(l,Z.n)-£jc„(co).

(2. 4)
Аналогично можно записать решения случайных уравнений (2.2), 

если вместо ААЯ взять АА„(со) =An(t, со) — А°п и вместо Ех0 х0, то 
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н н »»„(/, <•>)—/?(!, Ал(о)))-х0. Показательная функция в конечно- 
и*рннм подпространстве имеет следующее разложение:

v(X)-l

•exz-£'(X) (2. 5)

I, iip 5991, где Е(л) — проектор на спектральное подпростран- 
|hi" • hoi нетствующее собственному значению С помощью пра- 
рн11 'ни hi лой формулы можно уточнить вид решения для un(t, со). 
М|н мы осуществим ниже для уравнений с ограниченным и матриц* 
НМм операторами.

II UICCTIIO, что между всеми линейными ограниченными операто- 
ййми и конечномерном пространстве и квадратными матрицами су- 

п

|||''|ц\'| изоморфизм Ak (t)-х\к' — в произвольной ко-

|1||/1Н11111ной системе , Хп}), сохраняющий сумму, умно-
mu из скаляры, произведения, 0 и 1. В этом изоморфизме почти-

H*|iiiii дпческий конечномерный оператор An(t) представляется поч-
|И Периодической квадратной матрицей

II I показано, что с вероятностью единица оператор
t

V„(o>) =J [A (г»-А„(А v)]-dt
о

о но сходится к аннулирующему оператору в каждом конечном 
Hiiie|iiin.iic ((), t). Тогда, исходя из очевидного неравенства:

|; /.■(!. /. (<»)) - R (1.Ц (»)) И < О“!> IL, (2. 6)
1 — II V„(<o) R(l, L (<о))||

Мп | но пшисать разрешающий оператор задачи как почти-наверное 
|1|н |гл и равномерной операторной топологии:

Z?(l,Z(o>)) = lim/?(l,Z,,(«>)) (2.7)
/г-э-оо

(piiiiiioMrpiio в каждом конечном интервале изменения t).
II'' и дуем вид разрешающего оператора уравнения регрессии, 

HHiiiirii шующего задаче [2, 1], предполагая, что A(z)—ограни- 
iHiiiiiiii и Йо аналитическая почти-периодическая операторная функ­
ции 11ри'И'М черту сверху опустим.

11р||||одимые результаты будут справедливы в определенном ве­
рни.... . том смысле и для уравнения со случайным ограниченным
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оператором такого же вида. Заметим, что рассмотрение уравнения 
регрессии позволяет избежать ненужных усложнений при выясне­
нии чисто аналитических конструктивных вопросов (уравнения per 
рессии рассмотрены в статьях [7], [8], [9], [10], [11]. Таким обра 
зом, мы свели АЗК с неограниченным п.п. случайным оператором 
к АЗК с конечномерным случайным оператором, а последнюю — 
к линейной системе дифференциальных уравнений с матрицей поч 
ти-периодических коэффициентов (процессов). В связи с этим ис­
следуем в дальнейшем АЗК с ограниченным аналитическим п.п. слу-

т

чайным оператором вида А (з, oj)—Afe(<»)-z(ХА —действи- 
*=1

тельные числа, среди которых могут быть и отрицательные), то есть 
задачу

// У"
~~ =А (г,ог)-х; х(г-0)=х0(о>). (2.8)
az

Для соответствующего ей уравнения регрессии

— =А(г)-х; х(г0)=£х0 (ш); ДДй(<о)=Дй;

~ т

A{z)=^Ak-z^

[7, стр. 46] доказана следующая теорема.
Теорема 1. Уравнение регрессии с ограниченной аналитиче­

ской п.п. оператор-функцией А (г) имеет разрешающий оператор
~ оо

вида: й;.(А(г)) = /+У 2
m=l fel.fea, 1 m

где указаны в [11], и ряд равномерно по моду­
лю z сходится в равномерной операторной топологии в области 
Go (z—.re1^): rt~<r<r2; — а<ф<а<оо. Если же — целые и 
существует логарифм In V(z0)—интегральной подстановки, то

Q^A (z))=Z(z)-z”.X-^0),
где операторы Z, И и определены в [7] и [11]. Положив в этих 
формулах z=elt , получим результат, относящийся к почти-перио- 
дическим операторам уже рассмотренного в пункте А) § 1 вида.

Теорема 1 без существенных изменений переносится на тот слу­
чай, когда A (z) есть сумма бесконечного ряда с конечным числом 
отрицательных степеней Х^.
32



М |и|Гн1111х [8], [9], [101, [11] было рассмотрено уравнение регрес* 
»........с матричного (пХп) уравнения:

— =Р(0-Х; Х(0)=Е, 
dt

I' (/) ,v Ло 4~S ^■ke,>'k ‘ —матрица п.п. функций Бора. Си- 
k

н*ч I iihuro рода мы отнесли к двум типам:
R

И) в первому, если для любых целых т/р. У а > 0 
k я

к I —<1, если же Айф(}, то для любых целых
*-i

| /ш (<•,. “Ps)|>a>0; гДе {рД —спектр матрицы Ао;
R

ь| и> второму, если Ао=т^О; | У,mk-\k-\-lm (рА — ps)|>а^ 0; тк— ft l
in и.ir. ,i р.л числа спектра Ао и существует конечное или счетное 
Мн.. I .ч hid таких линейных комбинаций, обращающихся в нуль. 
Дл I мл I рпчного уравнения доказана другая теорема.

I е орем а 2. Для систем 1-го типа существует решение в виде: 

•2l,(PW)=Q(i)-Q-l(0); Ио = О)

пли <4(РЦ)) QCO-e^-Q ЦО); (АофО),
IJf Ц(/) п.п. матрица Бора, представимая в виде абсолютного 
|| г nun i.Mi'pno сходящегося ряда п.п. матриц.

I in уравнений 2-го типа Q(t) представляет собой сумму ряда 
Min.... i.ieiiOB по t с п.п. матрицами-коэффициентами. Целью сле-
Л KHiieiii параграфа является доказательство теоремы 3.

I <орема 3. Случайное уравнение (2.8) при условии
R

).*_]_ 1^0; +#^0; (Я— целые)
/=1

И irei решение со случайным почти-периодическим разрешающим 
•нн рлIпром вида (3.2), когда р достаточно мало. Если случайные 
....рлгоры (ДДю)) и х0(и) зависят от конечного числа слу- 
.......к параметров с известной плотностью совместного распреде- 

>1' ипп, го почти-периодический процесс — решение АЗК — полностью
• 'р.п н ризуется согласованным множеством конечномерных рас- 
"I” н leiiiiii. В частности, для матричного уравнения, если известна 
и io I нос it. совместного распределения параметров и начальных зна- 
•|| null, плотность распределения почти-периодических решений си-
• и мы может быть представлена формулами (3.7), -(3.9).

В ном же параграфе уточнен вид ковариационного оператора и
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исследован случай независимости и одинаковой распределенности 
оператор-коэффициентов Ак(ш). Аналогичные результаты доказы 
ваются и в § 4 для линейного неоднородного уравнения.

§ 3. Однородное случайное уравнение. Почти-периодические 
процессы как решения задачи Коши

Рассмотрим теперь случайные уравнения, для которых в статьях 
[8] — [11] исследованы уравнения регрессии.

Легко видеть, что задача § 2 может быть обобщена на случай 
неограниченных замкнутых операторов Ак в Во, которые опреде­
лены и имеют область значений в ОС Ро. Действительно, в силу 
замкнутости их можно считать ограниченными в D (как банаховом 
пространстве) операторами, тогда все результаты § 2 будут верны 
и в этом более общем случае.

Для конструктивного построения решения случайного уравнения 
есть теперь два метода. Первый состоит в том, что в решении урав­
нения регрессии § 2 оператор-коэффициенты А^ заменяются слу­
чайными операторами 4^ (со) и полученные ряды, в силу стохасти­
ческого варианта банаховской теоремы о неподвижной точке, будут 
сходиться с вероятностью единица в равномерной операторной то­
пологии пространства Во (или D) к разрешающему оператору АЗК 
(конечно, при выполнении условий, обеспечивающих в соответ­
ствующем интегральном уравнении оператор сжатия). Второй ме­
тод состоит в построении разрешающего оператора в форме резоль­
венты возмущенного оператора, причем за невозмущенный опера­
тор принимается оператор уравнения регрессии. Ограничимся слу­
чаем, когда решение уравнения есть п.п. процесс. Когда A(z) — 
полиноминальный оператор, условия существования п.п. процесса 
будут иметь вид:

^Д-1^0; k/, m,k = l, 2,3,4,... (3.1)
,-i 1

Само решение для любого случайного элемента х0(<о) =х(0, со) 
при z= elt можно представить так:

оо
{/+V [ V Hfri(<o)-A^(w),...,Aftm(<o).x0(«))]-

772=1 kit k2,

е 7-1 (3. 2)
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I'm пределение этого процесса характеризуется в силу § 1 рас­
тр делением всей совокупности его коэффициентов:

гл(‘°) = 2 — >Akm (‘°)-*о(ш);
ftj, k.lt..., km

A=l,2,...,
Huh случайного элемента в /] (Во). Но распределение в /| (So) как 
инприОельном пространстве определяется последовательностью ко- 
•н.....мер.... .. распределений |С1(ю); c2(w);; cn (w) Конечно-
Mi рные же распределения такого вида полностью характеризуют 
iritpr I ико вероятностную структуру процесса;

Й-=1
1нк кик конечномерные распределения последнего могут быть вы- 
ч|н к иы, исходя из данной формулы и совместного распределения 
|ц»»ффнцнснтов Ck (oj).

'I hi щнершения рассуждений о существовании распределения на 
/*в* /I, достаточно вспомнить, что ряд справа в формуле (3.2) в си-

I toxin тического варианта банаховской теоремы о неподвижной 
1»1чкг сильно сходится с вероятностью единица и ряд для разрешаю- 
.............  также сходится с вероятностью единица в равно- 
ЫгрноЙ операторной топологии пространств D или В и представ­
им i «обой почти-периодический операторный процесс на произ- 

и пни (i(D, D)xBi или X(S0)xS1, если р достаточно мало.
IIi.ik, получая случайный процесс в виде операторанта или 

М\ о.Iнилпкативного интеграла и предполагая, что операторные 
к<| «ффициен гы (и) зависят от конечного числа случайных пара- 
M₽t|ioh, для которых известно совместное распределение, всегда 
Можно нычислить обычные конечномерные распределения процесса. 
Гни могрим некоторые частные случаи этих распределений. Пусть

т
Ут=А II !/й. |1>

_=1 
т

+ т-, а^ — ЕХп ||ДА||; bk=a2 (In ||4ft||);

/’* t viiiccmviOT на основании предположения Б) § 1, а случайные 
•............   I.1 Akj II независимы в совокупности и одинаково распреде­
лены, шесть ak =а; I k = b; к=1,2,...;

sym =(S|Mj|)«
I-и 1.1 случайная величина

In ym — m-a g)
m-b
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асимптотически нормальна и можно ожидать, что ут имеет по­
рядок е,па.

Предположения, сделанные об операторе задачи, обеспечивают 
существование и непрерывность по /, t' ковариаций

Гх (t, t')=Ex(t, w)-x(P, о>) = V Е\Ск (w) • C5(w)] ff'/
k, s

Если E [C^(to)-Cs(gj)] = ® (0 —нуль в банаховом пространстве 
Во, которое вместе с тем и топологическая алгебра числовых функ­
ций) для к s, то ковариация — почти-периодическая функция ар­
гумента x=t — t'. А при дополнительном условии Еск (<в)=0 п.п. 
процесс будет стационарным. В этом последнем случае, когда нуль 
есть точка спектра процесса, Ex(t, <»)=Alz(x(/, <о)]. Предположим, 
что операторы А* (со)—случайные конечные (пХ«) матрицы и си­
стема уравнения регрессии 1-го типа (или выполнены условия су­
ществования п.п. (решения с неслучайными показателями Фурье), 
тогда построенный п.п. процесс — решение случайного уравнения в 
теоретико-вероятностном смысле — полностью определяется сов­
местным распределением конечного числа случайных величин—■ 
коэффициентов, образующих матрицы /!*(<«).

Плотность распределения п.п. интегралов (процессов) как реше­
ний системы может быть получена следующим общим методом.

Запишем систему линейных уравнений:

dilk 
dt

п

Aftj(^«>)-yy = ...,yn;ai, a2,...,am),
,=1

yHO) = ^U); /г = 1,2, /г, (3- 4)
где си,..., a.m — случайные параметры, являющиеся коэффициента­
ми почти-периодических процессов Ak. (/, ю). Для (3.4) известна 
совместная плотность вероятности р0(у aj) системы начальных 
значений и параметров. Тогда совместная плотность вероятности 
Р (yk, a.j, t) интегралов системы (3.4) есть решение уравнения в 
частных производных первого порядка:

п
др д. yi d(fk-p) = Q
М dyk

к 1

(3. 5)

Пусть система (3.4) имеет п.п. интегралы:

tjk=^k , У<°> ; /г=1,2, (3. 6)

Искомая плотность может быть получена в результате интег­
рирования уравнения (3.5):
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i *•'
/'(/, I/, а. )=Ро [<Рл (а*> . t, Д-),ай]'ехР

t п 
fV^-dr) 

J дтц 
о 0=1

(37)

т)у=?Дт,а, (tPft(av , t, /==1,2,.... П.
f»ii i .и» интегралы системы в § 3 построены в виде рядов, то, исхо- 
|И и I п пкттных фактов относительно плотности, возможно полу- 
■iii. toi же результат и непосредственно. Действительно, решение 
^ряннгппй (3.6) относительно выражается при помощи тех же 
функций

=<Р/(^ / = 1,2,...,п. (3.8)
I In ному:

д Г u,0) v<0) v(0)l I
/"II*. ’ , 0 ' To [?; УкУ a- ] ■ ‘ ’■ 2 • (3- 9)

<?[</!, У1, -,Уп]

It *n < io i/б1-1 в якобиане следует взять правые части формул (3.8).
Н . ня in со сказанным в начале данного параграфа о сведении 

||Дiriit к системе обыкновенных дифференциальных уравнений лег- 
йн Н11Д1Ч1., что переход от нашей системы к общему случаю АЗК и 
|н|н via от полиноминальных операторов задачи A(t, ®) к общему 
у,»-, ч... связаны с предельным переходом в распределениях Рп,
III к iporiuibix с помощью вышеуказанных плотностей Р„(a;-, t). 
Ilo I in слабой сходимости таких распределений Рп необходимо и 

ДЖ IН1ОЧ110, чтобы меры Р п были равномерно компактны и сходи- 
ц|| .. .....негствующие им преобразования Фурье для всех функцио-

||цюи hi сопряженного пространства Д . Известны также и неко- 
I | inc I.-ночные условия для такой сходимости [1], [4]. В каж­
дом конкретном случае необходимо проверять и обеспечивать их 
ЦЫ11О IIIH MOC ГЬ.

|Норой метод построения решения случайного уравнения рас- 
CMi Iprii подробно в статье «АЗК со случайным оператором» дан­
ною . Лорпика. Там получено решение в форме ряда:

X(t, <и) = Х(/,ю) 4- [V^.7 (со)]. X (/■,«>), 
/1 = 0

I ю ^(Ш) = Д(1,ЛО).1Л(<»); Х(/» = Д(1, Д,)-х0.

1 помощью второго метода можно рассмотреть более общую за- 
Дйцу I 01 ди оператор A (t, и) задан как распределение на /2 (Во) XS 
.. ion I мю ле, что совместные распределения любых конечномерных 
(♦си ч|н н iciinii /2" (B0)xSn образуют компактное непрерывное се- 
Ы*Иг I in I- го сходящимися преобразованиями Фурье. Тогда по этим
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конечномерным распределениям могут быть вычислены обычные 
конечномерные распределения решений АЗК с полиноминальным 
оператором.

Завершающий предельный переход позволяет построить распре 
деление исходной задачи на основе теоремы о необходимом и до­
статочном условии слабой сходимости.

Простейшим примером АЗК, решением которой является п.п. 
процесс, служит задача Коши для уравнения Шредингера:

= ф(х, 0)=/(х), (3. 10)at

где // — одномерный самосопряженный в L2 оператор со случайной 
потенциальной энергией, a h— постоянная Планка. Решение ее, как 
известно, имеет вид:

4- ос

—ОС

где ядро оператора представимо абсолютно сходящимся с вероят 
постью единица рядом:

Л(х,$,О=2'^О)О).<0,О)(х) е h , 
п

причем '1г„(х) и Еп суть собственные элементы и числа оператора 
Н, то есть //ф((0,= Еп'^\ Это решение можно записать в виде поч 
ти-периодического процесса:

E-t—а.—i
Л > (3.11)

п
в котором собственные элементы Ч^, собственные числа Еп и коэф 
фициенты сп— случайные величины и элементы. Распределение их 
и представление формулами теории возмущений мы изучали в § 1

Ковариация решения, как мы видели выше, представляет собой 
двояко почти-периодическую функцию, непрерывную по обеим пе­
ременным на всей оси.

Пусть £7/(о>) = Н0 — математическое ожидание оператора //(о>), 
обладающее простым (однократным) дискретным спектром 
и —соответствующая последовательность собственных
элементов. Рассуждая аналогично § 1, запишем для собственных 
чисел и элементов оператора формулы:

Efl (Ш) — ’ ~Ь CPA:?’01) 
и>(“). е)

=7»;
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'Hl” (*») = С ь д \ («>) • ?(„0); «=1,2,3,....
И\ распределения выражаются через вероятностные характерис- 

. .......... .. И(со). Наиболее просто распределения конечных 
К|н»>м ццостей ( Е\ (со), Е2(ы), Еп (со)); {ср!/0* со, ..., Сяфп; (ш)1 
Кри I бы и. получены, когда оператор Н (со) зависит от конечного 

•ни ia случайных параметров с известной плотностью совместного 
?■ рц. нр< аеления.

И последнем случае может быть вычислен характеристический 
ф национал решения уравнения Шредингера или согласованные 
lllio>i<<'< I на конечномерных распределений.

§ I. Линейные неоднородные уравнения и п.п. процессы

1'а. смотрим теперь условия существования п.п. процессов как 
■toiiieinih неоднородных линейных дифференциальных уравнений в 

ipaoivii.iioM банаховом пространстве Во:

•(//- = A (t, со) и-)-/(£, со); и(0, co)=w0; (4. 1)

un &D (4 (f, co)); f(t, <o) gD (A (t, co)),
• о И(/, co) —операторный п.п. процесс, удовлетворяющий услови­
ям, I формулированным в конце § 1, a f(Z, со) —п.п. процесс в B0Xi

/С*.
Игргходя к соответствующему интегральному уравнению:

[Z^(Ao + V(co))].U = «l) + F, (4.2)
I нм

t t
l.{} \ E A 5, (o)-d-c; V (co) = f [Д (r, co) — E A (x, co)] • d~, 

о о
t

^ = f/(T, co).dr, 
0

•Hhniih'M его решение:

«(/.->)-/?(!, Z.0)-S[/(co)./?(l,Z0)]«(«04-F); (4. 3)
n=0

«.«Л; р(Д) = 1; A = (co:||l/(co)./?(l,Lo);|<l}eS.

I • tn пыполнены условия существования п.п. решения уравнения 
llpi'iciiii для соответствующего однородного уравнения «(/) =
”il. /о) ti0 и 1’(<о)—п.п. операторный процесс, то в силу сходи-
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мости ряда Неймана в равномерной операторной топологии (с ве­
роятностью единица) ряд (4.3) будет представлять собой оператор­
ный п.п. процесс. При условии, что F— п.п. процесс в B0XBi, реше­
ние (4.3) окажется п.п. процессом. В общем случае установить его 
вероятностные характеристики, как мы уже видели в § 1, можно 
только в рамках корреляционной теории.

Но когда оператор возмущения V(w) зависит от конечного чис­
ла случайных параметров, для которых известна совместная плот­
ность распределения, можно построить конечномерные распределе­
ния процесса. Если же эти случайные параметры независимы, вхо­
дят в оператор V(w) (линейно) и имеют нормальное распределе­
ние, то первое приближение решения:

«(1> (t, <0)=[/? (1, Zo) + R (1, Lo) • V (со) ■ R (1, Z.J] • («0 + F)
будет также распределено нормально при условии, что и0 и F—• 
детерминированные (неслучайные) элементы в Во. В этом случае 
параметры нормального распределения легко определяются и мож­
но построить плотность конечномерных распределений первого при­
ближения.

Более подробно исследуем вышеуказанную схему на двух част­
ных случаях. Во-первых, рассмотрим задачу Коши для системы 
линейных дифференциальных уравнений, записанную в матричной 
форме как уравнение (4.1), где

Л(^, со) 
k

квадратная, («X»), a f(t, <»)=S одностолбцовая матри-
k

цы, составленные из п.п. процессов Бора, с фиксированными неслу­
чайными спектрами показателей Фурье и случайными коэффици­
ентами, конечномерные совокупности которых имеют известные 
плотности распределений.

Пусть

-^-=Р(01/ + /(0- (4. 4.)

соответствующее (4.1) уравнение регрессии. Выясним условия су­
ществования у него п.п. решения.

Обозначим через {рД—спектр показательной матрицы k в 
§ 2 или матрицы A =Mf [Р (г1!} в § 3. В этих параграфах показа­
но, что соответствующая система имеет интегральную матрицу: 
x(t) — Q(l) ■ ek t. Допустим, что матрица Q(t) выходит почти-пе- 
риодической по Бору. (Соответствующие условия указаны в § 3.) 
Тогда в силу неособенное™ матрицы Q(t) обратная к ней матрица 
t/(/)=Q-i (г) также будет почти-периодической по Бору. Решени-
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и..... in Коши для уравнения регрессии, как известно, является
пн.... in i6iioii;ih мат рица вида:

У (Г) = Q (0 • ек‘ • |у„ + J е~к - • и (т) -/(т) • .
О

И Нй1 инн'hi, если //о == 0, то
t

y(t)=Q(t) ek t \ e-k'-u(z)-/(?)• d-.
о

Hlo решение будет почти-периодической матрицей в следующих 
Bb'iiiiix a) /?epszJfcO; $=1, 2,..., п.

п

Доказательство. Обозначим через «s (t) —и . (tj-fAt) 
2 = 1

й к м<'111 i.i матрицы и через nk кратность собственного
inn hi р* матрицы к. Тогда для элементов одностолбцовой матри- 
МЫ Н" | таком интеграла в соответствии с § 3 получим (при 
Й.1Ч- 0):

I II. Г nk~r г
[ Y ?п1 ■ v •е •dt^ '"к',=

► ■ »4 0 т]=0 \ = 0

"* г
V’-<N,(0- V-е-ч-1-,

г|!7]= >
м (О суммы п. п. функций <рт. (/), полученных после интегриро-

IIIH
t

e~kx-u(-) f(-) d-t = е k t-ty(t), где
(±ос)

•| И1 пи одностолбцовая матрица. Решение системы получим Te­
rn pi и пиле п.п. матрицы //(0 =Q(/) лР(0;

о| /.• i • W или k = i-А =М f {Р(£)|—чисто мнимая матрица прос­
пи I |р\к|уры с мнимыми простыми собственными числами и

1^^ | А — > а> 0, /72,5=1, со; у=1,2,..., г < я.
* I J

'|г|Ь пштельно, в этом случае под знаком интеграла оказывает- 
• и и и матрица Бора, для элементов которой выполнены условия 
и и........ . георемы Фавара об условиях почти-периодичности интег-

и) пусть среди чисел ! pj" есть группы нулевых и чисто
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мнимых, каждому из которых соответствует в интегральной м;н 
рице число групп решений, равное их кратностям. Тогда для с\ 
шествования у системы (4.4) почти-периодической матрицы решении 
«(/) достаточна ограниченность соответствующих им интегралов в 
матрице:

t
) е~к т •« (т) /(т) йт

о
или выполнение неравенств случая б).
Доказательство следует из известных условий почти-периодичносн! 
интегралов от п.п. функций Бора и предыдущих замечаний.

Рассмотрим далее исходное случайное уравнение в предположг 
нии, что f(t) и и0 — детерминированные (неслучайные) матрицы 
В соответствии с указанной в начале данного параграфа схемой мы 
уже имеем нормированную интегральную матрицу (случай б)):

/?(l,^o) = Q(O-eM’;MQ-1(O).

Тогда решение случайного уравнения представимо рядом
(Х>

и(Л<о)=/?(/.,)(1).2{И(<»)-/?(1,Ао)}«-(Ио+^). (4. 5)
и=0

В силу предположения |к^|>а>0; к=1,оо матрица
t

I/(w) =У(Д (Л®) - EA(t,^\-dt
о

состоит из п. п. процессов, поэтому в фигурных скобках также б\ 
дет матрица п. п. процессов. Если же для матрицы V (со) выполняю, 
ся условия малости случайных возмущений так, что почти-наверно,

l|H(o))||<(||Q(0-e'^.Q-i(0)l|}->, (4.6)
то ряд (4.4) будет почти-наверное сходящимся в равномерно опер:, 
торной топологии, а его сумма — матрицей почти-периодически \ 
процессов.

Первое приближение к решению «{1)(/, со) линейно зависит о, 
матрицы V(co). Поэтому ее математическое ожидание в силу уело 
вия /Д&/ >а>0 при неслучайных и0+Е будет представлять собой 
п.п. матрицу. В случае когда матрица Е(со) составлена из тригоно 
метрических полиномов, коэффициенты которых независимы в соно 
купности и имеют нормальное распределение, коэффициенты в ра , 
ложении первого приближения также выйдут нормально распред, 
ленными.
42



II качестве второго примера можно взять-краевую задачу для 
lii'ii ни параболического уравнения:

"7 = У aft(x,w) DW+/(x,f); (x6G; О>0);

|/е| <2т

(4. 7)

I- |П1ча.1|>ным условием и(0, х) — и0(х) (п. н.) 
■Iикния из с<“> и граничными условиями:

(и0(х) —неслучайная

ди
~дпи дт~'и 

дп"1-1

№ ------ г со, t)—п.п. процесс с непрерывной кова-
дх^-.дх^

Вмицнсй. все реализации которого бесконечно дифференцируемы по 
» (in г( н> распределение на С°°Х^ь аЛ (*)=•£<*& 4~ а& (“, *) — 

(со) 
пинольные случайные функции, распределенные на с с не- 

|||н 1Ц.1И11ЫМИ ковариациями, ап — нормаль к Г.
Ишратор Л (со) соответствующей абстрактной задачи Коши 

Mii'i iio рассматривать, например, как замкнутый в L2(G) оператор, 
и|||« и- ленный на достаточно гладких функциях, удовлетворяющих 
р"н инам условиям. Предположим, что для соответствующего ему 

t
t«i«t pi I < ip. I Lo= [ EA(to)dt и случайного оператора возмущения 
r(iiil", линейно зависящего от ak (®, х), выполняется условие:

р{ш;|| 1} = 1.
bn la решение АЗК представимо формулой (4.3).
II и»\ч нижеследующих предположениях можно получить веро- 

WIHiii Н1ЫС характеристики первого приближения;

и "' (I. /, ш) = \R (I, Lo)+R (1, 4)■ V»• R (1 ,Z0)]• («0 4- Л)=

= 0 (х, t, ю) + и 1,1 (х, t. <1>).

«I ими, а^(х, ы)—независимые нормалыю-распределенные
МЙ.... . <лементы в с(°°) , а /(/)—неслучайная п.п. функция

1нЦй И < илу вышеуказанных обозначений и условий имеем:

Е и <') (^, х, и) = R (1, Zc) • (и,} + F) = m (0, 

Р/ДО = E{uW (Xj, t) u (Xj, t)}.
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Тогда п—мерное совместное распределение первого приближс 
ния будет нормальным с плотностью:

п 1 f п

/(JWa-•••Лп, 0 = (2") '-В 2 exp — -tV\Bkl(yk-~kY
к, I 1

•(у, —yjp

где Bkl—алгебраические дополнения элемента pAZ в матрице
(Pw); В = det (pftz). Это распределение в гильбертовом прострап 
стве L2(G)X/?i можно также однозначно определить преобразова 
нием Фурье и так называемым 5-оператором [1, стр. 171]. Нор 
мально распределенный случайный элемент в этом пространстве 

может быть разложен по ортогональному базису этого прост 
ранства.

б) если ak (х, ы)—стационарные эргодические случайные 
функции, a f(t, со) —не зависящий от них также эргодический п.н. 
процесс, ограниченный в среднеквадратичном с

£aft-=0; Е (Г)• ау (Г)}= SKJ- 8 (Г-Г),
где Skj—постоянные смешанные спектральные плотности, а 6 
дельта-функция Дирака. Тогда п. п. процесс в первом приближении 
также можно охарактеризовать в рамках корреляционной теории

Еит(х, t, «>)=> /? (1, Ц)-(и0 Д- Е Е),

Гм<» (X t') — В [ы(1) (х, <o)-«(1) (х, f, си)].
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СЛУЧАЙНЫЕ ВОЗМУЩЕНИЯ ПОЛУГРУПП 
И МАРКОВСКИЕ ПРОЦЕССЫ

ИВАНОВ В. Н., кандидат физико-математических наук 
(Саратовский институт механизации сельского хозяйства им. М. И. Калинина)

В данной статье известная детерминированная теория возмуще 
ний полугрупп линейных операторов, принадлежащая в основном 
Т. Като, распространяется на случайные возмущения. Полученные 
таким образом результаты прилагаются к построению переходной 
функции и переходной плотности возмущенных марковских про­
цессов.

Конечной целью работы является создание алгоритма, позволяю­
щего строить переходные функции и переходные плотности слож­
ных и общих процессов, отправляясь от более простых и хороню 
изученных переходных функций и переходных плотностей.

Рассматриваемые проблемы тесно связаны с абстрактной зада 
чей Коши (АЗК) со случайным оператором, которая изучена в од­
ной из статей данного сборника:

-ffi-= Д (ш) х; Л(о,ш) = х0(со); 0<г<7 (1)
dt

и соответствующим ей уравнением регрессии:

=Дох; х (0) — Е х0 (и); А0 = ЕА(<о). (2)
dt

Будем говорить, что АЗК (2) поставлена корректно на отрезке 
[0, Т], если для любого начального условия xog£)(Ao) существую 
единственное решение уравнения (2), непрерывно зависящее от па 
чального значения х(0). Задача (2) называется равномерно кор­
ректной, если из стремления к нулю последовательности начальных 
значений >0 следует стремление к нулю соответствующей 
им последовательности решений х *от)) равномерно на отрезке
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e
l I III известной в теории полугрупп теоремы Хилле — Иоси- 

Фнллннса легко получается, чго для равномерной корректнос- 
... А IK (2) необходимо и достаточно выполнение любого целого
urn к ii.iioro и-неравенства:

До)|| <M-(ReX- «•) ReX>w,

некоторых положительных Мию, причем
t

|'(/ Х-Л0)-Ч| = ||/?(л, Lo = \Aodt.
о

В дальнейшем ограничимся полугруппами класса Со, то есть 
....... прерывными полугруппами Ut при />0, удовлетворяю­

щими условию lim — при любом xg В.
/-+о

/I hi того чтобы уравнение регрессии (2) с замкнутым операто- 
■II I 1(/. о>) =А0 было равномерно корректным, необходимо и 
|ДО| hiciiio, чтобы оператор Ао был производящим оператором по- 
М||1У1П1Ы класса Со. Это означает, что класс уравнений (2) с зам­
ни 11.1 мн операторами Ао совпадает с классом уравнений, у которых 
М*|*н юр ,-10 является производящим для полугруппы класса Со. 
|Л»|ю|п следует, что с методологической точки зрения вместо изу- 
Mliiiii случайных возмущений АЗК с замкнутым оператором доста- 
Мн<< рассмотреть вопрос о случайных возмущениях полугрупп 
Мю ■ и <'lt ограниченных операторов на основе возмущений, соот- 
Hlriн\ 1ощпх им производящих операторов.

II ик с I по, что спектр производящего оператора полугруппы клас- 
I ' „ in ci да лежит в некоторой полуплоскости ReX-^w. Из иссле- 

|»Ф и и и II I Като по теории полугрупп известно, что если Ао — зам- 
11 нН! линейный оператор с областью 7)(А0), плотной в банаховом 

фн< ■ panel не /?; отрицательная действительная полуось принадле- 
рс к>л1а1ептному множеству Ао, а резольвента (Ао+%-/)-1 удов- 

•tiHupiii I неравенству:

НМо+х.7)-’||<4-. ^>0, (3)
л

Bfpiiri iiiyei в равномерной операторной топологии предел

U, е = lim (1 + — •А0'Г", (4)

IM П11Г1И1О1Ц11Й собой сжимающую полугруппу и эта функция от 
i'H»>pHi'ipa у довлетворяет уравнению:

=_л0.1/Л; 7>0; xo6Z)(Ao).at
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Формула (4) определяет полугруппу, не обязательно сжимаю 
щую, если неравенство (3) заменить на более общее, которое ум 
жем далее.

В случае ограниченности оператора Ао наличие его спектра в ле 
вой полуплоскости есть достаточное условие ограниченности репю 
ний АЗК на полуоси. Сохранение этого свойства при случайных 
возмущениях оператора Ао характеризует устойчивость решений 
при случайных возмущениях оператора АЗК. Это один из стимулы! 
к изучению случайных возмущений полугрупп.

Вторым стимулом является проблема построения случайных пе­
реходных функций марковских процессов, тесно связанная со слу 
чайными возмущениями сжимающих полугрупп.

После некоторых замечаний общего характера, мы, следуя в ос­
новном методам Т. Като по детерминированным возмущениям, hi 
ложим «почти-наверным» образом проблему случайных возмущс 
ний полугрупп класса Со.

Пусть (й, s, ц) —вероятностное пространство с полной вероя!

постной мерой р; А (и) —случайный линейный оператор с областью 

определения D(A) — не зависящей от оз и плотной в банаховом 
пространстве В; Ао — замкнутый детерминированный линейный 

оператор с областью определения Z)(A0) =D(A) =D. Рассмотрим 
случайный линейный оператор с комплексным параметром т

А (т, <и)=А,, т■ A (оз),

в предположении (условие 1), что случайный линейный оператор

К). (<u) = A (®)/?(Х, До); Xgp(L„)

является ограниченным для каждого о>(~й (или почти-наверное) 
/ГЦ (o))||n < оо; 0=1, 2, 3,... Это предположение выполняс!
ся, если А (со) замкнут при каждом оз£Й (почти-наверное) или с\ 
ществуют две случайные величины а(оз) >0и 6(со)^0, определен 
ные на исходном вероятностном пространстве, такие, что для каждо 
го со gQ (или п. н.) и любого xqD выполняется неравенство:

||Л (со)-х|| < а (со)■ !|х|| + ь (ш)-1| Ло-х||. (5)

В частности, при а=0 случайный оператор А (со) оказываем о 
подчиненным оператору Ао, если b а ПРИ ^=0 почти-наверное 
ограниченным.
48



1 (И iacno теоремам Ганта для каждого т #=0 имеем:

До (т) = (<*>: || АГх (<») II < -Ц gS 
I т

i ni них nig Ао сходится в равномерной операторной топологиини,
/? (X, А (т. «>))=/? (к, Lo) • 2 • К1 (ш). (6)

п=0

'I in каждого счетного множества е (Oge) комплексной плос- 
||| hi аналогично вышеуказанному можно записать:

Дг= л : (ш, —) gp (/Сх (<»))] gS.

1(боаначим через г открытое множество элементов банаховой ал- 
Hi'Pi.i \ ограниченных преобразований банахова пространства В 
н U lin Пусть на X дано распределение вероятностей Р так, что 
ГР I ■(), Тогда условное распределение для резольвенты 
ЛГ(А ■ ("’)> —) (или Для R (А, (т> “))) запишется в виде:

p[r(k. (<»), -Ц gQ / К. (<о) - ±• /gr
\ \ х / т >

р (“)*—) eQ; («) — — •/£/• 

к \ т / т

Лег

I < in г малый параметр, то в первом приближении распреде- 
Й*||1Н' резольвенты можно охарактеризовать, исходя из соотноше-

А’ (X, А (т, «))) ~ R (К, Ао) -|- --R (X, До) Кк (ш); o>gA0 

нч in ноне распределения оператора К\ (<») на А”.
IL трос о случайных возмущениях полугрупп ограниченных ли- 

И**|||.11 операторов в значительной мере сводится к построению и 
I и пинанию резольвенты возмущенного оператора А (т, со). Сле- 

i)n I Като, обозначим через I(Л1, р) совокупность линейных опе- 
I ||"Р и, I, удовлетворяющих условиям:

I) /I замкнутый линейный оператор с областью D(A), плот­
ной и I гпарабельном банаховом пространстве В;

'I полубесконечный интервал 2>р принадлежит резольвентно-
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му множеству оператора А и кроме того существует константа 
так что

+ т>₽; *=1,2,3,....

Согласно следствию из упомянутой выше теоремы Хилле • 
Иосида — Филлипса А — инфинитезимальный оператор сжимают» и 
полугруппы тогда и только тогда, когда AqI (1,0). Заметим, что и 
данном определении вместо условия 2) можно потребовать c.i* 
дующее:

|(А + Х./)-*||<------0—; ReX>p; * = 1,2,3,....
‘ /II (ReX_?)*>

Если же наряду с условием 1) выполняется следующее предпо 
ложение:

2) * резольвентному множеству А вместе с ReX>0 принадлежи) 
и сектор /argX/< + да>0 и Для любого е>0 имеет место не 
равенство:

+W) |argX|
ич 2

то такое множество замкнутых линейных операторов обозначим 
И (w, 0). Операторы вида .4=Л0 —р7, в которых AoqH(w, 0), обо­
значим через И (w, р).

Теорема 1. Пусть До£ (1, ₽) и Л (оз)—случайный элемсиi 
банаховой алгебры Х-ограниченных преобразований В->~В (то есть 
распределение Р на X), причем/5 [||Л || < <?<. оо] = 1, тогда почти 
наверное Ло+Л (<o)g I (1, р + с) и соответствующая стохастическая 
полугруппа е ~ НАо+А(<»)) есть борелевски измеримая (голоморфная) 
функция случайного оператора Л (со), распределение которой выра 
жается через распределение элемента Л (со) на X.

Доказательство. Первая часть теоремы получается с по 
мощью оценки почти-наверное:

II К. (со) || = || А (со) • /? (X, А0) I' < —с— < 1 
J\e А —- р

для ReA,>p + c. А это означает сходимость ряда (о) с вероятность!" 
единица и, следовательно, с той же вероятностью наличие оценки

|| (X, Л (ш)) || <---------- 1--------- -.
II X m с. //п\ (ReX_^_c)k
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Л in доказательства измеримости полугруппы заметим, что она 
«taiiriiM разрешающим оператором равномерно корректной зада- 

11 hiiiiin со случайным оператором:

= (Ао +А (<«))«; woeD(Ao)=D(A). 
d t

' ||i> решение этой АЗК должно удовлетворять следующему интег- 
М|11<||ом\ уравнению:

t
и — \ u0 (t — s) • A (<»)ы (s) ds= Z(v>)-u, (7)

о
|K I',,(/) полугруппа, соответствующая порождающему опера- 
»нр\ Я().

Применим теперь к интегральному уравнению теорему Ганша о 
I нм.н 1ИЧССКОМ варианте принципа неподвижной точки, заметим, что 
f(iu| и есть измеримый по Борелю случайный элемент. Согласно 
ft и к-ореме существует однозначно определенный, измеримый по 
h рг.'Пи случайный элемент «(со) со значениями из В, удовлетво- 
||||Ц||||нй случайному уравнению Z(<n)-u = u. Этот элемент может 
li.ni. ..лучен итерационным процессом исходя из детерминирован-

Ц(>||> начального элемента и0: z(w)-un = tln+Г, n=l, 2, 3,..., так что 
■Hill наверное н(о>) = lim ura(w). Отсюда немедленно вытекает, что->эо
w'piiinp //д„|Д(Ш (0, определяемый равенством:

и (<», t)=LJ д0+д (ш) (f) • Uq

ЛИЛнеи и случайным.
Hi принципа неподвижной точки следует также почти-наверное 

IIOiliiMiH и, ряда:
00

U д„+д (о,) = 2 (ш) (i)>
/1=0

t
('HD p ~ (")

<Ло + д«о)(') ~ I s)-A (t0) A„+a(W)^sY^s
0

N, i 'lionma гельно, почти-наверное аналитичность его суммы по А (со).
|'*ii пределение этой функции от оператора характеризуется рас-

|1|н и iriiiieM /I (<о) на X для каждого t. Полученная полугруппа яв- 
Hllfiia локально компактной. Но для локально компактной полу-
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группы, как показано рядом авторов, проходит конструкция А. 11 
Колмогорова на прямом произведении S г, 7 = [0, оо], построенная 
первоначально для RTX (/?i — прямая).

Теорема доказана.

Рассмотрим теперь задачу возмущения случайным оператором 
А (со) более общего вида.

Пусть Ао g Н(да, р) и выполнено условие почти-наверное относи­
тельной ограниченности оператора А (со) (т=1). Из оценок

||/?(>., Ао)||< |argk|<-^-4-w —е,
|Л| 2

IIА (ос) • R (X, А0) II < а («с) • 11 /? (X, Ао) || + b (») • || А 0 • R (X, Л„) ||
(п. н.),

ИД,-/? (х, д,|)|| < 1 Н-сг 
получаем

!1Мш)!КйМ-+ (п> н )-

Если

Ах = {ос: [а (о>) • + b (со) • (1 +g )] < 1},

то для ucgA, ; Axgs следует

IIR (>-, А (<о)) || <--------------------- -----------------------------------=»
1 —а(ос)-сЕ .|Х| ~ 6 ('•>)■(!)

_ Се [1 - />(о>)-(1 + Се )]-1

| Х| — а (ш)-се [1 — b (ос) (1+сЕ )] “ 1

Обозначим: Afe = {oc; b (ос) < (1-|-се )-'}.
Тогда для ocgAx f] Ad = Д' имеем:

||/?(Х,А(«с))||<-£^- (п. и.),
|Х-т(о>)|

где с'(со) и 7 (ос) —случайные величины, выражаемые через а(о>), 
£(ос), сЕ.

Таким образом, для ocgAx fj = А' имеем

Au4-A(oc)g//(w — s, 7)
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1Л«’ |>>|1.нелыю, существует так же, как и в теореме 1, аналити­
ки.....поснтельно А («) полугруппа g-'-Mo+AM), измеримая для
|Д<но I относительно сг-алгебры A'qS, распределение которой 
рнкн ринется по формуле (Като — Данфорда):

ОС

с /(А,+Л(Ш))= _1_ Се-х< ./?(Х,Д0).
2 л/ J

г п=0

If I распределение Кх («) на X. (Здесь Г — ориентированная оги- 
kiiHiiii спектра Ло).

I формулируем полученные результаты (с учетом рассуждений 
>д|.|;|\|цсй теоремы).

I с о р с м а 2. Пусть AoqH(w — е, 0) и А (и) почти-наверное 
<>1 .... шельно ограничен. Тогда существует и-множество Д'П^,

«ог. что Л04-Л( со) qH(w — e,f) и соответствующая полугруппа 
коримы относительно о-алгебры Д'дД а ее распределение выра- 
1»ч<и через распределениеКх(ю) на X (или через условное рас- 
₽Ле н ннс резольвенты /?( —-, Кх (со)).

< з е д с т в и е: Если Лод/(1, 0), а оператор А («) (п.н.) подчи- 
....  > л юру /10, то есть

!|А (со) •х|К&(ю).||Д0-х||,

Нчпм р ;&(<•>)<= 1, то А0 -ф- А (со) g Н(0,0) (п. н.).

I пи I i o,но, в этом случае с вероятностью единица
II \ ("•)/? (Х,Л0)||<&(со)||7ф-Х./? (X, Л0)||<2-&(«>)<1,

hi .......... ..но, ||/?(1,Кх(со))|| <с
I...... У ||/?(Х,Л(<о))Ц<-2-.с.

I 'ип inn, oi-множество Дх изменится, если требование Ло п.н.
и 11 Ti.noii ограниченности Л (и) заменим, чтобы Л (®) был поч- 

11-11.1 .......  замкнут и т=/=1. Тогда, привлекая w-множество До(т),
ичнм I mi о>« До(т) представление резольвенты в виде (о).
(1Ап iihi'iiiм теперь
-'ДО [-о: || R |Z—, Ку,(ш)) ||< cl gS; c = const>0.

\ т I
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Тогда для co еА3 —А0(т) П Дi(т) будем иметь:

|1ШЛ(<»))||<||/?(Х,А0)||=-^,
IM

I arg X |< -у — да - е,
то есть

А (ш) = Д04-т-Д (i»)e//(® — s,0).
Итак, теорема доказана.

Теорема 3. Если AQ&HC (да-е, 0) и А (со) (почти-наверное) 
замкнут, то для со-множества Д3:

А (<о)=А о + ' • А (<о) £ Н (да — в, 0)

и соответствующая полугруппа измерима относительно о-алгебры 
Д3 fT S, ее распределение характеризуется распределением резоль 
венты R [ — К\ (w)l или в первом приближении распределением 

\ т /
К\ (со) на X относительно о-алгебры Д' f) S.

Следствие. Если А0С/(1, 0) и А(ю) (почти-наверное) зам 
кнут, то

+ (ш) 6 ^(1,0) 
при условии, что 0)6 A', Ai (т)Г)А0(-) =/= 0, 

где А! (т) = /<х (<6)|| < 11 gS; (Ь>0),

причем соответствующая полугруппа также измерима относительно 
ст-алгебры A' f] S.

Теорема 4. Пусть Aog/(1,O); А (со) (почти-наверное) принад­
лежит /(1,0) и подчинен оператору /10, то есть

|; А (о))-х|Кй(<о)-||А0-х||,

Тогда почти-наверное А (ш)=А0 -j-A («>)g/(1, 0).
Доказательство. Из условий теоремы следует оценкн 

II(ш) || < 1 и, значит, существование резольвенты Д(Х, А (со)).
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■iniм /ту резольвенту, следуя методу Като. Рассмотрим элемент:

х (t, со) = е ~*'А <“)■ е ~ ‘ (А«+х,/> • и;

«еА)(Ао) = Р(Л(со)):

U х (t, ы) = (и — е ~* А<ю'>-и) -ф- е~ГА (“)•(« — е~ ‘ <А»+х-/> и).
lit ни типе того что полугруппа есть решение АЗК с производя- 
И опера тором А (со),

■ ---- — А (ш)и-[-(А0 -\-К I) и = (А 0-[-А (<о)-|~Х• /) • и, (п. н.).

По
«(/, ш) || б’-ЛХ-||п||; так как ||e~^z ||<1 (п. н.) и || е ~‘°А° || < 1.

()к к>;iа получаем:
||«-*(б м) || |1»|| -е~а -||и|| _>у.11и11

I ' » и. Сопоставляя это с предыдущим равенством, заключаем:

Н(Ло + А(‘»)4-к.7).«||>к.||а1|

||< Ь Л (>'>) + х-/)-11| < 4"> то есть Ао + А (<о)е/(1,0) (п. н.).

Mio и требовалось доказать.
I и м <■ ч а н и е. Если в рассматриваемой нами АЗК с операто-

|И'М l(oi) Л0 + Л(ю) выполнены условия;
al I СР (/.„); || д L (го)-х || -||х||-|-6||£0-х|| (п. н.);

"• | А’(Х.А<>)1|<—: Х>те = 1|Д0||о;
А - w

1.1 « с/)х = D(A0) = D(A (0>)) = D (А (со));

I I I \ шествует такая случайная функция второго порядка с не- 
ЦМрыппий ковариацией, что с вероятностью единица:

||А(<о)-й$ (Ао)||<^ (со)
н I \ uh < I н\ сг интегралt

I Kt (u)) dt < р < 1; p = const; для
и
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■■мввнвмв

то операторант АЗК со случайным оператором А(ю) является im 
лугрупповым оператором, для которого A(w) служит производи 
щим оператором.

Доказательство следует из того, что Ао— производящий опера 
тор полугруппового операторанта &о(Ао) и разрешающий опера 
тор АЗК есть резольвента оператора А (и), так как ряд ДИ, А (со) I 
/?(1, Ао)- И (w)-/?(l, А0)]л сходится с вероятностью единица и п
равномерной операторной топологии в силу условия г). Условия в) и 
г) на основании известной теоремы Хилле — Данфорда гарантирую! 
полугрупповой характер разрешающего оператора АЗК.

Приближенное распределение полугрупп ограниченных операто 
ров, зависящих от малого параметра т, можно получить на основе 
асимптотических формул.

Именно для всякого xoqD имеет место асимптотическое разло 
жение полугруппы:

U(t, т, <o)-x0=Z70(^)-x0+t-^/(1)(^ <о)4-0(т, ад) (п. н.)

при т->0; <ogAft; (t, ш) = — \u(t - s) • A (co) • U(s) ds, 
о

(8)
если

а) A0^I{M, 0) и для А (о>) выполняется почти-наверное нерв 
венство (5);

б) выполняются условия предыдущих теорем, обеспечивающие 
включение А (и) g / (М, 0) для достаточно малых по модулю т и 
некоторых co-множеств Д^. Для достаточно малых т вышеуказанная 
формула прямо получается из интеграла Данфорда, в котором / 
ориентированная огибающая спектра оператора, проходящая oi

оо по стороне— со по стороне угла argk = 

угла arg К = -ф-w — е.
Действительно, подставляя разложение резольвенты (6), получим

иАа+-.. д~(ш)=е= -A-J • R (х, Л) • л + 
г

4-Т--Л— I eu R()., Аи) Кх (со)-йГл+0(т, <о). 
д "*^1 t) г
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I hi более широких со-множеств это 
Hili' можно получить, отправляясь от 
Шепнем которой является полугруппа:

асимптотическое представ- 
абстрактной задачи Коши,

41 = -(Д04-т.Д(Ш)).У; Г(0) = / (п. н.).
at

(Здесь производную нужно понимать в среднеквадратичном.) 
I'l'iiieiine этой задачи будем искать в виде:

||>|да, обычным образом вычисляя производную, получим:
dY _ dUa± 
dt dt at

at

= .Д(ад)-£7л0 (O)
dt ° \ z 1

■Z- Z(Q) = f0

|/H единичный элемент S-пространства).
Г Риссуждая аналогично началу доказательства теоремы 1, заклю- 

||*м, 'но если А (со) замкнут (и.и.), то A (ад)• Ua„ (0 ограничен, то- 
Н 1 hi шмкнутости с7а„ (О, а значит и U A'(f) следует ограничен­
ною ь оператора

£/1’-А(ад)-^л0.

'I hi ограниченных операторов АЗК всегда разрешима в форме 
М» ДМощсю ряда, сходящегося почти-наверное равномерно в каж- 

oipe 1ке [О, Т]; t
С . 1 ~ In

-J Ua^s).— -Л («>).£7л0 (S)-cfs] =
О

ОС
= (9> 

п=1
4 I (s)--^-A (ад)-(7л„ (s)^s+°(t, ад);

О
II О (т, ад) || < -|т|2-11?112 (п. H.)

норма оператора в C[S,(0, Т)]).
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Из асимптотического представления полугруппы следует, что при 
достаточно малых значениях параметра т распределение полугруи 
пы определяется распределением оператора q на банаховой алгеб 
ре Х(В). В случае стохастической сжимающей полугруппы верой i ■ 
постный процесс Pt на ней можно охарактеризовать следующим 
образом. Наличие оценки || Ut («) || <1 означает компактность н<> 
лугруппы, а для компактных полугрупп проходит конструкция, cot 
данная А. Н. Колмогоровым для/?7 ; Т — [0,оо], следовательно, rv 
шествует вероятностная мера Pt. Вследствие сильной непрерывное 
ти и наличия сильного предела (и. н.) при t ф 0 имеет М(ч
то слабая сходимость Pt к несобственному распределению.

По распределению оператора q на X или по распределению
А (со), по крайней мере, принципиально можно построить распред<- 
ление для производящего оператора при каждом t и, исходя из со 
отношения Uf(Js= Ut+s, проверить выполнимость равенств! 
Pt*Ps — Pt+s, то есть однородность процесса Pt-, 0<С I < 5 < (> ’• 
где, как обычно:

Р/. * Pti (В) = J f /Во (и-v)- Ptl (du) • Pt, (dv), 
So So

So — полугруппа, a Iв — индикатор Bo в So.
В теории стохастических полугрупп известна теорема Гренап 

дера о том, что если Pt —непрерывный однородный процесс на ком 
пактной стохастической полугруппе, то существует такая вероя! 
постная мера М и связанная с ней мера Q=— -М-рЪ/ , что Pt ecu.

Л
предел сложных пуассоновских процессов

QO

ехр* (Л М) = V ехр (— А) • ■■ ■ Qn,
п\и=О

ре — в/ то есть предел вида Pz = lim ехр* (/-/We), где Ме =---------- .
£-0 е

Резюмируем сказанное.
Теорема 5. Если распределение Pt на сжимающей полугруи 

не е_/ (л»+тЛ("))удовлетворяет условию однородности
Pt*Ps = Pt+s,

то Pf есть предел сложных пуассоновских процессов выше­
указанного вида.
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Г11имеI им кратко одно из основных приложений теории случайных 
■ ММНеппй сжимающих полугрупп, относящихся к переходным 
MKlliniM P(t, х, Г) однородных марковских процессов. Будем при- 
■иоппп ься обозначений и определений, принятых в известной мо- 
нрнфни Е. Б. Дынкина по теории марковских процессов. Пусть 
fi /1| измеримое пространство, Е — компакт, a P(t, х, Г) —кон- 
i|iiin i пиная нормальная переходная функция, то есть Р[ + 0, х, Е] —

I 'Ия всех х qE и P(t, х, Е) + 1, для всех t 0; xqE.
\p(t, x,dy)-f(y)-f(x)

Обозначим: — Л0/=Нт —------------------------- ; В = В(Е, В) —
no t

■|||к ии<>0 пространство ограниченных измеримых функций f(x), 
■ i I. е нормой |[/||== sup |/|,(х)|; С=С(£, В) — линейное прост-

хеЕ
Ian Ilin, состоящее из всех ограниченных непрерывных функций с 

Kfl Же нормой.
|д in полугруппа Tf f =JР (t, x,dy)-f (у) переводит в себя

I (/ /I), то P(t, х, Г) называется феллеровской переходной функ-

I |>. Дынкин показал, для того чтобы сжимающая полугруппа 
iiiiH'iiiibix операторов в В(Е, В) соответствовала некоторой пе- 

КЦнДНой функции P(t, х, Г) в (Е, В) необходимо и достаточно вы-
• iiH'iiini следующих условий:

п| гели f(x)>0 при всех xqE, тоТt f(x)>0 для всех xqE',
н) пли /(хо)=О, то To-f(xo)=O, в этом случае —

■ х, dij)f (у). Переходная функция P(t, х, Г), заданная в

■ /I}, называется стохастически непрерывной, если для любого 
I ( II для любого Х£ U

lim P(t, х, U) = 1.
по

< >1 ионная теорема теории марковских процессов о связи переход- 
Ны > функций с полугрупповыми операторами [2, стр. 87] утверж- 
g|i....... . всякая стохастически непрерывная переходная функция в
1Д, 11} однозначно определяется своим инфинитезимальным опера- 
|н||ом 1(1 Гак как Е — компакт, то P(t, х, Г) будет стохастически 
ШЛ<1М*'рно непрерывной. Кроме того, будем считать, что Tt-f для 
ftП}1 , 11} принадлежит С(Е, В). Такие переходные функции на- 
№n<iioi ( нлыю-феллеровскими.

()i прпниым пунктом для построения случайных переходных 
1ОЛ1ПЙ является теорема Е. Б. Дынкина [2].
11< и. Г. компакт и Ао — линейный оператор в С(£). Для то-
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го чтобы Ао являлся инфинитезимальным оператором некоторой 
сильно-феллеровской переходной непрерывной функции в Е (ко и 
сервативной и нормальной), необходимо и достаточно, чтобы выпои 
нялись следующие условия:

1) О(^) = С[£];
2) Х>0; Хер(Д0);

3) UsfeD(A0)-, f(x0)>0- /(х0) >/(*); Ло­
точка максимума в Е для f(x), следует Aof(xo) =0.

4) До.1=О.
Теперь можем применить теорему 4 или следствие из теоремы 3 

таким образом. Пусть /10 — инфинитезимальный оператор сильно 
феллеровской консервативной и переходной функции P0(t, х, Г), и 
пусть в отношении возмущающего оператора А (со) выполняются 
условия теоремы (4) или следствия из теоремы (3) и дополнитель 
но удовлетворяются условия 3) и 4) предыдущей теоремы (почти 
наверное). Тогда случайный оператор До+Д((о) будет инфинитеш 
мальным оператором сильно-феллеровской переходной функции 
Р((£>, t, х, Г), определенной на исходном вероятностном простран­
стве за исключением, может, событий нулевой вероятности, являю 
щейся измеримой по Борелю функцией от го, определенной равен 
ством:

С -/(До-|-А (ш)) .у_ J f{yYP(u>t t, х, dy).
Е

Выше получено разложение этой стохастической полугруппы и 
ряд, сходящийся в равномерной операторной топологии с вероя! 
ностыо единица. Именно, пусть

T0(t)f=e~^ -f = \f(yYPAt,x,dyY
Е

Тогда
оо

е-/.(Ао+т.А(<»))у = J f(y).px (а>, t, X, dy) =2 (— (t) /; £>0.
Е п=0

(Ю)
t

So (0= То (/); (0 = J То (t-syA^S п-х (S) ds.
о

Если т-> 0, то возмущенный марковский процесс со случайной 
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^сходной функцией Р-. (со, t, х, Г) слабо сходится с вероятностью 
пицца к невозмущенному процессу и имеют место следующие 
н мт о тческие формулы:

,1 / (У) • Р- ху dy) = J /(у) • Р„ (t, x, dy) —
E E

t

— t • J To (t — 5) • А (o>) • To (s)f- ds+o (-);
0

Pq (oj, t, x, dy) = Po (/, x, dy) — (11)
t

X,dy) A («>)-(j/(2) Pn(5,X,t/z))-d5+O(T).
0 E

II случае диффузионных процессов в качестве Ао возьмем диф- 
ф| |н'11циалы1ый оператор второго порядка эллиптического типа:

i i
Л„/ Уаг/(х)-4- + Уад^-г(х)./, (12)

oxi-oxj dxt
<=1

>(..фф нциенты которого удовлетворяют условию Гельдера в £; 
II») ’ 0; xg£ и для любого х и любого набора действительных чи- 
Нл | */I \ существует константа т> О, так что

i, ;=1 Z = 1

1 |||‘|г( I не Л (ы) возьмем оператор того же вида, но со случайными 
Ннффнцнентами, представляющими собой распределения на С( >(£)

| ццг|е1воряющими неравенству (5). Тогда оператор Д0+т-А(и) 
Н' | порождать в Е канонический диффузионный процесс со слу- 

М1Н1|Ц функцией плотности распределения. Эта случайная плот- 
|Н»И1. (>\ ит решением уравнения Колмогорова:

др ~
— =-(/0 + тА (ш)).р.
dt

МЫ рассмотрим более общее дифференциальное уравнение в ба- 
||*,,|м,м пространстве В со счетным базисом:

dx ' ~
— А„-Н-A (t, ш)] х.
at

lb кип. его сильное решение, обладающее среднеквадратичной
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производной, надо в предположении, что для любого xq D (Л (/, о>)| 
ковариация E(t, t') —E[A(t, и)х] существует и непрерыи
на по t, t' в С[В, (0, со )], выполнено неравенство (5), EA(t, и)а • 
= 0 и детерминированный оператор Ао имеет простой дискретный 
спектр {^и0)}; Хл’ < 0 и его собственные элементы {?«0,i обра i\ 
ют базис в нашем пространстве В. Тогда решение уравнения perpi, 
сии легко получить: 

причем коэффициенты ck находятся из сходящегося разложения

*(0) =2^
fe=l

Будем искать решение исходной задачи в виде;

(13),
k=l "

Для определения неизвестных процессов Ck(t, ®) получим бее 
конечную систему дифференциальных уравнений первого поряди и

dcK (t, ы)
dt

где

Применяя к этой системе стохастический вариант банаховсю'й 
теоремы о неподвижной точке, получим почти-наверное предел:

Ck (t, си) = lim Ck‘} {t, “), где
л->оо

Ck\t)=ck (0)=^, (13),

Ck)(t,w)=ck e-2 j vkl-e^' 1 Xk 11 -dt.



c k
l 0

rn(0 e dt.

Когда же возмущающий случайный оператор A(t, oj) не зависит 
I I. последовательная подстановка вышеуказанных формул дает 

■*м для коэффициентов C^t, со) ряды:

ck w) —f»+s'

е

Vkf
1

\ /0) - >■ х”

(x £>-х<л0)).,

X <°> X <°> ш К ,п - К1

е

Х^-Х^

e

‘ + ... , (М)

(
hninpi,|х при к=1 вместо дробей, написанных в квадратных скоб- 
*к, <ледует положить t. Эти ряды сходятся с вероятностью еди- 
ИНПя

Ф\националы Uki являются обыкновенными случайными вели- 
JИнами Вычисляя математическое ожидание и ковариационную 

ц нацию, получим:
°о X (°) /

Ex(t,^ = ^[Eck(t^[.^.e k , 
k=\

Гх (t, t') = Е[х (t, со) -х (f, ш)] =2 Ап (t, t'), n=l
fl I

л.и, •?(ft0)e^0)<l-[cn_ft(r,co)-v<(,2.ft ■ г «<М =
Л —I

f " I е* (X ") ■C<e- ”) ] ■ ’ ■ »8 • ’e ‘ P '' ■

II||«"inn |ожс‘|1пя, сделанные о коэффициентах дпфференциаль- 
ШНн И1” 1111ГПЦЯ Колмогорова, обеспечивают существование фунда-

НЦа п ных решений при каждом а>6 Q на основании известных 
■Мм о параболических уравнениях. Выше мы указали ряды, в ко- 

ЦВнн pH 1Л11гаются фундаментальные решения при дополнительных 
■|АНо.‘)ожсш1ЯХ об иифините шмальном операторе /101 ''•/! (/, со).
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Эти ряды позволяют получить асимптотические формулы для рейв 
ний при е -> 0, в частности для плотности возмущенного процесса

Пусть для инфинитезимального оператора До известна переход­
ная плотность p0(t, х), которая как решение уравнения регрессии 
(при е = 0) представлена сходящимся разложением

оо
Ро(Л x)=^cs е ft) /; £>0,

Л’=1

в частности, при / = 0 имеем сходящийся ряд:
о©

Ро(О, х) =^ск -<№(х).
А=1

Тогда переходная плотность, соответствующая инфинитезималь 
ному оператору Д0 + е-Д (t, со), имеет вид:

оо ____ t

р. (со,/, х) =Pv(t, со) е('- * .(it^
Л = 1 i О

?(ft0)-cx(ftU)/ +0(e). (15)

Когда же оператор Д(/, со) от t не зависит, здесь все интегралы, 
как мы видели выше, вычисляются и можно взять несколько первых 
членов асимптотического разложения, исходя из вида рядов д. hi 
функций сЛ(/, со) (14).

Сформулируем полученный результат.
Теорема. Пусть в отношении инфинитезимальных операторов

До и Д (со) выполняются следующие условия:
а) Дос/(1, 0); Д(со)е/(1, 0); D (До) = D (Д (со)); cog й;
б) До — инфинитезимальный оператор сильно-феллеровскоп 

консервативной в Е переходной функции P0(t, х, Г);

в) ||Д(со)л||<а-||х|| + &||Д0х|| (п. н.) ь<~^

г) из /еО(Д0); / xqE следует А (со)/(х0) = 0 (и. и );

А (со) ■ 1 = 0 (п. н.).

Тогда До+Д(со)—инфинитезимальный случайный оператор
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I" п.но феллеровской консервативной в Е переходной функции 
I, х, Г), для которой справедливы формулы (10), (11).

Г.слп дополнительно Ао — эллиптический дифференциальный 
KfiH pnrop вышеуказанного вида, a A(t, со) —оператор такого же ро- 
I Ди с коэффициентами, распределенными в С(1) [Е, (0, со)], то пе- 
Вуходная плотность при е->0 имеет асимптотическое представле- 
I Инг (15), которое в случае независимости А от t может быть уточ- 
| |1гп,1 на основании формулы (14).
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К ВОПРОСУ О ВОЗМУЩЕНИИ ПОЛУГРУПП 
СЖИМАЮЩИХ ОПЕРАТОРОВ

ОСИПОВА И. К., аспирантка
(Саратовский институт механизации сельского хозяйства им. М. И. Калинин.!)

В данной заметке рассматривается задача инвариантности ни 
финитезимального производящего свойства [3] возмущенного our 
ратора До+Г' сжимающей полугруппы. Непосредственно этот в 
прос уже рассматривался Т. Като [1]. Но полученное им условш 
Ьтносится к случаю, когда оба оператора — данный Ао и возмущаю 
щий V — являются производящими операторами сжимающих полу 
групп. В нашем варианте указываются другие достаточные условия, 
отличные от условий теоремы Т. Като, при выполнении которых 
сохраняется инфинитезимальное свойство данного оператора, при 
чем рассматриваются полугруппы, относящиеся только к классх 
Со [5]. Эти условия формулируются в виде четырех утверждении 
В заключение доказывается теорема о разрешимости абстрактной 
задачи Коши [2] с переменным возмущенным оператором.

Теорема 1. Пусть в банаховом пространстве В заддн неогра 
ниченный оператор A=A0+V, где До— инфинитезимальный опера 
тор сильно непрерывной сжимающей полугруппы в В, V — неогра 
ниченный, замкнутый, возмущающий оператор с областью ойредг 
ления D (V) =D (До) и множеством значений R(V)CB. Предполи 
гается, что Q — /?(Д)дВ— непустое, замкнутое множество.

Если для ограниченного оператора V-R(l, До) [5, стр. 214] при 
любом У&В и X, принадлежащем резольвентному множеству они 
ратора До р(Д0), имеет место неравенство

(1)
тогда А представляет собой в пространстве В инфинитезимальный 
оператор сжимающей сильно непрерывной полугруппы.

Доказательство. Для линейного оператора Т, переводящс 
го линейное пространство В в себя, известна следующая теорем.i 
об альтернативе [9, стр. 96]:

1) либо на области образов /?(Г) существует обратный опера 
тор Т-1;
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'I либо оператор T имеет нетривиальное решение.
I ni существования оператора (XZ—(Ао+V) )-1 в пространстве 

IHi множестве образов линейного оператора Х7 — А, где X принад- 
Niiii резольвентному множеству оператора Ао, Xgp(A0), доста- 
'П1и показать согласно теореме об альтернативе, что уравнение 

( In I V)] у = 0 имеет только тривиальное нулевое решение.
Покажем, что второй пункт теоремы не имеет места.
Предположим обратное: пусть существует элемент у=^0, 

/*( 11, I а кой, что при любом Xgp (Ао)
!'•/ —(Ло + У)1У=О или ||(Х/ — Ао) у 11 = 11 Уу||, (2)

I Гик как существует оператор (V—Л0)-1,то для у^О, (V—Ло) 
fcfU) имеем г(Х)=^=0 и у=(Х1—А0)~1 z(X). Полагая в условии 
I) > I, перепишем соотношение (2) приХ = 1:

11^(1)11=11 I//? (1, Д0)г(1) || >2 ||г(1) ||, ||z(1) || ф О, 
||г(1)Н>2||г(1)||.

’ I loci роенное противоречие указывает на существование ограни- 
■Ц|Пи о оператора (X/—(Ао+V))-1 ^ер(^о) (ограниченность опе- 
ilNtopa (X/ /I)-1 устанавливаем далее) в пространстве В, пред- 
Кммкицего также левый обратный оператор для X/—(Ао+Ю 
Si« 11> ГИИ. Из существования левого ограниченного обратного опе- 

ри1.‘|’• для X/ — (Ао+Ю вытекает замкнутость оператора X/— 
I ( In I Г) 16, стр. 71], а следовательно, согласно определению зам- 

tin о оператора и замкнутость А =А0+ V.
Покажем, что норма оператора Д(Х, .4) ограничена сверху вели- 

Kinoh , Для этого будет использовано следующее резольвентное
!<•••• u I I по:

/?(Х,Л0) — /?(1. Ло)=(1 ~ Х)/?(Х,А0)/?(1,А0)
ЦИН А'(1, А,,) —/? (X, Ао)|/-(1 -Х)/?(1,Д0)].

IIt \ iлопня (1) следует:
||(И (Ли 1Ю)/?(1,А0)у|| = |1(Х/-А0)/?(1,А0)у-1//?(1,А0)уЦ =

- ЦК/ Л )/?(Х. А0)[/+(Х- 1)/?(1,А0)]у-И/?(1,А0)у|| =
. (/ | (X 1-И)/?(1,А0))у||>(1+Х)||у||-||у||=Х|И Х>0.

(3)
Ihrni'ine неравенства (3) указывает на существование в про- 

flft oi. inc /I ограниченного оператора [(X/— (Ao+l7)) В (1, .40)]-1 
f Nn|iMo((, не превосходящей величины — [5, стр. 55].
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Кроме того, имеем
[(V - (До+Г))/?(1, л о)] -' = (/ - Л) [(>-/ - И„+ И)] 1. 

Отсюда получаем, что
[kZ-(X0+r)]-i=/?(iMo) [(х/-(л04-1/))/?(1,д0)]-1. 

ограниченный оператор и, следовательно, л£р(Т1), причем
II [А/ - (Д 0 + И)] -’кН < imi, ло) II • II KV-(4s+

+ Ю)/?(м0)]-,||>||<4-1|я-

Область £)(Д) всюду плотна в В по условию.
Итак, А — инфинитезимальный оператор сильно непрерывном 

полугруппы 7 Д) с нормой || ТД)||< 1 [3, стр. 667].
Теорема 2. Пусть Ао — инфинитезимальный оператор ежи 

мающей полугруппы в банаховом пространстве В ограниченны\ t
функций вещественного переменного t >0 и И(т) dr, 0 Д' s < г

<7<оо —возмущающий, неограниченный, замкнутый оператор t
Область определения его £)( ^ И (г) dr) не зависит от I и всюд\ 

S* t
плотна в В. Исключается, что норма || I И(т)7? (X, A0)dr|| = 1.

t
Для того чтобы оператор А =Д 0 — J И (т) dr, для которого су 

5

ществует непустая, замкнутая область 2 = В(Д)П В, являлся инфн 
нитезимальным оператором сжимающей полугруппы, достаточно, 
чтобы сходился ряд

оо t
V(-l)« (f V^R^A^dt)" (I)
Л=1 5

на каждом элементе пространства В к операторной функции 5 г 
нормой ||S||< 1.

Доказательство. Рассмотрим в пространстве В произведи 
ние операторов:

t t
■KI-(Aq-\l/(x)dr) = (/+ j,И(r)/?(л,Д0)dr)()./-Д0). (5)

J 5
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Iпк как J V(r)R(l,A0)dx ограничен, то можно оценить снизу 
t

м\ оператора / + J V (у) R Ло) dt:
S

1

II/ 1 У V(x)/?(X,A0)dT||> 
f

t
Ml-II J H(T)/?(X,A0)dT||, 

5 
t

если || f l/(T)/?(X,A0)d/||<l
' (6)

t

II J IZ(t)(X, Ao) dx || — ||/||,
t

если || J Vr(T)/?(X,A0)dT||< 1.

Hi условий (5), (6) следует существование в пространстве В 
пнпчеппых операторов:

t

R(l,A)~R(k,A0)(J + f V(JR(\,A0)d^-\ X6P(A),

t

И (/ + Jn(x)/?(X,A0)dT)-\

I < in-pi. покажем, что из условия (4) следует
t ОС t

л n—0 s

t

Рассмотрим случай, когда|^ И(т) R (X, A„) d~ || > 1, так как при

' I I'и)/<* (X, Д0)а!т || < 1 разложение резольвенты (/— | — 

Г ( ) Л’ ()А „) dx) -1 в ряд общеизвестно.

’I in любого элемента у(? В имеем
IXJ t
V (_ 1)«(J v (т) R (X, 4) Л)” у (t) = z (t) е в.

/I -0 5
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Учитывая непрерывность оператора J (т)/? (к, Ао) dz, можно i.i 

писать следующие равенства:
t ОО t

(/ + f V(т)/? (к, Ао) dr) Z (0 = V (_ 1)4 (J К(т) R (к, Ао) dty у R) \ • 
s /2=0 s

t i t
+ f У(т) R (k, A J dx lim 2 (-1)« ( f V (r) R (k, Ao) dt)« у (t) =

У /-*-00/1 = 0 5

oo t
2(-l)"(J И(г)/?(к,А0)Л)«у(/) + 
/2=0 5

i t

4- lim 2 (-1)" (J И(т) R (k, Ao) dT)«+i у R) =
j — oo П—0 S

30 t
l)"(j lZ(T)/?(k, A ,t) dx)n у (t) +

/Z—0 5
СХЭ t

+ 2 (~ 1)" (J V W (*■> ^o) у (0-
П = 0 5

t t

y^ + i-^V^R^A.') dxy(t) + (^ V^R^A^dx^y^t) 
s s

t t
- (f V(t) R (k, 40) dxy у (/)+ ...] + [J Г(T) R (k, Ao) dxy (/)

5 t
- (J V(T) R (k, A„) dx)*y (t) + (J V (t) R (k, Ao) dxy у (/) -...]= у (tY

s s

Следовательно,
t

z(0 = (Z+J* V(T) R(k, A„)dT)-iy(/)
5

OO t t

2 (- D" (J VR) RR, Ao) dxyiy (t) = (/+ f V(X)RR, A0)dx)->y(/) 
n = 0 5 5

И
oo t

|| R R, A) || <|| R (к, А о) || • II 22 (- !)” d^n И <T-
n=0 s
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| Ш hiiiiiio В(Л)=В. Замкнутость оператора А можно доказать 
■К же, как доказывалась замкнутость возмущенного оператора в 

W'lHc теоремы 1. Следовательно, А — искомый оператор.
I г о р е м а 3. Для того чтобы А=А0— V являлся инфинитези- 

■1/0 имм оператором сжимающей сильно непрерывной полугруппы 
| Апплтоном пространстве В, где

. 1„ оператор, удовлетворяющий тем же условиям, что и 
I Н|и‘.т|.|дущпх теоремах,

Г неограниченный замкнутый оператор с областью определе- 
■iи P(V) /?(Л0) и множеством значений В(Р) СВ, для которого 
I II на А’(И) существует обратный ограниченный оператор Р-1;до- 
huio'iito, чтобы норма ограниченного оператора (V7? (/.До))1 не 
ийоin н ходила

I и к а зательство. Рассмотрим оператор:
I^-VR(\,A0)=VR(KA0) [/+(У/?(Х,Л0))"Ч- (7)

Him. ювия теоремы следует, что
СО

|/ - (- VR (X, л0)) - Ч -1 = 2 (- 1)" [(VR (X, л0)) -4я.
/2=0

|шда па основании (7) можно записать следующие соотноше-

оо

№ ( 17?(Х,Л0))-Ч-1=2(-1)и[(^(Х>Ло))- Чя(И/?(Х>Л0))-1 =
/2=0

-- оо
1)" ЮТ(х, л0))-Ч”+1 =2 (—i)m 1 [(W (X, л0))-ч т 

т=\

<»п
оо оо
IIУ (_ 1) m -1KV/? (X, Ло))- ч т II < У -V = I.

т 1 т=\

II I iitoporo резольвентного уравнения [5, стр. 214] вытекает, что 
>н ни' ii'iiiie операторов

Р. А о) R (1, - VR (X, А 0')=R (X, А 0) [I + VR (X, Ао)] -1 =

/?(х,л0) [/- (- и?(х,л0)-ч -1 (V7? (X, Ло)) -1

Н'nii'i ограниченный резольвентный оператор Л) с нор-
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|| R (X, A) 11 < И (X, A 0) || • || £ (- 1) [(VR (X, Ao)) “ 4 m\\ ■

■ Н(1//?(х,л0))-1||<4. 
Л

Область О (А) всюду плотна в В по условию. Замкнутость ....
ратора А обусловлена существованием его резольвентного опера ш 
ра. Значит, А — производящий оператор сжимающей сильно ш 
прерывной полугруппы в пространстве В.

Теорема 4. Пусть в гильбертовом пространстве Н огр анп1 > ■ и - 
пых функций х(/) вещественного переменного /^>0 определен нт 
ограниченный замкнутый оператор V с областью определении 
D(V) =D(A0), где Ао — производящий оператор сильно непрерып 
ной сжимающей полугруппы T°(t). Тогда возмущенный операшр 
вида А=А0— (VR (X, А0))*К где (VR (X, Л0))* — сопряженный 
оператор для VR (X, Ао), представляет собой также производяпшп 
оператор сжимающей сильно непрерывной полугруппы Т(t) в Н II t 
неотрицательности оператора 7° (/) получается неотрицательное 11.

/ 1 \ 
полугруппы Т (t). Для Z g I s, $ + ~1, 0<Cs<C°° имеет место с и ■ 
дующее представление полугруппы:

Т (Z) = S [(f Idx — I)\\R{K,A) — i\nye\^T(х) dx [I 
/1=0 s 0

+ (17/?(Х1/0))*17/?(Х,Д0',]-1.
Доказательство. Известно, что для ограниченного опери 

тора в гильбертовом пространстве существует сопряженный гм 
оператор [6, стр. 85]. С помощью сопряженного оператора 
(W?(X, До)) * составим операторное тождество:
X/ - [Ао - (VR (X, Ао))* V] = [Z4- (VR (X, Ао))* VR(X, Ао)] (XZ- A J

(8)
Из теоремы о существовании для замкнутого оператора Т со 

всюду плотной областью определения ограниченного, положите, и. 
ного, симметрического оператора (/+ 7 *7-1 = в0 с нормой || До|| • I 
[4, стр. 332] и условия (8) следует существование ограниченного р> 
зольвентного оператора для А:
R (X, А) = R (X, Ао) [7+ (VR (к, А 0))* VR (к, Ао)] - \ | (Z? (X, Ао) ||< -L,

Замкнутость оператора А может быть доказана аналогично пр, 
дыдущим случаям. Область D(A)=H. Значит, А — производяшип 
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t««it 1><i I<>р некоторой сжимающей, сильно непрерывной полугруппы 
1(0 и И.

Пн основании известных формул, выражающих полугруппу Т (t) 
4t |>i I резольвенту его производящего оператора А [5, стр. 367]

оо
/? (X, /I) = J е Г’ (Т) dx [I(VR (X, До))* VR (X, Д„)] 1 

о
Н у< юния 7'°(/)х(/)>0 при x(t)&H, x(t) >0 получаем неотрица- 
Н ii.ik•<и. полугруппы T(t).

Унижем новую формулу, выражающую Т(/) через T°(t). 
IlmccTiio, что корректное решение абстрактной задачи Коши 

(Л (К II)

X dXJ~ =Ах (f) x(s) — x0 0 < s < t < се 

t
Hllpv,шляется разрешающим оператором (Х7-— ^ДсК)-1, пред-

I Iни 1НЮЩИМ собой полугруппу, соответствующую А [7, стр. 41, 64]. 
t

lliip.i him оператор (X/— j A dx) через произведение операторов: 
5

/ t
(// f A dx)x(t)=()J — Д)(7?(Х,Д)Х — \R(l,A)A d-)x(t), 

s s
i in (нмкнутый оператор X/ — А, не зависящий от t, можно вносить 
Hi....... .. интегрирования по t. Проведем следующие преобразова-
ННн

I f
Р/ - (д </т)х(0=(Х/-Д) [/-]-/? (Х,Л)Д- У/?(Х, Л) Ad-] x(t) = 

s
t

> (X/ -Д)[/ + (Х/?(Х,Д)-7)-J(X/?(X, Л)-/)^]х(/) =

t
(X/ _ Л) |7- ( J Idx - I) (XT? (X, ,4) - 7)] x (t). 

s
Укижем одно из условий, при котором норма ограниченного-
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. / ,1при /gls.s -Н-у

t

оператора(^ dr — /) (X/?( ,A)~ I)x(t) не превосходит единиии

t

||(J/dt - Z)(k/?(k, A) - /)х(t) II < (t-s) • II 1 - II-

• (И (л, A) HU 1|| )■ ||x (0 || < 2 (t - s) |1 x (t) || < || x (/) ||.

Для этого достаточно положить, чтобы (t — s) Значь i. 
t

, 0 < s<_ оо оператору/—[ A dr) - 1 может быи.

представлен в виде:
(к/ — j A dr) -1 х (t) = | ( j I dr - /) (к/? (к, А) -

гг п=0 s

- /)] п f е Т° (г) [I+(VR(k,A 0))* VR (к, А0)] - • х (г) dr. 
о

(9)
Далее, для каждого начального элемента х<^>0 оо

f I- V (г) [I^VR (к, А 0)) ‘ VR (к, А0)| --’ xndr = <70 > О 
о

и если
7'°(0хо>О,

(к/? (к, А) -/) q0 < к J е~^ || То (t) || • у В. |) qQdz 
О
1|7'о(О||-||во|1<1- 

t
Отсюда следует, что (J dx — l)lo^- 0. А на основании непр< 

рывности функции (/ — s) lo — /о по t и необращения ее в нуль при 
0<(Z — s) вытекает, что

(к/? (к, А) — I) ((7 - s) /0 — /0)< 0 и т. д.
Следовательно, построенное решение АЗК-П T(t)x0 неотрица 

тельное, если неотрицательна полугруппа T°(t)x0 для начального 
элемента 0.

В заключение покажем, как можно сформулировать условия 
корректной разрешимости задачи Коши для уравнения с перемен
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iM оператором, используя возмущения полугрупп сжимающих 
(Григоров. В отличие от условий [6, стр. 179], обеспечивающих 
•|'|и кгцую постановку этой задачи Коши, найденные дают воз- 
Отпосгь построить конструкцию самого решения задачи. Способ 
iiui i.rreльства этой теоремы проводится на основании метода тео- 

11п ношущенных замкнутых операторов, распространенного на
И' 111 (зложим коротко содержание этого метода.

Inna АЗК-1:
a^=A(t)x(t) х(О) = хо ^[0,7].

at

I (/) - неограниченный замкнутый оператор с областью опреде­
ли и и D(A(t)) и областью значений 7?(Л (/)), принадлежащих од- 

Йнм , и гому же банахову пространству В.
< Юласть D(A (0) всюду плотна в В и не зависит от t. Предпола- 

|й< ни, что А(/) —сильно непрерывная операторная функция, а — 
|H>|iiiiiiii>iii нулю комплексный параметр. Решением АЗК является 
||гншо непрерывная и непрерывно дифференцируемая на любом 
■iiic'iiiom интервале [0, /)С[0, Г) функция х(Л со значениями из 
/И I (/)) при любых t.

Iли АЗК-I строится более простая АЗК-П с постоянным опера- 
»|||М1М:

= Аох(/) л(О) = х0 ^С[0, Л,
at

ш* Л, —/1 (/)/,<„, t0 — некоторая точка из интервала [0, Л-
\Гн'Iрактные задачи Коши записываются в эквивалентной ин- 

1 »i paльной форме:
t t

/ (/)) x(t) = ax0, L (/) = f A d-, (al— L0)x(t) — a.x0 L,= [ Aod-t.
6 6

1 'нн аются известными условия корректной разрешимости АЗК-П 
5i(i пол у групповой разрешающий оператор aR(a, Lo) = (а/ — Lo)

I iipiH грапстве В рассматривается замкнутый оператор К=ДВ(/)‘ 
t

iHlu /а), где A L (Л = ( Д.4 (т) d-t, ДА (t)—возмущающий оператор, 
о

*|1.... 'по А (!) =А0 + ДА (/). Область значений оператора R(a, Во)
^|А'|о. /„)) совпадаете областью определения D (Ао) и D (Во) =

I11 \1 (/)) В (ДА (Л) = В(А (/)). Так как класс замкнутых операто- 
ш< мпляется линейной системой, то предполагается замкнутость 

Мгрнтри ДА(/). Отсюда вытекает замкнутость операторов ДВ(0 и 
[ Нм. I ильку замкнутый оператор К определен на всем пространстве 
Л t" "и гакже является ограниченным и непрерывным. Для опре-
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деления разрешающего оператора АЗК-I a (al — Z (/))’’ вводи о i 
связанное с оператором К следующее тождество:

a/-Z(0 = (/- Ю (a/-Z0)
и выясняется существование обратных операторов (al — L(t)) 1 
или (/ — К)-1.

Теорема 5. Пусть в банаховом пространстве В ограниченных 
функций x(t) вещественного переменного задана АЗК-I [2|:

—= A (t) х (t) lim х (t) = x0 (s) 0 < s < t < oo
dt t-*s

где А(/)=Д0 - АЛ (0, Ао=А(0<=/в /о6 (a oo), D (A (t)) =
= D (До) =Д (ДА (t)) и До — инфинитезимальный оператор сжимаю 
щей сильно непрерывной полугруппы. Пусть в этом пространен^OO t

определен ряд £ ( 1)" (| ДА (-) R (1 ,Z0) d~)n, сходящийся к ограни- 
П :--0 5

ченному оператору S(t, s) с нормой ||S(Z s) || < 1. Тогда АЗК-I кор­
ректно разрешима. Ее единственное решение определяется эволю 
ционным оператором:

t

х (t, s) = и (t, s) x0 (s)=(I J A (T) dt) -1 xQ (s) = R (1, Zo) • (I 
s 

t

У — AA(t)R(\,L0)d-t) -i x0(s)== 
5 (X> t

= # (1 2 (- 1)" (J ДЛ C) R (1, Lo) dt)" x0 (s).
n=0 s

Доказательство. Из равномерно корректной разрешимое! и 
задачи Коши

- Х Аох (t) lim х (f) = xQ (s) 0<s<£<co 
dt t^s

с постоянным инфинитезимальным оператором сжимающей пол\ 
группы [7, стр. 64] следует корректность задачи Коши с параметром

dx 0 А0 a: (t) lim x(t)—x0 (s) 0<|s<y<oo, 
dt t->s

где 0 — , /-7>0, Zgo(Ao) [7, стр. 51]. Ее единственное решение Л
определяется ограниченным разрешающим оператором (X/ ■

— IАойт)-1 = U (X, t), причем известно, что для всехО<Х I 

ци(мн<1 <4-

Покажем, что для любого

Ml IHIIICIICTBO II U (p, t) || < — - r

P6p(j A6dt) также имеет место 
5

Вначале предположим, что \<

I z гLК 2 >. Хе [0,1]. Так как операторы R (X, J A^dt), R (р j Aodt) огра- 

....... .. и, следовательно, определены на всем пространстве В, то 
|||ш|нгдливо равенство:

t t

i s
H III

/ f
II Я (X, f A0^)||>l|/?(p, J A(A)|I -|X-

5 5

t tI p | ■ || R (X, JAodt)\\• || R (p, J A Qdt) || > || R (p, J Л odt) || • [1 -

t

■— | /. — p | • || R (X, ) A odt) ||.

( иск»да имеем
t

t II R (X,JAo^)II
IIR (p, У Aodt) II < - 7

5 1- |Л —p-l-ll R(X, J Aod-)||
5

o-M (X - p)<X, так как —X<P —Z<X, 0<2<p<2X.
/Hit |И1, Ч1О

t
||R(X,L4dx)|| 

_ _________ £__________ - 
t

i-ix-A-||R(xJ Ao^)ll 
5

t

P (I R (X, У Aodt) || <1 - |X ~ Pl • IIR 0-- У Aodz> И 
s

Предпо-

(10)
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, u<2_'--------- 1--------
' II л (Л, Io) II 2 2II R (X, Ло) |Г

Отсюда следует, что если выбрать ц из правой полуокрестиос i и 
точки X, так, чтобы

1р — /, <------ *------------Л
2 || R (X, Ло) || 2

то выполнится при этом неравенство (10).
Далее, выбрав в качестве Xi = p, можно аналогично показан., 

что для Л)<р1<2Л1
t

IIЯ (н. [>М')!1 < — и т. д. 
J Hi

S

Итак, при любом существует для замкнутого оператора 

со всюду плотной областью определения £>(Z,0) =D (Ло)
t

оператор /? (р, ( Л 0(/т) с нормой, не превосходящей .Значит,
S 

t

J Aod- представляет собой инфинитезимальный оператор некого 

рой сильно непрерывной полугруппы в пространстве В. Из инфини- 

тёзимального свойства оператора ) Аоа’т и условия теоремы 
t

следует на основании теоремы 2 существование в пространстве /< 
ограниченного резольвентного оператора для оператора

t t t
J A (-) d-. = J Aodt - J A .4 (t) dv. 
s s s

t t t t
(/ - J Д (T) dT) -1 = /? (1, J Aodx) [I + ^A (t)/? (1, J 4dx)] -1 =

5 5 5 S

OO t

=R (I, ^o) 2 (- 1)n (J дл w Я о ’

/2 0 5

не превосходящего по норме единицы и представляющего собой 
разрешающий оператор АЗК-I. Из единственности существовании 
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НГ'1'ii | кого, резольвентного оператора (/—^Я(т)^т)-1 следует

♦ инн гнепность решения АЗК-1:
t

x(t,s)=(I- J A (T)dT)-ix0(s),
Л

Ь/Ц|илстворяющего начальному условию х0($). В силу равномерной 
оо t

видимости ряда (— 1)” (j АЛ (т) R (1, Lo) d~)n относительно t и 

■Ифференцируемости полугруппы U(t) по t x(t, s), x'(t, s) непре- 
JMIiiim no t, s, а при xOn (t, s) -> 0 равномерно независимы от t, s 
. [I. V) -+ o.

111.ik, АЗК-I равномерно корректна. Из равномерно корректной
t

tv ii<>( hihobkh следует, что (7 J А (5) d~)~l— эволюционный опе- 

||н I<>|> |7, стр. 237].
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НЕАДИАБАТИЧЕСКОЕ ДВИЖЕНИЕ ГАЗА ПОДДЕЙСТВИ1М 
КРАТКОВРЕМЕННОГО УДАРА

СОЛДАТОВ Г. П., старший преподаватель
(Саратовский институт механизации сельского хозяйства им. М. И. Калинина)

Рассматривается поведение газодинамических параметров га ы 
за фронтом сильной ударной волны при истечении газа в вакуум и 
условиях некоторого теплового режима, допускающего автомоде.н. 
ность движения.

В 60-х годах внимание ряда исследователей было обращено на 
изучение автомодельного движения газа, которое характеризует си 
линейным распределением скорости по независимой автомодельном 
переменной и невозможностью определения показателя автомоде.н. 
ности по законам сохранения импульса и энергии. Трудность, спя 
занная с определением показателя автомодельности, была ранг* 
преодолена Гудерлеем в задаче о сходящихся цилиндрических и 
сферических ударных волнах; Бюргерсом были предложены при 
меры движений межзвездного газа с линейным распределением ско 
роста. С другой стороны, в газодинамике интересно выяснить влит 
ние различных начальных условий на решение уравнений.

Как меняются решения, соответствующие различным начальным 
условиям, с течением времени? Оказывается, что в плоском одно­
мерном случае имеется решение уравнений газовой динамики, к ко 
торому стремятся решения с произвольными условиями. По харак 
теру начальных физических условий, приводящих к такому ро г 
движения, проблема была названа задачей о кратковременном 
плоском ударе [1]. Различные способы осуществления удара обсуж 
даются в книге [1]. Они сводятся к удару поршня или пластинки о 
газ или взрыву границы между газом и вакуумом.

Задача о движении газа, вызванном ударом, представляет м.т 
тематическую идеализацию процесса падения быстрых метеорит он 
на планеты, имеющие разреженную атмосферу, или на искусствен 
ные спутники Земли. Явления, наблюдающиеся при метеоритных 
ударах, могут быть описаны уравнениями газовой динамики, в сн.т\ 
того что относительная скорость метеоритов велика (для Земли oii.i 
составляет несколько десятков километров в секунду) и в момеш

■Дйрн они ведут себя подобно газу, так как энергия, получаемая 
Bl ин « гном в момент удара, превышает энергию, необходимую для 
\ |н Ннрення вещества.

движение газа под действием удара в неоднородной атмосфере 
йн t мотрено в работах [2, 3], а поправки к автомодельному движе- 

... выражающие влияние начального малого давления газа перед 
ф|..... волны, приведены в [4, 5, 6]. Важность физических явлений,

|||риводящих к такому виду движения, и необходимость их изучения 
Ini mi вились на Всесоюзных конференциях по механике жидкостей 

|| | и юн [7, 8].
I Постановка задачи. Рассмотрим полупространство 

»;•!>, шполненное газом с постоянной плотностью рь начальными 
1|п в ной скоростью и нулевым давлением р\. Полупространство 
' #• '> пустое, поверхность х=0 отделяет газ от вакуума.

II некоторый момент времени на поверхность х = 0 действует
• I и I ро спадающее давление. В результате действия импульса дав- 

■illini образуется сильная ударная волна, распространяющаяся по 
’₽|п во гмущенному газу. Положение ударной волны характеризуется 

«|ии11 имостью Х = /?((). В полупространстве %</?(() газ подверга­
ть и некоторому тепловому режиму, который характеризуется тем, 
Mm (корость изменения подводимой или отводимой энергии пропор- 

Кнонпльна разности между энергией oi = Pi/pi невозмущенного га-
в энергией теплового режима:

да _ . °i ~ °
dt т

В уравнении (1.1) величина т имеет размерность времени и за- 
||ц иг от скорости движения ударной волны.

Чвижение, возникающее при ударе в плоском случае, удобно 
......мптривать в переменных т, t Лагранжа, где т— масса части­
цы определяемая выражением dm= ?dx.

1 > i,номерное неустановившееся течение газа с вводом энергии 
iHiin ывается системой уравнений:

dp I р-2 д» _ д, ди др_ _ Q,
dt ' dm ’ dt dm ’ q 2)
dp , du , .. rfc
-r+fipp — = >dt dm dt

IA»| и скорость, p—плотность, p — давление.
Необходимо найти решение уравнений (1.1), (1.2), удовлетворя- 

lIHlii i условиям на сильной ударной волне:

и2 = R,
7+1

Р2 =
7+1
7-1

Pl,

t I Я ft 4 I ’ М • I 8180



2у д2 -2
Pt=~«p^, (I. з>

_ 2т(т-1)
2~~g+¥“/?

где R— координата, R— скорость ударной волны, «i2=7Pi/pi-- 
квадрат скорости звука для невозмущенного газа.

2. Автомодельные уравнения. В уравнения (1.1), (1.2) 
введем автомодельную переменную у] = т/М, M = btn и новые функ 
ции по формулам:

«=^^/(*1). P-^^h^),

а^с3Г^),
Воспользовавшись зависимостями со = п — 1, х =0, v = 2(n — 1), 

Ci=Pi,
С2р? = Ь*пгрха г2, Р1С, = Ь2п2рхат\

являющимися следствиями условий (1.3), получим автомодельные 
уравнения:

dg | 2 , df „
-V ~ 4----------Г£2 ~ = 0,ат] 7 — 1 аг\

=0,
п— 1 dt] dt]

2(л—1) , dh , 2 т , df 7 — 1 —
——------ 1--------L-gh-J- = -1-------

n df] 7 — 1 df]

A=<1 + 2(n-l)/rt
и граничные условия на ударной волне

*1=1. /(l)=g(l)=A(l)=l, 2(1) = ₽0, 

(2. 1.)

(2. 2)
где ро — некоторая постоянная, характеризующая подвод или от­
вод энергии на поверхности ударной волны.

3. Решение автомодельных уравнений. Для произ 
вольных значений у, р0 решение системы (2.1) с условиями (2.2) 
находится методом попыток. Аналитическое решение удается полу­
чить для одного частного значения 7о отношения удельных тепло­
емкостей газа:

/=а0т]д»-|-&0, Л=т), 2j = eo*l4"- (3. 1)
Подставив значения (3.1) в системы (2.1), (2.2), получим
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flo=-l/2[l+(io-l)₽o]. *0= — 1/до,
д0 = —L = 1 =--------lozJ-------- ,

*0* яо 2 — io+(7o— l)₽o

To = 1 +y- (2 ft) - 5 ± /(2 Po - 5)2 4- 8 ?o) •

Например, если Po= 1, то
/=О07]4» + ^0, g-=T]'-4o> Й = 7), S = 7]4",

я0 = —To/2, £0 = 1/('Го— 1), 7о= (К17-1)/2,

Рассматриваемая задача относится к автомодельным движени­
ям, в которых показатель автомодельности п не определяется по 
иконам сохранения импульса и энергии. Показатель п ищут мето­
дом попыток, численно. Этот метод состоит в определении решения 
\ равнений (2.1), которые можно записать в виде

4Aig'“—д>/' = дз.
7-1

4- iqA2,
п

Д1=*1’ =------ ~-gh,
7 — 1

д2= — А - Jtd-gE 4-212Z1L) h, 
п 7 п

проходящего через особую точку. Необходимо найти такое значение 
и, чтобы в точке т]=т)* , в которой Л1 = 0, равнялся бы нулю и оп­
ределитель Д2- Легко проверить, что решение (3.1) обладает этим 
свойством. Показатель автомодельности равен

„ _  „ _  1+ (7о ~ О (₽о — 1)IL -- ------------------------ •
7и+<7о — 1) (?о — 1)

Общий характер движения аналогичен автомодельному движе­
нию без учета теплового режима. Из формул

-1-1 -L
/=аЛ4-й0) £ = , A=2V4», S=₽o4

/v=i4-(Pi22?.» (£-1),
То - *
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Аналогично рассуждая, для 3-го года получим:
N.P3 + - Л/1+Л/1Р1)р2+ [Л/з - N2 + (Л/2 - Nx +

+ ^ipi)p,] Pr=M3.
Обозначая N^*—количество приборов, введенных в k-м. ro.iv, 

для п лет получим систему уравнений для определения pk:
Nxpx=Mx,
Nxp2+N2,fpx=Mt,
N\Рз~\~М 2*Р2Т“^3*Р1 = М3, (1)

NХРп~\~^2*Рп -1 + ^3*Рп — 2~f~ ••• + п 'Рх — М„, 
где

[ А/2а — N2 JVt -+- А/|Р[,
^3* = ^-^ + ^2V„

Решая одновременно системы (1) и (2), можно последовательно 
определить все pk и Nk*.

Систему (1) можно упростить, если отбросить члены со civ 
пенью выше второй. В этом случае получим линейную систему:

^iPi = Mt,
^1Р2~Ь(^2 ~ ^\)Pl = М2, (■>)

N 1Рп'г(М2 — NX) Рп -1 +••■ + (i^n — Nn -1)р1 = Л4п.

Последовательно складывая все уравнения, окончательно имеем

N1P1=M1,
^\Р2^^2р\ = А114-Л42,
N\рз-\-М2р2-{-NЗрх = Мх -{-М2 + Ms, . .

n kpn _ *4-1 — 2L .
ft=l к-\

” 1
Если разность 1— Л pk есть величина порядка ~, то £(п) 

определится с точностью до of— ). Отсюда видно, что чем больпн- 
\ п /

срок наблюдения, тем точнее определяется средний срок службы 
прибора за п лет. Истинный средний срок теоретически подсчитын.1 
ется по формуле: /: = bm £(я).

/1->ОО
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• hie t o на практике встречаются моменты, когда срок наблюдения 
Ц I рпнннтельно мал, а величину Е требуется знать в интересах пла- 

производства. В частности, это имеет место при п<Е.
I кн>м случае распределение вероятностей pk считаем близким 
I нгкогорой кривой y=fx', тогда

£ = j xf (х) dx,

I и пнд функции f(x) определяется при качественном изучении 
■|)й||>нка распределения, пределы Х[ и х2 задаются функцией у =

Наиболее распространенным распределением является нормаль-
. плотность которого Ф(х, Е, а) дается равенством

Ф (х, Е, а) =-----ехр — --------------— . (5)
/2яа L 2а3 J

Величину Е в равенстве (5) будем считать средним сроком 
1Л>ы прибора ( <з — среднеквадратичное отклонение). Наша за- 

/>■11 найти такую кривую нормального распределения, которая 
I наименее уклонялась от вычисленных значений pk . Следова- 
н ц.но, шдача сводится к отысканию min суммы

е xS Г 1 / (k - £)’ \ 1 2 . .
.S- V  ——exp - / -pk . (6)

V 2а > J1
ds dsНи ia, приравнивая к нулю соответственно и ——, получим:

— ехр 
а

ехр
2 я а

<k-L
2 а’

(fe-g)1
2 а’

J
ехр

2 а’ (

] (k-E)* 1
-А ехр — 2 а’

[(&-£)2-а2]=0.

(7)
Iл ли обозначить

-----*-—ехр
}^2 л а 2 а’

in . in и ми (7) примет вид:
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’ п

5 ^Pk (Pk + bph) (k- E) = 0,
n
2 bpk (Pk + bPk) l(k - Ey - a=] = 0, 

1

или
n

2 fyk (Рк+ьр/г) ьj_______________
n

2 дРл(Рл+Др*)
1
n

2 ty/APk + ^Pk) (k-EY 
J

n

2 ^Pk (Pk + ^Pk)
1

(9)

Отбрасывая члены второго порядка относительно 
чим:

полу

п
2 ^Pk pk ь

1

2 fykPk
i

п
2 fykPk (k - £)2 j

п

2 ^PkPk
i

(Ю)

Если в системе (10) отклонения Д/^ считать по абсолютпоп 
величине равными, то для определения величин Е и <з получим дни 
уравнения, контролирующие друг друга:

п
^(-wRpkk

Е= -1-----------------------
п
2 (- 1)гЧ

1

2(-l)WP* (k-Ep 
о»= □-----------------

п
^(-1)lkpk

1

где показатель lk сооответствует знаку



К ТЕОРЕМЕ Н. Н. МЕЙМАНА О СДВИГАХ

РУНИЧ А. А., аспирант 
(Саратовский сельскохозяйственный институт)

I Представляет большой интерес как сам по себе, так и по- 
(поим приложениям ответ на следующий вопрос: как изменяются 
• Иийетва функции sin az, если сдвинуть нули этой функции на огра- 
iiii'K iiiiyio величину?

II Н. Мейману [1] принадлежит следующая теорема.
I е о р е м а. Пусть последовательность {SJ, к=0, ±1, ±2, ±..- 

mмучается из последовательности нулей функции sinsz путем ве- 
шг< I венных сдвигов нулей:

8 (*))—, Л = 0, ± 1, ± 2, ± .... (1)
а

— со <^а < 8 (k)<C b < оо, (2)
IW+D -8(£))|<с<оо, (3)

н пусть V (г; {Е^}) — целая функция с нулями в точках ^k'.
aZ — 6 (~k) тг

V(g;(E}) = (z-8(0))-n(14- ) e k* X
fe = l\ kn J

az — 3 (k)it
X fi f! _ /XAWl; e . (4)

A=l\ kn ]
Ф икция V (г; {ЕЛ},) обладает следующими свойствами:
I) И (г) —целая функция типа а с индикатриссой /г(<р) =a/sin<p/; 
.’) и.I вещественной оси

I 1
[ It J

» |'; IU)) = и; - аи+/) •в (*; {^}).exp V , (5)

8»



где 1= max {[ |а| | -ф 1, [ \b\ ] + 1}, ом+.,- —ближайшие к точке а. 
21 + 1 точка а целая функция S(x; {Efc} ) ограничена на не 
шественной оси сверху и снизу:

а(а;/»)<5(х;{Ц)<р(а;&). (6)
2. В теореме Н. Н. Меймана на сдвиги наложено стеснительное 

условие (3). Освобождение теоремы от этого условия позволило нам 
предложить теорему, в которой сдвиги только ограничены.

Теорема. Пусть б(х)—функция, удовлетворяющая условию
— со < а < 5(х) < b < оо, и пусть имеется функция:

<тх(-8 )— kn

iz(x)^(X-S(O))nfi4-gx~5(~feHg 
ft = l\ kn )

sx—8 (A)tc

.n(l-gA?~8(~feHg kK ■ (7)
ft=l\ kn )

Тогда
t IV* 11

И*) = II Jx - a w+7) В (x; (^}) • C (x) exp J} ~-5(^ ,
Al

(8) 
где Z=max ([ |a| ] 4-1, [ ] + 1}, a [xj+/ — ближайшие к точке x слева
и справа нули функции V (х), В(х, (^}). ограничена на веществен 
ной осн сверху и снизу:

а(а;6)<£(х; {с*))<?(а;й),

а функция С(х) ограничена в смысле роста:
|х|а-6< |С(х)|< (9)

3. Доказательство: Условия теоремы симметричны относи 
тельно знака х, поэтому достаточно доказать ее при х>0. Без умень 
шения общности можно считать, что а =л. Будем считать, что х • 
>2/4- 1.

Все величины, ограниченные при х -> со , будем обозначать 0(1), 
в случаях, когда не нужно их явное выражение. При оценке сума 
будем исходить из тождества:

т2 т а

ГП1 ГП1

1 АД-1

+ 2 [т ^+т/(*+1) “ ff (х) dx]-
т. k

(10)
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Интеграл удается оценить, а сумма справа есть не что иное, как 
•ни решность при вычислении интеграла по формуле трапеций, и 
Вкапывается достаточно малой, так как

Л+1

I 2 2 J 4<z<A+l
k

Логарифмируя и производя соответствующие преобразования, 
Получим:

[X]
In | V (х)\ =0 (1) - 21 In х + ^~5(^ +

А—1

1 ЧП+ In ИJ х - a w+71 + 2j а» 0 2)
z =i

I U'
M-J-1
Vm (i+,~8t(~t)).

W-J-1VI / X — 8 (k> , \2<|п(~—')■ 

й-1

X \ _  X )
й-8(- k) / TJ’

И+1+i

а4 = V (in (1--------Х--- W—)■
I \ *+Ч*) ) * J

W+z+i

°з == 2д {1П (

1Ь пользуя условие (2) ограниченности сдвигов, можно записать:
[х] -1

х — Ь -1
k

И-Z-l

(!-Н

|х] -I -1

I

X

k —а k-b
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И+z+i

x
k+b

W+z+i

При оценке левых и правых частей неравенств используем тож 
дество (10) и оценку (11).

Оценим ар
W-z-i

2'"(н 
Л = 1

х — b \
k /

= 2xln2 — lnx-j-0, (1) + -i-lnx-f- 

+ О2(1)4-О3(1)=2л1п2--у1пх4-О(1).

Аналогично:
И-z-i
2'"('+^)

Л = 1

=2xln2— -у In х 4-0(1),

или
э1 = 2х1п 2----у In х-\- 0(1).

Оценим а2:
■rJ-Z-l

(±TA“1) = (Z“*)‘nx + °>(i) + °2d)4-o3(i) - 

= (/ —&)lnx4-O(l).

1 Аналогично: 
M-z-i

Л = 1

(JV“1)==(/~a)lnx+0(I)’

или
(/ — b) In x 4- 0(1) < a2 < (I — a) In x-j-0 (1).

Оценим a3:
oo

|ln (1 7~] = x — 2 xln 2-j-Ot (1)4- 02 (l)-f-
«4ННВ v \ n 1 Ki

W+z+i

+ O3(l) = x — 2xln24-O(l).



Аналогично

M+l+1

х \ 
k—b /

—]=x-2xln24-O(l),

а3 = х — 2 х In 2 +0(1).

Оцепим а4:

1-------—4" “т-! — (^ 4~ 1 + а) 1пх ~ х Н- О{ (1) —
к-\-а / k )

In х 4- О2 (1) О3 (1) = р 4* -\-а Ип х —- х -|- О (1).

сю

Аналогично

у- 4&) In х — х4 О (1),

и in
/ | 1-4я')1пх - х + О (1)< а4 <4 р + ——F&'jlnx— x-j-O(l).

2 / \ 2 ]

I (одставляем полученные оценки в (12). Теорема доказана.
■I. Доказательство этой теоремы основано на доказательстве 

||||||гмы II. Н. Меймана о сдвигах, с которым мы ознакомились в 
Р huiincii (оно не было опубликовано). В предложенной нами тео- 
р> мг избавление от условия гладкости происходит за счет некото- 
МГ<> ухудшения оценок (8) и (9) по сравнению с оценками (5) и 
|Ц| что тем не менее позволяет пользоваться ею в различных при- 
|пачЧ1иях.

ЛИТЕРАТУРА
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НЕКОТОРЫЕ ТЕОРЕМЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ НУЛЕЙ

РУНИЧ А. А., аспирант
(Саратовский сельскохозяйственный институт)

В работе рассматриваются характеристики для одного клан а 
целых функций экспоненциального типа, имеющие то же значение, 
что и для полинома его степень. Впервые такие характеристики дал 
Н. Н. Мейман [1], [2] для последовательностей с некоторыми стесни 
тельными условиями, наложенными на сдвиги. Рассматривались 
монотонные последовательности вещественных точек, получаемые 
из последовательности целых чисел с помощью сдвигов, которые 
являются значениями некоторой ограниченной и гладкой функции

Покажем, что некоторые теоремы, предложенные Н. Н. Мейма 
ном, имеют место и для сдвигов, получаемых из произвольной, 
ограниченной на вещественной оси функции.

Определение. Монотонную последовательность веществен 
ных точек {^), k = 0, ±1, ±2, ±... будем называть регулярней 
с обобщенной характеристикой (а; р), если точки допускаюi 
представление

=(*+»(*))—, 
а

где сдвиги 6(6) удовлетворяют условию:
— oo<Za^8(k)-^b<Zoo,

а р — наименьшее целое положительное число, при котором вели 
чина

N
Z а~& 4 A)~SW + 2p In N

z? = l

ограничена снизу.
Т e о p e м a 1. Пусть f (z)—целая вещественная функция экспо 

ненциального типа не выше a, Ly = sup |/(х) | < оо,—оо < х < <х и 
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•• гонки регулярной последовательности{у с обобщенной характе 
|»Н< iiiKoii (а; р) являются ее нулями.

I ели функция f(z) не сводится тождественно к нулю, то f(z) 
ИМсгг не более 2р нулей, отличных от точек

Доказательство. Проведем доказательство от противного. 
Предположим, что число нулей функции f(z), отличных от то- 

|Е*|, больше 2р. Из этого числа выделим любые 2р нулей и 
1ю< I роим функцию:

CTZ — 6 (- k) ТС

У. (*; О =£(г) • (г - § (0)) • П (1 + зг ~ 5 М е ** X 
*=1\ )

ог — 8 (fe) тс

l ie /;(г) —вещественный полином степени 2р с выделенными нуля­
ми, а остальная часть —целая функция типа с нулями в точках 
( »)

Построим вспомогательную функцию:
<Р (г) = /(г):

Очевидно, <p(z) есть целая функция не выше минимального типа.
Рассмотрим lim/<p(x)/ при х->оо , существование которого 

обусловлено построением функции <p(z).
I ели lim/<p(х)/ при х -> со отличен от бесконечности и f(z) не 

• иодится тождественно к нулю, то число нулей функции f(z), отлич­
ных от точек {£ft} , не более 2р, что и требуется доказать.

11усть lim |<р (х) |= со при х -> со . Знаменатель этого выраже­
нии обращается в нуль только в тех точках х, в которых и числитель 
обращается в нуль. Предел знаменателя отличен от нуля, поэтому 
равенство lim | ср (х) | = оо возможно только в том случае, когда 
IIin 1 /(х) | = оо, что противоречит условию:

Lf = sup |/(х) I < ОО, — СО < X < со.

Следовательно, наше предположение не верно и теорема дока­
зана.

Замечание. Интересен тот случай, когда мы имеем дело с 
. ......гонкой последовательностью вещественных точек, регулярной 
н с обобщенной характеристикой (<з ; 0). Тогда имеет место след- 
I IIUIC.

I ели функция f(z)—целая вещественная экспоненциального 
ины не выше о, Zy=sup |/(х)|<со, —со < х < оо, имеет своими 
HV iiiMii все точки регулярной последовательности (£*} с обобщен­
ной характеристикой (а; 0), то все ее корни вещественны и совпа- 
/laior с точками
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Это следствие является аналогом теоремы о совпадении числа 
корней полинома с его степенью, но приведенной для определен 
ного класса целых функций.

Воспользуемся определением, предложенным Н. Н. Мейманом

Определение. Пусть {«} — последовательность нулей не 
которой функции f (z). Если из этой последовательности можно 
удалить q точек так, что оставшиеся нули будут перемежаться < 
последовательностью {£[ , то будем говорить, что число петри 
виальных нулей функции f(z) относительно последовательности 
{;} равно q.

Пусть имеется регулярная последовательность с обобщенной 
характеристикой (о; р). Очевидно, что последовательность 
= также будет регулярной с обобщенной харак­
теристикой (а; р). Следуя Н. Н. Мейману, введем функции:

и (£;{£}) = v(z; {т]}), =/?2р(г)у(г), щ = Q2p (г) и (г),
где #2р(г) и Q2p(z) — произвольные вещественные полиномы 
степени 2р с комплексными нулями, принимающие значения раз 
ного знака на вещественной оси. Тогда функция w(z)=ui(z) | 
+ ivi(z) согласно теореме VI. 18 из [3] принадлежит классу Вер 
нулями в верхней полуплоскости.

Теперь можно предложить теоремы, аналогичные теоремам, 
предложенным Н. Н. Мейманом [2], но распространенные на рогу 
лярные последовательности с обобщенной характеристикой (а ; />).

Теорема 2. Пусть /(z)—целая вещественная функция экспо 
ненциального типа не выше a, Lf = sup |/(х) |< сю, —оо<^х< .

Если во всех точках некоторой регулярной последовательности 
{^} с обобщенной характеристикой (а; р) для некоторой функции 
u(z) = v fz; )| j выполняется неравенство f(£) :wi(£) 1.

то все нули разности u(z) — f(z), за исключением, быть может, 2р 
нулей, вещественны и перемежаются с точками Д#}.

Доказательство. Доказательство аналогично предложен 
ному Н. Н. Мейманом для теоремы 2 в [2].

Теорема 3. Если в соседних точках некоторой регулярной 
последовательности U) с обобщенной характеристикой (а; р) 
целая вещественная функция f(z) экспоненциального типа не выпь- 
а, ограниченная на вещественной оси, принимает значения разных 
знаков или, что более общо, во всех точках g, в которых 
отношение f(l) :wi(£) имеет один и тот же знак, то функция имесг 
не более 2р нетривиальных нулей относительно последовательно 
сти {£}.

Доказательство. В силу того что отношение f(^):«i(U
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tiMi < г один и тот же знак во всех точках §, мы можем выбрать 
•|к<н! действительное что 0 < X/(§) : их (g) < 1. Тогда вспомогатель- 

М|и функция fl(z)=ul(z)—'kf(z) является целой вещественной 
|ф\ нкцией экспоненциального типа не выше a, = sup \fx (х) | < оо, 

► х < оо, и все точки регулярной последовательности с обоб- 
Инниной характеристикой (ст; р) являются ее нулями. Следовательно, 
Ни< помогательная функция fx (г) имеет ще более 2р нулей, отличных 
Li гочек {Д, и поэтому функция f (z) =К~1[и1 (г) — Л(г)] имеет не 

■hi.'ivi* 2р нетривиальных нулей относительно последовательности■
Iсорома доказана.
I с орем а 4. Пусть f(z)—целая вещественная функция экс- 

Мнин-нциального типа не выше а, L/= up |/(х)|<оо, —оо<х<оо 
м |(| —регулярная последовательность с обобщенной характери- 
Hftiihoii (ст; 0).

Гели f(z) принимает значения попеременно разного знака на 
Множестве, состоящем из точек хь х2 и последовательности {?} 
I 4" / (z) тождественно равна нулю.

Доказательство. Если из множества { хь х2, {$)] уда­
ли и. две любые соседние точки, то оставшаяся последовательность 

iri по определению регулярной с обобщенной характеристикой 
з, О ). Так как функция f(z) принимает значения попеременно 
и шок) знака на множестве (хь х2, (£}}, то число нетривиаль­
на нулей функции f(z) относительно оставшейся последовательно­

мн не меньше 2, что невозможно, если только f(z) тождественно 
не рпнпа нулю. Следовательно, f(z) тождественно равна нулю и 
и ирема доказана.

Ни теорема аналог того, что полином степени п не может при- 
IIHM.111. значения попеременно разного знака в п + 2 точках.
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ФИЗИКА

РАСЧЕТ СОБСТВЕННОЙ ЧАСТОТЫ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ 
КОЛЕБАНИЙ ЧЕТВЕРТЬВОЛНОВОЙ 

КОАКСИАЛЬНОЙ ЛИНИИ

ПАТРУШЕВ В. Л., доктор технических наук 
(Саратовский сельскохозяйственный институт)

Ранее автором было показано, что, пользуясь методом криволп 
нейных координат, можно вычислить собственную частоту колоб.i 
ний четвертьволновой коаксиальной линии с бесконечно тонким 
центральным проводником. Развивая этот метод, мы убедились и 
возможности рассчитать электромагнитное поле и собственную чн 
стоту четвертьволновой коаксиальной линии с центральным стера 
нем конечных размеров. Результаты такого расчета изложены и 
данной статье.

Определение координатных функций
Рассмотрим четвертьволновую коаксиальную линию, отнесенп\ю 

к цилиндрической системе координат г, z, а (рис. 1). Обозначим p.i 
диус внешнего цилиндра г0, радиус внутреннего проводника г, и 

длину его /.
z Для упрощения дальнейшп»

-------------------- . ... . расчетов построим новую систем 
координат £, т], а, в которой коор

-- 2*_____________________ динатная поверхность £ = () оП 
г разевала бы поверхность внеш 

_______ -----—------------------ — него цилиндра, £=1— поверм
— —f - — ность внутреннего проводин

ка, а т] = т]о — поверхность дню ? 
закорачивающего коаксиалыц ю 

------------------------------------- линию (рис. 2 а). Для построении 
такой системы координат p;irii<>

Рис. 1. ложим фигуру аксиального сеч<
ния изучаемой коаксиальной лн 
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Мни и некоторой комплексной плоскости х=г+/г так, как 
Ifti указано на рис. 2 а. Далее отобразим конформно за- 
Нпрнхованную область комплексной плоскости х на верхнюю по- 
Суплоскость w (рис. 2 '6). Такое отображение по формуле Шварца— 

|нн Iофеля осуществляет функция

z + jr=A Г dw+с, (1)
J w (w — 1)

■9 /, — соответственно координаты точек У и 2 на плоскости w;
.1 п С — постоянные, определяемые в дальнейших расчетах.
I ели на верхнюю полуплоскость w отобразить еще бесконечно

•I iiiiiiiyio полосу шириной, равной единице комплексной плоскости
I /»), то такое конформное отображение осуществляет функ- 

iiiiu к1 ej1Ч Подставляя последнее соотношение в подынте- 
IpH ii.iivio функцию формулы (1), имеем

(2)

I к и, координата точки 2 на плоскости
1|п i\ценная формула (2) является основной функциональной 

«ни.....мт Тью, позволяющей отобразить однозначно любую точку
Hi...... . па заштрихованную область плоскости х. Следовательно,
Мннр шнпгння сетка плоскости £ перейдет в сложную систему кри- 
. .............  координатных линий на плоскости х. Масштабный 
MihiHniii'.ii. ной криволинейной системы координат ho определится
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как модуль подынтегрального выражения (2), то есть

кД

1 /|/ со з —e+sh* — 7)!
(3)

Если к образованной криволинейной системе координат доба­
вить третью координату а (угол вращения около оси z), то полу 
чим пространственную систему координат, координатные поверх­
ности которой образуют проводящие поверхности четвертьволпо 
вой коаксиальной линии.

Таким образом, задачу построения нужной криволинейной сис 
темы координат можно считать в принципе решенной, необходимо 
только в формуле (2) произвести интегрирование, а в (3) закон 
чить намеченные алгебраические действия.

Для вычисления интеграла (2) введем новую переменную I, 
связанную со старой £ соотношением:

Z —
Ivb -о

t = ---------  — Л /^2>тс
Sh — VJ,

где

sh Т111

sh

После введения новой комплексной переменной t интеграл (.’) 
примет вид:

z4-/r=2X

100



Рассчитывая последний интеграл, имеем 
г+/г=2Л-In (/ -j-V 1 +^а) — Л ch -у т]] •

т/" 14-/« +t-ch -^-7], 
•In V -----1------+ С.

j/ l+P-7-Ch-y 7],
4)

Постоянную интегрирования С легко определить, если начало 
Ц<к«|> tiiii.rr совместить с концом центрального стержня, то есть 
/-Ц н *■ 0 при £=1 и г) = 0. В этом случае £ = 0 и из уравнения (4) 
I и i\гI С = 0.

Постоянная Л может быть найдена, если проинтегрировать (1) 
in окружности очень большого радиуса. В этом случае w = Rei'f и 
tin I и и I сгральную функцию можно представить так:

(w-)-e)(w+4e) ~ 1 _ 1 _

w (w — 1) W

I in да из формулы (1) следует

Л -

Цо к гавляя в формулу (4) найденные значения С и Л, получим
z+yr=2^—^-in G + K1 + ^)- 

те

г" ch — vjj • In71 2

j/l+F2 +t chy-т)!

]/ l+t» -/-Ch ~ 7Д
(5)

I....... пшату t|i (рис. 2a) можно определить, если в предыдущую
0H|iM\-iv ('•) подставить координаты точки 2 (§=1 и rj = r]i).

I о I I /( - о, t2 = — 1, t = е 7 2, t2 — — 1 = e~J* и

/ . /г -=2——— In е 2—-—-ch — Иц • 1п<? те те 2
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£=1. Кроме того, из физических соображений следует добавин 
что напряженность магнитного поля должна стремиться к нулю при 
приближении ц к нулю при любых значениях

Найденные значения Q позволяют вычислить все составляют и. 
электромагнитного поля по формулам:

// = -5-, £• =/—1-^-, Ее
г kahor di kahor дт]

Точное решение волнового уравнения (8) ввиду сложности функ­
ций г и h0 сопряжено со значительными математическими трудит 
стями, поэтому следует использовать приближенные способы rui 
интегрирования, например метод Ритца.

Согласно методу Ритца решение представляется в виде линейной 
комбинации подходящих функций <?к, заранее удовлетворяют!!< 
выбранным граничным условиям, то есть

п
Qn=l£ak<?k.

Л-1

Коэффициенты ak находятся из системы линейных уравне­
ний.

Для практических целей можно, как правило, ограничиться вы 
рым приближением (к=2), которое обеспечивает точность порялю» 
1%. В таком приближении достаточно найти только два коэффппи 
ента и «2 из двух линейных уравнений:

(’21 — Vi11) «1+ (’12 ~ VT12) °2 = О,

(*. 1 — VTsi) «1 + («22 — Vl2 2) а2 = О-

В данных уравнениях k0 — волновое число, определяющее г<т 
ственную частоту электромагнитных колебаний в изучаемой коан 
сиальной линии. Это число является наименьшим корнем уравнения, 
представленного в форме определителя:

«И ~ ^02Т11, ”12 ^02Т12
«21 «22 Ло2Т22

= о, О)

коэффициенты которого вычисляются по формулам:
1 ’1о

" 1 . d<fl I d<fk di ■ di)
г \ di di di) di) /

1 ”4o 
=J I

а'И J ■
о о

1 ik "
б б (10)
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Мн ппощимся функционалами соответствующей вариационной за- 
Лй'1И.

При возбуждении в изучаемой полости электромагнитных коле- 
Лнини основной частоты можно принять, что электрические силовые 
...ин совпадают с координатными линиями ц = const. В этом слу- 
•iiiv 0 и функция Q не зависят от координат | и а. Учитывая 
Ipamiaiioe условие Е^ = 0 при т] = 11о и конечность/:; при ц -> О, 
ирг и 1.1ВПМ п-ое приближение искомой функции в виде:

п

Qn «Г sin2^^--^').
\ 2 т,„;

А-1

Имея выбранное значение Q, а также величины г и h20, вычис- 
IHM функционалы а и 7. При их вычислении выполнить точное 

инн грирование двойных интегралов довольно затруднительно. Это 
ни ншляет прибегнуть к приближенному их расчету, для чего ин- 
н чрирование по координате ц разобьем на два участка. На первом 
Уин тке координата г] будет изменяться от 0 до тц; приближенно 
полагая t\ С 1 и |/2| < 1, т] < тц и £->1, из уравнения (5) мож­
но найти:

11н втором участке ц будет изменяться от щ до цо и при ц 1 
in формулы (5) приближенно следует:

'■=г0-(г0-г1^.

Масштабный множитель на первом и втором участках примем 
Проб 1ИЖСННО равным г0 —

После таких упрощений можно вычислить двойные интегралы 
и ф\ националах (10) и получить следующие формулы:

105



£=1. Кроме того, из физических соображений следует добавки, 
что напряженность магнитного поля должна стремиться к нулю при 
приближении ц к нулю при любых значениях

Найденные значения Q позволяют вычислить все составляют и. 
электромагнитного поля по формулам:

// = —, En=j—— Et=-j
г k^hor д-q

Точное решение волнового уравнения (8) ввиду сложности функ­
ций г и hQ сопряжено со значительными математическими трудно­
стями, поэтому следует использовать приближенные способы <ю 
интегрирования, например метод Ритца.

Согласно методу Ритца решение представляется в виде линейноп 
комбинации подходящих функций <?к, заранее удовлетворяющих 
выбранным граничным условиям, то есть

п
Qn=^ak^?k- 

А = 1

Коэффициенты ak находятся из системы линейных уравне­
ний.

Для практических целей можно, как правило, ограничиться вы 
рым приближением (к=2), которое обеспечивает точность поряди;» 
1%. В таком приближении достаточно найти только два коэффнпи 
ента О] и а2 из двух линейных уравнений:

(’21 — А02Т11) «1+ (’12 — Vfu) = О,

(’. I — Vbl) Я1+ (’22 — VT22) °2 = 0.

В данных уравнениях k0 — волновое число, определяющее сои 
ственную частоту электромагнитных колебаний в изучаемой коан 
сиальной линии. Это число является наименьшим корнем уравнения, 
представленного в форме определителя:

®11— ^0211Ь ’12 — ^02Т12
’21 ---^(/121> ’22”~ ko~\12

= о, О)

коэффициенты которого вычисляются по формулам:

aik = С С 2-/2П . +
J r \ de de d-q dr, / 
0 0

1 lo
71*=J

0 0 
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нн 1>1К)|цимся функционалами соответствующей вариационной за- 
1ЙЧН,

При возбуждении в изучаемой полости электромагнитных коле- 
Ahiiiiii основной частоты можно принять, что электрические силовые 
inulin совпадают с координатными линиями r, = const. В этом слу- 
■|<к 0 и функция Q не зависят от координат £ и а. Учитывая
|раннчное условие Et, = O при т| = т|о и конечность^; при т]->0, 
нр> I, ц|вим м-ое приближение искомой функции в виде:

п

Имея выбранное значение Q, а также величины г и /г%, вычис- 
IIIм функционалы а и 7. При их вычислении выполнить точное 

ни курирование двойных интегралов довольно затруднительно. Это 
уц< (виляет прибегнуть к приближенному их расчету, для чего ин- 
н | рирование по координате ц разобьем на два участка. На первом 
пястке координата т) будет изменяться от 0 до тр; приближенно 
ни I.п ая < 1 и |г*2|<£1, т] < т(1 и В-*1, из уравнения (5) мож­
но найти:

I In втором участке т] будет изменяться от тр до ц0 и при ц 1 
и* формулы (5) приближенно следует:

Г = Го — (г0 - П) I

Масштабный множитель на первом и втором участках примем 
приближенно равным Го — г{.

После таких упрощений можно вычислить двойные интегралы 
и ф\ националах (10) и получить следующие формулы:

■ г«In —
1------- fsin 2к 2L-I_27tfl -

Го - И 4 L ■’10 \ Io.
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a12---- Я21 — 2 ---- --
lo2

2 — - 1

1 21n 71т— -j—In —---- circ­
le 3-lo

— 2 ci
in-^

lo r,
3 ГО—Г]

cos — — -sin3
2 lo

rc _11

2 lo

a22 — —
10‘>2

+ sin2 —
2 lo

1

2—- 1

5 In "pt— 4 — ci it
10

*>

JL _4ci2rc —
10 10

In —

cos — — • sin3 — — • (0,208 I
2 lJ-o 2 t]0

,1 . 0 it li . .4----- sin2--------— sin4
6 2 lo

(го-г,)2

Sin it— -[-к -tt-
Io lo .

711 =

2—- 1

3 sin it ——- 4 ci it
10 10 lo

— In 2) + -^2- (r0 - r\) • in ■ (cos
2 к Г1 I

rc 11

2 lo
•sin3 — — 4-

2 lo

712 — 721 —

Sin "
10

(r0 - Г,)2

2—— I

11

10 .

flOln^TC -211---- 6ln2~Hn3 —
\ 10

— ci 3tt —-----6 ci2tt —------15 ci те
10 lo

, , . Г Q
10 (Го - Г1)-1п —

71 11 . о ГС 11cos -—— - sin3----- —
2 lo 2 lo

2 71 11
2 lo

15
16 10
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35 In ■(" —----30 In 2 -j— 81 n 3 -f-
lo

I ci 4л Л!---- 8 ci Зтг-711-+28 ci 2^-51-- 54cirr^-) +
’lo 1)0 1)0 1)0 /

П ( it 1)- . •> ® I, /35 i 7 . , л in«---- ----------- — COS---------sin3 — -H-------- --------sin2--------
4 и I 2 I),, 2 i)o \ 24 6 2 i]0

+ „. i it i]i \ i 105 Г . i)i , ,, 7ii \T1sin4------- — H------- sin я— +«(1-------- -1 L2 i)o / 96 L i)o i)° / ]/

Il формулах (11) введены следующие обозначения:
< I интегральный косинус,
1 1.781,
'И координата точки 2 (рис. 2 а), вычисляемая по формуле (6), 
«р> координата точки 3 (рис. 2 а), которая может быть вычис­

ли.. с погрешностью менее 1% по приближенной формуле (7), то

---------- 1-------— In
Го - it (г0 - г,)

ch -^i)i+!

7Z
ch — i;i-l

2

— In sh2 — к)!, 
it 2

I "Ким образом, найденные значения а и 7 позволяют вычислить 
йн " I ношение а\/а2 и составляющие электромагнитного поля, что 
|Ы<| ie взятое полностью решает поставленную задачу.

, II качестве иллюстрации теоретических расчетов рассмотрим 
. ........ 'веский пример. Объектом расчета будет четвертьволновая 
IHirio пильная линия следующих геометрических размеров: г0=

. о » < м, Г! = 1,40 см, /=14,1 см, которая практически возбуждает­
ся пн основной волне + = 63,28 см.

|’ш чет начнем с определения основных параметров криволиней- 
Н'ш I истомы координат, к которой должен быть отнесен данный 
kH'Hiiiiop. Первый параметр находится из соотношения (6), и не-

I 111.1'1 расчет дает щ = 0,542. Второй параметр определяется по 
}н»1>м\ле (12), из которой следует цо = 4,64. Далее по формуле (11) 

«..Йим цц = 0,095, «12=«21 = 0,105, 022 = 0,136, 7П = 8,29, fi2 — 
В hi 6,77, 722 = 5,91. Подставляя полученные значения в детер- 

ЦН"|'|н (9), приходим к биквадратному уравнению, наименьший 
|H'pi in. которого k0 = 0,0978 см. Следовательно, теоретически рассчи- 
Ifl'iiin" основная резонансная длина волны равна 64,3 см, которая 
Ш 1Н'|‘Н гея на 1,6% от найденной опытным путем.
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Возбужденное в данной линии электромагнитное поле 6\ к i 
определяться следующими составляющими (t?i = 1):

7/ = — (sin2 0,34 т) - 0,387 • sin4 0,34 ■»)), 
Г

-Q^.hor (1 ~ 0’774 Si"2 0134 81П 0’68 7“’

Еп = 0.
На рис. 3 изображена сетка криволинейной системы координ.н, 

соответствующая данному конкретному резонатору. На этом .м

рисунке приведен график, на котором двумя кривыми представлено 
изменение напряженности электрического (/) и магнитного (//) 
полей на поверхности внешнего цилиндра (g = 0) в функции коорди 
наты Z. Из рассмотрения первой кривой I следует, что максимум 
напряженности электрического поля сдвинут в сторону закорочен 
ной части линии. Вторая кривая II свидетельствует о малости ji.i 
пряженности магнитного поля в первой области (t|<t]i), что onp.ni 
дывает упрощения, принятые при расчете интегралов в форм\ 
лах (11).



ВЛИЯНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ СВЧ 
НА НЕКОТОРЫЕ ФИЗИКО-ХИМИЧЕСКИЕ 

СВОЙСТВА МОЛОКА

БИЛЮТИН Б. С., старший преподаватель 
(Саратовский зооветеринарный институт)

Молоко, как источник жиров, углеводов, белков, минеральных 
Iriiii'i in и витаминов, — незаменимый продукт питания. Однако оно 
Mill и себе при определенных условиях и опасность для здоровья 

loiH ici через него от животных могут передаваться различного 
(или ыболевания, при хранении происходит изменение его физи- 

н > имических свойств.
'I in увеличения сроков сохранности молока и уничтожения в 

Нем пи гогенных микроорганизмов в настоящее время широко ис- 
Hiiii.iiiiir способ тепловой обработки его с применением паровых 
Н in пластинчатых пастеризаторов. Но тепловая пастеризация из- 

Ц*|ц|< г физико-химические [2, 3], биологические [1, 4] и другие свой- 
9*1Н1 молока.

Ьилыпой практический интерес представляет пастеризация мо­
лнии cii'i изменения его свойств с использованием методов физиче- 
Pkiiio ио (действия.

1>| последние годы предложено много способов, позволяющих 
tHieiпы льно уменьшить количество микрофлоры в молоке: исполь- 
|ДОйпи<* консервантов, охлаждение, радиоизотопное и ультрафиоле- 
Hlli"c облучение, обработка ультравысокими температурами, анти- 
Aiii'iiiu.iMii, ультразвуковыми волнами, электрическим током и дру- 

\п(1ЛИзируя высказывания, сделанные на XII, XIV, XV Между- 
н«|ч11иых конгрессах, следует отметить, что все эти методы обра- 
Aiiihii находятся в стадии развития и не исключают возможности 
Hii.il 1ЫН1ПИ других с учетом новейших данных науки и техники.

Il I ннзи с развитием электронной промышленности в Советском 
• они!' г 1961 года стали работать над проблемой по использованию 
»||(.ип I нерхвысокой частоты (СВЧ) для обработки различных мате- 

.....и, к гом числе и пищевых продуктов. С этого времени на ка- 
. ||н* н'хпологии продуктов животноводства, ветсанэкспертизы и
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микробиологии Саратовского зооветинститута начали проводить п< 
следования по использованию СВЧ-нагрева для пастеризации ми 
лока.

Проведенные исследования [5, 6] показали возможность пастери 
зации таким способом. При этом изучалось в основном бактерп 
цидное действие СВЧ-колебаний.

Продолжая работы по облучению молока СВЧ-колебаниями. n.i 
поставили задачу изучить некоторые данные по его составу и свои» 
ствам.

Объектом изучения служило сборное молоко, получаемое с мп 
локозавода и облучаемое на установке, в которой электромагнитш.ь 
колебания частотой 2375 мгц (7,= 12,6 см) генерируются магнетро 
ном непрерывной модуляции. Пастеризация молока электромагпи i ■ 
ным полем (ЭМП) СВЧ во всех случаях происходила при си> 
непрерывном движении по стеклянной трубке диаметром 0,4 < я 
и со скоростью, приблизительно равной 36 см!сек. Данная сю> 
рость и диаметр трубки обеспечивали турбулентность движении 
молока, что способствовало равномерному и быстрому облученью 
его.

Средняя проба молока делилась на 5: первая — сырое (кон­
троль), вторая — паровая пастеризация, третья — пастеризации 
СВЧ-нагревом при температуре 76°С, четвертая — СВЧ = 80°С и пя­
тая— СВЧ = 84°С. Как в опытных, так и в контрольной пробах 
плотность определяли с помощью ареометра, кислотность — стаи 
дартным методом по Тернеру, общий белок — методом Кьельдалм, 
количество казеина-—методом кислотного титрования, содержать 
сухого вещества и сухого обезжиренного остатка — расчетным мет 
дом, процент жира — кислотным методом, количество сывороточны 
белков — по разности между общим белком и казеином.

Из полученных в лабораторных условиях данных следует, чти 
изучаемые свойства существенно не изменились как при паровой 
пастеризации, так и при пастеризации СВЧ-нагревом. Незначите. и 
ная разница между опытными и контрольной пробами статистиче 
ски недостоверна (Р<0,95).

Проведенные исследования при различных температурных режь 
мах пастеризации не выявили заметных отклонений свойств мол­
ка. Наблюдается лишь незначительное изменение вкуса: пастери ю 
ванное приобретает специфический привкус при более высоких тем 
пературах.

Однако предпочтение следует отдать пастеризации при темпера 
туре 76°С, так как при этом не только не наблюдается заметны' 
изменений в молоке, но и привкус пастеризованного обнаруживает 
ся лишь опытными дегустаторами, а по своим вкусовым качествам 
оно напоминает сырое. Эта же температура является той минималь 
ной температурой нагрева ЭМП СВЧ, при которой достигается но а-
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ти полная стерильность молока. Не происходит и разрушения витл 
минов.

Пастеризованное молоко независимо от методов воздействия 
сохранялось дольше, чем сырое, молоко же, обработанное ЭМИ 
СВЧ, дольше, чем пастеризованное паром.

Выводы:

1. Использование ЭМП СВЧ для пастеризации молока является 
эффективным и перспективным методом (несложность, компакт 
ность технологического оборудования. Это способствует высвобож 
дению значительной производственной площади).

2. Равномерный и быстрый нагрев позволяет значительно спи 
зить время выдержки молока в нагретом состоянии, что сохраняй i 
его свойства.
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ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАВИСИМОСТИ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ 
ПАРАМЕТРОВ ЗЕРНА РАЗЛИЧНЫХ КУЛЬТУР

ОТ ВЛАЖНОСТИ

ЕРОХИНА Е. Е., ассистент
(Саратовский сельскохозяйственный институт)

Зерно и продукты его переработки с физической точки зрения 
ни шются диэлектриками, которые подчиняются общим законам, 
lipin yiiiiiM твердым диэлектрикам. Однако электрические характе- 
Ihh'iiikii зерна не только менее изучены, но и менее определены.

|>> I мектрическими характеристиками мы понимаем диэлектриче- 
гк\ю проницаемость и тангенс угла потерь диэлектрика. Диэлектри- 
МСКИЯ проницаемость зерна— диэлектрическая проницаемость 
I’/io.ijioii системы, состоящей из зерна, воздуха и воды. Поэтому на 
iH' iii'iiiiiy е влияет методика заполнения измерительного сосуда 
( пнчика), в частности уплотнение зерна. Чтобы можно было срав­
ни и. результаты измерений е, необходимо учитывать это уплотне-

I ннг, для чего некоторые исследователи [1] вводят коэффициент 
I наполнения х= Лерна . ; другие [2] указывают «объемный» вес

Усосуда
, Р пи рпи а =-------- , где Р — вес зерна в измерительном сосуде.

Усосуда
Для учета плотности укладки зерна мы пользовались формулой 

Мйгчгга диэлектрической проницаемости гетерогенных систем. Для 
\компонентной системы эта формула имеет следующий вид:

8 = 61Х—р-бд (1 —— х), (1)

• (г г, и 82 — диэлектрические проницаемости каждой компоненты; 
е —диэлектрическая проницаемость системы;
х—объем, занимаемый одной компонентой, обычно вы­

ражаемый в долях объема измерительного сосуда.
I лким образом, чтобы найти диэлектрическую проницаемость 

•rpii.i Г|, необходимо измерить диэлектрическую проницаемость сис­
темы г и определить объем, занимаемый зерном.
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Диэлектрическую проницаемость системы определяли резонам 
ным методом по разработанной ранее методике [3]. Были произш1 
дены измерения е зерна различных культур в зависимости от и < 
менения влажности в пределах от 10 до 20%, для чего заранее при 
готовлялось зерно определенной влажности (В). Влажность он|" 
делилась по методу высушивания [1] при £=130° в течение 40 мин\ i 
и находилась как отношение потери в весе зерна к взятой навеем , 
выраженное в процентах. Зерно определенной влажности засыпа­
лось в полиэтиленовый стаканчик, и с помощью отсчетного микро* 
скопа измерялась с точностью до 0,01 мм глубина погружения этого 
стаканчика в резонатор. Затем по заранее рассчитанному градуиро 
вочному графику находилась диэлектрическая проницаемость зер 
на, а методом пикнометра — объем зерна. По формуле (1) прол <- 
водился расчет диэлектрической проницаемости чистого зерна. Г1<>< ■ 
ле чего зерно той же влажности снова засыпалось в измерительны и 
стаканчик, и все измерения повторялись с целью учета разной упа 
ковки зерна при различных засыпках.

Другой важной величиной, определяющей электрические ха 
рактеристики зерна, является тангенс угла потерь tg6. Согласно < <> 
временным воззрениям на механизм диэлектрических потерь следу­
ет различать:

1) потери ионного характера, вызванные поступательным дви­
жением ионов. К этой группе относятся поляризационные потери 
связанные с образованием объемных и поверхностных зарядов. Ib* 
тери такого типа будут наблюдаться в зерне даже при отсутствии 
гигроскопической влаги;

2) потери, связанные с вращением полярных молекул под деи 
ствием переменного электрического поля. Потери этого рода в зерш 
могут быть связаны исключительно с наличием воды. Поэтом 
диэлектрические потери в зерне зависят от его влажности.

Следовательно, представляет интерес провести измерения 
зерна различных культур в зависимости от влажности. Ранее 
сперименталызо [4] нами было получено аналитическое выражен н<', 
связывающее tg6 вещества с добротностью нагруженного резон 1 
тора, которое позволяло рассчитать tg<5 зерна различных культ, н 
Результаты расчета е и tg6 пшеницы Безенчукской 98 в зависимо 
сти от ее влажности приведены в табл. 1.

Как видно из таблицы, ошибка при измерениях диэлектрической 
проницаемости системы е при различных способах засыпки доп и 
гает 2,5%; если же мы, пользуясь формулой (1), сделаем переенн 
на диэлектрическую проницаемость чистого зерна ei, то ошибка и i 
мерений получается не более 0,7%. Это еще раз подчеркивает наа 
ность учета плотности укладки зерна при различных засыпках. Alia 
логичные измерения были также проведены с зерном и других куй, 
тур: пшеница Лютесценс 230, ячмень, просо, горох, чечевица, чини
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Innin нмость диэлектрической проницаемости и тангенса угла потерь пшеницы 
Безенчукская 98 от влажности

Таблица 1
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Тангенс 
угла по 

терь 
системы

Тангенс 
угла 

потерь 
зерна

1 5,17 2,85 0,602 4,07 0,042 0,070
10,40 2 4,95 2,95 0,629 4,09 0,055 0,087

3 5,02 2,90 0,611 4,11 0,047 0,077
• |Н’;|НГС 0,048 ±0,0051НИЧ9МИС 5,05+0,08 2,90±0,05 0,614 4,09 ±0,02 0,078 ±0,006

1 4,71 3,10 0,600 4,50 0,042 0,070
12,15 2 4,54 3,20 0,630 4,50 0,053 0,084

3 4,45 3,25 0,628 4,57 0,049 0,078

«МЯЧ*ПИС 4,57±0,11 3,18+0,06 0,619 4,52+0,03 0,048 ±0,004 0,078 ±0,005

1 4,22 3,45 0,592 5,14 0,048 0,081
14,(17 2 4,01 3,61 0,631 5,14 0,056 0,090

3 4,09 3,56 0,629 5,07 0,058 0,092
i |н>лнее
HIH'IPнис 4,11^0,08 3,57±0,06 0,617 5,12±0,03 0,054 ±0,004 0,091^0,004

1 3,75 3,85 0,590 5,83 0,059 0,100
17,11 2 3,50 4,10 0,628 5,93 0,068 0,108

3 3,70 3,90 0,591 5,91 0,066 0,112
Г |<w лиг и
«нйЧ'Нис 3,65 ±0,1 3,95 ±0.1 0,603 5,89±0,04 0,064±0,004 0,107±0,004

1 3,39 4,25 0,585 6,55 0,076 0,131
И», 1н 2 3,28 4,35 0,601 6,58 0,088 0,147

3 3,24 4,40 0,608 6,57 0,079 0,130

• HN'It-'HII* 3,30±0,06 4,33 ±0,06 0,598 6,57±0,01 0,081 ±0,005 0,136±0,007

I Inл\ценные значения с учетом частотной зависимости хорошо со- 
I пн мотея с данными Книппер [5]. Результаты были математически 
1|Арп6о11111ы графическим методом [6], сущность которого можно 
iiftiiiii пить на примере обработки данных табл. 1.

I ели считать, что зависимость диэлектрической проницаемости 
||<||||ц or влажности носит характер экспоненты для влажностей 
|о 20%, на что указывают некоторые авторы [7], то математически 
вI и ыкопомерность задана в виде ej = ea+bB. С использова-
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Рис. 1. Зависимость диэлектрической прони­
цаемости зерна от влажности.

нием данных табл. 1 была по 
строена зависимость Inei or 
влажности В, которая изо­
бражена прямой линией н.т 
рис. 1. По этой прямой ПС 
составляет труда найти ко­
эффициенты а и в. Результа­
ты математической обрабоа 
ки данных приведены и 
табл. 2.

Из табл. 2 следует, что 
данный метод можно реки 
мендовать для измерении 
влажности зерна как метод, 
обладающий большой чувст-

Зависимость диэлектрической проницаемости зерна 
различных культур от влажности

Таблица 2

Сорт зерна Зависимость ej от 
влажности

Пшеница Безенчукская 98 в _ «0,82+0,055 В

Пшеница Лютесценс 230 „ „0,76 + 0,055-Ве( = е

Ячмень Нутанс 187 _ __ р0,70+0,048 В£1 — с

Просо Скороспелое 66 $1 _ е0,78+0,040 ■ В

Горох Капитал _ _ р0,61+0,063-В si — е

Чечевица Петровская 4/105 „0,72+0,050-В е1 — е
Чина Степная 21 г[ _ е0,70+0,058-В

Акация желтая - _ „0,62 + 0,051 -В =1 — е

вительностью. Измерение е производится с точностью до сотых ю 
лей, что обеспечивает чувствительность при определении влажно» in 
зерна порядка 0,5%. Но, кроме того, данный метод, как и все элем 
рические методы измерения влажности, прост. Чтобы определи и 
влажность зерна, необходимо отсчитать глубину погружения < i .» 
канчика в резонатор и определить объем зерна в нем. Это быстр» <», 
чем высушивание зерна до постоянного веса.
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К ВОПРОСУ ИЗМЕРЕНИЯ КОМПЛЕКСНОЙ 
ДИЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ ПРОНИЦАЕМОСТИ 8"=8'-/8"

БОЛДЫРЕВ В. М., аспирант
(Саратовский сельскохозяйственный институт)

Волноводные методы определения диэлектрических параметрон 
веществ оказываются наиболее эффективными при измерении ди­
электриков, обладающих средними и высокими потерями. Если 
толщина образца сравнима по величине с длиной волны в диэлект 
рике, положение ближайшего от поверхности образца минимума 
электрического поля, отсчитываемого в сторону генератора, нами 
нает существенно зависеть от постоянной затухания в диэлектрике 
ах, а точнее от величины axd, где d— толщина образца. Строгий 
учет потерь при расчете диэлектрических параметров приводит к 
решению системы двух сложных трансцендентных уравнений с дв\ 
мя неизвестными.

Правда, хорошо известен метод «двух положений»: короткого 
замыкания и холостого хода, позволяющий получить расчетные 
формулы для определения искомых диэлектрических параметров в 
алгебраическом виде. В этом случае измеряемыми являются четыре 
величины: два положения минимума электрического поля и два 
значения КСВН, соответствующие двум указанным режимам. 1Ь 
останавливаясь на недостатках амплитудных измерений, связав 
ных с определением КСВН, покажем, что, пользуясь теорией длин 
ных линий, можно получить строгие аналитические выражения дли 
б' и е" при условии, что определяются только положения минимуме 
электрического поля.

Теория метода и расчета
Вывод расчетных формул, использующий теорию длинных ли 

ний, можно проиллюстрировать на примере любой волноводной 
системы, схематически изображенной на рис. 1. Полученные фор 
мулы справедливы для коаксиальной линии, круглого или прямо 
угольного волноводов при условии, что в них распространявн и
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Ho.....и тип колебаний или колеба-
ih, имеющие вектор напряженности

I рпческого поля, лежащий в пло- 
|*|ц in. параллельной как торцевым по- 

h»|kii<h гям образца, так и поверхно- 
||| короткого замыкания.

Используя хорошо известные соот- 
йнигпия, запишем входное сопротив- 
|*нне И сечении Sb

t.a

s,

Рис. 1.

?0-th 70/i + zx-th
(1)

Mr

z\ —т-х- - ---------------------
z_v+z0-th той • th

“Н)волновое сопротивление «пустого» волновода (za= ——
для волны типа //), 

волновое число,
/длина волны в волноводе,

- характеристическое сопротивление волновода, запол­
ненного диэлектрической средой (гж=у-^- для волны 

1х
типа И),

I , »/|1о постоянная распространения в «пустом» волноводе,
'' . /" / X \2I/ е*— ---- —постоянная распространения в волноводе,
' Г \ Лкр /

заполненном диэлектриком,
■ /«"—комплексная диэлектрическая проницаемость

»•» Illi I IIIII,
X — длина волны в свободном пространстве,

),К1, —«критическая» длина волны в волноводе для дан­
ного типа колебаний.

Инг и| нормированное «характеристическое» сопротивление:

И . .........  »уя обозначения:

-ih-[xd = R+jl и —-th +j72, 
*11

Ын..........  уравнение (1) в виде:
*1 _ В +у (tg^oA + 0__ г \;х

>ч (1 — ^2 *g Зой) + jRi'ls ЗоЛ
(2)
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Аналогично этому входное сопротивление системы в сечении Sj 
будет иметь вид:

4 = r + /(tgM24-x) ■ ((
z„ (1 — X • tg fi0/2) 4- jr • tg p(lZ2

Модуль входного сопротивления системы
цией параметров диэлектрика и соответствующих длин Ц и /2. По

является фуи i

этому в случае если положение минимума электрического поля 11.1 
ходится перемещением зонда, то есть определяется соответствую 
щее расстояние /2, необходимо найти экстремум выражения | 

при вариации длины /2. Однако математически проще искать экстре
мум квадрата модуля данного выражения, то есть

Ik 2
I г0

tg* М2 + 2х ■ tg ft,Z2 + (г2 + х2) 
(r’+xs) • tg2 %Z2 - 2х • tg 30Z2 + 1

НтГИз сказанного следует, что необходимо найти ——— и при- <?/2
равнять к нулю. Полученное выражение запишем в следующем 
виде:

(tgPoG + -«)- |('*2-Ь -*:2)-tg2Ро^2 — 2x-tgp0/»4-l] — 

— [(r24-x2)-tgp0/2 — %]• [tg2|%/24-2x-tg80/14-(r2+x2)| = 0.

После некоторых преобразований получим это условие:
1 - (г2 + л2) 2ctg2p0'a.

В развернутой форме данное выражение имеет вид:
[(Я22+/22) — 1 ]• tg2 М, - 2 (/+/2) ■ tg М + 1 - (/?2+Р)

— ^2’*g2 Mi + [1 — (RRi + ^2)] ‘*g Mi + /
= — 2ctg2 ₽0/2

(4)

В случае же когда зонд является неподвижным, а мипим м 
электрического поля находится изменением расстояния 1\ до корш 
козамыкающей стенки (поршня), условие минимума квадрата ми 

дуля входного сопротивления 

нательный вид:

= 0 имеет следующий окон
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iR'Mi-ui-т+/А)] |и-(^8+/22)]+2Л(/ /2))+
+ 2 • tg ?UZ, • {/ (1 + /?? + V) + Л (i + /?2+л)} +

+ 2 /(/ - /2) - 1 1 - (/?/?г н- /А) I • [1 +/?а Г /•-]____________
| * 'К1 Ml• lz (Я2а+42) + 41 + (1 - (RiW) (K2+'2)] tg ?оЛ+/+/2 (R2+l-)

= 2ctg2?0Z2. (5)
Каждое из полученных соотношений (4) или (5) может быть ис- 

I Цо и. ювано для определения параметров диэлектрика. Для этого 
iipiiuгпчески необходимо произвести четыре измерения и найти че- 

[ thipr пары взаимосоответствующих Zi и /2, что позволит получить в 
Каждом случае систему четырех линейно независимых уравнений, 

ini in none которых можно определить значения е' и е".
Однако указанный путь приводит к сложным алгебраическим 

iii.ih идкам. Возможно значительное упрощение подобных расчетов. 
|'п( смотрим следующие частные случаи уравнения (4):

I) /i k—- (к = 0, 1, 2, 3,...), тогда из (4) имеем:

' +/ = - 2ctg2puZ20 = а,, (6)
Хд

I |г /;о значение/2, соответствующее 1\ = к ——■

/|=/2й+ 1/---- (*с=0, 1, 2, 3,...), тогда из (4) имеем:

—12. = — 2 ctg20oZ2 хх = ₽!,

1 " — значение /2, соответствующее li — /2k+ 1/•
Хд

I’c.in аналогично в уравнении (5) положить Z2= k-—^-{k = 1,2,
Хд

I ) или /2 = /2£+1/-----(6=0, 1, 2, 3,...), то можно записать:
4

1^>/| • 1Z (/?? + Z?) + Л1 + 1(Я22 + ^22) (/?2+/2) - 11 • tg ЗиЛ - 
-[/ + /2(/?2 + /2)1 =0. (8)

II данном случае измеренные соответствующие значения /щ и 
/, ,, по (водят найти следующие два равенства:

+ /2 _ а/ _ р, (9)

R22 + /i2^_ (Ю)
р

I н (tg₽0Z10 + tgp0/ljtjr) и ₽=tg₽0Z10-tgp0Zixx.
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Уравнения (6), (7), (9) и (10) позволяют очень просто опреде­
лить величины R, I, /?2 и /2 и на основании ранее введенных обозна­
чений (2) получить искомые значения е' и е" по формулам:

RR2 + ll2 \ П / х \21 / X \2
\ /?2 + /2 / L \ ^кр / J \ ^кр 7 Q | }

g/z  R2I • RR Г| / X V~1
R2 + p • [ к Хкр У J'

Экспериментальная часть

С целью выяснения возможностей предлагаемого метода провс 
ли измерения е' и е" текстолита. Измерения е* проводились в деся 
тисантиметровом диапазоне длин волн с помощью стандартной 
аппаратуры [1]. Толщина диэлектрика d была выбрана равной 
2,236 см, что при ориентировочно известном е' текстолита составля 

з
ет примерно— Xg (f.g —длина волны в диэлектрике) и обеспечи 
вает минимальную погрешность измерения е' и е". Точность 
изготовления образца по толщине равна ±0,002 см. Измерения, 
соответствующие четырем указанным режимам, дают такие значе 
ния длин: /20— 0,706 см, /2 хх =7,286 см, /ю=0,7395 см, 11хх > 
= 7,2440 см. Длина волны, на которой производились измерения,

X уу
-у =8,3625 см. Эти данные на основе выражений (6), (7), (9) и 
(10) приводят к следующим значениям си, Pi, аир: ai = 3,40, р, - 
= 1,913, а = 0,161, р= — 0,1272, которые определяют искомую сис 
тему величин R, I, R2, /2: 7 = 0,2694, R = 0,105, /2= —2,16, /?2 = —0,69(1

Поскольку мы располагаем аналитическими выражениями дли 
е' и е", то это позволяет произвести оценку точности наших измерг 
ний, пользуясь исходными данными при определении соответствию 
щих длин:

/1ХХ =7,2440 ± 0,0025 см.
I хх =7,286 ± 0,005 см,

720=0,706 ± 0,005 см,
/ю = 0,7395 ± 0,0025 см,
— = 8,3625 ± 0,0025 см,

2
Аналитические выражения для относительной погрешности u i 

меряемых величин имеют следующий вид:

L 2 к я R»
2 / 0 2 I

/?2_|_/2 ( R '

Д:

е'
1

RR2 + //2

Д/ , ДЛ

д/
2
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V ±0,006, —=±0,052, — =+0,0045, ^- = ±0,038.
R 12 R2

Вычислив
— = ± 0,114 и — = ±0,003, s" s'

C>h'<ii'i.i гельно имеем:
s'= 3,90 ± 0,012, e"=0,21 ±0,024.

1 лсдовательно, ошибка определения e' составляет ± 0,3% и e"± 
Bl 1.5%. Полученные результаты хорошо согласуются с данными 
Лр\ I их авторов [2], [3].

Выводы
I 11олучены два условия, определяющие положение минимума 

«и I I рпчсского поля стоячей волны, вызванной диэлектрической 
Мни породностью в виде плоской пластины. Показано, что каждое 

\ < ловий соответствует конкретному способу измерения положения 
| и и нппюго минимума.

' Па основе полученных соотношений предложен новый способ 
IlHpi целения параметров диэлектрика, использующий только фазо- 
tti.ii и (Мерения.

| Показано, что сочетание двух возможных способов измерения 
hutno.’iHCT получить простые расчетные формулы и значительно уп- 

|н in и. эксперимент, так как в данном случае образец диэлектрика 
|ffiieirn неподвижным.

I Дастся аналитический расчет погрешностей измерений.
i В принципе полученные формулы справедливы для образцов 

in . нк I рика любой толщины, обладающих любыми значениями е' 
И • *
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химия

О БРОМИРОВАНИИ БИФЕНИЛА

МЕДОКС Г. В., кандидат химических наук, 
РАССКАЗОВА В. Я., ассистент

(Саратовский сельскохозяйственный институт)

Бромирование бифенила свободным бромом, приведшее к полу 
чению 4,4/-дибромбифенила, впервые было осуществлено более 100 
лет назад [1]. Позднее это соединение аналогичным способом по­
лучали и другие исследователи.

Используя в качестве растворителя сероуглерод, удалось пол\ 
чить 4-бромбифенил с т. плав. 89° [2], но возникли затруднения при 
попытке выделения вещества в чистом состоянии. По мнению извг 
стного исследователя В. Шленка [3], освободить 4-бромбифенил по л 
ностью от примеси 4,4'-дибромбифенила перегонкой и последующи 
ми перекристаллизациями едва ли возможно. Имеется и более ка 
тегорическое утверждение [4]. В связи с этим для получения чистого 
4-бромбифенила были предложены другие реакции, и в том числе 
реакция взаимодействия п-бромдиазобензола с бензолом [5], по 
зволяющая получать продукт с t плав. 89,5—90° с выходом 35% 
теоретического.

В последнее время много внимания уделялось бромированию би 
фенила свободным бромом в уксуснокислом растворе, однако и 
этих исследованиях не разрабатывался метод получения чистою 
4-бромбифенила прямым бромированием бифенила.

Нам удалось разработать сравнительно простой способ выдел» 
ния весьма чистого 4-бромбифенила с т. плав. 91°.

В качестве среды для бромирования бифенила свободным элем 
роположительным бромом был использован хлороформ. В нем .\<> 
рошо растворяются бифенил, бром, бромистый водород, 4-бромОн 
фенил и 4,4'-дибромбифенил. Как известно, атом водорода в моле 
куле хлороформа способен принимать участие в образовании води 
родных связей и дает с бромом и бромистым водородом комплск» 
ные соединения, что должно облегчать течение реакции электр" 
фильного замещения водорода бромом.
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• i от вывод подтвердился на опыте, и реакция бромирования на- 
ЙН1П1 IHCI, сразу после смешивания веществ.

Реакция бифенила с бромом в присутствии хлороформа проис- 
Iii/hii согласно схеме:

Хиалогично происходит и образование 4,4'-дибромбифенила.
I емпературы кипения при атмосферном давлении дифенила 

(УМ ), 4-бромбифенила (310°) и 4,4'-дибромбифенила (355—360°) 
■ичительно отличаются друг от друга. Поэтому для их разделения, 
кии! и не полного, оказалась эффективной трехкратная фракциони- 
Впининая перегонка в вакууме. Однако оставшиеся 5% примесей 
■бромида не удалось удалить ни повторными перегонками в ваку­
уме, ни дробными перекристаллизациями из 96°-ного этилового 
iintpia Это объяснялось сравнительно малой растворимостью ди- 
Вромида на холоде в винном спирте, заметно повышающейся в при- 
■угепши 4-бромбифенила.

Для удержания дибромида бифенила в маточном растворе при- 
liriiici. прибегнуть к растворению очищаемого 4-бромбифенила в 
Минимальном количестве бензола (при комнатной температуре) и 
Б о последующем осаждении избыточным количеством 96°-ного эти- 
■Опого спирта с завершением кристаллизации при охлаждении в 
»н inшльнике.

Зависимость температуры плавления от состава системы, 
состоящей из монобромбифенила и дибромбифенила

4,4'-дибром- 
бифенил, % t плав., °C 4,4'-дибром- 

бифенил, % t плав., °C

0 91 9,55 85,4
2,28 89 11,20 85,1
3,08 88,7 12,07 84,4
3,43 88,5 13,55 83,6
4,20 87,9 14,41 83,2
5,80 87,2 16,12 82,6
5,96 87,3 18,30 82,1
6,35 86,6
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При повторении такой перекристаллизации был выделен чистыи 
4-бромбифенил с т. плав. 91°, отличающийся ослепительной бели , 
ной.

Для облегчения контроля за ходом разделения смесей 4-бром- 
бифенила с 4,4/-дибромбифенилом нами изучалась зависимое и. 
температур плавления от состава этих соединений, изменяющего' i 
в пределах содержания дибромида от 0 до 18%. Результаты измерь 
ний отражены в таблице.

Исходя из таблицы, можно установить, что 4-бромбифени i 
Г. Шульца с t плав. 89° содержал 3% дибромида.

Получение 4-бромбифенила.
В круглодонную колбу емкостью 100 мл с 23,12 г бифенил.i 

(т. плав. — 70°) и 30 мл хлороформа было добавлено 23,9 г брома, 
Колба с обратным холодильником соединялась с изогнутой труп 
кой. Конец трубки находился над поверхностью воды (100 мл), па 
литой в плоскодонную колбу с отверстием, закрытым ватой. Во и , 
бежание излишнего испарения брома темпы начавшейся реакции 
регулировались в течение четырех часов охлаждением льда с водой 
Через четыре дня для удаления из продуктов реакции оставшегося 
брома и растворенного в хлороформе бромистого водорода красно 
бурая жидкость нагревалась до кипения в течение получаса. Коли 
чество поглощенного водой брома (0,55 г) и бромистого водорода 
(12,1 г) определялось титрованием. Продукт реакции промывался 
сначала 10 мл 10%-ного раствора сульфита натрия, а затем водой 
и сушился хлористым кальцием. Слабо окрашенное вещество (44,6 <■). 
оставшееся после отгонки хлороформа на водяной бане, при ох 
лаждении закристаллизовывалось и подвергалось трехкратион 
фракционированной перегонке в вакууме. В итоге второй фракции 
нированной перегонки было получено 22 г вещества (т.кип. 145 
147° при р= 6 мм). Маслянистая жидкость (1г), находящаяся в не 
ществе, удалялась отжиманием между листами фильтровальной б\ 
маги под прессом.

При третьей фракционированной перегонке до 147° при р = 6 л/ и 
было собрано 20,4 г 4-бромбифенила с т. плав. 88—88,5°. Непере 
гнавшийся остаток состоял из смеси 4-бромбифенила со значите., и 
ным количеством 4,4-дибромбифенила.

Главный продукт реакции (20,4 г), содержавший около 5% при 
меси 4,4/-дибромбифенила, перекристаллизовывался из смеси 3 м i 
бензола с 10 мл 96°-ного этилового спирта. Выпавшие по охлажде 
нии кристаллы (18,33 г) отфильтровывались под уменьшенным дан 
лением, промывались 4 мл этилового спирта и сушились в эксикато 
ре над серной кислотой. Выход монобромида с t плав. 89—90 
52,4% теоретического. Из маточного раствора были выделены смс 
си: с t плав. 86° (0,68 г) и с t плав. 80—80,5° (0,25 г).
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Для дальнейшего освобождения от дибромида вещество (18,33 г) 
• начала растворялось при комнатной температуре в 14 мл бензола, 
Потом осаждалось 70 мл 96°-ного этилового спирта, а затем для 
онн ршения кристаллизации охлаждалось в холодильнике. Кристал- 
н.| (16,8 г) отфильтровывались под уменьшенным давлением, про­
минались 5 мл предварительно охлажденного спирта и сушились в 
•мшкаторе над серной кислотой, их t плав. 91°, выход — 48% теоре- 
11141'СКОГО.

I (айдено элементов, %: С 61,83; Н 3,95; Вг 34,21.
Вычислено, %: С 61,83; Н 3,89; Вг 34,28.
Кроме 4-бромбифенила и продуктов реакции было выделено
1 ,■ 4,4/-дибромбифенила с t плав. 165° и 8,42 г непрореагировав- 

пичо бифенила.
Система 4-бромбифенил — 4,4'-дибромбифенил.
Определялись температуры плавления смесей 4-бромбифенила 

| I/Г дибромбифенилом. Для этого вещества смешивались в соот- 
11. и■ снующих количествах и перемешивались при помощи легкого 
н< 1ряхивания. По застывании смесь растиралась в ступке и опреде­
лялась температура плавления.

В таблице приведены средние температуры плавления каждых 
tpex проб.

Выводы
I Предложен вариант получения чистого 4-бромбифенила с вы- 

додом 48% теоретического посредством бромирования бифенила 
I «ободным бромом в хлорформенном растворе.

2. Опровергнуты высказывания Шленка и других авторов о не- 
ho иможности выделения чистого 4-бромбифенила из продуктов бро­
мирования бифенила.

3. Установлена зависимость между температурами плавления и 
ЫИ1.1НОМ системы: 4-бромбифенил — 4,4'-дибромбифенил (в преде- 
tfiux от 0% до 18,3% примеси дибромида).
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ВЛИЯНИЕ ФОНА НА ПОЛЯРОГРАФИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИ1 
ОРГАНИЧЕСКИХ РЕАКТИВОВ

РЯЗАНОВА Г. Е., ЛЕНСКАЯ В. Н. — кандидаты химических наук 
(Саратовский сельскохозяйственный институт)

Изучение полярографических свойств органических соединении 
проводится, как правило, в среде буферных растворов, обеспечив. i 
ющих постоянство концентрации водородных ионов в процессе шн 
становления вещества.

Волны восстановления органических веществ [1] определяю к и 
скоростью электрохимического процесса и диффузией, которые ы 
висят не только от природы восстанавливающегося вещества, но и 
от фона, на котором проходит восстановление. Об этом свидетели i 
вуют результаты, полученные исследователями, зафиксировавшими 
влияние состава буферных растворов на полярографическое пове й 
ние органических веществ [2], [3], [4], [5].

При изучении органических реактивов мы также наблюдали и 
менение потенциалов полуволн и величины предельного диффузном 
него тока на фоне различных буферных растворов [6]. Изменении 
высоты волны деполяризатора связано с длиной углеродной цени 
органической кислоты и числом карбоксильных групп, входящих ti 
состав ее молекулы. Высказано предположение, что затруднени» 
восстановления красителей связано с процессом комплексообр., io 
вания, а облегчение восстановления — с образованием межмолем 
лярных водородных связей.

В настоящей работе была поставлена задача выяснения вощин и 
избирательности взаимодействия органических реактивов с комн" 
нентами буферных растворов и влияния природы буферных рас нм 
ров на полярографическое поведение органического реакнш' 
в зависимости от pH, при котором проходит восстановление р> ' 
тива.

В результате изучения ализарина S, пирокатехинового фпол<ш 
вого, кислотного хром фиолетового К (КХФ-К), кислотного О'....
хром черного 3 (КОХЧ-3), кислотного хром темно-зелеши " 1 
(КХТЗ-С), кислотного хром темно-зеленого Ж (КХТЗ-Ж) были и"
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iviriiu данные, представленные в таблице и на соответствующих 
ПК \ нках.

Потенциалы полуволн ализарина S(I) и пирокатехинового
фиолетового (II) на фоне различных электролитов

Полученные данные

Потенциалы полуволн
Фон рН= 4,3 рН=-7,2 рН ==9,3

I п I и I П

■ NO,. КОН 0,57 0,93 0,86 0,95 0,86 0,97
0,85 1,33 1,33 1,37

■ц, | л 1111,1 й буфер 0,57 0,69 0,95
1,33

Minin' ||'|юкислый буфер 0,56 0,69 0,82 0,98 0,83 1,00
|1.......кислый буфер 0,51 0,69 0,82 0,98 0,82 0,93

0,87 0,83 1,30
■ММиинокислый буфер 0,57 0,70 0,76 0,79 0,87 0,90
■при 1 iii.hi буфер 0,75 0,92

1,46
ф|и фи гиый буфер 0,67 0,94

1,32

свидетельствуют прежде всего о___  важности
Hn"iLi иной концентрации водородных ионов в полярографируемом

t
««< пюре. Не только в кислой и нейтральной, но и в щелочной среде 
in I ншовление в забуференном растворе идет при более положи- 
'ff.ii.iii.ix потенциалах, чем в незабуференном растворе. Однако на 
■римгре ализарина S видно, что иногда полярографирование на 

фиш незабуференного раствора дает возможность изучать более
Ш in ihiio кинетику процесса восстановления и за счет затруднения
Цн<| ншовления уловить промежуточные стадии сложного процесса 
«(и ( I иповления. Так, на фоне KNO3 можно зафиксировать волну,
■Юн1гГ( гвующую процессу восстановления хиноидной группировки
я hi inpiiiia S до семихинона, чего мы не наблюдали на фоне одного 
tn применявшихся буферных растворов (рис. 1).

Ни полярографическое поведение ализарина S большое влияние 
пин ibiiuier боратный буферный раствор, борная кислота которого,
Цпн < нидстельствуют данные спектрофотоме- 
■рН'Нткого изучения [7], способна к взаимо- 
мнь Пино с оксиантрохинонами. Борная кисло- 
fil и uni модействует и с пирокатехиновым фио-

HI.IM. <> чем говорят полярографические ха- 
Mhii'pni гики пирокатехинового фиолетового,

-0,5 -0,8 -1,0 -1,2 £,9I'lb I Полярограммы ализарина S при рН=4,6: 
*1 фши’ KNO3: II—на фоне ацетатного буферного рас'твора.
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а также полученные нами спектрофотометрические кривые поглопн 
ния его на фоне боратного буфера. В этих условиях наблюдает; и 
изменение положения максимума светопоглощения, а также формы 
спектрофотометрической кривой.

Из других применявшихся нами буферных растворов наибо.и. 
шее влияние на полярографическое поведение органических реактн 
вов оказывает лимоннокислый буферный раствор. Это позволяе! 
предположить специфическое взаимодействие некоторых реактивен 
с лимонной кислотой. Так, для ализарина S на фоне лимоннокислн 
го буферного раствора характерно уменьшение величины пределi. 
ного диффузного тока, следовательно, изменяется его коэффициент 
диффузии. При рН = 7,2 потенциал полуволны значительно отличи 
ется от Е I , полученного на фоне других буферных растворов. При

2

рН = 9,3 резко изменяется наклон волны, вдвое уменьшается ее вы 
сота, восстановление останавливается на стадии образования семи 
продукта.

Результаты полярографирования пирокатехинового фиолетового 
на фоне лимоннокислого буфера показали влияние среды на облш 
чение восстановления реактива при pH = 7,2 и 9,3. В щелочной ерс 
де основной процесс восстановления останавливается на стадии об 
разования семипродукта.

Таким образом, полярографические характеристики, полученньн 
для ализарина S и пирокатехинового фиолетового на фоне лимон 
нокислого буферного раствора, являются результатом не толью > 
проявления восстановительных свойств этих реактивов, но и влия 
ния на процесс восстановления взаимодействия реактивов с ком по 
центами буферного раствора.

Изучение азокрасителей показало, что степень взаимодействии 
их с лимонной кислотой зависит от наличия в молекуле определен 
ных заместителей. На рис. 2 представлены полярограммы bocci.i 
новления КХФ-К на фоне фосфорнокислого и лимоннокислого 6\ 
ферных растворов. Из рисунка видно, что восстановление КХФ I' 
на фоне различных электролитов идет при одинаковых потенциал;!' 
что свидетельствует об отсутствии влияния лимонной кислоты и 1 
восстановление азокрасителя, имеющего формулу

ОН он

S03NQ
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III рие. 3 видно, что для красителя КОХЧ-3

in фоне буферных растворов наблюдается резкое изменение харак- 
К|Н1 восстановления по сравнению с незабуференной средой. На фо- 
HI шмопнокислого буфера волны, характеризующие отдельные ста-

■QI -0,2 -0,3 -04 -0.5 -0,6 -0,7 -0.8 Е,в

1'н ’ I (олярограммы кислотного хром фио- 
лстового К (КХФ-К) на фоне:

I И // фосфорнокислого буферного раст- 
Ill - лимоннокислого буферного раствора,

Jd, ма

Рис. 3. Полярограммы кис­
лотного однохром черного 

3 (КОХЧ-3) на фоне:
I — KNO3; II — фосфорнокислого 
буферного раствора; /7/ —ли­
моннокислого буферного раство­

ра.

дни восстановления, более необратимы и у них отрицательные по- 
. ...... и н>1 полуволн по сравнению с волнами, полученными на фоне 
ф фпрнокислого буфера. Полярограммы, характерные для КХТЗ-С

в,.......явлены на рис. 4. Буферные растворы фиксируют каждую
Hu llo полярограммы, увеличивая ее обратимость. Однако на фоне 
Л"*........ кислого буфера восстановление КХТЗ-С затруднено.
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Краситель КХТЗ-Ж.

на фоне фосфорнокислого и лимоннокислого буферных раствором 
дает одноступенчатые полярограммы (рис. 5) с близкими потении.>■

Рис. 4. Полярограммы кислот­
ного хром темно-зеленого 

С (КХТЗ-С) на фоне:
/ — KNO3; // — фосфорнокислого 

буферного раствора; /// — лимонно­
кислого буферного раствора.

-0,2 -0,4 -04 -08 -1,0 Е.в

Рис. 5. Полярограммы кислот- 
ного хром темно - зеленого 

Ж (КХТЗ-Ж) на фоне:
/ — фосфорнокислого буферного ра­
створа; //—лимоннокислого буфер­

ного раствора.

лами полуволн, что указывает на отсутствие процесса взаимодет i 
вия компонентов полярографического фона с молекулами крт и 
теля.

Сопоставление данных, касающихся полярографического пове н 
ния азокрасителей, приводит к выводу, что наличие нитрогрупп и 
молекуле азокрасителя способствует усилению его взаимодействии 
с лимоннокислым буферным раствором. Красители, не содержании 
нитрогрупп или содержащие противоположные по характеру з.тмг 
стители — аминогруппу и одну нитрогруппу, с компонентами буфер 
ного раствора не взаимодействуют. Одна аминогруппа не спосс....а
полностью ликвидировать эффект взаимодействия с лимонной юн - 
лотой азокрасителя, содержащего две нитрогруппы.

Изучение полярографического поведения органических реаюп 
вов на фоне определенного буферного раствора при различных |>l I 
показало (см. таблицу), что степень взаимодействия органична <н i 
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К Венк I nn;i с компонентами буферного раствора зависит от pH поля- 
■01 рпфического фона. На восстановление органического реактива 

11,1114101 одновременно такие факторы, как природа буферного раст- 
I iitip.i и pH полярографируемого раствора. Существуют условия, ко- 

|Н|'ые являются более благоприятными для проявления одного из 
Mon факторов по сравнению с другим. Так, в кислой среде, где кон-

I" "I рация ионов водорода достаточна для легкого восстановления 
Йр|и ягеля, влияние природы буферного раствора на восстановление

1 гр я ягеля оказывается наименьшим. В щелочной среде, где недо- 
|fl til <»к водородных ионов сильно затрудняет процесс восстановле- 
I нпи реактива, влияние природы буферного раствора проявляется бо­
рее шачительно. Видимо, при подобных «крайних» условиях поля-

I pmрпфнческое поведение органического реактива определяется в 
in ионном его природой и концентрацией водородных ионов в поля- 
Й1Я рлфируемой среде. Наибольшее влияние природы буферных 
mu i поров па процесс восстановления органического реактива на- 
ft цопается в промежуточной области, близкой к нейтральной.

Гаким образом, помимо природы самого органического реакти- 
й и швисимости от условий полярографирования один из факто- 
tliin или величина концентрации водородных ионов, или природа 
Вфгрного раствора — начинает иметь превалирующее значение, что 

Й поят па процесс восстановления реактива.

Выводы

I Лимоннокислый буферный раствор оказывает значительное 
(Миннис на полярографическое поведение ализарина S, пирокате- 
klllioiioro фиолетового и некоторых азокрасителей, содержащих в ка- 
iH'Hie заместителей нитрогруппы.

'' Природа буферных растворов оказывает наибольшее влияние 
носе гаповление ализарина S и пирокатехинового фиолетового 

При id I. близких к 7.
При применении для полярографического изучения органических 

...... .  in определенного полярографического фона следует иметь в 
ЙИ'1\ яшможность взаимодействия деполяризатора с компонентами 
■Ulin Область pH наибольшего влияния компонентов фона на вос- 
flii.... i теине реактива зависит от природы реактива и может быть
jtO'iin-na соответствующими экспериментами.
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АЛИЗАРИНАТОВ И ПОВЕРХНОСТНО АКТИВНЫХ 
СВОЙСТВ АЛИЗАРИНА S

РЯЗАНОВА Г. Е., ЛЕНСКАЯ В. Н. — кандидаты химических наук 
(Саратовский сельскохозяйственный институт)

Вопросу изучения продуктов взаимодействия ализарина S с 
(in нишами металлов посвящен ряд работ. Данные об устойчивости 
|,|ц (иринатов приводятся Дорта-Шаеппи с сотрудниками [1], а так- 
Й1> Черновой [2], применявших для изучения методы спектрофото- 
‘Hipiiii и амперометрии. При полярографическом изучении ализа­
рин.нов нами были получены данные, относящиеся к составу и ус- 
тончппости ализаринатов цинка и кадмия на фоне ацетатного буфер- 
Н,"о раствора, а также данные, характеризующие состав ализарина- 
toi бериллия, кальция и бария [3].

Но поводу характера образующихся продуктов взаимодействия 
В in inpiiiia S с катионами металлов авторы высказывают различ­
ии" мнения. Наряду с указанием на образование внутрикомплекс- 

■МХ соединений существуют данные об образовании продуктов 
Ире..... [4], простых солей [5], адсорбционных соеди-
III ний,

( iroii точки зрения было интересно проанализировать резуль- 
Irtui полярографического изучения ализаринатов.

П габлице представлены данные, полученные при полярографи- 
kiHHiiiiiii 2,6.10”3 М солей кадмия, цинка, кобальта и никеля в при- 
и >■ ниш различных концентраций ализарина S на фоне ацетатного 
г. Ф< рпого раствора.

Имеющие место сдвиги Е\ катионов в присутствии ализарина
2

I ин и и льствует об образовании устойчивых продуктов взаимодей-
. • in Возрастание величины сдвига Ei катионов металлов при

2
Мп инн нин концентрации ализарина S наряду со стабильностью 
in .....  сдвига Е 1 в определенных, узких областях концентра-
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Таблица
Сдвиг Е ] кадмия (II), цинка (II), кобальта (II) и никеля (II) 

2
в присутствии ализарина 8 на фоне ацетатного буфера (pH =4,6)

Концентрация 
ализарина 8, 

м/л

Величина ±Е г

2

кадмий (II) цинк (II) кобальт (П)| никель (II)

2,010-3 0,045 0,010
2,5-10~3 0,67
3,0-Ю-3 0,050 0,080
3,4-10—3 0,69
3,5-10“3 0,050 0,083 0,070
4,0-10“3 0,057 0,090
4,6-10~3 0,057 0,071
5,0-10~3 0,100 0,080
5,3-10“3 0,118
5,5-10~3 0,110
6,0-10~3 0,060 0,112 0,120 0,090

Рис. 1. Понижение высоты вол­
ны ализарина S (I) в присутст­
вии солей металлов Ве+2(П),

Ca+2(III), Ba+3(IV) одинаковой 
концентрации.

Рис. 2. Зависимость высоты волны 
ализарина 8 от концентрации солен 

Be (/), Са (//), Ва (///).

ции ализарина S свидетельствует о ступенчатом комплексообраш 
вании.

На рис. 1 представлены полярограммы ализарина S в присуi< i 
вии солей бериллия, кальция и бария. Понижение высоты волны 
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WinuipiiHa S в этих условиях является результатом уменьшения в 
ro.'ittpoi рафируемом растворе активной концентрации ализарина S.

подаемая волна соответствует восстановлению полярографиче- 
|hii активной хиноидной группировки ализарина S. Уменьшение 
|i шчпиы предельного диффузионного тока ализарина S является 
Ирчмым доказательством того, что хиноидная группировка ализа- 
П1н<| образовала прочную связь с ионом металла и за счет этого 
furia полярографически неактивной. При достаточной концентра­
ции ионов металла ализарин S связывается в прочное соединение 
■нпинтью и процесс восстановления хиноидной группировки ализа- 
■IHHI S не идет (рис. 2).

Ни основании полученных данных о достаточно высокой устой- 
■)Hto< in ализаринатов и участии хиноидной группировки в образо- 
H-hiuii продуктов взаимодействия ализарина S с катионами указан­
ны* металлов мы приписываем образующимся соединениям следу­
ющие формулы:

Д.Н1 соединений с молярным соотношением реагирующих компонен- 
|НН I I II

ддт .... дипсния с молярным соотношением реагирующих компонен-
I 2,

II процессе изучения ализаринатов мы обратили внимание на то, 
чи на фоне азотнокислого калия в присутствии ализарина S не 

н<> I не тем полярографических максимумов в растворах азотно- 
|| пио кобальта, никеля, кадмия и цинка. Предположив, что это 

Htiii"., ( проявлением ализарином S поверхностно активных
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свойств, провели дополнительные исследования. Были получены еле 
дующие результаты. На рис. 3 представлена кривая подавления 
кислородного максимума в растворе 0,1 М азотнокислого калия, 
наблюдаемого при добавлении в полярографируемый раствор воз­
растающей концентрации ализарина S.

При введении в раствор ализарина S в количестве 3,3-10 
максимум подавляется полностью. Для электрокапиллярной кривой

Рис. 3. Зависимость величины кислородного макси­
мума в 0, 1 N раствора KNO3 от концентрации али­

зарина S.

Рис. 4. Электрокапиллярные 
кривые в 0,1 N KNO3 (/) в при­

сутствии ализарина S (II).

Рис. 5. Дифференциальные 
кривые ализарината кобальта 

на фоне 0,1 N KNO3:
1,2 — волны ализарината; 3 — ад­
сорбционная волна ализарина .S’. 
7 —в отсутствии поверхостноактив 
ного вещества; II — в присутствии 
агар-агара; III — в присутствии мс 
гил-рота; IV — кристаллического фи­

олетового 
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h i ути в присутствии ализарина S характерен, как видно на рис. 4, 
г пип максимума в сторону отрицательных потенциалов. Эти дан- 
iit.H- свидетельствуют о проявлении ализарином S адсорбционных 
4 ш ни ти па фоне азотнокислого калия, что позволяет использовать 
ин для подавления полярографических максимумов в этих усло­
вных.

Адсорбционная волна ализарина S, появляющаяся при £ = 1,4 в 
НМссг незначительную высоту. В присутствии катионов металлов 
IHHI увеличивается. Поэтому ряд опытов по изучению этой волны 
Мы провели в растворе ализарината кобальта. Оказалось, что высо- 
| | волны ализарина 5 при £ = 1,4 в не изменяется при увеличении 
нмпературы от 23° до 50°С, высота ее пропорциональна высоте 
|и\ гного столба. Интересно, что волна эта подавляется в присутст­
вии некоторых поверхностно активных веществ, адсорбирующихся 
Ни ртути в более широкой области потенциалов, чем ализарин S.

Как видно из рис. 5, желатина, агар-агар и кристаллический 
фиолетовый подавляют ее почти полностью. Однако на нее не влия- 
нн i.iKiie поверхностно активные вещества, которые адсорбируются 
на ртутной капле в узкой области потенциалов, как, например, фук- 
I ин кислый и метил-рот.

I аким образом, ализарин S проявляет способность адсорбиро- 
HiiihCH па ртутном капельном электроде до потенциала 1,4 в. Это 
Ilo пюляет применить его для подавления полярографических макси- 
м\мон веществ, восстанавливающихся при более положительных 
in инициалах на фоне электролитов, обладающих меньшей адсорб- 
iHiniiiioii способностью, чем ализарин S.

Выводы

I Предложены формулы для ализаринатов с молярным соотно- 
|и uti'M реагирующих компонентов 1 : 1 и 1 : 2.

Ализарин адсорбируется на ртутном капельном электроде до 
I 1.1, что позволяет изучать продукты его взаимодействия с метал­
ле ч и без применения обычных поверхностно активных веществ. 
( ..... .. жена адсорбционная волна ализарина S.
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СПОСОБНОСТЬ ИОНОВ ЖЕЛЕЗА, ЦИНКА И КАДМИЯ 
К КОМПЛЕКСООБРАЗОВАНИЮ С АТФ

МЕДОКС Г. В., ЛЕНСКАЯ В. Н., РЯЗАНОВА Г. Е.— кандидаты химических н.с о.
(Саратовский сельскохозяйственный институт)

Как известно, растения способны извлекать ионы некоторых эле 
ментов при их концентрации в почвенных растворах, меньших, чем 
внутри клеток корней. Такое кажущееся противоречие законам 
осмотического давления связано с затратами энергии, представля­
емой АТФ и комплексообразованием. Поэтому заслуживает внима­
ния изучение способности АТФ к комплексообразованию с ионами 
микроэлементов, как, например, Fe+2, Zn+2 и др.

Некоторые микроэлементы, находясь в избытке в клетках расти 
ний, проявляют ингибиторные свойства, блокируя ферменты. Если 
АТФ образует с катионами микроэлементов достаточно устойчивые 
комплексные соединения, то ее присутствие в растении в достаточ 
ном количестве должно в какой-то мере препятствовать уменьши 
нию или полной потере активности ферментов от действия некого 
рых ионов ингибиторов.

В листьях растений, больных хлорозом, значительная час и. 
железа находится в неактивном состоянии благодаря образованию 
прочных координационных связей с инертными белками, освобожда 
ющимися при фотохимическом разрушении хлоропластов. Опыты 
Г. В. Медокс и А. Г. Кондратьевой показали [1], что заболевание 
растений хлорозом устраняется от введения АТФ. Возможно, одной 
из положительных сторон действия АТФ и в данном случае являй i 
ся комплексообразование.

Указанные соображения легли в основу полярографическом, 
изучения систем, содержащих АТФ и ионы Fe+2, Cd+2, Z ' и 
рассмотрения их особенностей.

Изучение комплексообразования АТФ с некоторыми ионами про 
водилось рядом исследователей методами потенциометрическою 
титрования, хрономатографии и электронного парамагнитного ре ю 
нанса [2], [3], 1[4]. Сообщений о результатах, относящихся к поляр'’
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I рафнческому изучению систем, содержащих АТФ и ионы микроэле- 
Mt iiioB, а также данных об исследовании процесса взаимодействия 
А I Ф с нонами двухвалентного железа и кадмия какими-либо мето­
ди ми мы в литературе не встретили.

В качестве полярографического фона при изучении взаимодей- 
Ciiiiim АТФ с ионами Fe (II), Zn (II), Cd (II) нами использовались 
Ночные растворы веществ, позволяющих получить наиболее обрати­
мые волны указанных ионов металлов. Полярографическим фоном 
in Ге (II) был оксалатный буферный раствор (рН=1,68), для 

' il (II)—раствор 1 М азотнокислого калия (pH = 4,6), для Zn (II) — 
Л1И НГН1ЫЙ буферный раствор (pH = 4,6).

В присутствии АТФ наблюдался сдвиг потенциала полуволны 
\1 | ) ионов металла в отрицательную область, а также уменьше­

ние величины предельного диффузионного тока (Id) ионов металла, 
свидетельствует о взаимодействии АТФ с изучаемыми ионами

Иггпллов. Исходя из величины изменения полуволны (£ i )для ионов
2

Mi гиллов в присутствии и отсутствии комплексообразователя АТФ 
Дг i.i.’iiicb выводы о молярном соотношении реагирующих компо- 
HeiiioB Р. Значения констант нестойкости Ан образующихся ком- 
fl leiu iibix соединений вычислялись по формуле [5]:

Д£ j • п

Г |^и“-й1г-+р1гс’
l ie п число электронов, участвующих в восстановлении ионов 

металла,
I молярная концентрация АТФ.

I (олученные результаты свидетельствуют о различной устойчи­
вы in образующихся комплексных соединений металлов, возраста- 
IDiiirn от цинка к железу:

Zn (II) < Cd (II) < Fe (II).

('вмое устойчивое соединение образуется при взаимодействии 
А1Ф г ионами двухвалентного железа, физиологическая роль кото­
рых и растительных организмах особенно велика.

II области выбранных нами концентраций ( 1,0-10 4— 6,0- 
»1<| ' (М/лвзаимодействие ионов всех трех металлов (Си (ц) = 1,0- 
i|i' 1 М/л) с АТФ происходит в соотношении 1 : I.

Н глблице представлены данные, полученные для системы 
< I ill) АТФ.

III чанных таблицы следует, что образование устойчивого соеди- 
ih min Cd (II) с АТФ происходит в присутствии избыточного коли-

• inn ионов АТФ по сравнению с содержанием ионов кадмия. Ком-
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Вычисление приближенного значения 
комплексного соединения Cd (II) с АТФ

Концентра­
ция АТФ, 

М/л

ДЕр (б)
2

Р

2,0-10“5 0,03
4,0-10~5 0,03
8,0-10-5 0,05
1,0-10 4 0,06 0.44
1,6-10"4 0,07 0,63 8,1-10~7
2,0-10 4 0,07 0,70 1,2-10-6
4,0-Ю-4 0,08 0,80 7,9-10- 1
6,0-10"4 0,08 0,90 1,1-10"6

К Нср 1,1 -10“б

плексное соединение с Р = 1 образуется даже при соотношении реа­
гирующих компонентов 1:6. Соединений более сложного состава 
не возникало. Приближенное значение для кадмиевого комплекса 
составляет 1,1 • 10“ 6.

Аналогичные опыты, измерения и вычисления были произведены 
для системы Zn (II) —АТФ и Fe (II) —АТФ. Образования устой 
чивого комплексного соединения Zn (II) с АТФ наблюдается при 
соотношении молей реагирующих компонентов 1 : 4. Образующееся 
соединение является наименее стойким, его константа нестойкости 
Кн = 5,6 • IO"6.

Комплексное соединение Fe (II) с АТФ оказалось наиболее стой 
ким из всех изучавшихся нами аналогичных веществ при условии 
максимальной концентрации водородных ионов полярографируемо- 
го раствора. Образование его наблюдалось даже при самых мень 
ших относительных количествах АТФ — при соотношении реагирую 
щих компонентов 1 : 0,7. Комплексное соединение с Р=1 образуется 
в присутствии АТФ в концентрации 2,10_5 — 4,10~4 М/л. При 
ближенное значение Кн=4,7- 10~7 . При молярном соотношении 
реагирующих компонентов 1 :6 наблюдался сильный сдвиг потенци­
ала полуволны Fe (II) в область более отрицательных потенциалов, 
свидетельствующий об образовании комплексного соединения более 
сложного состава. Однако расчет Кн произвести было невозможно, 
так как волна становится необратимой.

В литературе высказывались различные предположения о строе 
нии комплексных соединений АТФ с ионами металлов.

Так, по мнению Бринтцингера [6], [7], исключено наличие коор 
динационной связи ионов металлов с адениновым кольцом и прел
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Пн икается фиксирование их на остатке рибозы. Методом потенцио- 
Mi'lpll'l некого титрования [8] зафиксировано, что ионы металлов или 
fniHTM не взаимодействуют с аденозином или взаимодействуют ма­
ни Однако методом электронного парамагнитного резонанса обна- 
Вужено, что ионы некоторых металлов (например, цинка) образуют 
Комплекс с N [7] пуринового кольца [4]. Кроме того, установлено, что

Г
К hi ищи мости от свойств ионов металла образуется связь с р- или 
| фосфатными группами АТФ (ионы магния, кальция и цинка), с 
■ , р и ^-фосфатными группами АТФ (ионы марганца (II) и ко- 
j finii.ia (11) и, по-видимому, близкие к ним по свойствам ионы 
Дщ \ налентного железа).

< Нновываясь на указанных выше данных, а также результатах 
Гн....их исследований и других соображениях по вопросу о строении
[ Комплексных соединений АТФ с катионами Fe (II), Cd (II), Zn (II),

■Леждаемся в следующем:
I) активными участками молекулы АТФ при комплексообразо- 

Кйннн (pH среды выше 7) являются гидроксильные группы остатка
ц рибозы;

2) при наличии сильнокислотной среды (pH значительно мень­
ше 7) катионы Fe (II), Cd (II), Zn (II) сочетаются как с фосфат­
ными группировками АТФ, так и с ее атомом азота [7] пуринового 
Конащ, обладающего повышенной электронной плотностью;

.1) моделирование пространственной структуры молекулы АТФ 
Ho i шерждает отсутствие достаточных стерических препятствий для 
Iнюно комплексообразования.

1акпм образом, наиболее вероятно следующее строение изучав­
шим и нами комплексных соединений:

N N ----------  СН

О
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Выводы

1. Показано, что АТФ способна давать внутрикомплексные сое. 
динения не только с ионами цинка, но и с ионами железа (II) и ка ,т 
мия. С помощью полярографического метода вычислены прибли 
женные значения констант нестойкости этих комплексных соединг 
ний.

2. Установлено, что наиболее устойчивый комплекс с АТФ дае1 
катион закисного железа.

3. Высказаны предположения о влиянии образования в растг 
ниях указанных комплексных соединений на некоторые стороны 
метаболизма.
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СПЕКТРОФОТОМЕТРИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ 
КОМПЛЕКСНЫХ СОЕДИНЕНИЙ ГИДРОКСИЭТИЛ ИМИНО- 

ДИУКСУСНОЙ КИСЛОТЫ С НИТРАТАМИ НЕОДИМА, 
САМАРИЯ И ЭРБИЯ

ХРАМОВ В. П., АЛИЕВ Г. А. —кандидаты химических наук 
КОЛЬЦОВ А. А., аспирант

I (I прптоиский институт механизации сельского хозяйства им. М. И. Калинина)

Гпдроксиэтилиминодиуксусная кислота (HIMDA, Н2А) образует 
| редкоземельными элементами водородные и нормальные комплек­
сы различного состава [1—5]. Ранее нами было показано, что 

HIMDA образует в водных растворах с празеодимом комплексы 
■ I I и 1 : 2 (5]. В настоящей статье рассматриваются соединения 
I HIMDA с неодимом, самарием и эрбием. Исходные растворы, аппа- 
| pnivpn и методика работы те же [5].

Система Nd — HIMDA
II1мерение оптической плотности показало, что при добавлении 

IIIMDA к раствору нитрата неодима при соотношении См : Сд = 1:5 
■Ирингерный для иона Nd + 3 максимум смещается в длинноволно- 

к, область с заметным возрастанием оптической плотности. При 
pH -.1 возникает максимум светопоглощения (2i = 58O нм), соответ- 
||||\ющ||й образованию комплекса, который остается неизменным 
при pl I I 6 (рис. 1).

II, гем измерения оптической плотности AD комплексного и не- 
Ьмнлексиого ионов определили аналитическую длину волны (Х= 

► FiHi) нм). На рис. 2 показано изменение оптической плотности в 
«нит пмости от pH. Как видно, оптимальный выход комплекса до- 
■ IIIлгтся при рН>4.

• <ни ношение компонентов в комплексных соединениях определя- 
....... меюдамн насыщения и изомолярных серий Остромысленско- 
HI Жоба при различных значениях pH.

При pH -=4,85 образуются соединения состава См : Сд =1 : 1 и
цр/( «•<«.«• '«>1 145



Рис. 1. Спектры поглощения неоди­
ма — HIMDA (СМе =4,35-10“ялюл/л) 
I — Nd(NO3)3; 2 — Nd(NO3)3-pH2A (1:5, 

pH—2,0);
3 — Nd(NO3)3 + H2A(l : 5, рН = 3,10);
4— Nd(NO3)3 + H2A(l : 5, рН = 4,10).

Рис. 2. Зависимость оптичес­
кой плотности от pH при 

соотношении:
Nd(NO3)3 : Н2А=1 : 10 (См е = 
= 4,35 10-3 мол/л), Х=586н«.

Рис. 3. Серии растворов с по­
стоянной концентрацией цент­
рального иона NJ + 3 и перемен­
ной аддепда СМе = 4)35 [(Щ3;

pH = 4,85; Х=586 нм.

Рис. 4. Изомолярные серии, 
Х, = 586 нм:

1 — рН=2,0; 2 — рН==4,8.

1 : 2 (рис. 3). Методом изомолярных серий показано преимуществен 
ное существование комплекса 1 :2 при pH = 4,8 и комплекса I I 
при pH = 2,0 (рис. 4).

Система Sin— HIMDA

При добавлении избытка HIMDA к раствору нитрата самарии 
максимум спектра поглощения смещается в длинноволновую <ю 
ласть с одновременным возрастанием оптической плотности, как и 
в случае неодима.

Изучение изменения оптической плотности в зависимости <и 
pH при СЛ(:Сл =1:5 показывает равномерное возрастание D, н> 
стирающее постоянной величины при pH =4,8 для Z = 404 нм и / 
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| in > ни (рис. 5). Для X = 403 нм в узком интервале pH = 2,2—2,4 
BlHIhiiri ник оптической плотности, который может служить ука- 

||ц и • м ни образование в растворе при этих значениях pH малопроч- Ifcil комплекса. Соотношение См- Сд не влияет на общий харак- 
ftp I I пни hi hiции оптической плотности.

Гакнм образом, в интервале pH = 1—4,8 самарий образует с ■|М1*А ши комплекса неодинаковой прочности, причем для изуче- 
шй) н< «'Сообразно использовать различные длины волн (403— •иг» им).

in iom изомолярных серий был установлен состав доминирую­щим комплексов при максимальных значениях pH их выхода (рН = Ь|,0 и pH 4,8). Максимум оптической плотности наблюдается при 
• i < , 1:2 (pH =4,8) и См: СА =1:1 (pH = 2,0) (рис. 6).
■ПМНЛскс состава 1:2 подтвержден кривой насыщения при рН = 

■ I Н II / 404 нм (рис. 7). При Х = 403 нм и pH = 4,8 наблюдается 
Ник ошической плотности при С.и : Сд =1:1, который не фиксиру- 
|цн при А 404 нм и А. = 405 нм (рис. 7). Исследование комплексо-

I'lii !>. Зависимость оптической плот-
.... in от pH при соотношении 

Sm: Н2А=1:5:
I ), --1111 нм; 2— Х=405 нм; 3—Х=4ОЗ нм.

Рис. 6. Изомолярные серии: 
/ —рН = 2,0; \=М4нм; 2 — рН = 4,8

Х = 403нЛ.

Нб|.... . методом насыщения при pH = 2,0 показало существо-
.....in п кислой области комплекса состава 1 : 1 (Х = 403 нм)', при А.=

ИН ни фиксируются два комплекса 1 : 1 и 1 :2.

Система Ег— HIMDA
С \ Ь ’’w Vl

11 iMcpeiiiiH в этой системе являются весьма затруднительными, 
1Н1< кик фбпп образует максимум светопоглощения на границе 
I li.i р||ф||олетовой области. Опыты показали, что при добавлении 
HiAhiihii HIMDA к раствору нитрата эрбия происходит небольшое 
I mi пн пне максимума оптической плотности в коротковолновую об-
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пасть (Z = 378,5 нм), которое не изменяется от увеличения конщп 
трации кислоты и pH раствора.

На основании изучения изменения оптической плотности в занп 
симости от pH в интервале 1 —10 было установлено, что полныи 
выход комплекса происходит в более кислой среде (рН = 2,8—3,0) 
чем для элементов цериевой подгруппы.

Методами насыщения и изомолярных серий определен coct.hi 
образуемых комплексов. Как видно из рис. 8, при рН==1,95 в сие 
теме происходит ступенчатое комплексообразование, указывающее

V

Рис. 7. Серии растворов с постоян­
ной концентрацией центрального иона 

Snr3 и переменной лиганда: 
! — Х=404 н.м; 2 — /, = 403 нм, рН=4,8.

Рис. 8. Серии растворов с по­
стоянной концентрацией цент 
рального иона Ег+3 и перемен­

ной лиганда:
1 — рН=1,95; 2 —рН=4,8;

Д,=378,5 нм.

Рис. 9. Изомолярные серии: 
/-pH = 1,95; 2 —рН=4,8;

Х=378,5 нм. в зависимости от pH.
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If < пин i нонание комплексов состава 1 : 1 и 1 :2. При pH = 4,8 рав- 
ЙЙ'" не смещается в сторону образования более устойчивого ком- 
. ....... I 2 На кривых изомолярных серий (рис. 9) также видно 
нА|П1 iniiiiiiiic этих комплексов.

11 ни i t но, что в зависимости от условий HIMDA может отщеп- 
Mi 11. рп I личное число протонов. По методу Астахова [6, 7] было рас­
ти i инн число вытесненных ионов водорода (рис. 10) и показано, 
чш при комплексообразовании эрбия (рН=1,35—2,2) от кислоты 
tin....  iiieicM один протон, то есть при этих условиях HIMDA реа-

I ^И|>)| I как одноосновная.
I .жим образом, в изучаемых условиях существует равновесие 

нн< ним:
Н2АфН+ 4-НА-,

к.....ран реагирует с РЗЭ с образованием водородных комплексов
(МПА 1 ) и (МНА),+. Соединения состава 1 :2 будут более проч­
ными.

Выводы

1 нгк грофотометрическим методом исследован процесс комплек- 
| uiH.p i шнания гидроксиэтилиминодиуксусной кислоты с нитратами 
н»|‘1нм.1, самария, эробия и показано, что указанные элементы об- 
011...... в водных растворах комплексы состава 1 : 1 и 1 : 2 при рН =
- 1Г и и 1,8 соответственно.
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ИССЛЕДОВАНИЕ ТЕРМИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТИ 
ДИ-п-ГЕПТИЛФОСФИНАТОВ САМАРИЯ И ЕВРОПИЯ

ХРАМОВ В. П„ СЕВАСТЬЯНОВ В. П„ БОЛЬШАКОВ А. Ф„ ИВАНОВ Б. А 

кандидаты химических наук
(Саратовский институт механизации сельского хозяйства им. М. И. Калинина)

Исследование термической устойчивости сложных по химическо 
му составу и строению комплексных соединений представляет боль 
шой теоретический интерес, определяемый возможностью получения 
в качестве промежуточных и конечных продуктов термолиза выси 
коактивных кристаллических фаз и выявления некоторых законе 
мерностей их образования.

Объектами исследования являлись соединения самария и евро 
пия с ди-п-гептилфосфпновой кислотой (ДГФК).

Рентгенографические исследования образцов проводились на ди 
фрактометре УРС-50 ИМ в Си (Ка) излучении. Интенсивность рсф 
лексов определялась по 100-балльной шкале как линейная величина 
от уровня фона до максимума интерференции. Межплоскостны. 
расстояния рассчитывались с использованием табличных данных 11| 
Погрешность в определении положения рефлекса составляла 1 I 
мин. Это приводило к следующей ошибке в межплоскостных ра< 
стояниях в интервалах:

d = 5^-3A Ad=O, 02=0, 08А
d = 3=2A Ad =0,008 =0,004А
d = 2=l,5A Ad=0,004=0,002A,

что находится в полном соответствии с допустимыми ошибками м< 
тода [2].

Синтезированные соли дают отражения в области углов инн р 
ференционного отблеска 6, 11, 21° (в 20), аналогичные диффузн"н 
ным гало (рис. 1 А, Б, В).

Однако степень их упорядоченности больше, чем у полимерных

\ ни fl Иллюстрацией этому является приведенная на рис. 1£ 
|фр<1кгограмма толуольного студня ди-п-гептилфосфината неоди- 
" lui'H'i твенно отличная от дифрактограмм синтезированных со- 

Л1'й in H iiiMa, самария и европия.
Чнфрактограммы соединений самария и европия очень сходны 

М»'« i\ собой, что свидетельствует об их структурной близости 
(|нк I /■./().

'Iнффереициально-термический (ДТА) и дифференциально-тер- 
■И1 ри пи метрический (ДТГ) анализы осуществлялись на венгерском 
Д) рпн.1 ни рафе системы Паулик — Паулик — Эрдей [3] в интервале 
н ипратур 20 1000°С. Скорость нагрева равнялась \0°/мин, тем- 
llipaixpa измерялась платинородиевой термопарой, эталоном слу- 
Ии1 in свежепрокаленная окись алюминия.

Кик видно из рис. 2, термолиз соединений протекает многосту- 
llriruiro в экзо- и эндотермической областях. Соли стабильны в ин- 
II рви 1с 20 200°С, о чем говорит отсутствие эффектов на диффе- 
...... in.си.ио-термических кривых ДТА и ДТГ и наличие горизон­
те ii.noii площадки на кривой убыли массы (ТГ). Начальная темпе­
ра нра их разложения близка по значению температуре термолиза 
•имин in п-гептилфосфиновой кислоты.

|г|1Мическое разложение солей протекает в одну стадию с по- 
. ....... .. тепла при температурах экстремумов: для соли самария 
156 < (ДТГ) или 465°С (ДТА) с убылью массы 37%; для соли ев- 

Siuiiii I н'мпература разложения несколько выше — 465°С (ДТГ) или 
|/б < (ДТА) с убылью массы 43%. Процесс термолиза заканчива- 

• " 'I при температуре 520 ± 1000°С. Окончательная убыль массы 
|н> Ын Шег 63% (самарий) и 67% (европий). В интервале темпера- 
I р Г.’О 660°С промежуточные продукты окрашены в черный цвет

I ч< I продуктов сгорания углеводородного радикала.
Конечными продуктами разложения являются кристаллические 

Й< ни < IH.I, окрашенные соответственно в цвет катионов редкоземель­
ных >к м<ч1тов (см. таблицу).

Пи шфрактограммах, снятых с продуктов термолиза (рис. 1 
I /), не наблюдается рефлексов, отвечающих окислам самария и 
Цир<|Ц||>| (кубической или моноклинной формы [4]). По-видимому, 
t|l« <*I< >1 более продолжительное время или более высокая темпе- 
р " рз н'рмолиза, чтобы привести к полной диссоциации соедине-

' 4IU IIIO рентгенограмм конечных продуктов термического раз- 
. .......... и позволяет говорить об их изоморфности и, по-видимому, 
он ■> шинковой стехиометрии при получении их в одинаковых тем- 
Нер-ы \ pin,IX условиях, что также подтверждается данными термо- 
1|1И1шм< I рического анализа. Наклон кривой убыли веса при разло- 
. ..... и I <н-ишений в интервалах температур 500—1000°С примерно 
tUHHlHUlH,
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Таблица
"■ «плоскостные расстояния продуктов термолиза ди-п-гептилфосфинатов 
•имярия и европия, полученных в политермическом режиме при t=1000°C

Sin Ей Sm Eu

1/1» d„, А 1/1о d„, А I/Io dn, А l/Io d„, A

2Н 5,532 21 5,471 15 2,391 19 2,419
19 4,977 22 4,949 6 2,349 10 2,282
13 4,557 18 4,618 15 2,197 22 2,160

I0O 4,092 29 4,055 16 2,173 36 2,126
30 3,844 8 2,008 21 1,975
30 3,672 57 3,630 13 1,954 28 1,950
2в 3,542 25 3,479 16 1,924 13 1,922
21 3,213 46 3,389 19 1,833 30 1,855
46 3,014 44 3,269 15 1,823 12 1,818
40 3,002 100 3,064 10 1,764 27 1,752
37 2,897 60 2,840 6 1,733 25 1,727
46 2,644 13 1,706 14 1,685
'.'(1 2,572 22 2,600 8 1,680
23 2,553 27 2,578 8 1,658 10 1,657
11 2,468 18 2,480 10 1,602 9 1,579
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КОМПЛЕКСНЫЕ СОЕДИНЕНИЯ РЕДКОЗЕМЕЛЬНЫХ 
ЭЛЕМЕНТОВ С НИТРОПРОИЗВОДНЫМ АРСЕНАЗО

ХРАМОВ В. П., АКМАЕВА Н. Л., ДЕДКОВ Ю. М,—кандидаты химических н.р > 
(Саратовский институт механизации сельского хозяйства им. М. И. Калинин 
Институт геохимии и аналитической химии АН СССР им. В. И. Вернадскш i

Продолжая исследования процесса комплексообразования про 
взводных хромотроповой кислоты с редкоземельными элементами 
[1—3], мы изучили комплексные соединения с аналогами, содержа 
щими нитрогруппу арсеназо ЗНБ (2-арсонобензол-(1-азо-2)-1,8-дн 
оксинафталин-3,6-дисульфокислота-(7-азо-1)-3-нитробензол) и ар 
сеназо 4НБ (2-арсонобензол-(1-азо-2)-1,8-диоксинафталин-3,6-дн- 
сульфокислота-7-азо-1)-4-нитробензол). Введение нитрогруппы де 
лает эти соединения менее устойчивыми, что позволяет улавливан 
тонкие различия в ряду лантанидов.

Арсеназо ЗНБ в кислой среде дает спектр поглощения с макси 
мумом 540 нм. Его комплексные соединения с РЗЭ цериевой по i 
группы неустойчивы. Реакция протекает во времени. Через 10 мни 
развивается максимальная окраска, которая сохраняется в течи 
ние 20 мин. Максимум спектра поглощения комплекса реагента < 
лантаном находится при 640 и 700 нм при pH = 3,40.

Через 40 мин. выпадает осадок. С иттриевыми элементами реаь 
ция протекает иначе. С иттербием при рН = 3,40 окраска развива.i 
ся через 5 мин. и сохраняется без выпадения осадка в течение суток 
Максимум спектра поглощения комплекса при 640 нм (при 700 н ь 
поглощение практически равно нулю). Арсеназо 4НБ имеет макси 
мум спектра поглощения при 540 нм. Как видно из рис. 1, опти 
мальное комплексообразование протекает при рН = 3,4. Лантан, при 
зеодим, неодим, самарий дают комплексы с двумя максимумам 
спектра поглощения при 720—710; 655—660 нм (рис. 2). Реакии 
протекает во времени, полностью развивается через 20—15 мин 
при соотношении М : /? = 1 : 1. Окраска сохраняется в течение 2 ча< 
после чего выпадает осадок. Методом насыщения установлено, чн 
процесс комплексообразования протекает ступенчато, с образов.i



Г
 м комплексов R:M=1 : 1;

' ' I Молярные коэффици­
ент пт шпения, рассчитанные 
■fhoinM аналитического иссле- 
й'">... и кривых насыщения,
ши комплексов M:R=1:1 та- 
Киш ,. 40-103—49-103. Для 
МЫпл<'к< on M:R=1:2 чувст- 
*пн ii.iioi и> реакции почти 
Ько< выше (е = 96-103 —80-Юз). 
■йрикгер спектров комплексов 
fMpoiiHH подобен, но окраска 
М|йни11гтся медленнее. Так, у 
ин iHiH iiiiii европия максимум 
Mlfll'H't кой плотности при 
/|л> ни появляется лишь через 

Рис. 1. Влияние pH на светопоглощение 
комплексов арсеназо 4НБ с La (/), Nd 

(2), YB (3):
Х=720 нм для £а и Nd; %=650 нм для Y в 

М : HR= 1 : 2.
фи при четырехкратном 
♦Hfn.i I кс металла.

I in остальных элемен- 
hm пириевой подгруппы 
Ннб iio'tiiioTCH максимумы 
НН I ll'IPI кой плотности ком- 
НЛ*1о и при 600 и 650 нм 
1|чв Окраска разви- 
igfi-H сразу при любых 
I tun ношениях М : R. В 
йИ1"к комплексы не вы- 
Н<| |Пют.

Iiikiim образом, свое- 
|Л|ниие взаимодействия 
н|»«» h i io 4НБ с индиви- 
дуи ii.iii.iMH РЗЭ, достаточ- 
Мр>| УСТОЙЧИВОСТЬ комп-

Рис. 2. Светопоглощение арсеназо 4НБ (1) и 
его комплексов с YB (2), La (3), Nd(4).

рН = 3,40; М : R=1 : 1.

•о ш ни и высокая чувствительность могут быть использованы для 
нн|н ic.'ieiiiiH лантанидов при их совместном присутствии.
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НЕКОТОРЫЕ ЗАКОНОМЕРНОСТИ ФОРМИРОВАНИЯ 
структур окислов РЗЭ

БОЛЬШАКОВ А. Ф„ ЕГОРОВА В. Г., СЕВАСТЬЯНОВ В. П„ ХРАМОВ В. II 
кандидаты химических наук

(Саратовский институт механизации сельского хозяйства им. М. И. Калинин,!)

Полиморфизм и кристаллическая структура окислов РЗЭ досш 
точно полно изложены в литературе [1, 2].

Устойчивость и существование тех или иных кристаллически , 
модификаций (А—-гексагональная, В — моноклинная и С — куби­
ческая) определяются отношением размеров трехзарядных ради\ 
сов катионов РЗЭ и двухзарядного аниона кислорода [1, 2]. Однако 
прямые экспериментальные данные по распределению заряда в ш 
органических кристаллах соединений «многовалентных» ионов спи 
детельствуют о том, что эффективные заряды не совпадают с фор 
мальной валентностью [3]. Зависимость размера ионного радиуса 
от характера химической связи [4] заставляет рассматривав 
полиморфизм и формирование различных кристаллических стр\ i 
тур с учетом влияния стабильности электронных ко,нфш\ 
раций.

Как известно, образование кристаллической решетки связано ■ 
образованием валентными электронами атомов максимального ria 
тистического веса устойчивых электронных конфигураций [5]. Про i 
ставления об образовании, стабильности и разрушении электрон1111 ч 
конфигураций развиты в работах [5—7]. Отметим только, что . ........
лее высокосимметричные и плотноупакованные структуры обр.а о/ 
ются на базе высокого статистического веса наиболее стабильных 
конфигураций локализованных электронов при условии mji.k'I" 
разрыхляющего действия коллективизированных. При высокой /ю о 
коллективизированных электронов возможно понижение симметрии 
структуры, основанной на стабильных конфигурациях. Происхо oi 
щие при повышении температуры возбуждение и нарушение nanw 
нее энергетически стабильных конфигураций и увеличение ста пн i к 
ческого веса наиболее стабильных из них могут быть представ,н вы 
как увеличение с ростом температуры локализации электро....
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III. Н’Дони и не образования и устойчивости кристаллических ре- 
.......... in хлористого натрия у моноокиси самария, европия и ит- 
№|и удобно провести, сопоставляя их с окислами элементов вто- 
I .......... л главной подгруппы периодической системы. По измене-
н piiiMepOB элементарных ячеек они могут быть расположены в 

м Iиблнцу).

Кристаллохимические и физические характеристики 
окислов металлов

Оии*
егл

Конфигурация валент­
ных электронов изоли­

рованных атомов
Тип

решетки

Параметр 
эл. ячеек,

а, А
Темп.
пл., Т°

Шири­
на 

запре­
щенной 

зоны
металлов

8

II. О 2«2 вюрцит 2843 8,32
Мц<) 3s« хлор, натрий 4,207 3079 11,68
1 И() 
lilt > 
hail) 
1 п()

3d" 4s2 
4/"5d°6s2 
4/" 5d° 6s2 
4/7 5d" 6s2

п 
•

4,80
4,86
4,99
5,144

2860 8,95

Hit) 4d"5s2 5,145 2700
IliO 5dn 6s2 5,52 2195

'I in бериллия характерно образованиеsp—конфигурации за счет
• /| переходов, статистический вес которых очень высок в связи с 

тдым 1лавным квантовым числом sp-электронов. Учитывая ос- 
. к. 1спденцию кислорода к достройке s2p4 конфигурации до 
/.*, < ieдует считать, что формирование вюрцитной структуры про- 

BpU/IHi на базе двух стабильных конфигураций sp и s2p6.
При переходе к магнию вследствие уменьшения стабильности 

Щ Конфигурации за счет увеличения главного квантового числа sp 
Iринон повышается вероятность передачи всех s2 электронов 

Мимам кислорода. Образование двух стабильных конфигураций 
|*/i* I in магния и s2p6 для кислорода влечет за собой изменение ко- 
фа   на октаэдрическую, которая сохраняется в ряду моно- 
Hhi...... .плоть до окиси бария. При переходе к кальцию и далее к

• .......... .шляются полностью вакантные состояния, на которые час-
lll'iiio могут переходить s2 электроны. Возможность их переходов 
.и. hi пишется с ростом главного квантового числа d электронов [6]. 
1|р.......... уменьшается вероятность присоединения s2 электронов к
но п.роау Конфигурации становятся все менее обособленными, и
• ......... а» не гея на изменении ряда физико-химических свойств окис-
ни .пример на характере перехода в газообразное состояние. 
I ии, г< hi окись магния переходит в газообразное состояние преиму-
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щественно за счет диссоциации, то окись бария возгоняется в вп н 
молекул (9].

Таким образом, при переходе от окиси магния к моноокисям 
РЗЭ и далее к окиси бария происходит постепенное уменьшение пе­
реходов s2 электронов атомов металла к атомам кислорода и умею, 
шение стабильности электронных конфигураций. Это отражается ня 
температурах плавления окислов (см. таблицу). Наименее устойчп 
вой должна быть решетка окиси бария.

Тенденция к образованию устойчивых конфигураций (f7 для т.н 
мэрия и европия и )14 для иттербия), перекрываемая стремление м 
кислорода к стабилизации своей электронной конфигурации, за счш 
/-> d переходов приводит к тому, что решетки SmO и ЕиО на пран 
тике являются менее устойчивыми, чем решетка ВаО. Это сопровож 
дается изменением координационного числа и формированием ю 
бической решетки типа окиси марганца в случае полуторных окис 
лов самария, европия и иттербия. Наиболее устойчивая моноокш i. 
европия окисляется уже при незначительном нагревании с большим 
выделением тепла [2].

Кубическая решетка типа окиси марганца свойственна всем 
окислам РЗЭ. При повышении температуры возможен переход в бо 
лее плотную гексагональную (окись лантана и неодима) или мош> 
клинную (окись самария, европия и гадолиния) структуры. У пол 
торных окислов церия, празеодима и тербия процесс стабилизации 
электронной конфигурации s2p6 кислорода в отличие от моноокшч я 
не тормозится, а усиливается (дополнительно) стремлением церия 
празеодима и тербия к получению устойчивых конфигураций 1° и г 
Это приводит к формированию кубической решетки типа фториею 
го кальция для двуокиси РЗЭ. Особенно четко процесс выражен 
церия, чем и объясняется возможность получения кубической струи 
туры типа окиси марганца только в сильно восстановленной атмо 
сфере [2].

Переход кубических решеток типа окиси марганца в более цю! 
неупакованные, но менее симметричные гексагональные и моно 
клинные структуры может быть объяснен следующим образом. 11р 
умеренном термическом возбуждении образуется относительно бо. и. 
шой статистический вес электронных конфигураций. Это привози> 
к появлению более плотной упаковки. Одновременно усиливайi■ я 
разрыхляющее действие коллективизированных электронов, и р■■ 
зультате чего симметрия понижается. Характерно, что теплог;.....
диморфного превращения увеличивается от окиси неодима (21 
ккал/моль) к окислу гадолиния (6000 ккал/моль), что связано 
уменьшением вероятности f d переходов [10] и затруднена < 
образования большого статистического веса электронных конфш 
раций.

Исходя из представлений об образовании и разрушении стаоц и.
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«,к h ipoinibix конфигураций, можно объяснить стабилизацию 
н in иных решеток окислов РЗЭ при введении различного рода 
шип, не прибегая к использованию ионных радиусов, как это 
I инн п работе [11].
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На термограмме карбоната стронция наблюдается один эи/ю* 
термический эффект, свидетельствующий о переходе ромбическ<>и 
модификации в гексагональную аналогично карбонату бария. У 
карбоната стронция возможно также наличие кубической модифи­
кации, однако температура ее образования лежит выше темперам-

Рис. 2. Дифференциально-термические кривые (ДТД) (а), 
кривые термогравиметрии (ТГ) и дифференциально-термо- 

гравиметрии (ДТГ) (б) твердых растворов карбонатов.

ры разложения. Автором работы (7] кубическая модификация кар 
боната стронция была получена при температуре 1418°С при дав.к 
нии СОг, равном 20 ат. На термограммах твердых растворов и < > 
висимости от содержания карбоната стронция наблюдаются по дпй 
или по одному эндотермическому эффекту. Как показали реш и -И" 
графические исследования, проведенные на специально сконстр и 
162



Mtniiikhi высокотемпературной приставке к дифрактометру УРС-50 
|М трный эндотермический эффект всегда связан с полиморфным 
•гприщепием твердого раствора карбонатов из ромбической моди- 
iiihiiiiitii в гексагональную типа «кальцит». Второй эндотермический 
Bi|ii'hi связан с полиморфным превращением гексагональной моди-

Рис. 3- Дифрактограммы твердого раствора карбона­
тов бария и стронция до (а) и после (в) термогра­
фического исследования и его термограмма (б).

фнюнцщ в кубическую типа «хлористый натрий». Таким образом, 
■Олиморфные превращения твердых растворов карбонатов анало- 
Hi'iiii.i полиморфным превращениям индивидуальных карбонатов 
fl.ipini и стронция. Заметим, что данные рентгенографического ана- 
Лны о гом, что указанные эндотермические эффекты являются по- 
Лнморфными превращениями, подтверждаются термогравиметриче-



скими исследованиями. На термогравиметрической (ТГ) и диффе» 
ренциальной термогравиметрической (ДТГ) кривых (рис. 2 б) при 
температурах фазовых превращений не происходит заметной убыли 
массы. Некоторое отклонение ТГ и ДТГ при температурах, преиы 
шающих 900°С, связано, по-видимому, с началом термической дне 
социации твердых растворов. С увеличением содержания карбоната 
стронция в твердом растворе отклонение ТГ и ДТГ от горизонта.и. 
ного положения становится заметнее (рис. 2 а). Это и неудивитель 
но, так как температура разложения карбоната стронция значп 
тельно ниже температуры разложения карбоната бария [5].

Наличие экзоэффекта на кривой охлаждения (рис. 3 6) и ней i 
менность кристаллической структуры твердого раствора до и после 
нагревания, о чем можно судить по однотипности рентгенограмм 
твердого раствора до и после термографических исследований (pin 
За, в), свидетельствуют о том, что полиморфные превращения твер 
дых растворов карбонатов имеют энантиотропный характер.

С увеличением содержания карбоната стронция в твердом рает 
воре первоначально происходит снижение температуры при пере.хо 
де ромбической модификации в гексагональную. Затем наблюдаю! 
ся монотонное ее увеличение и приближение к температуре анало 
гичного превращения для карбоната стронция. Температура перс 
хода гексагональной модификации твердых растворов в кубическую 
плавно возрастает с увеличением содержания карбоната стронция 
На термограммах твердых растворов карбонатов при содержании 
карбоната стронция 50 мол.°/0 и выше эндотермический эффект, 
связанный с переходом гексагональной модификации в кубическую, 
отсутствует, поскольку он находится за пределом регистрации темпе 
ратур, применяемых нами при термографических исследованиях 
Графическая экстраполяция температур перехода гексагональная 
модификация — кубическая по пяти составам дает для карбона гл 
стронция температуру аналогичного перехода 1380°С в отличие oi 
экспериментально определенной 14203С [8]. Учитывая, что экстра 
полиция была линейной, подобное расхождение можно считан, 
вполне удовлетворительным.

Выводы
1. Показано, что твердые растворы карбонатов бария и стропи и ч 

при прогреве в интервале температур 20—1100°С испытываю! но 
диморфные превращения энантиотропного характера, связанны' ■ 
переходом ромбической модификации в гексагональную и затем " 
кубическую.

2. Температуры полиморфного превращения ромбической моли 
фикации твердых растворов в гексагональную значительно iiii i ■ 
аддитивно рассчитанных. Зависимость температуры полиморфна . 
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i|i< нртцения гексагональной модификации в кубическую от состава 
in р них растворов близка к линейной.
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ИССЛЕДОВАНИЕ ФАЗОВОГО СОСТАВА ПРОДУКТОВ 
РАЗЛОЖЕНИЯ КОМПЛЕКСНЫХ ЦИТРАТОВ ГАДОЛИНИЯ.

ТЕРБИЯ, ДИСПРОЗИЯ, ГОЛЬМИЯ

ЕГОРОВА В. Г., ХРАМОВ В. П., БОЛЬШАКОВ А. Ф.^ кандидаты химичсо.п 
наук

(Саратовский институт механизации сельского хозяйства им. М. И. Калинина)

В настоящем сообщении приводятся данные рентгенофазогин ,, 
анализа изотермически прокаленных продуктов термолиза цитра­
тов иттриевой группы — гадолиния, тербия, диспрозия и гольмия

Цитрат гадолиния K3[Gd(C6H5O7)2] • ЗН2О.
Отсутствие рефлексов на дифрактограмме исходного цитрат., 

гадолиния свидетельствует о его рентгеноаморфности. Прогрев пн 
трата при температуре его дегидратации 140°С не приводит к упо 
рядочению структуры (рис. 1).

Появление кристаллической структуры наблюдается у продукт., 
изотермически прогретого до 280°С, именно в этот момент, по дан 
ным термографического и термогравиметрического анализов 11|. 
фиксируется начальная стадия разложения безводной соли. В про 
дукте при этой температуре содержатся две кристаллические ф., 
зы: карбонат калия и карбонат гадолиния.

При 380°С появляются рефлексы полуторного окисла гадолинит 
кубической модификации типа С с параметром а= 10,792 А, инки 
сивность которых увеличивается при дальнейшем нагревании. Пр" 
дукты термолиза цитратного комплекса при 465°С характеризую,- ч 
наличием ряда интенсивных рефлексов, отнесенных к нескольким 
кристаллическим фазам. В указанных продуктах помимо карбон , 
та калия, карбоната гадолиния и окиси гадолиния наблюдаем , 
новая фаза, которая не может быть отнесена к вышеперечисленным 
кристаллическим веществам, она отнесена нами к промежуточном*, 
продукту диссоциации гадолиния, что не вступает в противореч,,, 
с данными термографического и термогравиметрического aiia.ni 
зов [1]. Продукт прогрева при 630°С содержит две кристаллине,и,-
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фазы: карбоната калия и окиси гадолиния. Карбонат калия присуг! 
ствует в двух формах: в виде безводного — с din 2,90; 2,82 А и в ина 
де обводненного — КгСОз-ЗНгО с din 2,78; 2,75А. Обводнение пр-Л 
исходит вероятнее' всего во время приготовления образца. Да и. 
нейшее повышение температуры (до 900°С) приводит к криста, к пн 
зации полуторного окисла гадолиния.

Цитрат тербия Кз[ТЬ(С6Н5О7)2] • 4Н2О.
Исходный цитрат тербия и продукт, прогретый при 150°С, явли 

ются рентгеноаморфными (рис. 2).
Изотермический нагрев образца при 280°С приводит к появ.н 

нию интенсивного рефлекса din 3,06 А, который может быть отнесен 
к окислу тербия кубической структуры типа CaF2 с параметром О
ц = 5,303 А. Кроме того, при этой температуре наблюдаются малошн 
тенсивные рефлексы с d/n 4,47; 4,14; 3,97 А, которые относятся к кар 
бонату тербия. При дальнейшем нагревании образца при темпера­
турах 360 и 480°С, соответствующих эффектам на дериватограмма \ 
[2], образуется четко выраженная структура смешанного окис i i 
тербия ТЬ4О7.

Нагревание продукта до 900°С приводит к совершенствованию 
структуры указанного окисла.

Цитрат диспрозия Кз[Оу(С6Н5О7)2] • ЗН2О.
Исходный цитрат диспрозия является рентгеноаморфным вепк 

ством (рис. 3). Прогрев комплекса при 130°С не приводит к пояи 
лению кристаллической фазы. Дифрактограмма продукта прокати 
вания при 250°С имеет рефлекс с din 3,06 А и индексом интерфергн 
ции 222, принадлежащий к окислу диспрозия типа Мп2О3 с пара 
метрами а= 10,629 А. Наряду с указанным рефлексом наблюла, н я 
ряд слабоинтенсивных рефлексов, отнесенных нами к оксикарбона i \ 
диспрозия.

Прогрев цитратного комплекса диспрозия при 380°С приводи! 
к упорядочению структуры карбоната калия и появлению ряда pi ф 
лексов с din 4,07; 3,34; 2,97; 2,83 А, относящихся к кристаллическому 
карбонату калия. Ряд максимумов относится к окислу диспрсинн 
Рефлексы под малыми углами с din 10,83; 10,30; 9,55; 8,81 А и i i 
по методу исключения отнесены к оксикарбонату диспрозия, что < <• 
гласуется с термогравиметрическим анализом [1].

По мере повышения температуры прогрева происходит крипа i 
лизация окисла диспрозия, о чем свидетельствует увеличение i.....
сительной интенсивности рефлексов вплоть до 900°С.
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Цитрат гольмия КзСНо^СбЩО?)^ • ЗН2О.
Дифрактограмма исходного цитратного комплекса аналогична 

Предыдущим (рис. 4), но в отличие от ранее рассмотренных цитра- 
К‘он РЗЭ продукт, прогретый при 120°С, обладает кристаллической 

груктурой, о чем свидетельствует наличие ряда рефлексов на диф­
ак юграмме. По данным термографического и термогравиметриче- 

фКого анализов [1], безводная соль гольмия начинает разлагаться 
при 260°С, что сопровождается появлением ряда интенсивных реф­
лексов на дифрактограмме продукта, прогретого при указанной 
имнературе.

Набор межплоскостных расстояний характерен для кристалли­
ческих фаз карбоната калия с din 2,97; 2,85 А и т. д. и полуторного 
окисла гольмия кубической структуры типа Мп2О3 с параметром 
н— 10,605 А. Рефлекс с din 6,75 А вероятнее всего относится к про- 
Л\кту диссоциации карбоната гольмия — оксикарбонату нестехио- 
ысIрического состава. О присутствии последнего свидетельствует 
Наличие рефлексов с din 4,58; 4,39 А в продукте нагрева при 380°С 
и г din 19,63; 10,35; 8,89; 6,67 А в продукте, прогретом при 440°С. 

1^111 рефлексы исчезают при температуре 500°С. Основным для про- 
Цд\к га, прогретого до 550°С, является набор межплоскостных рассто- 

Иний, характерный для кристаллических фаз окиси гольмия и кар­
боната калия. Окисел гольмия с повышением температуры прогрева 
до 9()()°С совершенствует свою структуру.

Выводы

I Рентгенографическое исследование исходных цитратов гадо- 
Диния, тербия, диспрозия и гольмия показало их рентгеноаморф- 
1101 11>.

Безводный цитрат гольмия в отличие от остальных цитратов 
Р Г > обладает кристаллической структурой.

| Рентгенофазовый анализ подтвердил ранее предложенную 
I *im\ термолиза указанных цитратов через карбонатную и оксикар- 
fhiiiiiIiivio фазы РЗЭ.
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ИССЛЕДОВАНИЕ ФАЗОВОГО СОСТАВА ПРОДУКТОВ 
РАЗЛОЖЕНИЯ КОМПЛЕКСНЫХ ЦИТРАТОВ ЛАНТАНА, 

НЕОДИМА И САМАРИЯ

ХРАМОВ В. П., ЕГОРОВА В. Г., БОЛЬШАКОВ А. Ф,—кандидаты химических 
наук

(Саратовский институт механизации сельского хозяйства им. М. И. Калинин >

Настоящая работа посвящена рентгенофазовому анализу про 
дуктов, полученных непосредственно в процессе термолиза цитратои 
цериевой группы—-лантана, неодима и самария. Образцы для съем 
ки рентгенограммы готовились путем изотермического прогрева при 
температурах, соответствующих эффектам на дериватограммах по 
ранее описанной методике.

Цитрат лантана Кз[Еа(С6Н5О7)2]• ЗН2О.
Как видно из рис. 1 и таблицы, характер дифракционной карта

'^290 
,80‘

2&° 60 50 То 30 То Ю 4

Рис. 1. Дифрактограммы продуктов термо­
лиза цитрата лантана.

ны исходного цитрата лап 
тана и продуктов прогре 
ва при 120°С и 180°С не 
меняется. Исходный циг 
рат и продукт его обезво 
живания являются изо 
морфными кристаллине 
скими веществами. В ин 
тервале температур 180 
260°С устойчива безвод 
ная соль лантана. Ди 
фрактограмма продукта, 
прогретого при 290'’( . 
имеет набор слабоинтсп 
сивных, размытых реф
лексов, что является сии 

детельством недостаточной кристаллизации промежуточных фа i и 
начале разложения безводной соли; при этом обнаруживается крп 
сталлическая фаза карбоната калия с d/n 12,52 А.
J70



hi... 'пня l/lo и d/n на дифрактограммах комплексного цитрата лантана

lioipai лантана ИСХОДНЫЙ Цитрат лантана при 
t=120°C

Цитрат лантана при 
t=180°C

м Ml I' 1/10 d/n, А номер 1/10 d/л, А номер 1/10 d/n, А«11111111 линий линий

1 100 3,7509 1 100 3,7416 1 100 3,7416
60 3,0198 2 33 3,4530 2 60 3,0298

,1 25 2,7598 3 58 3.0178 3 20 2,7516
1 25 2,7015 4 75 2,6367 4 90 2,6427
л 65 2,6397 5 33 2,3151 5 20 2,5314
| 30 2,1849 6 42 2,1839 6 50 2,1880

25 2,1541 7 42 2,1453 7 35 2,1531
н 15 2,0776 8 2 2,0596
и 25 2,04638

10 35 1,93950

1 вращает на себя внимание наличие рефлексов с din 6,75; 4,63;
1,111, 3,36; 3,22; 2,88; 2,84; 2,68 А и т. д., которые при дальнейшем 

Цц|рспании продукта (до 400°С) увеличивают свою интенсивность 
И \ г быть отнесены к оксикарбонатным фазам.

11родукт прогрева при 400°С обнаруживает кристаллическую фа- 
карбоната калия с din 12,34; 2,75 А и т. д.

1 > присутствии кристаллической фазы полуторного окисла ЬааОз 
мн/К’гельствует рефлекс с din 2,98 А, с интенсивностью, равной 5. 
I ь I ильные рефлексы отнесены нами к оксикарбонату лантана. Про- 
пн прогрева при температуре 530°С состоит из следующих крис- 

• | I ni'iccKiix фаз: карбоната калия и полуторной окиси лантана 
н к» тональной структуры типа А с параметром а=3,94А; с = 6,14А. 
Помимо указанных фаз 
и продукте прогрева при 
В1*<| < наблюдается ряд 
|к ф и'ксов, отнесенных на­
ми к оксикарбонату лан- 
1П1Н1

Необходимо отметить 
С '' oi'oim в дифракцион- 
■■ II I ipiniie оксикарбона- 
1IHI пинана, образующих- 
...... .. к'мпературе 580°С, 
и и < икарбонатов — при 
ЩИ) н 1()0°С.

Чифрактограмма про-

aJUJULJH___ ?

ж.

—— т

TfP 50 40 30 20 То 4

Рис. 2. Дифрактограммы продуктов термолиза 
цитрата неодима.
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дукта, прогретого до 700°С, имеет большое число интенсивных рс|> 
лексов, отнесенных к полуторному окислу лантана. Наряду с ними 
ряд рефлексов отнесен к кристаллической фазе карбоната калия 
При дальнейшем нагревании продукта до 900°С происходит упори 
дочение структуры окисла лантана.

Цитрат неодима K3[Nd(C6H5O7)2] • ЗН2О.
Дифрактограмма исходного цитратного комплекса неодима ш 

содержит рефлексов (рис. 2), что свидетельствует о его рентгено 
аморфности. Изотермическое нагревание продукта при 135°С также 
не приводит к появлению кристаллической фазы.

На дифрактограммах продукта прогрева при 300°С наблюдается О 
рефлекс с сЦп 2,87А, который может быть отнесен к полуторном\ 
окислу неодима. Очень слабый рефлекс с din 2,75А характеризует 
наличие карбоната калия. Остальные рефлексы на основании термо 
гравиметрического анализа можно отнести к оксикарбонату неодп 
ма, образующемуся на ранней стадии разложения и содержащем) 
значительное количество двуокиси углерода.

Дифрактограмма продукта прогрева при 400°С имеет самый 
интенсивный рефлекс с din 2,88А, отнесенный нами ранее к окислу 
неодима; наряду с указанным фиксируются рефлексы, характерные 
для кристаллической фазы карбоната калия с din 12,45; 2,86А, ос 
тальные относятся к оксикарбонату неодима.

На дифрактограмме продукта прогрева при 540°С увеличивает 
ся число рефлексов, приписываемых окислу неодима. Рефлексы с 
din 12,18; 2,76А относятся к кристаллической фазе карбоната ка 
лия, что согласуется с эталонными данными. Часть их — результат 
наложения двух фаз: окиси неодима и оксикарбоната неодима с 
din 2,61 А и т. д. Нагревание продукта до 640°С приводит к появле 
нию на дифрактограмме интенсивных рефлексов, относящихся к 
двухфазной смеси, состоящей из окиси неодима и карбоната калия 
Большинство рефлексов, принадлежащих полуторному окислу нео 
дима, совпадает с эталонными значениями межплоскостных рас 
стояний и индицируются в гексагональной системе с параметрами 
а = 3,85А и с = 6,02А.

На присутствие карбоната калия указывает наличие рефлексов 
с din 12,28; 2,76; 2,73А.

При дальнейшем нагревании до 900°С происходит упорядочение 
структуры окисла неодима.

Цитрат самария.
Исходный цитратный комплекс самария является рентгено 

аморфным, что подтверждается отсутствием рефлексов на дифрак 
тограмме (рис. 3).
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Прогрев цитрата при 
I Hi < 1акже не приводит 

появлению кристалли- 
41 I I "II структуры.

I олько изотермическое 
pi n.iiiiie цитрата сама­

рии при 300°С сопровож- 
к н появлением крис- 

гшческой фазы кар- 
ft.Hi и и калия, который 
йн hiiiisiict как аморфная 
tn in, по-видимому, при 

vice низких температу­
рю Об этом свидетель- 
Hnvi наличие интенсив-

Рис. 3. Дифрактограммы продуктов термолиза 
цитрата самария.

И»"" сильно размытого рефлекса с din. 2,84А. Рефлекс с d/п 3,15А 
Hutner быть отнесен к полуторному окислу самария кубической 
I (рмчуры типа МП2О3, а=10,85А. Остальные рефлексы относятся к 
йирпонату самария. Прогрев продукта до 400°С приводит к интен- о 
«in....и кристаллизации карбоната калия. Рефлекс с din. 2,84А ста-
ihninicH четким и интенсивным. Одновременно появляются рефлек-

О

hi | d/ц 3,41; 3,33A; характерные для карбоната калия, прогретого
при /1П11П0Й температуре.

Прогрев при 540, 650°С приводит к упорядочению структуры 
ищи in самария кубической формы. При этом относительная интен- 
• iiiiiiiHи, рефлексов, принадлежащих карбонату калия, резко пада- 
. I Дифрактограмма продукта, прогретого при 900°С, напоминает 
lapiiiiiy, характерную для окисла самария моноклинной структуры.

Выводы
I I ’ентгенографически показано наличие кристаллической струк- 

♦ S|H4 у исходного цитрата лантана. Цитраты неодима и самария 
...... 11 иоаморфны.

' Путем рентгенофазового анализа в продуктах термолиза цит- 
|mtiiii лантана, неодима, самария обнаружено присутствие карбо- 
И1ин.|\. оксикарбонатных фаз РЗЭ и карбоната калия.

| Конечными продуктами термолиза являются кристаллические 
■|...... окисла РЗЭ и карбоната калия.



РЕНТГЕНОГРАФИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ПРОМЕЖУТОЧНЫХ 
ПРОДУКТОВ ТЕРМОЛИЗА КОМПЛЕКСНЫХ ЦИТРАТОВ 

РЕДКОЗЕМЕЛЬНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ
ХРАМОВ В. П., ЕГОРОВА В. Г., БОЛЬШАКОВ А. Ф. — кандидаты химических 

наук
(Саратовский институт механизации сельского хозяйства им. М. И. Калинина)

Ранее было показано, что при термолизе комплексных цитра 
тов РЗЭ состава Кз|Рп (СеН.хОуЫ • пН2О возможно образование кар 
боната калия, карбонатов и оксикарбонатов РЗЭ в качестве про 
межуточных продуктов [1]. Для идентификации этих фаз нами 
сняты эталонные дифрактограммы специально синтезированных 
карбонатов и оксикарбонатов РЗЭ, продуктов термолиза цитратов, 
а также лимонной кислоты и цитрата калия.

Съемка дифрактограмм осуществлялась на дифрактометре 
УРС-50ИМ в СиК2 — излучении со скоростью вращения гониометра 
1—2°/мин в зависимости от характера исследования.

Образцы готовились следующим образом. Исследуемое вещест 
во растиралось в агатовой ступке до величины зерна (порядка не­
скольких микрон), тщательно перемешивалось и наносилось на 
стеклянную подложку. Интенсивность линий оценивалась пи 
100-балльной шкале, определение межплоскостных расстояний про 
водилось по справочным таблицам [2]. Ошибка в определении по 
превышала таковую для данного метода.

Как видно из рис. 1 (кривые 1, 2), лимонная кислота и лимонно­
кислый калий являются кристаллическими веществами с характер 
ным набором межплоскоетнЫх расстояний, отличающихся от соот 
ветствующих им солей РЗЭ [3].

. Ввиду того что дифрактограммы индивидуальных цитрата и кар 
боната калия могут быть не тождественны дифрактограммам этих 
соединений, полученных в процессе термолиза цитратов РЗЭ, памп 
сняты эталонные дифрактограммы продуктов изотермического про­
грева при 200, 500, 900°С * цитрата и карбоната калия (рис. 1, кри­
вые 3—6; рис. 2).

Здесь и далее температуры фазовых переходов в цитратах РЗЭ.
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Дифрактограмма про- 
И1<1, прогретого при 
О < (рис. 1, кривая 3), 
iiik.i дифрактограмме 
чплного цитрата калия 

||ин I. кривая 2) с не- 
■олыиим изменением по- 
■оло'иия рефлексов и их 
4*1Н*н шильной интенсив- 
Ци'hi Прогрев цитрата 

inn при 500 и 900°С 
Йрнноцпт к образованию 
|йрГ|ппата калия, что под- 
1шр/кдается данными 
|1> и 11 «'пофазового анализа 
Jpin I, кривая 4, 5 и рис.

, кривая 3, 4).
Как видно, из рис. 2, 

■fin роскопичность карбо- 
liii.i калия практически 
Н«> влияет на общий ха- 
idiKn-p дифрактограмм.

И'||пзцы исходной и про- 
hu нчиюй при 200, 500 и 
(Min ( и выдержанной в 
н n'liiie трех суток соли 
и I и ibinaioT лишь незна­
нии1 льпые изменения в 
Ци никеиии рефлексов.

Дифрактограммы кар- 
..... .. РЗЭ представле­
ны на рис. 3, 4. Как видно 
и ' рис 3, карбонаты РЗЭ, 
(Юкржащие воду, обла- 
Л'1ии и большинстве сво- 
• ч врио выраженной кри- 
I III I 1ИЧССКОЙ структурой.

ге‘?о so so 40 зо го ю 4

Рис. 1. Дифрактограммы:
/ — лимонной кислоты; 2 — цитрата калия;

3 —цитрата калия. 200°С; 4 — цитрата калия, 
500°С; 5 — цитрата калия, 900°С; 6 — цитрата ка­

лия, 900°С, 3-дневной выдержки.

Рис. 2. Дифрактограммы:
/ — карбоната калия; 2— карбоната калия, 

200°С; 3 — карбоната калия, 50CPC; 4 — карбоната 
калия, 900° С; 5 — карбоната калия, 900°С, 3-днев- 

ной выдержки.

Удаление воды из них приводит к раз-
V "рчличенности структуры (рис. 4), а в некоторых случаях — к 
.......... поаморфности соединений.

| )бщая схема разложения карбонатов РЗЭ (кроме карбоната це- 
||'|ц) аналогична, поэтому нами приводятся данные только для кар- 
t. | .| ы самария. Исходный карбонат самария — кристаллическое 
в.... «ню; обезвоженный при 100°С, он сохраняет тот же набор
|и ф и ксов (рис. 5) .
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г»' ю co so 40 зо го ю 4

Рис. 4. Дифрактограммы карбонатов РЗ » 
(обезвоженные):

/-—лантана, 2—празеодима, 3 — самарии.
4 — гадолиния, 5 — тербия, 6 — диспрозии.

7 — гольмия, 8 — тулия, 9 — иттербия, 10- 
лю'геция.

Рис. 3. Дифрактограммы карбонатов
РЗЭ (кристаллогидратов):

1 — лантана, 2 — церия, 3 — празеодима, 
неодима, 5 — самария, 6 — гадолиния,

7 — гольмия.

Рис. 5. Дифрактограммы карбоната самария и 
продуктов его термической диссоциации.

Продукт нагрева карбоната самария при 510°С идентифицирует 
ся как оксикарбонат самария состава Sm2CO5.

При температуре 670°С, достаточной для кристаллизации окиси 
самария, наблюдается новый набор рефлексов, характерный для к\ 
бической типа С структуры окиси самария с параметром а=10,85Л. 
Продукт прокаливания при 900°С соответствует окиси самария мо 
ноклинной структуры типа В, что не вступает в противоречие с и< 
вестными литературными данными [4—6].
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Выводы
В | Показано, что лимонная кислота и лимоннокислый калий яв- 

Йя» ' и кристаллическими веществами с характерным набором меж-
I - I пых расстояний, отличающихся от соответствующих им со-

1 I пфрактограммы кристаллогидратов карбонатов РЗЭ отлича- 
(>1 шфрактограмм безводных карбонатов РЗЭ.

I Рентгенографическая характеристика продуктов термолиза 
IfNfltii'iirn самария позволила подтвердить наличие оксикарбонат- 
|ИЛ Ф«пи в последних.
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ЭЛЕКТРОЛИЗ РАСТВОРОВ ДВОЙНЫХ ХЛОРИДОВ РЗЭ 
ЦЕРИЕВОЙ ПОДГРУППЫ В ХЛОРОФОРМЕ

ХРАМОВ В. П., кандидат химических наук, 
ПАНЧЕНКО И. Г., старший преподаватель

(Саратовский институт механизации сельского хозяйства им. М. И. Калинина)

Редкоземельные элементы (РЗЭ) способны образовывать соеди 
нения с органическими лигандами, обладающими как кислотными, 
так и основными свойствами. Изучение последних представляет оп­
ределенный интерес для суждения о прочности их связи, а также 
дает некоторый материал для представления об изменении конфигу­
рации иона РЗЭ под действием внешнего поля [1].

Ранее были синтезированы двойные хлориды РЗЭ цериевой под 
группы и диэтиламина [2]. Эти соли хорошо растворимы в воде, эти 
ловом спирте, разбавленных и концентрированных серной, азотной 
и уксусной кислотах; труднорастворимы в хлороформе; при добив 
лении к раствору ацетона растворимость соли увеличивается..

В табл. 1 приведен анализ полученных солей, из которого видно, 
что их состав отвечает формуле:

МеС13-2 (С2Н5)2 NH2C1, где Me —La, Се, Pr, Nd, Sm.

Результаты анализа двойных хлоридов РЗЭ цериевой подгруппы 
с диэтиламином (вес %)

Таблица I

СОЛЬ
Me Cl N

вычис­
лено найдено вычис­

лено найдено вычис­
лено найдено

LaCl3-2(C2H5)2NH3CI 29,90 30,21 38,20 37,70 6,03 6,25
СеС13.2(С2Н5)2 NHoCI 30,07 30,00 38,11 38,06 6,01 6,00
PrCl3-2(C2H5)2NH.,Cl 30,18 30,04 38,04 37,98 6,00 5,511
NdC)3.2(C2H5)2NH2Cl 30,71 30,67 37,76 37,46 5,96 6.25
SmCl3-2(C2H5)2 NH2C1 31,59 31,72 37,28 37,12 5,88 5,54
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O/illiiKo строение соединений ранее установлено не было. Для 
Min пели мы решили воспользоваться электролизом солей в мало- 
■мрпых растворителях. Данный метод был использован Ворназо- 
К| | 1| дли исследования строения двойного бромида сурьмы и пи- 
ШЛ1ПН1 П. П. Попов и Я. И. Ивашенцев аналогичным образом ис- 

luiin.'iii двойной бромид мышьяка и пиридина [4].
Учитывая хорошую растворимость наших соединений в воде, а 

■ц .1 г способность разлагаться на составные ионы в водном раство- 
», мы использовали для электролиза их растворы в хлороформе с 
KfliniKoi'i небольшого количества ацетона (100:1) для увеличения 
K|Ki ропроводности.

Ни рис. 1 показана схема использованного для опытов стеклян- 
■Цп >лектролизера.

Концентрация растворов использованных солей, г/л:
LaCl3 • 2 (С2Н5)2NH2C1 — 0,9430 
СеС13-2 (C2H5)2NH2C1 —0,9570 
РгС13-2 (C2H5)2NH2C1 — 1,0920 
NdCl3• 2 (C2H5)2NH2C1— 1,0810 
SmCl3• 2 (C2H5)2NH2C1— 1,0560

• и'ктролиз проводился 72 часа, после чего из катодного и анод- 
ши о пространств бралось по 50 см3 раствора для анализа на содер-

Рис, 1. Схема электролизера:
4 _ платиновые электроды; Б — пористая стеклянная 
перегородка; В — пульсирующий ламповый выпрями­
тель, дающий на выходе усилителя 900 в и силу тока 

0,7—0,9“4 Д; Г — миллиамперметр.

Минни и.'юта по Кьельдалю и металла весовым оксалатным методом 
празеодима, который определялся перманганатометри-

< п if.и.но определялось содержание металла и азота в 100 мл 
Hi |u пин <> раствора.

Н гибл. 2 приведены данные анализа. Как видно из таблицы, во 
IHim < |\чаях сумма содержания металла и азота хорошо совпадает
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