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AkademikM.T. O*rozboyevning
Yorgin xotirasiga bag'ishlanadi

BIRINCHI NASHRIGA SO‘Z BOSHI

O'zbek tilida nazariy mexanikadan darslik ilk bor O°7FA akademigi M.
T. O'rozboey tomonidan yozilgan va oxirgi nashri 1966 vilda chop etilgan
O'tgan davr ichida nazarly mexanikaning qo’llanish schalari vanada
kengaydi. Shu muno-sabal bilan o’zbek tiida hozirgi zamon talablariga
Javob beradigan va yangi o°quv dasturlariga mos keladigan darslik vozish
extivoy tugilds,

Ushbu kitobga muallilaming oliv uquy yurtlarida o° qigan ma ruzalari
asos qilib olindi

Mualliflar kitob ko'lvozmasini sinchiklab o'qib chiqib, bergan foydali
masla-hatlari wehun fzika-matematika fanlari dokion, professor A. F
Azizov. lexnika lanlari doktorlan, professorlar T, Mavlonov, T, Sh.
Shirinquloviarga hamda qo’lvozmani bosmaga tavvorlash jarayonida
jJonkuyarhk ko'rsalgan maxsus redaktor E. V. Ergashev va nashrivoi
redakton A. Ahmedovaa chuqur minnatdorehilik bildiradilar

IKKINCHI NASHRIGA SO*Z BOSHI

Ushbu  “Nuazariy mexamika™ darsligi  avvalgi  nashndan  gavia
ishlanganligi. vangi masala va topshiriglar goshilgani bilan farq qi- ladi

Darslikning birinchi pashri “Nazarly mexanika asoslar™ nomi bilan
1990 vilda Kinll alifbosida nashr gilingan edi,

Birinchi nashming elekiron varianti saglanmaganligi, lobin alifbosidagi
darslikka bolgan chiivoj, hamda salkam 30 vil orasida nazany mexanika
fanmi o*qitish dasturlaridagi o°zgarishlar ikkincht nashrni tayvorlashga
undadi.

Talabalarga qulaylik yaratish magsadida kitob nozariy mexanika amaliy
mashg ulotlarida mustaqil ishlashga beriladigan hisob-grafik ishlai bilan
to*l-dirldi.

Revingi villarda intemet tarmogida 1. V. Meshcherskiy rahbarligida
varatilgan “Nazary mexanikadan masalalar to“plami™. A. A. Yablonskiy
tahriridagi “Nazariy mexanikadan kurs ishlari uchun topshinglar to*plami™
vechimlari pavdo bolgani va bir gancha o“sbek tilida masala to*plamlari



tarjimalari varatilganligi hamda ko’plab masalalar vechish uchun uslubiy
go‘llanma va ko‘rsatmalar varatilganligi talabalarga mustaqil masala
wvechishga qulaylik muhitim yuzaga keltirdi. Shunga asosan, avvalgi
nashrdagi ba’»i masalalar olib tashlamib, musiagil yechish uchun masalalar
bilan to"1dirildi.

Mualliflar ushbu nashri tavyorlashda jonkuvarlik bilan maslahatlaring
avamagan TAYLQEI rektori, professor O.A. Risqulovea, prolessorlar F. X,
Nojmetovga. Sh. Alimuxamedovga. A. Ishonxo’jacvga, ~“Amaliy mexa-
nika” kafedrasi mudiri dostent A Gapirovea, dostent A. Qodirovea, ass. K.
Rustamovga. Toshkent davlat texnika universiteti professori K. A. Kan-
movga. UzMU professori A. Axmedovga, Namangan muxandislik qurilish
instituti professori Sh. Yuldoshevga, Toshkent temir vo© | muxandislari
instituti professori A, Abdusatiorovga, SamDU professon H. Xudoyna-
caravga. UzFA Mexanika va inshootlar zlzlabardoshlig ilmiy tekshirish
instituti katta ilmiy xodimi M.Nishonovea chuqur minnatdorchilik bildi-
radilar.



KIRISH

Harakaming turlaridan biri mexanik harakawdir. Vaqt o“tishi bilan
moddiy ji-smlaming birbiriga nisbatan ko*chishiga mexanik harakat
deyiladi.

Moddiv  jismlaming o'zaro fa'sin  va mexanik  harakati
o°rganiladigan bir qator fanlar mexanika nomi bilan bog'liq. Mashina
va mexanizmlar harakati hamda mus-tahkamligi  o'rganiladigan
amaliv mexanika. suvugliklar harakati o'rganiladigan gidromexanika.
gazsimon jismlarning harakati o'rganiladigan aerodinamika. tex-nika
fanlaridan  materiallar  qarshiligi  (qunlish  mexanikasi, mashina
detallart) ham mexanikaga taalluglidir.

Nazariy mexanika mexanik harakatning umumiy qonunlari va
moddiy jismlar-ning o zaro ta’sin haqidagi fandir

Moddiy jismlar o'zaro t(a'sirimng migdoriy o’lchoviga kuch
deviladi. Nazary mexanikada. asosan, planetalariing o*zaro tortilish
kuchi, muhitning (tuprog, have voki suv) qarshilik kuchi, suyuglik
voki gazning bosimi, jismlarning bir-biriga te-gib wradigan sirtida
hosil bo'ladigan kuchlar kabi mexanik tabiatga ega bo'lgan kuchlar
ta'siridagt  harakatlar o‘rganilar edi. Hozir vadro energetikasi,
kosmonavti-ka va elektronikaning rivojlamishi natijasida, mexanikada
turlicha fizk tabiatga ega bo'lgan elektromagmi, 1ssiglik, vorug'lik va
ximivaviv - xususivatlarga  ega  bo'lgan  kuchlar  1a'siridagt
sistemalarning  harakatini o°rganishga oid masalalar go°yilmog-da.
Masalan. elektr dvigateli vakorining harakatini o'rgamshda unga
elektr maydo-nining ta’sir kuchini e’tiborga olish kerak: tovushdan tez
uchuvehi samolyotlarning harakati tekshirilayotganda. aerodinamik
Kuchlardan tashqari, have bilai samolyot gismlari orasida issiglik
almashishi natjasida hosil  bo'ladigan gazlar  molekulalari-ning
dissostiastiva  kuchlarini ham hisobga olish kerak: ver sun’iy
vo'ldoshlanning harakati o'rganilayotganda Yeming tortish kuchi va
aerodinamik kuchlardan tash-qari, ver magnit maydonining ta’sir
kuchi va yo*ldosh bilan kosmosdagi zarvad-langan zarralarning o zaro
ta'sir kuchlarini hisobga olish kerak. reaktiv dvigatel-ning tortish
kuchini hisoblashda yonish jarayomda vujudga keladigan ximiyaviy
va termodinamik hodisalami e’tiborga olish kerak. Mexanikada
mivkur kuchlaming migdoriy o'zgarishini e’liborga olib, ularning
fizik tabiati o rganilmaydi,
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Hozirgt zamon mexanikasi fizika, matematika. astronomiya,
ximiva, biologiya kabi fanlar bilan bog‘langan holda rivojlanmoqda
Shuningdek, texnikaning barcha sohalari. aynigsa, mashinasozlik,
asbobsozlik, qurilish. aviomatika, kiberneiika va kosmonavtikaning
rivojlanishida nazariy maxanika alohida o'rinmi egallaydi.

Jismning barcha xossalarini hisobga olgan holda sodir bo’ladigan
mexanik ho-disalarni nazariy va amahy jihatdan tekshirish ancha
murakkabdir. Shu sababh ma-salaniig qanday qo’yihshiga qarab, me-
xanikada jismning ayrim xususiyatlari e ti-borga ohnmaydi. Masalan,
jismning deformastiyalanishini e’tiborga olmay. abselvut gattiq fism
tushunchasi kiritiladi. Xuddi shuningdek. moddiv nuqta. ideal su-yug-
lik kabi tushunchalar ham soddalashurilgan modelga taalluglidir.
Mexanikada bunday abstrakt usuldan keng fovdalaniladi.

Hozirgi zamon lexnikasi ko pgina muammolarmi mavdonga tashla-
di. Suvda katta (100 m/s va undan katla) teslikda harakat giladigan
Jismlarga garshilik kuchimi kamay tirish: temperaturalar ta’siridagi ma-
teriallar xususivatini aniglash: zlzilaga bardosh beradigan mshootlar
qurish. Yerning sun’iv yo'ldoshlarini. planetalararo kosmik kemalarni
uchirish ana shular jumlasidandir.

Biz o'rganadigan nasarty mexanika Galiley - N'yulon qonunlariga
asoslangan bo’lib, odatda. &lassik mexanika deb ataladi. Klassik mexa-
nikada vaqt va lazo jismlaming harakatiga bog'liq emas deb qaraladi.
Shuningdek. jismning massasi uning tezligiga bog'lig bo’lmagan
o zgarmas miqdor deb qaraladi.

XIX asrning oxiri va XX asming boshida lizikada o' tkazlgan tadgi-
qotlar klassik mexanika qonunlarini yoruglik tesigi (300000 kn/s)
ga yagin teslik bilan harakatlanuvchi mikrozarralar va jismlar uchun
qo’llash mumkin emasligini ko*rsat-di. XX asr boshida A. Evnshteyn-
ning (1879-1955) nishiyhk nazariyasiga asoslangan rclyali\':'suk mex-
anika bunyodga keldi. Nisbivlik nazarivasi vordamida fazo bilan vaqt
hamda massa bilan energiva orasidagi qonuniy boglanishlar ovdin-
lashtirildi va klassik mexanika qonunlari o'nnli bo‘ladigan chegara
amqlandi. Hozirgi zamon texnikasida ko pehilik hollarda uchraydigan
tevliklar vorug®lik tezhgidan ancha kichik bo*lgani uchun klassik mex-
anika qonunlaridan hayotda uchraydigan real masalalami hal gilishda
samarall foyvdalanish mumkin

Mexanika tarixiga oid qisqacha tanxiv. ma lumotlarni keltiramiz.
Mexanikaga doir dastlabki ilmiy asarlami qadimgi vunon olimlan
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vozganlar. Jumladan, eramizdan ilgani 287-212 villarda vashagan Ar-
ximed jismlaming muvozanati va ogirlik markazini aniglash, shu-
ningdek, suvda suzadigan jismlaming muvozanatiga oid nazaryvalami
ishlab chiggan.

Mexanikaning rivojlanishida Sharq olimlari olib borgan ilmiy ishlar
alohida o'rinni egallaydi. Abu Rayxon Beruniy (973-1048). Abu Al
ibn Sino (980-1037). Ulugbek Muhammad Tarag ay (1394-1449) ka-
bi mutafakkirlar ana shular jumlasidandir. Ular matematika, tibbivot
va astronomiva bo‘vicha gator ilmiv ishlarning mualliflani bo’lishlar
bilan birga mexanikaga ham munosib xissalarini go*shganlar, Beruniy
va Ibn Sino asarlarida umuman harakat to’g*-risida hamda planetalam-
ing harakati haqida ajovib fikrlar bayon etilgan. Ibn Sino ta’nfiga
ko'ra. jism holatining o"garib borishi harakaim ifodalavdi; jismlam-
ing fazodagi harakati (mexanik harakat) esa bu harakatning xususiy
holidir. Ulug“bek planetalar harakatini katta aniglikda hisoblay ol-
gan

Mexanikaning nvojlanishida polyak astronomi N.Kopemik (1473-
1543) tomomdan kashl® gilingan geliostentrik sistema alohida aha-
mivatga cga. Kopemik kashfivotiga ko'ra Yer ham, boshqa sayyo-
ralardek, Quyvosh atrofida va o'z o'qi atrofida ayvlanadi, depan fikrlar
ilgari surilgan

lfalivalik olim Galileo Galiley (1564-1642) inerstiva qonunini
hashl etgan, Bundan tashgari. Galiley 0" 21 o’ tkazgan tajribalar asosida
jismuing og'ma tekislik-dagi harakati. gorizontga ma'lum burchak
ostida otilgan jismning harakati. erkin tushish hagidagi gonunlami
kashf gilgan.

Mexanikaning asosty qonunlarini mashxur ingliz olimi Isaak
Nvuton (1643-1727) vilda kashf gilgan Nyutonning butun olam
tortilish qonuni  mexanikada alo-hida o'rin  egallavdi.  Nyuton
qonunlan hozrgi kunda ham o° 2 ahamiyatini yo©qol-magan.

Rus akademigi L. Evlerming (1707-1783) mexanikaga oid kashfi-
votlari 1736 vili bosmadan chigqan ikki tomlik «Analitik mexanikan
kitobida bayon gilingan,

Franstuz olimi J. Dalambeming (1717-1783) 1743 yilda nashr
qgilingan «Di-namika bo‘vicha traktat» asarida boglanishdagi mexanik
sistemalar harakati hagi-dagi masalalarni uning nomi bilan ataluvchi
prinstip asosida echish metodikasi ko'rsatilgan,

Franstuz olimi J.L, Lagranjning (1736-1813) «Analitik mexanika»
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asari (1788) nazarly mexanika taraqqiyotida alohida o’rn egallaydi.
Bu asarda mexanika masalalariga mumkin boIgan ko'chish prinstipi-
ni qo°llash bayon etilgan.

M. V. Lomonosoy (1711-1765) fizika-matematika fanlari, jum-
ladan. mexanika fanida olib borgan ajoyib tadqiqotlari bilan mashhur-
dir. Lomonosov materiva bo’lmasa. harakat ham bo’Imasligini ta’ki-
dlab, materiya va harakatning saqlanish qonunini kashf etgan.

Mexanika fanining rivojlanishiga katta hissa qo“shgan rus olimlari-
dan N. E Jukovskiy (1847-1921) aerodinamikaning rivojlanishida
muhim ahamiyalga ega bo’lgan qator asarlaming muallifi;K. E.
Siolkovskiy (1857-1935) rakela nazarivasi va suyuq vonilg'ida
ishlavdigan raketa dvigateli nazarivasiga asos sol-gan; [ V.
Meshcherskiy (1859-1935) asarlan o*zgaruvchan massali jismlaming
harakati, reaktiv texnika va osmon mexanikasining qator
muammolarini hal gilish-da ilmiy asos bo’ldi: S, P. Koroley (1906~
1966) rahbarligida ballisuk va geofizik raketalar, Yeming sun’iy
vo'ldoshlari. «Vostoks, «Vosxod» kosmik kemalari yvara-tilgan: M. V
Keldishning (1911-1978) aerogidrodinamika. tebranishlar nazari-yasi
va kosmonavtika sohalandagi tadgiqotlan alohida ahamivatga ega; A
A, ll-yushin  (1911-1998) elastiklik  va plasiklik nazarivasi,
aerogidrodinamika,  po-limerlar  mexanikasi  va  usoq  muddali
mustahkamlik nazariyasiga oid ilmiy ishlan bilan mashhurdir; A Yu
Ishlinskiy (1913-2003) deformastivalanuvchi muhit mexanikasi va
eiroskopik asboblar to*g risida bir necha nazarnya varatdi.

Mexanika fanining rivojlanishign ulkan hissa qo’shgan o'zbek
olimlanndan M. T O'rosboev (1906-1971) ip mexanikasi va
inshootlaming seysmik mustahkam-ligi nasanyasiga oid qator ilmiy
ishlarning  muallifidic; XA, Rahmaiullin  (1909-1988) inshoollar
zaminini  hisoblashda va ulami loyihalashda, kema zirhi mustah-
kamligim aniglashda qoHaniladigan «Rahmatullin to*lginlary nomini
olgan (o’ l-ginlar nazarivasini Kashf gildi; V. Q Kobulovning (1921-
2010) tutash muhitlar mexanikasi masalalarini algoritmlash. avtomatik
boshqanish sistemalarint varatish sohasidagt ilmiv ishlar muhim
amaliy ahamivaiga ega: T.R. Rashidov (1934) ver osti va ust
konstruksuvalari va inshootlarining sevsmik musiahkamligi hamda se-
vemodinamikasiga doir ilmiv ishlar olib borgan. Toshkent hududining
sevsmik  mikrohududlashtirilgan  xaritasini  twsishda,  Toshkent
metropoliteni  zilzilabardosh-ligim  aniglash va qunlishga tathig
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gilishda faol gatnashgan.

Hozirgi davrda mexanikaning ko'pgina masalalan  elektron
hisoblash mashina-laridan fovdalanib hal etilmogda Mexanika
sohasiga oid ilmiy tekshirishlar O*zbe-kiston Fanlar Akademiyasining
ilmiv tekshirish institutlanda hamda oliv o‘quv vurtlarida olib
borilmoqda.

Nazariv mexanika fan stattka, kimematika va dincamikadan iborat
uch qismga bo linadi

Stattkaca jismlaming muvozanati. ularga qo°yilgan kuchlami sodda
holga keltirish kabi masalalar bilan shugullaniladi.

Kinematikada jismlaming harakati geometrik nuglal nazardan,
ya'mi harakaini vujudga keltiruvchi sababga bog*lamay o*rganiladi

Dinamikada moddiy jismlaming harakati unga ta'sir etuvchi ku-
chlarga bog liq ravishda tekshiriladi.

Ushbu darslikda barcha kattaliklar S1 birliklar sistemasida berilgan,



I QISM. QATTIQ JISM STATIKASI

1-BOB. STATIKANING ASOSIY TUSHUNCHALARI va
AKSIOMALARI

Tayanch so‘zlar. Statika. moddiy nugta. kuch. absolyul qattiq
jism, aksioma, muvozanat, erkin jism. erksiz jism. boglanish. boglan-
1sh reaktsiva kuchlani.

1.1- §. Statikaning asosiy tushunchalari

Qadimgi yunon olimi Arximed statikaning asoschilaridan birt hiso-
blanadi U parallel kuchlar ta'siridagi richagning muvozanali. jism-
laming og"irlik markazini aniqlash nazariyasini yaratish bilan birga gi-
drostatikaga ham asos solgan. Geometrik statikaning rivojlanishiga
franstuz olimlari P. Varinen (1654-1722) va L. Puanso (1777-1859)
kalta hissa go‘shdilar.

Analitik statikaning asoschisi J. Lagranj hisoblanadi. Statikaning
aksiomatik metodlarim nivojlantinshga rus olimlan N, E. Jukovskiy
va 8. A Chapliginiar katta hissa qo‘shdilar.

Statikaning asosiy lushunchalaridan bin galtiq jismdir. Kuchlar
a'sirida bo‘l-gan jismning ixtivoriy ikki nugtasi orasidagi masofa
vzgarmasa. bunday jismga absolvur gattig jism deviladi Boshgacha
wiganda, absolyut qattiq jismning peometrik shakli o' zgarmaydi (de-
formastivalanmaydi). Kelgusida qaltiq jism (voki jism) deganda abso-
Ivut gattig jism tushuniladi.

Nazany mexanikada o'lchamlari ¢'liborga olinmavdigan darajada
kichik bo’l-gan jismga modidiy nugta deviladi. Berilgan jismni tasyir-
lovehi moddiy nugta ge-ometrik nuqtadan fargli ravishda berilgan
Jismning massasiga teng massaga hamda boshga jismlarga o zaro
ta'sir elish xususivatiga ega bo'ladi

Har ganday jismni moddiy nugtalar to*pla- S
mudan tashkil topgan deb qarash mumkin, ‘_..—-'I_{
Mazkur nugtalar orasidagi bog lanish jismn- = J
ing xususivatlariga boglig bo’ladi. A L 2

Kuchning jismga ta'siri kuch qo‘vilgan =
nugta, uning vo'nalishi va migdon bilan 11 e

aniglanadi. Kuchning vo ‘nalishi deganda tinch holatda wrean erkin
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jismning mazkur kuch ta’siridan olgan harakat yo*nalishi tushuniladi.
Kuchning migdorini (modulini) aniglash uchun uni kuch birligi sifati-
da qabul gilingan biror kattalik bilan solishtiriladi.

Kuch-vektor kattalik bolib, uni chizmada uzunligi ma’lum
masshtabda kuch miqdoriga teng, yo'nalishi kuch vo*nalishi bilan bir
xil vektor kesma tarzida tasvirlanadi.

Jismning 4 nuqtasiga £ kuch go‘yilgan bo*lsin (1.1-rasm). Kuch
vektori yo'-naltirilgan BC to'g'ri chiziqqa kuchning ta'sir chizig'i

deyiladi. Jismga bir nechta £ F...F, kuchlar ta'sir etsa, bunday
kuchlar to‘plamiga kuchlar sistemasi deyi-ladi va (F,F...F)
belgilanadi.

Ta'sir  etayotgan(F;, F;.... F,) kuchlar  sistemasini boshqa  biror
(P PPy kuchlar sistemasi bilan almashtirishda jism holati
o‘zearmasa. bunday kuchlar sistemasiga ckvivalent kuchlar sistemasi
deviladi va quyidagicha yoziladi:

B Fosn F) 0 (B P 15)

Agar kuchlar sistemasi bitta kuchga ekvivalent. ya'ni

(FF i) B

bo‘lsa. bunday kuchga berilgan kuchlar sistemasining teng fa'sir
evelisi deyiladi.

Kuchlar sistemasi to"siridagi jism tinch holatda qolsa voki inerstion
harakatda bo*lsa (masalan, jismning barcha nuqtalari o*zgarmas va bir
xil tezlik bilan hara-katlansa), jismning bunday holati muvezanar halar
deyiladi. Kuchlar sistemasi ta'-siridagi jism muvozanat holatida
bo*lsa, bunday kuchlar sistemasiga mvoza-natfashgan  kuchlar
sistemasi yoki nolga ckvivalent sistema deyiladi:

(F.F o F) 00

Statika bo*limida jismning muvozanati deganda uning tinch holati
tushuniladi.

1.2- §. Statika aksiomalari

Statikada jismga (yoki jismlarga) qo'yilgan Kkuchlar hagidagi
umumiy qonunlar

tajriba va kuzatishlar yordamida aniglangan quyidagi aksiomalar
tarzida beriladi.



l-aksioma. Absolyu! qattig jismga qo'yilgan ikkita kuch
mmuvozanatlashishi uchun bu kuchlar migdor jihatdan reng, yo ‘nalishi
esa kuchlar go'vilgan nugialardan o'tuvehi to'g'ri chizig bo yicha
garama-garshi tomonga yo ‘nalgan bo lishi zarur va etarlidir.

12-rasmda  (F.F)«0 va (0,0, w0 shartlarni qanoatlantiruvehi
ikkita kuchlar sistemasi tasvirlangan. Bunday kuchlaming teng ta’sir
etuvchisi nolga teng bo’ladi.

l-aksioma eng sodda muvozanatlashgan kuchlar sistemasini
ifodalaydi, chunki tajribalarning ko'rsatishicha bitta kuch ta’siridan
erkin jism muvozanatda bo‘la olmaydi.

1.2-rasm. 1.3-rasm.
2-aksioma, Berilgan kuchlar sistemasining absolvur qattiq jismga
vsirini o'zgartirmay,  bu  kuchlar  sistemasi  qatoriga
avozanatlashgan kuchlar sistemasini qo'shish yoki undan avirish
ki,
Bu aksiomaga ko'ra, (£, F,... F.) kuchlar sistemasiga (0,0,) =0
sistemani qo‘shsak.
(F\ P ) 0 {FL B B0, 0.)
munosabat o°rinli bo*ladi.
Natija. Kuchni wning ta'siv chizig'i bo'vlah jismming ixtivoriy
nugtasiga ko -chirish bilan kuehning jismga ta'sivi o ‘=garmayvdi
Isbot. Jismning A nuqtasiga qo‘yilgan F kuchning ta'sir chizig*ida
ixtiyoriy B nuqtani olib, shu nugtaga miqdorlari /"= 7, = F, bo*lgan
va shu chizigda yotuv-chi (#.F.) «0 sistemani go*yamiz (1.3-rasm).
U holda 2-aksiomaga asosan
Foo(F,FE)
1-aksiomaga asosan (/,F.) «0 bo‘lganidan uni tashlab yuborsak, -
nugtaga qo*-yilgan / kuch o*rniga shu Kuehning ta’sir chizig'idagi B
12



nuqtada yotuvehi £, = kuchni olamiz.
Bu natijaga ko'ra ikkita F va Okuchlar o*zaro ekvivalent bo‘lishi
uchun F = @ shart etarli bo'lmay, bu shartdan tashqari mazkur

kuchlarning ta'sir chiziglari ham ustma-ust tushishi kerak. 1.4-rasmda
o'zaro teng, lekin ekvivalent bo*Imagan kuchlar ko' rsatilgan.

| 4-rasm.

3 - aksioma (parallelogramm aksiomasi). Jismning biror migtasica
go'vitgan, bir to'g'ri chizigda yotmagan ikki kuchning teng ta’sir
etuvchisi migdor va yo'na-lish jihatidan shu kuchlarga qurilgan
parallelogrammning kuchlar go‘vilgan nug-tadan o ‘tuveli diagonali
bilan ifodalanadi.

Jismning biror 4 nuqtasiga bir-biri bilan ¢ burchak tashkil etuvchi
Fival, kuchlar qo‘yilgan bo‘lsin (1.5-rasm). Bu kuchlarning teng
ta’sir ctuvchisini £ bilan belgilasak, aksiomaga ko'ra

R=F+h (.1

ABC uchburchakdan Kosinuslar teoremasiga asosan teng ta’sir
etuvchining modulini aniglaymiz:

R=JF + FF = 2FF, cos(180°— )

yoki

R=F + F +2FF,cosp (1.2)

Rning F va F, bilan tashkil qilgan burchaklari @ va ©: ni
aniglash uchun sinuslar teoremasidan foydalanamiz (1.5-rasm).

d-aksioma  (Nywtonning wehinehi gonuni’) Tkkita jism bir-biriga
migdor jilhatdan teng va bir to'g'ri chizig bo'viab garama-garshi
tomonga yo malgan kuchlar bilan o ‘zaro ta 'sir etadi,

Masalan, Quyoshning  Yerni tortuvchi kuchini  F  bilan

b
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belgilasak,Yerning Qu-yoshni toriuvchi kuchi - F ga teng bo'ladi,
ya'ni ular miqdor jihatdan bir-biriga teng bo‘lib. bir to*g‘ri chizig
bo'ylab qarama-qarshi tomonga yo'nalgan.

S-aksioma (qotish prinstipi). Agar deformastivalanadigan jism mi-
vozanal holatida absolvut gattiq jismga avlansa, uning muvozanati
o ‘zgarmayeli.

Masalan, egiluvchan sim muvozanat holatida absolyut qattiq ster-
jenga aylansa, uning muvozanati o'zgarmaydi.

5-aksiomadan foydalanib., kuchlar sistemasi ta’siridagi absolyut
qattiq jismning muvozanat shartlarini deformastiyalanadigan jismlar
uchun ham tadbiq etish mumkin.

1.3-§. Bog‘lanish va bog‘lanish reakstiyalari

Berilgan jismning ko*chishi boshqa jismlar bilan cheklangan bo*lsa,
u bog-lanishdagi jism deyiladi. Berilgan jismning ko‘chishini
cheklovehi jismga bog'-lanish deyiladi. Mashina yoki mexanizm
qismlarining harakati oldindan chek-langan bo‘ladi. Masalan, ichki
yonuv dvigateli stilindri ichida harakatlanayotgan porshen to'gri
chiziq bo*yicha harakat qiladi. Bunda porshen bog*lanishdagi jism-dir.
Stilindr va shatun esa bog*lanish vazifasini bajaradi.

Bog*lanishning jismga ko*rsatadigan ta’siriga bog'lanish reakstiya
cuchi deyi-ladi. Bog'lanishdagi jismlarning harakati qaysi yo'nalishda
cheklangan bo'lsa. bog*lanish reakstiva kuchi shu yo'nalishga teskari
yo'naladi.

Harakati bog*lanishlar bilan cheklanmagan jism erkin jism deyiladi.

Masalan,

havoda uchayotgan samolyotni erkin jism deb garash mumkin.

Statikada erkin jismning muvozanat shartlari chiqariladi. Bu
shartlarni bog*-lanishdagi jismga tadbiq etish uchun bog lanishlar
aksiomasidan foydalaniladi.

Bog*lanishlar aksiomasi (bog lanishdan  bo'shatish prinstipi).
Bog lanish-larning berilgan jismga ia'sirini reaksiiva kuchi bilan al-
masheivib, har ganday bog lanishdagi fismni erkin fism deb garash
nitmkin.

Bog'lanishdagi jismlarning bir-biriga tegib turgan qismidagi
ishqalanish ku-chini hisobga olmay. bog*lanishlami quyidagi uchta

14



gruppaga ajratish mumkin.
[ Siflio it vositasi i

a) Jism silliq sirtga 4 nuqgtada tavanadi (1.6- rasm, a). Sillig sirt

jismning shu
@ ()
B kN Lo
a

| .6-rasm,

sitga  o'lkazilgan normal bo'vicha harakatini  cheklaydi. Shu
sababli silliq sirt-ning reakstiva kuchi N sirlga o'thazilgan normal
bo'yicha yo'naladi Bu kuchga normal reakstiva kuchi deviladi.
Xususan, sillig tekislikning reakstiva kuchi te-kislikka perpendikulvar
yo'naladi (1.6-rasm, &)

b) Balka 4 nugtada polga. B nugtada vertikal devorga va C nugtada
ikki  vogli  burchak qirrasiga tavanadi (1.7-rasm, a), Polning va
vertikal devoming Ny Ny re-akstiva kuchlari A va 8 nuqtalarda mos
ravishda pol va devorga o'tkazilgan per-pendikulyar bo‘vicha
vo'naladi. Tkki vogli burchakdan tashkil topgan qirraning reakstiva
Kuchi V- esa " nuqtada balkaga o'tkazilgan perpendikulyar boyicha
vo naladi

Agar balkaning ko'ndalang o*lchamlan hisobga olinmasa, uni bitta
A nuglaga tavangan deb qarash mumkin (1 7-rasm, §). Bu holda
reakstiya kuchi A4 nugtadan o'tadi, lekin qaysi tomonga yo'nalgani
ma'lum emas, Masala echishda bunday re-akstiva kuchini tanlab
olingan koordinata o*glan bo*yicha yo'nalgan tashkil etuv-chilarga
gratib, ulami  Jism  muvozanati uchun  tuzilgan  statika

tenglamalandan amglanadi. '
S O
<
it

j/{fzz__L

1.7-rasm
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A to'signing reakstiva kuchi ham tashkil etuvchilarga ajratilib.
shunga o'xshash aniglanadi (1.7-rasm, g).

v) Jism qo’zg almas tekislikka g altaklar vositasida tavanib tursa
{1.8-rasm). A4 nuqladagi reakstiva kuchi N, shu tekishkka
perpendikulyvar vo'naladi. Shunday qihb. qo'zg aluvchi tayanchning
reakstiva kuchi tayanch tekishgiga perpendikul-var yo'naladi.

I Shgmu_h_b_qg_mmshm Umumiyv o'q voki nuqta atrofida aylana
oladigan ikkita jism orasidag) bog'lanishga sharnir deyiladi.

g) Stihndrik shamir. Qo zgalmas asosga o matilgan stihndrik
shamiming reakstiva kuchi R; aylanish o'qiga perpendikulyar
ravishda vo'naladi. Masala echishda bunday reakstiva Kkuchini
aylanish o'giga perpendikulyar tekislikda yotuvchi x va y o'qlarga
parallel yo'nalgan tashkil etuvchilarga ajratib. jismning muvozanat
shartidan topiladi (1 %-rasm)

d) Sferik shamir A0 sterjen O nuqlada
sferik  shamir vositasida  bog'langan

bo'lsa. bu slerjen @ nuqtadan o tuvchi
har qanday o°q atrofida faqat avlana uladl y 1
oo

(1.10-rasm).  Sferik  shamirmning 'qy

reakstiva kuchi @ nugtadan o'tadi, ]ekm 18 s

qavsi fomonga yo'nalishini oldindan avtib bo'lmaydi. Slerik

shamiming reakstiva kuchi-ni tanlab olingan koordinata o*qlariga

parallel yo'nalgan tashkil etuvchilarga aj-ratib, ulami jismning
muvozanat shartlandan aniglash mumkin.

e) Vaznsiz sterjen vositasida sharnirl boglanish. Jism uchlan shar-
nirli biriktinilgan ingichka (viumsiz deb qaraladigan) sterjenlar vosita-
sida bog‘langan bo'lsin (1.11-rasm). O*z og"irligi hisobga olinmaydi-
gan, uchlaridan boshqa nuqlalariga hech qanday kuch qo‘vilmagan
sterjenlarga  vaznsiz  sterjenlar  deviladi.  l-aksioma-ga  ko'ra,
sterjenlaming hap bin muvozanatda bo'lishi uchun unga qo'vilgan
kuch-

1 9-rasm. 1. 10-rasm.
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lar miqdor jihatdan teng. sterjen bo*ylab qarama-gqarshi tomonga
yo'nalgan bo‘lishi kerak. Binobarin, bunday sterjenlar faqat sigiladi
yoki cho*ziladi hamda reakstiya kuchlari 1.11- rasmdagidek sterjenlar
bo*ylab yo*naladi.

111, Ip. zanjir v itasidagi hog* :

i) Jism A8, CD iplar vositasida osilgan bo*lsin (1. 12-rasm).

Iplarda hosil bo*ladigan reakstiya kuchlariga raranglik kuchlari
deyiladi va ular ip bo*ylab yo*naladi.

Nazorat savollari:
. Kuch deb nimaga aytiladi?
. Absolyut gattig jism tushunchasi nimadan iborat?
. Statikaning asosiy aksiomalarini aytib bering?

4. Kuch vektorini o'z ta’sir chizig'i bo*ylab bir nuqtadan ikkinchi
nugtaga ko'chirish mumkinmi?

5. Sirpanuvchi vektorlar deb qanday vektorga aytiladi?

6. Erkin, erksiz jismlarga misollar keltiring?

7. Bog'lanish deb nimaga aytiladi?

8. Silliq gorizontal tekislikdan iborat bog'lanishning reaktsiyasi
qanday yo*naladi?

9. Egiluvchan bog*lanishlarning (arqon, tros. ip kabilar) reaktsiya-
lari qanday yo'naladi?

10. Tsilindrik sharnirdan iborat qo*zg almas va qo*zg*aluvehan
bog*lanish-larning reaktsiyvalari ganday yo*naladi?

11. Sferik sharnirdan iborat bog'lanishlarning reaktsiyalari qanday
vo'na-ladi?

12. Bog'lanishlar aksiomasi nimadan iborat?

Ll -



2-BOB. KESISHUVCHI KUCHLAR SISTEMASI

Tayanch so*zlar: muvozanat, kesishuvchi kuchlar, teng ta’sir etuy-

chi, kuchning proektsiyasi.
Ta'sir chiziglari bir nuqtada kesishadigan kuchlar sistemasiga

kesishuvehi kuchlar sistemasi deyiladi.

E
A -

4 B 4 A g =
gy

T&i 5

Erle R
i
) 8
a

2.1-rasm
Kuchlamni ulaming ta'sir chiziglari bo'ylab ko'chirish mumkin
bo‘lgani tufayli (5., F.) kesishuvchi kuchlar sistemasi, (2.1-rasm,
a). kuchlaming ta’sir chi-ziglari kesishgan 4 nugtaga qo°yilgan
kuchlar sistemasiga ekvivalent bo'ladi (2.1- rasm, ).

2.1- § Kesishuvchi kuchlarni geometrik qo‘shish.

FLELELf kuchlar bir nugtaga qoyilgan. Bu kuchlarni qo*shish

uchun paral-
lelogramm qoidasidan ketma-ket foydalanish mumkin. (2.1-rasm,

g). F.E kueh-larni qo*shib, & kuchni aniglaymiz:
Bo=FAR,

& ni £, kuch bilan qo'shib, & ni hosil gilamiz, Nihoyat, & bilan

£, kuch vek-torlari asosida parallelogramm qurib, berilgan #.F..F. 1,

kuchlar sistemasining feng ta’sir etuvchisi # uchun quyidagi

formulani olamiz:
R=R +F=F 4+ F 4B+ F,

Bunda teng ta’sir etuvehi £ ning ta’sir chizig*i 4 nugtadan o*tadi.
Kesishuvehi kuchlarni go°shish uchun har gal parallelogramm
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vasash o‘miga birinchi kuchning uchiga ikkinchi kuchni o'ziga
parallel ravishda Keltiramiz; so'ngra ikkinchi  Kuchning uchiga
uchinchi kuchni o'ziga parallel ravishda kelti-ramiz va hokazo (2.1-
rasm, 7). A nuqtani to'rtinchi kuchning uchi bilan tutashtirib, teng
ta'sir etuvchi R ni aniglaymiz, Teng ta'sir etuvchini bu usulda
aniqlashga ke phurchak goidasi deyiladi. ABCDE siniq chiziqga kuch
ko 'phurchagi deyiladi.

Xuddi shuningdek, agar berilgan kesishuvchi kuchlar sistemasi » ta
kuchlardan iborat bo'lsa, ularning teng ta’sir etuvchisi

R=F+ Fovot F=YF @n

formuladan aniqlanadi. Shunday gqilib, kesishuvchi kuchlar siste-
masining teng ta'-sir etuvchisi tashkil etuvchi kuchlarning geometrik
vig'indisiga teng va shu kuchlar ta'sir chiziglarining kesishgan
nugtasiga qo’yilgan bo*ladi.

2.2-§. Uch kuchning muvozanati
haqidagi teorema

Teorema. Bir rekislikda yotuvehi va
o'zare parallel bo'lmagan vehta kuch
mu-vozanatlashsa,  uwlarning  ta'sir
chiziglari bir nugtada kesishadi,

Isbot. Muvozanatdagi jismning 4, |
Ay, Ay nugtalariga bir tekislikda
yotuvchi parallel bo*lmagan ¢ Fi-#5.5

kuchlar sistemasi  qo'yilgan bo*lsin,
Kuchlardan ikkitasini, masalan, £, va F,
ni ularning ta'sir chiziglari kesishadigan
O nuqtaga keltirib, parallelogramm
qoidasi asosida qo’shamiz:

R, = F4

Uholda (#+F:+F ) kuchlar sistemasi
o‘rniga unga ekvivalent ikkita kuchdan  iborat siste maga ega
bo'lamiz:

(FL.FL.F)w (RLEF) =0,



1- aksiomaga asosan, £, va F, kuchlarning migdorlari teng,
vo'nalishi esa bir to'g'ri chizig bo'ylab qarama-qarshi tomonga
yo'nalgandagina ular muvozanatlashadi. Binobarin, F, kuchning ta’sir
chizig'i ham O nuqtadan o*tadi.

2.3-8, Kuchni tashkil etuvchilarga ajratish

Quyidagi uchta holni ko‘ramiz: 1) F kuchni shu kuch bilan bir
tekislikda yotwvehi  berilgan  ikkita  yo'nalish  bo‘vicha  tashkil
etuvchilarga ajratish. Buning uchun kuchning B uchidan berilgan |
va Il to'g'ri chiziglarga parallel bo'lgan va ular bilan € va D
nuqtatarda kesishadigan BC, BD kesmalarni o*tkazamiz (2.3-rasm).
AC= F, va AD = F, vektorlar F kuchning izlanayotgan tashkil etuy-
chilarini ifodalaydi.

) F kuchni shu kuch bilan bir tekislikda yotuvchi va son
givmatlari berilgan ikkita tashkil etuvchiga ajratish. F kuchning boshi
A va uchidagi B nugtalarni markaz qilib, radiusi berilgan masshtabda
tanlab olingan £ va F, ga teng yoylarni chizamiz (24-rasm, a). Bu
yoylar € va D nugtalarda kesishadi. ACB va ADB uchburchaklaini
diago-nali 4B ga teng parallelogrammiar bilan to‘ldiramiz. U holda
AC va AE yoki AD va AK vektorlari F kuchning izlanayotgan tashkil
etuvchilarini ifodalaydi.

3) Fkuchni bir-biriga
bo 'vicha yo ‘nal-gan £+ FnFyashkil etuvehilarga ajratish. Buning
uchun parallelepiped qoidasidan foydalanib, diagonali F kuchga teng,
qirralari berilgan yo'nalishlarga mos keluvehi parallelepiped qurish
kifoyadir (2.4-rasm, @).

perpendikulvar uchta koordinata o 'glari




2.4-§. Kuchning tekislikdagi va o*qdagi proeksiyasi

Kuch bilan oq bir tekislikda yotgan holda  kuchning Ox o*qdagi
proeksivasini aniglash uchun kuchning boshi 4 va uchidagi B
nuqtalardan berilgan o*qqa perpen-dikulyar (Aa) va (Bb) chiziglamni
o*tkazamiz (2.5-rasm). U holda mos ishora bilan olingan ab kesma F
kuchning Ox o'qdagi proekstiyasini ifodalaydi. Agar @ nugtadan
b nugiaga ko'chish O o'qning musbat  yo'nalishi  bilan
ustma-ust tushsa, musbat ishora, unga teskari yo*nalsa, manfiy ishora
olinadi,

B & =
X i~
a ! 1 b
At ek Z
] I i |
1 ] | |
' ! |
0 V ) ' ;
e —— L 0 -~
a b
a g |
2.5-rasm
F kuchning Ox o*qdagi proekstivasi F, yoki X bilan belgilanadi:
F,=X= Fcosa (2.2)

2.5-rasm, 6 dagi £, kuchning x o*qdagi proekstiyasi ham shu tarzda
aniglanadi: X,=Fcosu  yoki cosa=cos(180°~p)=-cos ¢ bo‘lgani
uchun

Xi=Fcosa = - Ficos @

Shunday qilib, kuchning biror o ‘qdagi proeckstivasi skalyar migdor
ha lib, kueh moduli bitan kuchning shito'q musbar yo ‘nalishi bitan
tashkil gilgan burchagi kosi-nusiga ko 'paytmasiga ieng. Bu ta'rifga
ko'rae=n/2 yokio=3n2da X=0;a=nda X=-F boladi

F kuchning Oxy= koordinata o'qlari sistemasi bilan tashkil gilgan
burchakla-rini w, .y bilan belgilaylik (2.6-rasm). U holda diagonali
F gateng bo'lgan pa-

rallelepiped (mos ishora bilan olingan) tomonlarining uzunligi (2.2
ga asosan
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2.6-rasm 2. 7-rasm ’
kuchning koordinata o‘qlaridagi proekstiyalarini ifodalaydi:
X= Fcosua, Y= Fcosp. Z= Fcos y (2.3)

Kuchning moduli parallelepipedning diagonaliga teng:
F=AX+Y +Z 24)
F kuchning yo*nalishini topish uchun yonaltiruvehi kosinuslarni

(2.3) dan aniglaymiz:
cosa = X¢F . cosfi = Y/F, cosy=ZF (2.5)

F kuchning biror I1 tekislikdagi prockstiyasini aniglash uchun shu
tekislikka 4a va Bb perpendikulyarlarni tushiramiz (2.7-rasm); u
holda ab vektor 7 kuchning I tekislikdagi proekstiyasini ifodalaydi
va quyidagicha belgilanadi: ab= Fy . Kuchning IT tekislik bilan tashkil
qilgan burchagini « bi- lan belgilasak, kuchning tekislikdagi pro-
ekstivasining  moduli  Fn = Feosa formula yordamida aniqlanadi.

2.5 - §. Teng ta'sir etuvchini analitik usulda aniqglash

Kuchni uning koordinata o°glaridagi proekstivalari va qoyilgan
nuqtasining  ko-ordinatalari orqali topish usuliga amalitit usulda
aniglash deyiladi.

(FFo F,) kesishuvehi kuchlaring teng ta'sir etuvchisi (2.1) ga
ko'ra shu kuchlarning geometrik yig*indisiga teng, (2.1) ni koordinata
o'qlariga prockstivalab,  teng  ta'sir  etuvehining
koordinata o'qlaridagi procksiyalarini aniglaymiz:

R=YX R=YY R=Y2
= - -

bunda X, ., ¥ . Z bilan F, kuchning koordinata o*qlaridagi
proekstivalari belgilangan.

Teng ta’sir etuychining moduli (2.4) ga ko'ra quyidagicha aniglana-
di.

o)



R= R+ R+ R =S X+ +(E2)
I RIER, J(IZ )+t§ ]+(§ ) ©.6)

yo'nalishi esa (2.5) ga asosan topiladi:
cosu =R, /R, cosp=R, /R, cosy= R.-/R

2.6 - §. Kesishuvchi kuchlar sistemasining muvozanati

Agar  kesishuvehi (5, F....F)
,—--—= = kuchlar sistemasining teng  ta’sir
/\.&, y etuvchisi Anol-ga teng bo'lsa, u
- holda bunday kuchlar sistemasi
" muvozanatda  bo'ladi,  aksincha,
zs-ramu kuchlar  sistemasi  muvozanatda
bo'lsa, teng ta’sir etuvchi nolga teng
bo'ladi: & =0.Bu holda (2.1) quyidagicha yoziladi:

R=F+F+.+E=YF =0 @.7)
vl

Binobarin. bir nugtada kesishuvehi kuchlar sistemasi nivozanatda

he lishs wehun
mazkur kuchlarning geometrik yig ‘indisi nolga teng ba lishi zarur
ver etarlidir,

(2. 7)englamaning  geometrik  ma'nosi  quyidagicha: jismga
(K., Fown ) kesishuvehi  kuchlar sistermasi ta’sir etsin, (2.8- rasm).
Bu kuchlar uchun kuch ko’pburchagi vasalsa, u yopiq bo'ladi, ya'ni
mazkur ko*pburchakda bi-rinchi kuchning boshi bilan oxirgi kuchning
uchi ustma-ust tushadi. Kuch ko'pburchagi yopiq bo*lsa, & =0 bo*ladi.
Demak, bir nugtada kesishuvehi kuchlar sistemasi muvozanatlashishi
uehun bu kuchlarga gurilgan kuch ko'pburchagi yvopig bo lishi zarur
va etarlidir.

Teng ta’sir etuvehi kuch B =0 bo*lsa. (2.6) ni ¢'tiborga olsak,

=0, Ry=0, R.=0

voki

R=3%,50, &=311 =0
el

il

R=Y2-0 (2.8
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Bu tengliklar kesishuvchi kuchlar sistemasi muvozanat shartining
analitik  ifodasidiv. Demak, kesishuvchi  kuchlar  sistemasi
muvozanatda bo'lishi uchun kuchlaming har bir koordinata o'gla-
ridagi proekstiyalarining yig'indisi nolga teng bo‘lishi zarur va
etarlidir.

Yozuvni gisqartirish magsadida (2.8) ni kelgusida

TX. =0, $¥=0, ¥Z=0 (2.9)

ko' rinishda yozamiz.

Kesishuvehi kuchlar bir tekislikda, masalan. Oxyp tekisligida yotsa.
(2.9) ning uchinchi tenglamasi ayniyatga aylanadi. Shu sababli Oxy
tekisligida yotuvchi kesishuvchi kuchlar sistemasining muvozanat
shartlari quyidagicha bo‘ladi:

TA=0, ¥n=0 (2.10)

Statikada jismning muvozanatiga oid masalalar quyidagi tartibda
echiladi:

1. Muvozanati tekshirilayotgan jism aniglanadi.

2. Koordinatalar sistemasi tanlab olinadi.

3. Jismga ta’sir etayotgan berilgan kuchlar ko'rsatiladi va bog*la-

nishlarni reakstiya kuchlari bilan almashtiriladi.

4. Ta'sir etayotgan kuchlar qanday kuchlar sistemasini tashkil etishi-
ga qarab, ularga mos muvozanat tenglamalari tuziladi.

5. Tenglamalarni echib noma’lum kuchlar aniglanadi, topilgan
reaksti-

va kuchi ishorasining musbat bo*lishi tanlab olingan yo*nalishning
to'g’ri ekanligini, manfiy bo‘lishi reakstiyaning tanlab olingan
yo'nalishga teskari yo*nalganligini ko*rsatadi.

2.1-masala. AC va BC sterjenlar o‘zaro va vertikal devor bilan
sharnirlar vositasida biriktirilgan (2,9-rasm, a). C sharnirga og*irligi p
= 000 N bo’l-gan yuk osilgan. Agar sterjenlar orasidagi burchak u =
607 va AC sterjen bilan devor orasidagi burchak i = 30° bo'lsa.
sterjenlarning og'irligini hi-sobga olmay ularda hosil bo‘ladigan
zo'rigishlar aniglansin.

Izoh. Stegjen bo'ylab vo'nalgan cho‘zuvehi yoki siquvehi kuch
sterjen-dagi zo ‘rigish deb ataladi. Cho*zuvehi kuchdan farq qilish
uchun siquvehi kuehni manfiy son bilan ifo-dalayvmiz. Sterjendagi
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zo'rigish migdor jihatidan shu sterjenning reakstiva kuehi N ga teng
boladi.

Yechish. ' sharnimi moddiy nugta deb garab uning muvozanatini
tekshiramiz. C nuqtaga = 1000 N bo‘lgan vertikal pastga yo'nalgan
og‘irlik kuchi go‘yilgan. AC va BC sterjenlarning reakstiya kuchlari
shu sterjenlar bo*y-lab yo*nalgan bo'lib, ularni mos ra-vishda ¥ van,
bilan belgilaymiz. Na-tijada 2N, N, kuchlar Cnugtada kesishuvchi
kuchlar sistemasini tash-Kil etadi. N,va N. ni aniglash uchun kesishuv-
chi kuchlar sistemasi muvozanatining geometrik shartidan foydalana-
miz.

(2.7) ga ko'ra (P.N., WN.)
kesishuvehi  kuchlar sistemasi
ta'siridagi € nugta muvozanatda

o .
L7 bo*lishi uchun ularning geometrik
g dm e 4 yiglindisi nolga teng bo'lishi
g m kerak:
= I = m -
5 ¢ P+ N+N, =0

ya'ni PN, N, Kuchlarga
qurilgan kuch uchburchagi yopig
bo'lishi kerak. Kuch ko*p burchagini chizish uchun biror masshtabda
ixtiyoriy D nugtada

£ kuchni o*ziga parallel ravishda o'tkazamiz (2.9-rasm, 6). £kuchn-
ing boshi D va uchidagi £ nuqtalardan AC va BC sterjenlarga parallel
chiziglar o'tkaza-miz. Bu chiziglarning kesishgan nuqtasini K bilan
belgilasak.hosil bo*lgan DEK uchburchak izlanayotgan yopiq kuch
uchburchagini ifodalaydi. Bunda K2 va EX vektorlar mos ravishda A,
va V. reakstiya kuchlarini ifodalaydi. DEK uchburchakning KD va
KE tomonlarini berilgan masshtab birligida o*l-chab, N, va #. Kkuch-
larning modullarini aniglaymiz.

N, va N, larni DEK vuchburchakdan trigonometrik yo'l bilan ham
anig-lash  mumkin. Yasashga ko'ra AB|DE, AS|DK va BC|EK
bo'lganidan <KPE=f =307 va £EKD= g = 60° binobarin, A DEK
to*g ri burchakli uchburchakdan

Ny= D 0y ysaN, N, = Petga =100043/3 = ST7N.

sing A3/

munosabatlarni olamiz

o
]

¥

%
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N, va N, lar AC va CB sterjenlarning Csharnirga ta’sir ku-
chini, ya'ni mazkur sterjenlarning reakstiya kuchlarini ifodalaydi.
Sterjenlardagi zo‘rigishni topish uchun sterjenlarning sigilishi yoki
cho‘zilishini aniglaymiz. Agar reakstiya kuchi ¢ sharnirdan sterjen
bo*ylab yo'nalsa, sterjen cho‘ziladi: reakstiya kuchi C sharnirga
vo'nalsa, sterjen sigiladi. Buni nazarda tutib, topilgan kuchlami C
sharnirga go‘ysak (2.9-rasm, g), AC sterjen cho'zilishi va BC sterjen
siqilishini ko'ramiz. Shu sa-babli S;= N;=1154 H, S.=-N.= =577 H.

2.2- masala. A, B, C nug-
talarda sharnirli biriktirilgan 48
va AC vaznsiz sterjenlar AD ip
vositasida ushlab turiladi. 4 nug-
taga gorizontal tekislikda yotuv-
chi va y= tekisligi bilan y=60°
burchak tashkil etuvchi F =20
KN kuch 1tasir etadi. Agar y
ZABC = ZACH = J§ =455, 2.10- pacus.
ZAEQ = =30° bo'lsa, sterjenlardagi zo'rigish va ipning taranglik ku-
chi aniglansin (2.10 -rasm. a).

Yechish.4 nuqtaning muvozanatini tekshiramiz. + nuqta AD ip

hamda AB va AC vaznsiz sterjenlar vositasida ushlab turiladi.
Koordinatalar boshini 4 nugtada olib. = o'qni vertikal yugoriga
yo'naltiramiz, x) tekisligi uchun 7 kuch yotgan gorizontal tekislikni
olamiz. 4 nugtaga ta'sir etuvchi kuchlar-ni ko*rsatamiz (2.10-rasm, &),
A nugtaga gorizontal tekislikda yotuvchi beril-gan# kuch qo°yilgan,
Bog'lanishdan bo’shatish aksiomasiga ko'ra AD ip-ning A nuglaga
ta’siri taranglik kuchi 7 hamda 4B va AC sterjenlarning ta’sirini &, va
N. reakstiva kuchlari bilan almashtirish mumkin. A8 va AC
sterjenlarni cho‘ziladi deb qarab, ¥, va N, lami 4 nuqtada mos
ravishda AB va AC bo'ylab yo'naltiramiz. Agar masalani echganda
ular manfiy ishorali bolsa, ularga mos sterjen sigiladi. 4 nugtaga 7|
I'.N, va N, kesishuvchi kuchlar sistemasi ta’sir etadi. A nugqta uchun
muvozanal tenglamalarini tuza-miz:

Yx. =0 Fsiny - N cosP+ N, cos =0,
Y =0 Fecosy- A sinfcosa- ¥. sin feosa =0,
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Yz, =0, - N sinp sina- A, sinf sin o+ 7=0.
Bu tenglamalar sistemasini echib, noma’lumlarni aniglaymiz:

' B cosy | SimP o dven,
2\ sin feosa  cos
Ny= Ny - F20E o 4 0%,
- cos /i

I'=Foosy e =57k
N, ning manfiy ishorali bo‘lishi AC sterjen biz faraz gilgandek
cho* zilmay, balki aslida siqilishini ko*rsatadi.

Nazorat savellari:

1. Kesishuvehi kuchlar sistemasining geometrik muvozanat sharti.

2. Tekislikdagi kesishuvchi kuchlar sistemasining analitik muvoza-
nat sharti,

3. Statik noaniq masalalar deb ganday masalalarga aytiladi?

4. Statik noaniq masalalar qanday yo©| bilan echiladi?

5. Kesishuvchi kuchlar sistemasi deb. qanday kuchlarga aytiladi?

6. Kesishuvehi kuchlaming teng ta’sir etuvchisining  yo*nalishi
qanday aniglanadi?

7. Kesishuvehi kuchlarning teng ta’sir etuvchisining moduli gan-
day aniglanadi?

8. Kesishuvchi Kuchlaming teng ta'sir etuvchisi qaysi nuqtaga
go'viladi?



3-BOB, TEKISLIKDAGI PARALLEL KUCHLAR VA
JUFTLAR NAZARIYASI

Tayanch so‘zlar: kuchning elkasi, teng ta’sir etuvehi kuchning
momenti, kuch momenti, juft kuchlar, juftlarning elkasi, juftlarning
momenti, ekvivalent jufilar, juftlami qo‘shish.

3.1-§. 1kkita parallel kuchni go*shish
Ta'sir chiziglari o'zaro parallel bo‘lgan kuchlar sistemasiga

parallel kuchlar sistemasi deyiladi.
Jismning A va B nuqtalariga qo‘yilgan va bir tomonga yo‘nalgan

parallel F.F, kuchlar berilgan ba‘lsin (3.1-rasm). Bu kuchlarning
teng ta'sir etuv-chisini topish uchun A va B nug-talarga 1a’sir chizigla-
ri AB da yo-tuvehi mig-dor jihatidan teng, 48 bo'ylab qarama-qarshi
tomonga yo'nalgan (F,,F,) sistemani qo*-yamiz A va B nugtalarga
qo‘yilgan kuchlarni parallelogramm qoidasi-ga asosan qo'shib,
Ri=F+F va Ry=F+F
kuchlami olamiz. £ va®
kuchlarning ta'sir chiziglari O
nuqtada kesishadi, @ nuglaga
R va & kuchlarni kochitib, &
ni £. F kuchlarga, fini £, 5
kuch-larga  ajratamiz. (@)
nuqtaga qo'yilgan (F.F)e 0
bo'lgani uchun 4 va B nugta-

larga  qo'yilganF. va
kuchlar o‘miga ¢ nugtaga

qo‘yilgan,  OC bo*ylab

yo'nalgan £ va /i kuchlarni 3.0-rem,

olamiz. Bu kuchlarning teng
1a’sir etuvchisi ularning algebraik vig*indisiga teng:
R=F+F, (3.1
R ni ta’sir chizig'i bo*ylab € nuqtaga ko*chiramiz. Rasmdan
OAC va OdA: hamda OCB va OB, 8: uchburchaklar o*xshashligidan
quyidagi
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AC _OC CB_OC

B R A
proporstiyalarni  tuzamiz:
Bunda #=F  ekanligini

e’tiborga olsak,
A8 32
5 A€ (3:2)

hosil  bo*ladi. Propors-
tiyaning xossasiga ko‘ra,

33 e N S

C8 AC CB+AC 4B

(3.3)

(3.1) va (3.3) dan quyidagi natija kelib chigadi: hir romonga

vo ‘nalgan ikki parallel kuchning teng 1a'sir etuvehisi shu kuchlarning

algebraik vig'indisiga teng va shu kuchiar bilan bir tomonga

yo'-naladi. Teng ta'sic etuvehining ta’siv chizig'i esa kuchlar

o ‘vilgan nugtalar orasi-dagi masofani ichki ravishda shu kuchlarga
teskari proporstional bo ‘laklarga bo 'ladi.

Migdorlari teng bo'lmagan, parallel va bir-biriga teskari
yo'nalgan ikkita kuch-ni qo*shish uchun (3.1) va (3.2) formulalardan
foydalanib, £ kuchni shu kuch bi-lan bir xil yo'nalganf, va &
kuchlarga ajratamiz. Bunda £ kuchni B nugtaga qo‘yilgan va F, = -
£, deb qaraymiz (3.2- rasm). ( F. £ )en (R, 5 F,) hosil bo*l-di. Bunda (
Fy.F,)=0 bo*lgani uchun 2-aksiomaga ko‘ra ularni tashlab yuborish
mumkin. Binobarin, {!:',.!-"_.)m R, (3.1) va (3.2) ga asosan teng ta’sir
etuvehi kuch R quyidagi shartlarni qanoatlantiradi:

e T
REYE=H Sndc G4)
yoki £, =F bo'lganidan
R=F-F; (3.5)
(3.5) ni (3.4) ning ikkinchi formulasiga go®yib soddalashtirsak,
£, BC
£, ac &)

munosabatni olamiz.
(3.5) va (3.0) dan ko‘ramizki, migdorlari reng bo'‘lmagan va bir-
hiviga teskari yo'nalgan ikkita parallel kuchlarning teng ta'siv
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etuvchisi migdor ji-hatidan ularning ayir-masiga teng. Teng ta'sir
etwvchining ta'sir chizig'i esa AB kesmaning katta kuch govilgan
davomida yotib, shu kesmani tashgi ra-vishda mazkur kuchlarga
teskari proporstional bo ‘laklarga bo ‘ladi.
(3.4) va (3.5) dan foydalanib, teng ta’sir etuvchi kuch qoyilgan €
nug-tani topamiz:

AC= AR (3.7)

3.2-§. Juft kuch haqida tushuncha

Bir-biriga teskari yo*nalgan. migdor jihatidan teng parallel kuchlar
sistemasi juft kuch (qisqacha juff) deb ataladi. Juft kuch (F.F) bilan
belgilanadi (3.3-rasm). Juft tashkil etuvehi kuchlarning ta'sir
chiziglari orasidagi eng qisqa masofaga fufi-ning elkasi deyiladi va u /i
bilan belgilanadi. Juft yotgan tekislikka jufining rekisligi deyiladi.

Modullari teng bo‘lmagan (F, =F;) ikkita bir-biriga teskari
yo'nalgan parallel kuchlami qo‘shishda £ kuch moduli £ kuchning
moduliga yaginlasha boradi deb qarasak, (Fio#3) kuchlar sistemasi
limit holatida juft kuchni tashkil etadi hamda (3.5) va (3.7) ga asosan
kuchlarning teng ta'sir etuvchisi nolga intiladi; teng ta’sir etuvchi
qo‘yilgan nugta esa, kuchlarning fa’sir chizig'idan cheksiz-likka
uzoglasha boradi. Bundan ko‘ramizki, juft kuch uchun teng ta'sir

etuvchi kuch tushunchasi ma’noga ega emas.
Shunday qilib, juft kuchni bitta kuch bilan almashtirib bo*Imaydi,

3.3- §. Kuch momentining algebraik giymati

Jismning qo'zg'almas nuqta (yoki o°q) atrofidagi aylanma
harakatini anig-lash kuchning momenti tushunchasiga bog‘liq, Shakl
tekisligiga perpendikulyar o'q atrofida aylana oladigan jismga shy
tekislikda yotuvchi # kuch ta’sir etsin. O*gning -

shakl tekisligi bilan kesishgan nugtasini O bilan —_
belgilaylik (3.4- ra-sm). /

© nugtadan F kuchning ta’sir chizig'iga !
perpendikulyar  tushiramiz.  Bu  per \ e
pendikulyarning uzunligi & berilgan kuchning R
(2 nuqtaga nisbatan efkasi devila-di. Kuch 3.3-rasm
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momenti  hisoblanadigan nuglaga  moment
markazi deviladi.

Fkuchning O nuglaga misbatan momentt
deb, mos ishora bilan olingan kuch moduli I7
ni kuch elkasi h ga ko'payimasiga teng
kattalilka awiladi. Kuch momentining algebra-
ik qiymati M,(F) bilan belgilanadi va u
quyidagi formula vordanuda aniglanadi:

Mo(F) =% I+h (3.8)

Agar F kuch jismm 3.4- rasmdagidek @ nuqta atrofida soat
sirelkasi hara-katiga teshari vo'nalishda avlanurishga intilsa. kuch
momenti musbal, aks hol-da manfiv hisoblanadi.

Kuchning nuqlaga nisbatan momenti quyidagi xossalarga ega:

| Kuchning migdon va yo'nalishini o'zgartirmay ta’sir chizigi
bo'vlab istalgan nugtaga ko'chinlsa, kuch momenti o'zgarmavdi
(chunki kuch elkasi o' z-garmay qoladi)

2. Agar Kuchning ta'sir chizig't moment markazi-dan o' tsa, uning
shu nugtaga nisbatan moment nolea teng bo'ladi (chunki kuch elkasi
nolga teng bo’ladi),

3 4- rasmdan ko'ramizki. kuchning nugtaga nisbatan momentining
absolyut qivmat (3.8) ga asosan kuchning boshi va uchim moment
markazi bilan tutash-tirishdan hosil bo’lgan 408 uchburchak yuzining
ikkilanganiga teng,

3 4- TSI,

|MalE)| =2840m 3.9

Kuchning nuqtaga nisbatan momenti tushuncha-sidan fovdalanib,

ikkita  parallel kuchning teng ta'sir etuvclusi qo'yilgan nuglani

quyidagicha talqin qihsh mumkin. (3.2) proporstivani £+ AC 1 CR

yoki [ M (F) =] M, (F))| ko'rinishda yoza olamiz. Kuch momentining
ishorasini hisobga olsak, oxirgi tenglik quyidagicha vouladi:

| MAE) [+ M (P | =0
Shunday qulib. ikkita parallel Kuchning teng ta'sir etuvchisi

qo’vilgan nuqta shu nugtaga nisbatan mazkur kuchlar momentlarining
vig'indisi nolga tenglik shartidan aniglanadi-
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3.1-masala. Agar traktor og'irlik
markazining koordinatalan h= 73 Imm.
a=%13 mm bo'lsa. traklor 4 nuqta
atrofida  ag'darilib  ketmaydigan
bo'ylama  ustuvor-ligini  ganoal-
lantiruvchi « burchak anig-lansin (3 .5-
rasmy,

Yechish. Traktor A4 nugla atrofida
ag’-danlishi oldida uning og'irlik kuchi

Gning 4 nugqlaga nisbatan momenti 3:5-rasm.
hamda B nuc-tadagi reakstiva kuchi nolga teng boladi:
M6 = Gx (1) Ry=0 (n

Bunda x bilan G kuchning A nugtaga nisbatan elkasi belgilangan.
3,5- rasmdan x uchun quvidagi ifodani olamiz:

X —acosa — hsing (2)
(1) da G+ 0 bolgani uchun x=0 yoki acosa ~
hsing=0Bundan  fga=a'h = B13/731= L14

—_ X5
amda o=48° bo'hshint amglavmiz. Shunday / ‘H]
ilib, a<48° bo'l-sa, traktor 4 nuqta atrofida /% 4
wg'darihb ketmavdi. \i i >
3.0 st
3.4- § Juft kuchning momenti

Juftning momentt deb.  mos ishora bilan olingan juft tashkil
eluvchilaridan birining migdorini juft elkasiga ko 'payvimasiga leng
kanaltika aytilads. Juft momenti M bilan belgilanadi:

M=+lh=+I3:h.

Juft jismni soat strelkasi  harakatiga  teskari  vornalishda
avlantirishga intilsa, uning momenti musbal, soat strelkasi harakati
bovicha aylantinshga intilsa, manfiy ishora bilan olinadi,

Teorema. Jufi tashkil enwvchi kuchlarning  jufi tekisligidag
axtiyoriy nugta-ga nishatan momentlarming algebratk vig ‘indisi Juft
MOmentiga reng.

Isbat. (£.F) jull tekishgida ixtivoriy €2 nugtani olib. undan jufy
tuzuv-chi kuchlaming ta'sir chiziglanga perpendikulvar OD cllifiqni
o'tkazamiz (3.6-rasm). CPh F=F:  ekanligini e'tiborga olib
quvidag tenglikni vozish mum-Kin
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MoF)+MolFy) = - Fp OC<Fs OD=-F,  OC+F(h+0C)
=Frh=M.
Moment markazi uchun A yoki B nugtam olsak,
M=M () =M () (3.10)
ya'm juft momenti, juft tashkil etuvchi kuchlardan birining

ikkinchisi qo'yilgan nuqtaga nisbatan momentiga tengligi kelib
chigadi

3.5- §. Ekvivalent juftlar haqgidagi teorema

Juftming asosty  xossalarim  ifodalaydigan quyidagi teoreman
isbotlaymiz.

Teorema. Bir tekislikda yomvehi, momentlart teng va avianish
yo nalish-tari bir xil bo lgan ikki juft o ‘zaro ekvivalent bo ‘ladi.

Isbot. Bur tekislikda }'otuvchi(F",.f"':) va {L;‘.‘Q: ) juft kuchlaming
momeni-lar teng:

F|.:!| Qp‘l,‘ (3”:
va aylanish yo'nalishlan bir xil bo'lsin(3 7- rasm).

¥, kuchni ta’sir chiziglan AB va AD da yotuvehi F, va F, tashki
ctuvehi-larga, F kuchni ta’sir chiziglari BC va AB da yotuvehi £ v
F tashkil etuv-chilarga ajratanmz. Natijada
(F.F)o (R.F R R
hosil bo*ladi. Yasalishiga ko'ra, (£ 5 )n0 bo’lgam uchun
(B F yen (F L F) (3.12
Endi fs- () ekanligini isbotlaymiz. Buning uchun (£ 5 ) jufinin
momenti { £, /1) jufining momentiga tengligini isbotlaymiz. (F.F:
jufining momenti F+fi; ga yoki rasmda shtrixlangan ABM uchburche
yuzasining ikkilanganiga teng: (F,, /5 ) jufining momenti esa /s yol
ABN uchburchak yuzasiming ikkilanganiga teng Bu uchburchakl
umumiy AH asosga ega va balandliklan teng bo'lganidan ulamin
yuzalari o°zaro teng Binobarin, Fifi~F iz Bu tenglikni (3.11) bil:
sohishtirsak, Pz iz yoki £5 =0 kelib ehqadi. Shunday qulib, (7
(0.0, ). (3.12) ga asosan ( F. F )en (0,0, ),
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Juftlarning tashkil etuvchilari parallel bo‘lgan holni ham 1sbot
ailingan ko' rinishga keltirib olish mumkin,

it A T L S —

37 -

Isbotlangan teoremadan  quyidagi
natyjalar kelib chigadi
V) jufini o'z rekisligida  ixtiyorly
ravishda  ko'chirsak, jufining  jismga
ta'sirt o'zgarmaydi; 2) juftning monenti
va  avlanish yo'nalishini  o'zgartirmay
uning tashkil envchilari  va  elkasi
o'zgartivilsa, jufining  jismga  la’siri
o 'zgarmay-di.

3.6-8. Bir tekislikda yotuvehi juftlarni qo*shish. Tekislikdagi
juft-larning muvozanat shartlari

Teorema. Bir fekishikda yotuvchi jufilar sistemasi hita jufiga
ekvivalent bo'lib, wning momenii bertlgan juftlar momentlarining
algebraik yig ‘indisiga teng.

Isbot. Jismga bir tekislikda votuvchi va momentlart M, Af. M. ea
teng jufilar ta’sir etsin. Shartli ravishda juft kuehlarmi yoysimon strel-
kalar bilan tasvirlash mumkin (3 8- rasm). Ekvivalent jufilar
1o g risidagi tcorema;,n asosan, berilgan wehta jufimi momentlarini
o'zaartirmay umumiy A elkaga ega bo'lgan, tashkil etuvehilan 4 va B
nugtalarga qo‘yilgan (£, F, WL E ) (FuF,) uchta Jufilar sistemasiga
keluramiz. Bunda File-M, Pdi-M: , Fdi= Mo A va B nugtalarga
qo'yilgan kuchlarm alohida-alohida qo*shib, A nuqtada R vaR I‘IuL};:!-
da R, kuchlami olamiz. Bunda R, Fi-Fs Fs Ry Fo-Fo o k. Natijada
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berilgan jufilar sistemasi teng fa 'sir etuvehi juft deb ataladigan (R, R,
) jufiga keltiri-ladi va uning momenti
M=Rih=F h-Fsh+ 1l h =My Mo+ M;
formuladan aniglanadi.

Uchta juft uchun teorema isbotlandi. Xuddi shuningdek, bir teki
slikda yo-tuvehi va momentlan M, M5 ... M, ga teng bo*lgan n ta jufl
lar sistemasini qo’-shish natijasida bitta teng ta’sir etuvehi juftni olisl
mumkin hamda bu juftning momenti

M=M; + Myt ~ M=3M. (3.13

Isbotlangan teoremadan ko'ramizki, fekislikdagi juftlar sistema
muvozanaida  bo'lishi  uchun berilgan  jufilar momentla-rinn
algebraik yig ‘indist nolga teng bo ‘lish zarur va erarlidir:

S =0 G.1

3.2- masala. Muvozanallashgan uchta juft bir tekislikda votadi. |
juflami tashkil etuvehi kuchlaming miqdori mos ravishda 2 N, 3 N
5 N;oelhalart 3 m, x m va 6 m: birinchi va uchin-chi juftlami
momenti musbat, ikkinchi jufining mo-ment manfiy qivmalga ega.
kinchi juft elkast x topilsin,

Yechish. Jufllaming momentlan quyidagiga teng:

M) =236 Nm: Mo= 3x Nm: My=5-6=30 Nm. Juft kuchlar muyc
natda bolgani uchun M; + M-+M=0 voki 6 - 3x + 30=0. Bun
1=12 m kelib chigadi.

Nazorat savollari:
1. Ikkita parallel huchm qo®shish
2. Juft kuch hagida tushuncha
3. Kuch momentining algebraik givman
4. Juft kuchning momenti
5. Ekvivalent juftlar haqidagi teorema
6, Bir tehislikda yowvehi juftlami go*shish.
7 Tekislikdag: jultlarning muvozanat shartlan



4-BOB. TEKISLIKDAGI KUCHLAR SISTEMASI

Tayanch so‘zlar. kuchlar sistema-
siming  muvozanali, kuchm  o'ziga
parallel ko'chirish, muvozanat shartlari.
teng ta'sir etuvchi kuchning momenti
hagidagi teorema ishqalanish.sirpanib
ishqalanish. ishqalanish  koeffitsienti.
ishqalanish burchag, 1shgalanish konusi,

dumalab ishqalanish.
4.1 rasm.

4.1- §. Kuchni o‘ziga parallel ko'chirishga oid lemma

Agar jismga ta'sic etuvehi Kuchlar bir tekislikda votsa, unga
tekislikdagt kuchlar sistemasi deviladi.

Kuchning jismga ta’sirini ozgartirmay, uni o'ziga parallel ravishda
bir nuqladan keltirish markazi deb ataladigan ikkinchi nuglaga
kochirish masalasi 1804 vilda franstuz olimi L.Puanso tomonidan
isbotlangan quyidagi lemma bilan ifodalanadi:

Lemma. Jismming hiror nugtasiga govilgan kuch, jismda olingan
xtiyordy keliirish markaziga go'vilgan xuddt shunday kuchga va
momentt berilean  kuch-ning  keltirish markaziga nmsbatan
mameniiga teng jufiga ckvivalent bo ladi.

Isbot. Jismning 4 nuqtasiga” kuch qo’vil-gan bo'lsin (4.1- rasm)
Jismning ixtivoriy O nuglasiga ta'sir chizig'i # ga parallel (F ,F )o
0 sistemani go’-vamiz. Bu nollik sistemaning tashkil etuvchilari |ff
[IF [F1F] bolsin. Natijada F o (F F F), lekin (F F F)
kuchlar sistemasi € nuglaga go'vilgan F kuchga va (I-_' 3 .f-"') jufiga
ekvivaleni bo‘ladi (F,a":')ju['lning momenti F Kuchning € nuglaga
nishatan momentiga tengligi ma’lum:

M=M,F).

Shunday qilib, 4 nugtaga qo‘vilgan F Luch, Keltirish markaa O ga

qoyil-gan F=F kuchga va momenti M = M (F) bolgan ( F F )
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juftga ekvi-valent bo*lishi isbotlandi,
Kuchni o*ziga parallel ravishda ko'chirishda hosil bo'lgan jufiga
go ‘shilgan juft deyiladi.

4.2-§. Tekislikdagi kuchlar sistemasining bosh vektori va bosh mo-
menti
.hsmnmg A An . . ., A, nuqtalariga bir tekislikda yotuvechi (
F FuaF,)
kuchlar ta’sir etsin (4.2-rasm; aniglik uchun n=3 holini ko*ramiz).
Puanso lem-masiga ko‘ra. kuchlami O markazga keltirish natuas;dn

berilgan Kuchlar sistemasi O nugtaga qo‘yilgan I = £ . B/ = F,, ...
.': = 1‘“. kuchlar sistemasi va momentlari
M= Mo(F), My=Mo(F), ..., My=MutF,) (4.1)
bo*lgan qo‘shilgan jufilar sistemasi (F, 5 ), (P2, B ) B By ) ga
ekviva-lent bo*ladi.
© markazga qo'yilgan £, F....F, kuchlarni geometrik go‘shib,
kuchlar sis-temasining bosh vekrori deb ataladigan bitta
Ri= Y F=3F, (42
wel L]
kuchni olamiz. Binobarin, kuchior sistemasining bosh vektor
berilgan kuchlarning geometrik yig ‘indisiga teng bo '.’cm‘i
Bir tekislikda yotuwvchi (F,F) (£ F ). (F,E ) juftlam
qo*shib, momenti My ga teng bitta jufini ulnmuz. Bu juftning moment
(3.13) ga asosan mazkur juftlar momentlarining algebraik yig*indisig;
feng:

M= EH‘ yoki (4.1) ga asosa

Mo= 2 Mu(F) (4.

oy
Mo ga  tekistikdagi  kuchle
sistemnasining bash momen
deyiladi. Demak, tekistikdes
kuchlar sistemasining hire

markazga nishatan  bosh  momer
tashkil etuwvehi  kuchlarning sl
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markazga nisbatan momentlarining algebraik yig‘indisiga teng.

Shunday qilib, quyidagi teorema isbotlandi: tekislikdagi kuchlar
sistemasini biror O markazga keltivish natijasida bu kuchlar sistemasi
keltirish markaziga qo'vilgan bosh vektor R ga teng bitta kuch hamda
momenti bosh moment My ga teng bitia jufiga ckvivalent bo ‘ladi.

Bu usulga tekislikdagi kuchlar sistemasini Puanso usuli bilan
berilgan markazga keltirish deyiladi.

Umumiy holda tekislikdagi kuchlar sistemasi faqat®' ga ekvivalent
bo*l-magani tufayli, R teng ta'sir etuvehini ifodalamaydi. Bosh vektor
berilgan kuchlarning geomerrik yig'indisiga teng bo'lib, keltirish
markaziga bog lig bo ‘Imavdi. Keltirish markazini o*zgartirish natijasi-
da kuch elkasi, demak bosh moment o*zgaradi.

Bosh vektor® ning miqdor va yo-nalishini analitik usulda aniglash
uchun keltirish markazida, kuchlar yotgan tekislikda Ox va Q¥
o'qlarni o'tkazamiz (4.2-rasm). F kuchning koordinata o'qlaridagi
proekstiyalarini ., Y.;Rning proekstiyalarini R  vaR bilan

belgilaymiz. U holda (4.2) ni koordinata o*glari-ga proekstiyalab & va
R ni aniglaymiz:

R=5x, B=3¥
el val
Bosh vektomning moduli va yo*nalishi quyidagicha aniglanadi:
R=f(EX ) (LX)
vl L]

cosu= R /R, cosp=R /R, (@.5)

Agar bosh vekior R'=0 ya'ni berilgan kuchlarga qurilgan kuch
ko*pburcha-gi yopiq hamda bosh moment My =0 bo'lsa. tekislikdagi
Kuchlar sistemasi momenti M ga teng bitta juft kuchga keltiriladi, Bu
holda keltirish markazini o‘zgartirgan  bilan  bosh
o'zgarmaydi.

(+4)

moment



4.3-§. Tekislikdagi kuchiar sistemasini teng ta’sir etuvchiga
keltivish. Varinon teoremasi

Jismga bir tekislikda yotuvchi (4, /. . F) kuchlar sistemasi ta’sir
etsin.

Bu kuchlar sistemasini ixtivoriy O markazga kelirib, @ nuglaga
qo'vilgan R’ ,‘ZP bosh vektorga teng bitta kuchni va momenti M,

Y Mu(F) ga teng bitta juRt kuchni olamiz. Quvidagi ikki holni
ko'ramiz

1. Tanlab olingan keltinsh markazi O nuqta uchun bosh moment
M. = 0 bo'lsin Bu holda tekislikdagi kuchlar sistemasi O nugtaga
go'vilgan bitta &' kuchga ekvivalent bo‘ladi, ya'ni ko'rilayotgan holda
bosh vektor teng ta'sir etuvchi kuchni ifodalaydi: &'~ R hamda
(FF,  FyeR,

Shunday qilib, berilgan Kuchlar sistemasining () nuqtaga nishatar
bosh mo-menti nolga teng bo'lsa. bunday kuchlar sistemasi ta’si
chizie'i € nugtadan o*wuvchi teng ta’sir etuvehi kuch R ga keltiriladi:

#=2F
wal

2 Umumiy holda tekislikdagi Kuchlar sistemasining leng ta’si
etuvehisini aniqlash uchun momenti M, ga teng jufining tashki
etuvchilaridan biri (-#) i shunday tanlavmizki, u miqdor jihatdan
ga teng va yo'nahshi unga garama- garshi bo*lsin. Natijada 4.3-ras
mda tasvirlangan (R.-R) juft kuchni olamiz Bu juftning momenti

My =Rh
formula bilan amglangani uchun uning elkasi
h=Meq [R= M IR [EX
tenglikdan topiladi. Shunday  qilib, tekislikdagi berilgan kuchl
sistemasi ' kuchga va aylanishi Mo ga mos (R'-R) jufiga ekvivale
bo-ladi. lekin (R'-2) = 0 bo*lgani uchun berilgan Kuchlar sisiemasi
nuqtadan (O" masofada vo-tuveht ' nuqtaga qo'yilgan bitta |
E! kuchga ekvivalent bo‘ladi. Bino-barin, R0, M. #0  bo lg
holda wkislikdagi kuchlar sistemasi R teng 1'sir etuvchiga keltirtla
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Varinon teoremasi, Tekislikdagi kuchlar
sistemasi teng fa’'sir etuvehisining shu fe-
laslikdagi ixtivorty nugtaga nishatan mo-
menti, fashkil emvchi fachlardan mazkur
nugtaga nisbatan olingan momentlarning 4.3 Tasm.
algebraik vig ‘indisiga teng, va ni

.l'lr'fi,.( R ) = z A !(?U";-]

Isbot. 4 3-rasmdan ko*ramizki, R teng ta’sir eluvchining © nuglaga
nisbatan momenti Mo R)==R-h ni e’tiborga olsak. Mu(R)= Mo 0’_'6
navbatida {4.3) ga ko'ra M., bosh moment quyidagicha aniglanadi:

(4.7)

My = 2Mu(F,) Oxirgl ikkita tengliklami solishtirib, (4.7) o‘ninli
bolishini ko®ramiz
4.4-§. Tekislikdagi kuchlar sistemasining muvozanat shartlari

Yuqorida ko'rganimizdek. tekislikdagi kuchlar sish_zm:lsini bir
nuglaga kelli-rish natijasida bunday kuchlar sistemasi £%0 bolsa,
teng (a'sir etuvchi kuchga, £=0. M, #0 bo'lsa. bilta jufiga ekvivalent
bo'ladi. Lekin tekislikdagi kuchlar sistemasini shu tekislikdagi
xlivorly € nuqlaga keltirish natijasida bir vaqning o*zida bosh vekior
R'ham, bosh moment A, ham nolga teng bo'lishi mumkin, va ' m

R=0, My =0 (-1.8)
voki
YE=0, YMF) =0 (48"
wel "

(+8) voki (4.8 tenglamalar tekislikdagi Kkuchlar sistemasi
muvozanatining zarur va etarli shartini ifodalavdi. Hagigatan ham
(4.8) dagi sharining birortasi ba-jarilmasa, masalan, #%0 bo'lsy,
tekislikdagi kuchlar sistemas teng ta’sir euvehi-ga keltiriladi voki Az,
#0 bo’lsa, kuchlar sistemasi jufiga keltiriladi. Natijada har ikkala
holda ham kuchlar sistemasi muvozanatda bo‘la ol maydi (4.8) ning
etarlili-gi shundan iboratks, #'=0 bo*lsa. tekislikd: agi kuchlar sistemasi
momenti My ga teng Jufiga keltiriladi. lekin A7, = 0 bolgani uchun
bu kuchlar sistemasi muvoza-natda bo‘ladi.
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(44) ni e'uborea olsak. (4.8) voki (4.8) o'miga tekislikdagi
kuchlar sistemasi muvozanati shartlarining analitik ifodasi uchun
quyidagi tenglamalarni olamiz:

TX =0, Br=0, XM =0 4.9)
o vl =l

Demak, fekislikdagi kuchlar sistemast muvozanatda bo lishi uchun
kuch-larning shu tekishkda yotuvehi ikkita koordinata o glariga
proeksuyvalarining vigindilart alohida-alofuda nelga teng va shu
tekishkdagr txtivorty nugtaga nisbatan momentlarinimg g ‘indist
nolga teng bo lishi zarur va etarlidir.

Tekislikdagi kuchlar sistemasi muvozanatining vana  quvidagi
shartlarini kel-tiramiz

. Tekislikdagi kuchlar sistemasi muvozanaida bo ‘lishi wchun
barcha kuchlarning shu tekisiikda yonwveht ixnyoriy ikki nugianing
har hiriga nisha-ran momentlarinmg vig ‘tndisi alohida-alohida nolea
teng va mazkur pugralar-dan o' tvehi tog 'vi chizigga perpendikulyvar
hotmagan o ydagt prockstivalarinig vig'indist nolga teng bo lishi
zarur va etarlidir:

MR =0, D MLE)=0 Y X, =0, (4.10)
wel vl el

Kuchlar sistemast muvozanatda bo'lishi uchun bu shartlaming
bajarilisht za-rurligi bevosita (4.8) dan kelib chiqadi. Chunki (4.10)
dan birortasi bajarilmasa vo-ki M, #0 (My #0) vokit'#0 bo'lib,
bunday kuchlar sistemasi muvozanatlashmavdi. (4.10) dagi shartlar
sistema muvozanatda bo’lishi uchun etarli ekanligini isbotlaymiz.
(4.10) dagi shartlardan birinchi tenglikning bajanilishi 4 nugtaga
nisbatan bosh momenting nolga tengligini ifodalaydi: M, =0 Bu
holda tekis-likdagi kuchlar sistemasi A nuqladan o' tuvchi teng ta’sir
etuvchiga keltirilishi mumkin (4.4-rasm). (4.10) ning ikkinchisi va
Varinon teoremasiga asosan M, (8= W.#)= 0 tenglik bajariladi.
Bino-barin, #=0 yokiR#0 bo'lib,R ning ta'sir chizig'i B nugtadan
ham o‘tadi; ya'ni uning ta'sir chizig'i AB da votadi. (4.10) ning
shartiga ko'ra, Y..X, =K =0. x 0°q AB pa perpendikulyar bo'Imagani
uchun oxirgi tenghk fagatf=0  bo’lgandagina baja-riladi. ya'ni
kuchlar sistemasi muvozanatda bo*ladi.
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2. Tekislikda votuvchi  Kuchlar -
sistemast muvozanatda bo'lishi uchun
barcha kuchlarning shu tekislikdagi bir
to'g'rt chizigda yortmaydigan wuchta =
mugtaning  har  hiriga  nishatan N
momentilarining  yig'indist  alohida- — B =8
alohida nolga teng bo'lishi zarur va /
etarlidir: &

-
el

X

4.4- Tasm.

ML (F)=0, T ML (F)=0,

M F=0 411

Bu shartlarning zarurligi xuddi oldingi holdagidek isbotlanadi.
(4.11) sharllar sistema muvozanatda bo'lishi uchun etarli ekanligi
\eskarisini faraz qgilish bilan is-botlanadi. (4.11) sharilar bajarilishiga
qaramay, kuchlar sistemasi muvozanatda bo‘lmasligi uchun berilgan
sistema bir vaqining o'zida 4, B. € nuqtalardan otuv-chi teng ta’sir
etuvehiga keltirilishi kerak (4.4-rasm). Buning bo’lishi mumkin emas.
chunki A, 8,C nugialar bir to*g"ri chizigda yotmaydi. Binobarin, (4.11)
shart-lar bajarilsa. kuchlar sistemasi muvozanatda bo’ladi.

4.5- §. Tekislikdagi paraliel kuchlarning muvozanat
shartlari

Bir tekislikda voluvehi (7, ... F,) parallel kuchlar sislemasi beril-
pan bol-sin. Qv o'qni kuchlaming ta’sir chizig iga parallel vo*naltira-
miz (4.5-rasm). Bar-cha kuchlar €x 0°gga perpendikulyar bo'lgani uc-
hun har binning Ox o’qdagi pro-ekstivasi nolga teng bo’ladi. Natijada
(4.9) ning binnchi tenglamasi ayniyalga ay-lanadi va tekislikdagi pa-
rallel kuchlaming muvozanat shartlari quyvidagicha vo-ziladi:

Yr=0, 3 MyE1=0 (4.12)

(4.12) dan ko'ramizki, tekislikdagi paralle! kuchlar muvozanasda
bo lishi uchun tashkil eeuvehi kuchlarning algebraik vig indisi va shi
tekislikdagt  wxityo-riv nugtaga nisbatan momentlarining algebraik

Vg tndisi alohida-alohida nolga teng bo lisht zarur va erarlidir
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Agar bu kuchlar sistemasi uchun (4.10) voki (4. 11) ni tatbiq etsak,
(4.12) o'r-niga quyidagi ifodalami olamiz:
> M E)=0 2, Ma(F)=0

4.6-§. Richagning muvozanati

() nugtadan Oxy tekislikka perpendikulvar o’igan o'q atrofida shu
tekislikda votuvchi F.F-’T' kuchlar ta’sinda avlana oladigan
qattiq jismga richag deviladi (4.6-rasm). 4

Berilgan kuchlar gatorniga @ nugla bog*lanish reakstiva kuchlan X,
va ), larni gqo*shamiz. U holda (4.9) tenglamalar quyidagicha vozila-

S A
N

-~ -— =

Fy
4% masm, 4 6. Tasm
XATX =0, L 3n=0, TMFI=0  (413)
¥ wal vl

(4.13) ning birinchi ikkita tenglamasidan O nugtaning reakstiyasi
X, va i, anig-lanadi;

x=3x.  r=-3%7
il
(4.13) ming uchinchi tenglamasida, yva'ni

E“.'uu['r';. )=0

da O nuqtaning reakstiva kuchlan  qatnashmaydi. Shu sababli bu
tenglama richagning muvozanar shartini ifodalaydi. Bu tenglamadan
kotramizki, richag muvozanatda bo'lishi uchun unga  go vilgar
barcha kuchlarning tavanch nugiasiga nishatan momentlarining alge-
hraik yig indisi nolga teng bo lisht zarur va etarlidir.
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4.7-§. Statik aniq va statik noanig masalalar

Berilgan masalada noma’lumlar soni muvozanat tenglamalari
somga teng bo'l-
sa, bunday masalaga starik anig masala. aksincha noma’lumlar soni
muvozanal tenglamalari sonidan ortiq bo'lsa, starik noanig masala
deviladi.
Tkkala uchi qo*zg*almas stilindrik shamirli tayanchga birikirilgan
AB balkaga F, va F kuchlar tasir etsin (4.7- rasm, a). O‘lchovlar
rasmda ko'rsatilean, Balka-ga ta'sir etuvchi berilgan # va £, kuchlar
qatoriga A va B tavanchlar reakstiva kuchlarining tashkil etuvchilan
X,¥,.%,.¥Y, ni qo'shib, uni erkin jism deb qaray-miz Bu kuchlar
tekislikdagi kuchlar sistemasini tashkil etadi. Binobarin. balka uchun
uchla muvozanat tenglamasini tuzsh mumkin, Bu  muyozanat
tenglamalari-da to°rita noma’lum reakstiva kuchlari qatnashadi, Shu
sababli bu uchta tengla-malar vositasida noma’lumlami aniq

lash
mumkin emas, ya'ni masala statik noaniq masaladir. :

. = E aE fes = >
T <] o . . £ Ty Ta
L5\ J | el BN | I X
v S e T o P R

| 5 .- = g Wl
a 4 T-rase. g

Bu masala statik aniq bo*lishi uchun tavanchlardan birini (masalan.

B tavanch-ni) qo zgaluvchan shamirli tavanch bilan almashtirish
mumkin (4.7-rasm. @). U xolda 8 nugtada vertikal yugoriga y o'nalgan
bitia ¥, Kuchga ega bo'lamiz, hamda noma’lumlar va tenglamalar son
o' zaro teng bo*ladi. Endi u statik aniq masalaga aylandi; noma’ lumlar-
ni muvozanal tenglamalan asosida topish mumkin

4.8-§. Tagsimlangan kuchlar

Texnikada turli inshootlaming muvozanatini aniglashda ulaming

avrim nuqta-langa qo°vilgan kuchlar bilan birea haym, sirt yoki chi-
71q kesmalan bo'yicha ma’lum qonun asosida tagsimlangan kuchlami
hisobga olishga to'g'ri keladi. Bunday Kuchlar hajm. sirt voki chizg
birligiga to*g"ri keladigan Kattalik - tagsim-langan kuchlarnine inten-
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sivligi bilan xarakterlanadi

Jismlarga, asosan, parallel yoki bir nugtada kesishuvehi tagsimlan-
gan kuchlar ta’sir etadi. Masalan, jism zarralarming og'iplik kuchi
haym bo*yicha, suvning to‘-g‘on sirtiga bosim kuchi sirt bo'yicha tag-
simlangan parallel kuchlarni ifodalaydi Bir tekislikda joylashgan be-
rilgan chiziq bo'yicha tagsimlangan kuchlarning ayrim turlan ustida
batafsil to*xtalamiz. Bunday kuchlarming intensivhign N/m da o‘lcha-
nadi.

1. To'g'ni chizig kesmasi bo‘yicha tekis tagsimlan-gan kuchlar (4 8-
rasm), Bunday kuchlaming intensivligi ¢ o'zgarmas katta-lik bo‘ladi
AR kesma bo'yicha tekis tagsimlangan kuchlarm A8 ning o'rasiga
qo'yilgan

O ag (4.14)
teng tasir etuvely kuch bilan almashtrish mumkin

2 To'g'ni chizig kesmasi bo'yicha chizigli gonun

i

I

4 B- rasm 4.9- rasm. 4. 10-rasm.
bo'vicha tagsimlangan kuchlar (4.9-rasm) Uzunligi o ga teng AL
sterjenga chizgh gonun bo’vicha tagsimlangan kuchlar ta’sir etsin
Bunday kuchlarga misol tarigasida suv bosim kuchining to*g'on bal-
andhigi bo'yicha tagsimlanishini olish mumbkin, Bunday kuchlarning
intensivligi ¢ o*zaaruvehan bo*lib, noldan to maksimal qiymatt ¢
gacha o'zgaradi. Ko'rilayotgan holda tagsimlangan kuchlarning teng
ta'sir etuvehisi ABC nwchburchakming BC' tomonidan a'3 masofage
go'yilgan hamda
O alfmei2 (4.15
3To'e'n chimq kesmasi bo'yvicha ixtiyorly qonun  asosid
tagsimlangan kuchlar Bunday kuchlarming teng ta’sir etuv-

4.11= rasm
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chisi ) migdor jthatdan mos
masshtabda  oflchangan  ABCD
shak! yuzasiga teng bo'ladi hamda
berilgan  yuzaming og‘irhik
markaziga qo‘yiladi (4.10- rasm).
Bu holga metro va boshqa er ostt
inshootlariga  tuproqming  ta’sir
kuchi misol bo*lady
4 Devorga  qisib mahkam-
langan balkaga ta’sir etuv-chi tagsimlangan kuchlar, A8 balkaning AC'
gqismi devorga  qisib mahkamlangan bo'lsin (4 1l-rasm). Bino
balkonlanming asosi devorga xuddi shun-day binktinladi. Agar
balkamng AC qismuni bog'lanishdan bo'shatub, devorning unga
ta’sirini tagsimlangan kuchlar bilan almashtirsak, bu kuchlarni ¢’
nugtaga keltirish natijasida tagsimlangan kuch-larning bosh vektoriga
teng K, kuchni va momenti tagsimlangan kuchlarning bosh momenti

2
4.12 = TUSIL

M ga teng juftmi olamiz. M- reaksiva juftining momenti deyiladi. K.
ning yo'nalishi anq bo‘lmagani uchun uni xuddi go*zgalmas sharnir
eaksiyasi kabi x va y o'glaming musbat yo'nalisht bo'-yicha
o'nalgan tashkil etuvchilardan iborat deb garnymiz Shunday  qilib,
«evorga qisib mahkamlangan balkaning devorga qisilgan qismi-dag;
reakstiya kuchi, sharmrlt bog‘lanishdan farqli o'laroq, noma’lum &
reak-stiya kuchidan tashqart momenti noma’lum reakstiva juflining
momentiga teng jufiga ckvivalent bo'ladi. A%, ¥ va M- lar I:nll:nnm;
muvyozanat tenglamalaridan aniglanadi.
4.1-masala. Arka shaklidagi fermaning A nuqtasi  qo’zoalmas
sharmirl) ta-yanchda va £ nugtas: gorizont bilan 30° burchak tashkil
qilgan silliq tekis-
likdagi go’zg“aluvchan sharnirhi tayanch-da turadi. Oraliq A8 = 20
m. Fermaning og'irligi /' =100 kN. Shamol bosimining teng ta'sir
etuvchisi /= 20 kN bo'lib, uning ta’sir chizign AK ga paruflchf holda
undan 4 m balandhkdan o'tadi. Tayanch reakstiya-lar topilsin (4.12-
rasm)
Yechish. 1. Fermanming muvozanatini tekshiramiz.
2 Koordiata o'qlarimi 4 1 2-rasmdagidek tanlab olaniz
J.Fermaga ta'sir etuvchi kuchlami ko'rsataniz. Fermaga (" nugtaga
qo'ytlgan /= 100 kN va ABga parallel /= 20 kN kuchlar ta’sir
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ctadi. B nugtadagi qo‘zga-luvchan tayanch reakstiva kuchi tayanch
tekisligipa perpendikulyar yo'naladi; qo‘zg'almas sharnirli A
tayanchning reakstiya kuchini X, va¥, tashkil etuvchilarga ajratamiz.

4. Fermaga ta’sir etuychi2,F.X ¥ . K, kuchlar tekislikdagi kuchlar
sistemasi-ni tashkil etadi. 4.12-rasmdan foydalanib, muvezanat
tenglamalari (4.9) ni tuzamiz:

$X,=0; Rucos60° +X,~ F=0,

S0 =0; Rycos30° +¥i- P=0, Y MulF) =0; - P10 +¥, 20 + F-4=0.
=l el

Bu tenglamalardan noma’lumlarni aniglaymiz:

Ry =6236 kN, X,;=-11,I18kN, Y,=46 kN.

4.2-masala. B balka A nuqtada devorga qisib mahkamlangan
(4.13- rasm, a). Agar P= 4 kN, M = 2 kNm, ¢= 1.5 kN/m bo'lsa, 4
tayanchdagi reastiva kuchlari aniglansin.

Yechish, Birinchi usul. 1. 4B balkaning muvozanatini tekshiramiz.
Balka A nugtada devorga qisib mahkamlangan.

2. Koordinata o*glarini 4.13-rasm. & dagidek tanlab olamiz.

3. AB balkaga ta’sir etuvchi kuchlami ko*rsatamiz. Balkaga 8 nug-
taga ko'vil-gan P = 4 kN kuch, momenti Af = 2 kNm juft kuch ta’sir
ctadi. A oraligdagi tekis tagsimlangan kuchlarni AC ning o' rtasidagi
E nuglaga qo'yilgan 0 = g AC = 4.5 kN vertikal pastga yo*nalgan
Kuch bilan almashtiramiz. 4 nugtadagi bog* lanish shu nugta ko*chishi-
ni cheklashi bilan birga balkaning vertikal tekislikda mazkur nugta
atrofida aylanishiga ham 10°sqinlik giladi. Shu sababli balka qisilgan
jovdagi bog'lanishni X ,.¥, reakstiya kuchlari va momenti M, ga
teng reakstiya jufi momenti bilan almashtiramiz (4.13-rasm. G).

4. AB balkaga ta'sir etayotgan kuchlar  tekislikdagi kuchlar
sistemasini tashkil etadi. 4.13-rasm, 6 dan foydalanib, muvozanat
tenglamalari (4.9) ni tuzamiz:

oy
~ ]
[ s M |
e s |
LE-!:{ i e v S 1
J = A
a Kt ol “
b Y fin | N
A s i
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X, =0; -Peosds® +X; =0,
vl

$%.=0; Pcosds® +¥,- 0=0.
il
M AR =0 M, = AE-Q—M + - dlicos 45" = 0
Bu tenglamalardan X, ¥i. M, noma'lumlarni aniglaymiz:
X=283kN , Yy=1,TkN, & ,=-5.4 kKNm
Ikkinchi usul. Bu usulda ham masalaning boshi xuddi birinchi
usuldagi-dek echiladi. P va ¥, kuchlarning tasir chiziglari kesishgan
nugtani D bilan bel-gilaymiz (4.13-rasm.6) hamda CA + CB = Sm
ekanligini nazarda tutib, 4B balka uchun (4.11) muvozanat
tenglamalarini tuzamiz:
FMF)=0, M, AE Q=M+ P Altcos45° =0,
LM UF)=0; -MAEBQ —AB Y.+ M=0;
YoM ) =0; M+ ADX, - 48 -0-M=0.
Bu tenglamalardan M, , X;. ¥, noma’lumlarni aniglaymiz:
X=283kN. Yy=1.7kN, s, ,=-54 KNm.
Tekislikdagi kuchlarga doir namunaviy masala va hisob grafik
‘shlari  variant-lari darslik  so'ngida  l-ilovaning |-topshirig®ida
serilgan.

4.9- §. Bir tekislikda yotuvchi bir necha jismdan tashkil topgan
sistemaning muvozanati

Bir tekislikda yotuvehi, bir-biri bilan bog*langan bir necha jismdan
tashkil topgan sistemaning muvozanatini aniglash uchun sistemaga
ta’sir etuvchi kuch-larni ikki gruppaga: tashgi va ichki kuchlarga ajra-
tamiz. Sistema tarkibiga Kir-maydigan jismlaming berilgan sistemaga
ta"sir kuchlari (masalan, og*irlik kuchi, tashqi bog*lanish re kstiya ku-
chlari) rashgi kuclilar deyiladi. Sistema tarkibiga Kiruvchi Jismlarning
bir-biriga o*zaro ta'sir kuchlariga ichki kuchlar deviladi. Nyutonning
uchinchi qonuniga ko'ra ichki kuchlar jufi-juft ravishda mi‘idor iihalt
dan teng, yo*nalishi esa qarama - qarshi bo’ladi. i
Bir tekislikda yotuvchi n ta jismdan tashkil topgan sistema muvoza-
natda bo*lsa. bunday sistema uchun tekislikdagi kuchlar sistemasining
uchta muvozanat tenglamalari o°rinli bo*ladi va bu tenglamalarda ich-
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ki kuchlar gatnashmaydi. Lekin barcha noma’lumlarni aniglash uchun
bu shartlar etarli bo*lmaydi. Bunday masalani echish uchun » -1 1a
Jismni alohida ajratib olib, ularning har biri uchun uchtadan muvoza-
nat tenglamalarini tuzish mumkin, Natijada 3+3(+-1) =3n ta muvoza-
nat tenglamalarini olamiz. Sistemadan ajratib olingan biror jismning
muvozanati tekshirilayotganda bu jismga sistemani tashkil etuvchi
boshqga jismlarning ta’siri kuchlar bilan almashtiriladi. Bu kuchlar sis-
tema uchun ichki kuchlar hisoblanadi. ammo ajratib olingan jism
uchun tashqi kuchlar qatoriga kiradi.

Bunday masalalarni yana quyidagi usulda echish mumkin. » ta
jismdan tashkil topgan sistemaning muvozanatini aniglash maqsadida
har bir jismni xuddi yugoridagidek ajratib olamiz va ular uchun uchta-
dan muvozanal tenglamalarini tuzamiz. Natijada vana 3n ta muvoza-
nat tenglamalarini olamiz.

Sistemani tashkil ewvehi jismlar o*zaro erkin, tayanch, sharnir yoki
egiluvehan va cho‘zilmaydigan ip (vaznsiz sterjen) vositasida
bog*langan bo'lishi mumkin.

4.3 - masala. Ogtirligi P,=180H bo*lgan bir jinsli 48 sterjen A
sharnir bilan shipga mahkamlangan bo'lib, v og'irligi P~108H
bolgan bir jinsli CD sterjen-ning C uchiga erkin tivalib turadi (4.14-
rasm, a). A sterjen vertikal bilan =45 burchak tashkil etadi hamda
ACAB=2/3. Uzunligi 1,5 m ga teng CD sterjen D uchi bilan devorga
qisib mahkamlagan, CD sterjenga chizigli uchburchak gonuni
bo'yicha tagsimlangan Kuchlar qo*yilgan va bu kuchlarming maksima’
intensiv-ligi o= 120H/m A4 va D nuqtaning reakstiya kuchlar
hamda sterjenlarning bir-biriga ko*rsatadigan bosim kuchi aniglansin,

Yechish. 1. 48 va CD sterjendan tashkil topgan sistemaning muvo-
zanatini tekshiramiz.

2. Koordinata o*qlarini 4.14- rasm. 4 dagidek yo'naltiramiz

¥,

j ;;lﬂll.ﬂﬁiﬂl%

Y i

Dy

404 pagin
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3.Sistemaga ta’sir etuvchi kuchlarni ko' rsatamiz. 4B va CD sterjen-
larga ulaming o'rtasiga qo*yilgan P/=180H va P:=108H og'irlik
kuchlari ta'sir etadi, CD sterjenga ta'sic ctuvchi chizigli qonun
bo"yicha tagsimlangan kuchlamni D nugtadan DK= CD/3 masofada
qo'yilgan, (4.15) ga asosan topiladigan vertikal pastga yo'nalgan kuch
bilan almashtiramiz.
Q=CD (et 12
A sharniming reakstiya kuchini &%, tashkil etuvchilardan ibnl:llt
deb qaraymiz. Sterjen gisilsan D nugtadagi bog'lanishni X,.Y,
reakstiya kuchlari va M, moment bilan almashtiramiz, _—

Shunday qilib, sistemaga bir tekislikda joylashgan x,.7,.70.0.0

.7, kuchlar va Mj moment ta’sir etadi. Bunday sistema uchun uch-
ta muvozanat tenglamalarini tuzsak, unda beshta noma’lum reakstiya
kuchlari gatnashadi. Shu sababli sistemani ikkita jismga ajratib. ularn-
ing hap biri uchun alohida muvozanat tenglamalarini tuzish qulay
bo'ladi (4.14-rasm, 6). AB sterjen C nugtada erkin tayangani uchun
CD sterjenning unga ta’sirini € nuqtada AF ga perpendikulyar yugor-
iga yo'nalgan ¥, reakstiya kuchi bilan almashtiramiz. Xuddi shuning-
dek, AB sterjenning CD sterjenga ta'sirini C nuqtada A8 ga perpendi-
Kulyar ravishda (yoki CD ga 45° burchak ostida) pastga yo'nalgan »,
reakstiya kuchi bilan almashtiramiz. §, kuch sistema uchun ichki
kuchni. A8 va D sterjen uchun tashgi kuchni ifodalaydi.

4. AB sterjenga 1a'sir etuvchi¥,.¥,. 7. N Kuchlar tekislikdagi
kuchlar sistemasini tashkil etadi. ¥, va ¥ ning kesishgan nuqtasini i
bilan;», va ¥, ning kesishgan nuqtasini € bilan belgilavmiz va 4.14-
rasm, & dan foydalanib (4.1 1) muvozanat tenglamalarini tuzamiz:

Y MAF)=0; PAEcosH43" - N, -AC=1, (1
_Zl“u”'-:’—'u: “PHHCHAC-AE) cosd5' + HAYV,=0. (2)
P MAE) =0:-8 - AE cos 45~ OA X, =0 3)

Bunda  AE=AB2, HC=AC=24B73, HA=04=v2 AC=23 1B3
ekanligini nazarda tutib, ularni A8 ga qisqartiramiz va noma’ lumlami
aniglaymiz.

N =95 46N, = | 125N, X, =67.5N
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(#.11) tenglamalarni  ABsterjen uchun qo*lashning afzalligi
shundan iboratki, A8 sterjen uchun tuzilgan tenglamalarda fagat
bittadan noma’ lumlar qatnashadi.

CD sterjenga ta'sir etuvchi X720~ kuchlar va M, moment,
tekislik-dagi kuchlar sistemasini tashkil etadi. 4.14-rasm, & dan
foydalanib, €D sterjen-ning  muvozanat tenglamalarini  (4.9)
ko'rinishida yozamiz.

X, =0; N cosd5® +X;,=0

il'. =0; -Necosd5*+¥,— 0 - P. =0,

Y MuF =0 =M, +DK-Q+NC-CDcos45" + B, - DL =0

Bu tenglamalarda DK=CD/3, DL=CD/2 ekanligini nazarda tutib,
noma’-

lumlarni aniglaymiz:

A =67,5N, Ip 265, 5N, Mp=22725N,

AB va CD sterjenlarning bir-biriga ko‘rsatadigan bosim kuchi#,
migdor jiha-tidan shu nuqtada hosil bo*ladigan sistemaning ichki
reakstiva kuchi N, ga teng, ya'ni k.= ¥, =9546N yo‘nalishi esa unga
qarama-garshidir,

4.10-§. Ishgalanish. Sirpanishdagi ishgalanish

1.3- § da bog'lanishdagi jismlar absolyut qattiq jismdan iborat va
ularning bir-biriga tegib turgan sirti ideal silliq hamda bog*lanish
reakstiva kuchlari fagat normal tashkil etuvehidan iborat deb faraz
gilingan edi. Lekin har ganday jism oz bo*lsada, deformastiyalanadi
va ularning sirti absolyut silliq bo‘lmaydi. Shu sababli real
bog*lanishlarning reakstiva kuchi jismlar tegib turgan yuzada normal
reakstiva kuchiga perpendikulyar yo'nalgan yana bitta tashki!
etuvchiga ega bo'-ladi. Reakstiya kuchining bu tashkil etuvchisige
ishgalanish kuchi deyiladi.

Texnikada ishqalanish kuchini hisobga olish muhim ahamiyatg:
ega. Masa-lan, tramvay yoki avtomobilning etakehi g'ildiragi relsg:
yoki vo'lga ishqalan-gani tufayli ular harakatlanadi. Tasmali v:
frikstion uzatmalarda, tormozlarda ishqalanishdan keng foydalaniladi.

Bir jismning ikkinchi jism ustida sirpanishi natijasida hosi
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bo*ladigan ish- qalamshga sirpanishdagi ishgalanish deyiladi.

Og'irligi P ga teng jism gorizontal snrlga qo }'I|L,al'l bo*lsin (4.15-

rasm). Ji-smni blok orqali o*tkazilgan ipga
bog*laymiz. Agar sirt ideal silliq bo'lsa.
jism og'irlik kuchiPva sitning normal
reakstiva  kuchi N tasirida  muvozanatda
bo*-ladi. Bu kuchlar vertikal kuchlardan
iborat bo‘lgani uchun ipning ikkinchi uchi-
pga juda kichik tosh go ysak jism
harakatlanishi kerak. Lekin ipning ikkinchi uchiga ma'lum miqdorda
tosh qo ymaguncha 115‘“ harakatlanmaydi. Chunki go-rizontal sirt
bilan jismning yuzasi absolyut silliq bo*lmagani tufayli ipning tor-
tilish kuchi 7 ga migdor jihatdan feng, yo'nalishi qarama qarshi
bo‘lgan F ish-qalanish kuchi hosil bo'ladi. F kuch sirpanishdagi
ishgalani sh kuchi deyi-ladi.

Agar ipning ikkinchi uchiga tosh go'ya borsak, unga mos ravishda
Tkuch, sirpanishdagi ishgala-nish  kuchiFortadi va  jism
xarakatlanishi oldida ishgala-nish kuchi maksimal giymaltga erishadi,
Shunday qilib, sirpanishdagi ishqala-nish kuehi # nisbiy muvozanat
holatida noldan to maksimal migdorgacha o*zgaradi:

0= F= Fou (<.16)
Jismning tinch holatida hosil bo*ladigan ishgalanish kuchiga starik
ishgala-nish  kuchi  deyiladi.  Sirpanishdagi  ishqalanish  kuchi
jismlarning bir-biriga tegib furgan yuzasi orqali otuvchi urinma
tekislikda yotadi. Shunday qilib, g*adir-bu-dir sirtning to'liq reakstiva
kuchi migdor va yo'nalish jihatdan normal reakstiya kuchi vg
ishqalanish kuchlariga qurilgan to'g'ri to*rtburchakning diagonali
bilan ifodalanadi (4.16-rasm):

=

F [

4.15-Tasm.

R=F4 &
Tajribalarning ko'rsatishicha, sirpanishdagi ishqalanish quy idagi
Amonton-Kulon gonuni bilan ifodalanadi,
Tinch holatdagi maksimal ishqalanish kuchi jismming tavanch reki-
sligiga ko ‘rsatadigan normal bosimiga praporstionaldir,

Fan ::f}? (4.17)

Wy
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Bu tenglikdagi [ sirpanishdag: ishgalanish
koeffistientin ilfodalaydi hamda
ishqalanuvehi  jismlaming  materialiga va
holatiga  (namlik, temperatura, jismlar
sitlariming ishlanishiga) bog'lig bo'ladi. Bir
jism ikkinchisi ustida harakatlan-ganda hosil
##7: bo'ladigan ishgalanish kuchi ham normal

bosimga proporstional bo'ladi. Fo.= f ' N
Bunda ' -jism harakatlangandag ishgalanish koeffi-stienti bo*lib, u
jismning linch holatidagi ishqalanish koefTistientidan kichik bo‘ladi: /
* {!‘

Agar biror siriga tayanib turgan jism sirpanish oldida (muvozanat
chegara-sida) bo'lsa. ishgalanish kuchi maksimal qivmatga ershadi
(4 17-rasm) hamda

R =N+b, {4.18)

Maksimal to'liq reakstiva kuchi £, ning normal reakstiva kuchi N

bilan tashkil qilgan burchagi ... ishgalanish burchagi deviladi. 4.17-
rasm va (4.17) ga asosan

18 o™ Faes INS (4.19)

Jismni siljtuvehi aktiv kuchlar turli vo'nalishda 1a'sir etishi

mumkin. Turli vo'nalishdagt siljituvehi kuchlarga mos bo'lgan barcha

k. 10°liq reakstiva

kuchlanning geometrik o'mi konus sirtidan iborat bo'ladi Bu konue
ishgala-mish konusi deb ataladi. Gorizontal tekislikda tinch hold:
votuvechi jismga tekislikka o' tkazilgan nor-mal bilan a burchak tashki
etuvehi @ Kuch ta'sir etsin (4.18-rasm). ¢ kuchni normal reakstiy
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kuchi bilan muvozanatlashuvchi N P~ Qcosa va jismni silji-tishga
intiluychi § - Osing ikkita tashkil etuvchiga ajratamiz Jismni siljitish
uchun § kuchming moduli, maksimal ishqatamish kuchi FpuecfN=
[Ocosu dan kafta bo'lishi kerak: Osina = fOcosa yoki f=1g ¢ < 1g 0.
Bundan
T = Oy (4.20)
natijani olamiz (4.20) tengsizlikdan ko'ramizki, agar @ kuch
tekislikka o' tkazilgan normalga @ burchakdan kichik burchak ostida
ta'sir etsa, u holda bu kuch har qancha katta bo*h-shiga qaramay jism
tinch holatda qoladi. Vertikalga @y burchak ostida o' tkazilgan to’g™n
chiziglar bilan chegaralangan (4 18- rasmda shirix-langan) sohaga
ishgalanish sohast deviladi. Ishqalanish sohasi quyidagi xusu-siyalga
ega. a'sir chizig'i ishqalanish sohasi ichida yotuvel @ kuch har gan-
cha katta bo'lsa ham tekislikka tayanib turgan jismni harakatga kellira
olmayvdi Agar jism twli vo'nalishda harakatlana olsa, ishqalamish
sohasi uchidagi bur-chagi 20... ga leng ishqalanish konusi bilan
chegaralanadi. Bu holda ishqala-nish konusi uchidan o*tuvchi va bu
konus ichida votuvchi har qanday kuch ji-smni harakalga keltra
olmaydi Masalan, ikkita tekislikka tayangan va ogirligi 7 ga teng
AR brusga ta'sir etuvchi kuchlaming muvozanatini garavlik (4 19-

rasm)  Brus  muvozanat  holatida A
bo'lzganda A va & nuqtalaming reakstiva &% . o ;
kuch-lari £, va A,lar mos ishgalanish \
konuslari ichida yotadi. 4 va Bnuqglalara 2 \& 7

te-kishiklaming normallariga Qime va
e burchaklar ostida A4y, Ads hamda
88, 88 chiaglami  o'tkazb,
ishgalanish konuslarining chegaralarini
olamiz, Bu chiziglar bilan chegaralangan
CLOLC  tortburchak  ishqalanish
sohasini ifodalaydi,

4.11-§. Dumalashdagi ishqalanish

_Jisqﬂamn_ng dumalashdag _ishqal.'ulishini absolvul  qattiq  jism
doirasida izoh-lab bo'lmavdi. Shu sababli bu hagida qisqa
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'] & ma’lumotlamnigina keltiramiz
\\ Og'irligi £ va radiusi R ga teng silindr

/ : gorizontal tekislikda volgan bo'lsin (4.20-
/ Y rasm). Silindrga gorizontal 7 kuch qo*vilgan.
I\ 4 . i Silindr va tekislikning de-formastivalanishi
. },11'-’1 natijasida ishqalanish bitta nugtada  hosil
o R« bolinay kK. jikthming: biroMinige: egib
I‘:“_ turgan ezilgan vueasida hosil bo'ladi van

Tasm.

normal reakstiva kuchi hamda F ishqalanish
kuchi (2 nugtadan o'tuvchn vertikaldan 8 masofada votuvehi ' nugtaga
go*viladi.

(49) dan foydalanib. silindming muvozanal tenglamalarini
luzamie

NX, =0 T--F=u,

MY, =0 N—Pe=0,

MM, (F)=0; N-§—=T-R=0.

Bundan

F=T,N=P, N-5=T:R (4.21)

munosabatlami olamiz  Shunday qilib. stilindr dumalashi oldida
unya momentlari teng va aylanish vo'nalishi qarama-qarshi bo‘lgan
(T, 7} va 7, -'-l Julilar ta’sir etadi. Silindming dumalashiga qarshilik
ko'rsatuvchi . % Jultga dwmalashdagi ishgafanish jufti, bu juftning
momen-tiga dunialashdagi ishgalanish momenii deviladi. Tajribalarn-
g ko'rsatshicha, dumalashdagi ishgalanish momentining maksimal
qgivmati normal bosimga proporstional bo*ladi:

Maus= N

bunda & ~dumalashdagi ishgalanish koeffistenit bo‘lib, uzunlik bir-
ligida o'l-chanadi

(421 yung uchinchisidan

7.l
T=2 (4.22)

Bu [lormuladagi 4 Kattalik ko*pchilik  materiallar uchun  sir-

panishdagi ishga-lanish koeffistienti / dan ancha kichik bo’ladi.
Shuning uchun bunday jismlami sirpantirishdan ko'ra dumalatish
uchun kam kuch sarflanadi.

4.4-masala. Og-irligi O~ 1085 kN, diamelri o Im bo'lgan
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giildirakning gorizontal tekislikda tekis dumalashi uchun kerak
bo‘lganFkuch, shuningdek tekislikning reakstiva kuchi aniqlansin,
dumalashdagi ishqalanish koeflistienti &=0.2sm. P kuchning gorizon-
tal tekislik bilan hosil qilgan burchagi esa «=30 (4.21- rasm).
Yechish. 1. G'ildirakning sorizontal tekislik bo"vlab tekis dumala-
shida ta’-sir etuvchi kuehlaming muvozanatini tekshiramiz,
2. Koordinatalar boshini @ nugtada olib, koordinata o"qlarini 4.21-
rasmda-gidek y o naltiramiz. e
3.G'ildirakka uning og'irlik markaziga qo'yilgan og'irlik kuchi 4
va aktiv kuch71a'sir etadi (shakl anigroq va yagqol bo'lishi uchun
grildirakning tekis-

4.2 ]-rasm.
likka botishi. va'ni gorizontal tekislikning deformastivasi shaklda
kattaroq gilib korsatilgan). Bundan tashqari. g'ildirakka gorizontal va
vertikal reakstiva kuchlari ¥ vaZ ta'sir etadi. ulaming ta’sir nugtasi
CJa o'qdan & masolada bo’-ladi.
4.Gildirakka 1a’sir etuvchi 0, P. W, T kuchlar tekislikdagi
kuchlar sistemasini  tashkil etadi. 4.21- rasmdan fovdalanib
kuchlaming muvozanat tenglamasini (4.9) ko nnishida twzamiz:
VA, =0 Poso—T=0,
EY‘ =0 —Q4+Fsinz-LA=0
S M Fy) =0 Nob— Pore O

3- tenglamada i kuchning momenti qatnashmavdi. chunki o va h
nugta goni-zontallari orasidagi masofa juda Kichik bo'lgam uchun uni
¢'tiborga olmadik

aOK uchburchakdan 7 kuchning elkasi aniglanadi: s reosa. bunda
# bilan giildirakning radiusi belgilangan. /1 ning givmatini (3) gg
qo-vib, N ni amglavmiz: 5

r
N=—_Peoscr
&



N ning bu qivmatni (2) ga qo'vsak,
- O+Psin gt %l'cosa =0
yoki
Pisin u+:—;_cosu =0
Bundan
P Ql(sin u+;mu ) =5kN

(1) dan ishqalanish kuchi 7 ni aniglaymiz. 7 Pcosa =4 33kN.
(4) yordami-da normal reakstiva kuchi topiladi: ¥ = 1082.5 kN,

Nazorat Savollari:
1. Kuchni o’ ziga parallel ko' chirish hagidagi lemma.
. Kuchlar sistemasini bir markazga keltirish,
. Bosh vekitor va bosh momentni aniglash.
Kuchlar sistemasining muvozanatlik shartlan.
. Ishqalanish kuchining paydo bo’lish sababi nima?
1. Sirpanib ishqalanish qonunini formulasini vozib bering?
7. Sirpanib ishqalanish KoefTitsienti nimalarga bog liq o zgaradi?
8. Sirpamib 1shgalanish burchagi nima?!
9. Dumalab ishgatamsh koefTilsienti nima?
10. Dumalab ishqalanish koeffitsienti nimaga bog'liq 0" zgaradi?

e
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5-BOB. FERMALARNI HISOBLASH USULLARI

Tayanch so*zlar: ferma, tugun, sterjen, shamnir, kesish usuli, Ritter
usuli

5.1-§. Ferma haqida tushuncha

Shamirlar vositasida geometrik o'vgarmas qilib lutashlirﬂ!;ﬂ'l
sterjenlardan  hosil bo'lgan  konstrukstiva ferma  deb  atalady
Sterjenlaming uchlarini tutashti-ruvchi nuqta mgin deyiladi.

Fermalar qanday inshootda qo'llanishiga qarab turlicha nom bilan
ataladi. Masalan, ko'prik qurlishida foydalaniladigan ko prik
fermalari (51-rasm, @), inshoollaming tomini ushlab (uradigan
stropila  fermalari  (5.1-rasm, @), ko'la-rish  qunlmalarida
fovdalaniladigan kran fermalari (5.1-rasm. ¢) vah. k.

Odatda, ko*prik va stropila fermalari bir tomondan qo zg almas.
ikkinchi to-mondan qo'zgaluvchi tavanchlarga o matiladi. Kran
fermalari tavanch pod-shipnikka (podpyainikka) tavamshi va stilindrik
shamir vositasida ushlab tun-lishi mumkin.

Stergenlari bir tekistikda votuvchi ferma vasse ferma deviladi. Yassi
fermalarmi  hisoblashda ularga qo'vilgan aktiv  kuchlar ta’sirida
tavanch reakstivalar hamda sterjenlarda hosil bo’ladigan ichki ku-
chlami (#0*nqishni) aniglash asosiy masala hisoblanadi. Bu masalan;
echishda:

Ty e
Aﬁ%}'ﬂ%

ﬂ{ /
=, !/.*‘

=

Sl-pacu, s
1) ferma sterjenlari absolyvut gattig, to'g'ri chizigli deb qaralib
ularning ogirligi e"tiborga olinmavdi: :
2) sharnirlardagi ishqalanish hisobga olinmavdi:
d)yassi fermaga ta'sir etuvchi kuchlar uning tekisligida votadi va
laqat tu-gunlarga go’viladi deb faraz qilinadi, ]
U holda ferma sterjenlariga fagat bo*vlama (cho

_ a _ suvehi voki siquy-
chi) kuch-lar ta’sir etadi (1 3- §).



Real fermalarming sterjenlan sharmirlar yordamida emas, balki pav-
vandlab yoki parchin mixlar vositasida biriktiriladi. Shu sababli ferma
sterjenlaniga bo'vlama kuchlardan tashqan eguvchi kuchlar xam ta’sir
etadi. Tadqiqotlarga ko'ra egilishda hosil bo’ladigan zo'rigish uncha
katta bo’lmay, binnchi vaqinlashushda uni e tiborga olmaslik mumkin.

Shunday qulib, vugorida gabul gilingan soddalashtinshlar natijasida
ferma sierjenlaridagi zo'riqishlar birinchi vaginlashishda aniglanadi.
Sterjenlardagi zo°rigishlarni aniglashga o' tishdan oldin ferma struktur-
ast bilan tamshamiz.

n 1o w-  gundan tashkil topgan ferma geomelnk o zgarmas
bo‘lisht (va'ni slerjenlari bir-biriga nisbatan ko'cha olmasligi)
uchun bunday ferma hamida nechia sterjendan tashkil topishini ko' rib
chigamiz. Birinchi uchta tugunmi geomeirik o'zgarmas qilib tutashtir-
ish uchun uchta sterjen olish kerak (5.2- rasm.

5.2-rasm
a). Bunday uchburchakli ABC fermaga vana bita [2 tugun
qo'shilishi natijasida hosil bo'lgan lerma geometrik o'zgarmas
bolishi uchun [ tugunni mazkur uchburchakli fermaga kamida ikkita
sterjen vositasida birikunsh kerak (5.2- rasm. 6). Xuddi shu tarzda
ABC uchburchakli fermaga qolgan n-3 ta tugun-laming xar binm

ikkitadan sterjenlar vositasida biriktinsh natijasida n 1a tu-gundan
tashkil topgan ferma geometnk o zgarmas bo'lishi uchun u kamida

N=2%n—3)+3=21—3 (5.1)

1a sterjendan tashkil topishiga ishoneh hosil qilamiz.

(5.1) shartm  qanoatlanuradigan ferma ortigcha sterpenga ega
bo‘lmagan vasst ferma deyviladi (5.1- rasm) Agar N > 2n-3 bo'lsa.
bunday ferma ortigeha sierjenga ega bo'lgan vasst ferma deyviladi
(5. 2-rasm, ). Agar N 213 bo'lsa, bunday konstrukstiva geometrik
o’ zgaruvchan boladi va fermani ifodalamay-di (5.2-rasm. ) 1 ta tu-
gundan tashkil topgan ortigeha sterjenga ega bo*lmagan fermaning har
bir wgunini  boglanishdan  bo’shatib.  bir tekislikda yotuvchi
kesishuvehi kuchlar sistemasi ta'sindagi nuqta deb qarasak, bu
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nugtalaming har biri uchun ikkitadan muvozanat teng-lamalari o'rinli
bo'ladi. Natijada ferma uchun 21 ta muvozanat tenglamalarini olamiz
Bu tenglamalarga ta-yanch nugtalaridagi uchia noma’lum reakstiya
kuchlan ham Kiradi. 1
Binobarin, 2n ta muvozanal tenglamalaridan 25-3 ta slerjcndiligt
zo'ri-gishlar va tayanch nuqtalaridagi uchta noma’lum reakstiva
kuchlari aniglanadi, Shu sababli ortigcha sterjenga ega bo*lmagan
ferma stafik anig ferma, ortiqeha sterjenga ega bo’lgan ferma esa
statik noanig ferma deb ham ataladi

5.2- §. Ferma sterjenlaridagi zo*rigishlarni tugunlarni kesish usuli
bilan aniqlash ( Grafoanalitik usul)

Yuqonida ko' rganimizdek, tugun kesish usulining mohiyati shundan
ibo-ratki, ferma tugunlarini ikran ketma-ket kesa boramiz va tugunga
qo'vilgan kuchlar muvozanatini tekshiramiz: bunday kuchlar gatoriga
sterjenlaming reakstiva  kuchlari, tugunlarga qo°vilgan berilzan
kuchlar va tayanch reakstiva kuchlari kiradi Kesilgan tugun
muvozanatda bo*lishi uchun unga go‘vilgan kuchlarga qurilgan kuch

0 pburchagi yopiq bo‘lishi kerak. Har bir tugun uchun yopiq kuch
i0"pburchagini yasab. ferma stejenlaridagi reakstiva kuch-larini grg-
Jik usulda aniglash mumkin.

Tugun kesish usulida masalani analitik echish uchun har bir (y-
gunga qo‘-vilgan kuchlaming muvozanat shartlarini (2. 10) ko rinishi-
da tueib, bu tengla-malardan noma lum kuchlarni aniglash mumkin

Misol tariqasida 5.3-rasm. a da tasvirlangan ferma sterjenlaridaoi
z0°'ri-qishlarni tugunni kesish usulidan fovdalanib topamiz I-‘crma:r
nuqiada  shamirli  qo‘ze’almas  tavanchga, # nugiada  shamirlj

o g aluychan m:.';mchg.'i_y'm:llulgnn Fermaga [11 tugunea qo'yilgan
verfikal pastga yo'nalgan # kuch ta’sir etadi. .

Mnsa!a_ cf:his!mi tn}l'unch reakstiva _Luchlunm amqlashdan
boshlaymiz I-er-n.i:_iga umng o'rlasiga qo‘vilgan bitta vertikal pasigy
vo'nalgan kuch ta’sir eta-




di_Shu sababli A4 va & nugtalaming reaksiya kuchi vertikal yugoriga

vo'naladi va o*zaro teng bo‘ladi:
Ry=Ry=

Sterjenlardagi zo'riqishni aniglashdan avval berilgan ferma statik
aniq ferma ekanligini lekshinb ko'ramiz. Berilgan (ermaning tugunlar
soni i1 =4, sterjenlar soni N=5, Bularni (5.1) ga qo‘vsak, 5= 24 - 3,
va'ni berilgan ferma statik aniq fermadir.

Tugunlami rim raqamlari, sterjenlarni arab raqamlari bilan nomer-
favmiz,

Kesishni shunday tugundan boshlash kerakki, bu tugunda zo rigishi
anig-lanadigan  sterjenlar ikkitadan ortiq bo‘lmasin, chunki bir
tekislikda votuvehi kesishuvchi kuchlar sistemasining  muvozanat
shartlanidan foydalanib fagat ikkita noma’lum Kattalikni aniglash
mumkin. Shu sababli ko rilavolgan fer-mada kesishni / yoki /1 tugun-
dan boshiash kerak. / tugunni kesamiz Bu tu-gunga ma'lum £, kuch
xamda / va 2 sterjenlaming reakstiva kuchlari R, va k. qo°yilgan, Bu
kuchlarming ta’sir chiziglari ma’lum (ular tegishli sterjen bo'vlab
vornalgan) bo'lib, ularning miqdorini aniglash kerak. Buning uchun
i, K vak, kuchlardan tashkil topgan kuch uchburchagini tuzamiz:
ixtiyorry nugladan &, kuch vektorini, bu kuchning boshi va uchidan
esa [ va 2 sterjen-larga parallel chiziglar o' tkazamiz: bu chiziglaming
kesishgan nugtasi kuch uchburchagining uchinchi uchini ifodalaydi,
umng / va 2 sterjenlarga parallel bo'lgan tomonlari mos ravishda £,
va &, ning miqdoriga teng boladi (5 3-rasm, ).

Nomalumlami (2.10) ko'rimishidagi tenglamalami  uzib ham
aniglash mumbkin,

11 tugunni kesamiz. Bu tugunga [, 3 va + stegenlaming reakstiva
kuchlan go'vilgan. Bunda I1 tugunga qo'vilgan / sterjenning reakstiva
kuchi &' mig-dor jihatdan R ga teng va unga qarama-garshi
vo'nalganligini ¢ tiborga olish kerak. Shu sababli &' = - R va'ni
ikkita tugunni tutashtiruvehi har bir sterjen-ning uchlanga qo'vilgan
reakstiva kuchlar migdor jihatdan teng, yo nalishi qarama-garshidir
11 tugun uchun kuch uchburchagini yasashda ixtivoriy nugtadan &'
vektorini, uning boshi va uchidan esa 3 va 4 sterjenlarga parallel
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chiziglar o'tkazamiz (5.3-rasm, ¢). Hosil gilingan vopiq kuch uch-
burchagining 3 va 4 sterjenlarga parallel bo‘lgan tomonlan mos rav-
ishda R, va R. reakstivakuchlarining migdoriga teng boladi.
Noma'lumlarni (2.10) ko'rinishidasi tenglamalarni tuzib ham
aniglash mumkinligini ta’kidlab o' tamiz 5
Shunday qilib berilgan fermaning barcha sterjenlaridagi #0 rigishlar

aniq-lanadi (5.3-rasm, ¢.0).

5.3-§. Ritter usuli

Agar vassi fermaning barcha sterjenlanidagi 2o rigishlarn aniglash
zarur bo'lsa. tugunlarni  ajratish  usulidan  foydalanish qulﬂ)f
hisoblanadi. Lekin ferma-ning avrim sterfenlaridagi zo’rigishlami
amiglash lozim bo'lsa. voki olingan na-tijalar to'griligini tezda
aniqlash kerak bo'lsa. u holda Ritter (1826-1906) to-monidan kashl®
qilingan va uning nomi bilan ataladigan analitik usuldan foyda-lanish
magsadga muyvoligdir. Bu usulda ham dastlab Fermaning tavanch

reak-stivalari aniglanadi.

Ritter usulining mohivati shundan iboratki, fermani biror o a
kontur bilan fikran girqib 1kki qismga ajratiladi va ajratilgan biror
gismining muvosanati tek-shiriladi. Tekislikda joy lashgan kuchlar sis-
temasining muvozanal tenglamalan vositasida uchia noma’lum Katiali-
kni aniglash mumkn. Shu sababli fermam shunday kontur bilan Les-
1sh kerakki, reaksuya kuchlart noma’lum bo’lgan sterjenlar soni uchig-
dan oshmasligi hamda bir nugtada kesishadigan sterjenlar soni ikkits-
dan oshmasligi sharl. Fermaning kesilgan bir gismimi likran {ashlgh
yuborib. uning fermani tkkinchi gismiga Ko'rsatadigan ta’sinni ster-

Jenlar bo'ylab tashlab yuborilean tomonga vo nalgan kuchlar bilan al-
mashtiramiz, va'ni barcha kesilgan sterjenlarmi cho®ziladi deb faraz
qilamiz. Masala echilganda birorta sterjenning reakstiva kuchi manfiy
ishorali chigsa, uning yonalishi gabul qilingan vo'nalishga qaramn'-
garshi bo'lib. mazkur sterjen aslida sigiladi. Fermaning ayratilgan qis-
mi uchun tekislikdagi Kuchlaming muvoranat tenglar .1I;u-|ku.z,|.'h
sterjenlaming noma’lum reakstiva kuchlari aniglanadi 'T'cnghlmajnrl
tuzishda shunga harakat qilish kerakki. imkoni bo'lsa har bir lengla-
mada noma’lumlar soni bittadan oshmasin. Shu nugtal nazardan
qaraganda (4.10) yoki (4.11) ko'rinishdagi muvozanat tenglamalari-
dan foydalanish magsadga muvofigdir. (4:11) tenglamalamni luzishda
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moment markazi uchun ikkita noma’lum reakstiya kuchlarining ta’sir
chiziglari kesishadigan nuqtani olish tavsiya etiladi. Bunday nuqtalar
Ritrer  nugtalari deb ataladi. Agar reakstiya kuchlari noma’lum
bo'lgan sterjenlardan  ikkitasi o‘zaro parallel bo‘lsa, (4.10)
tenglamalardan foydalanish qulay, bunda kuchlar proekstiyalanadigan
x o°q uchun parallel sterjenlarga per-pendikulyar o’q, moment
markazlari uchun Ritter nugtalari olinadi.

S.1-masala. 5.4-rasmda tasvirlangan fermagar = s P =28 ku-
chlar ta’sir etadi. O°lchovlar rasmda ko' rsatilgan. 4 va B tayanchlam-
ing reakstiya kuchlari va ferma sterjenlaridagi zo'rigishlar aniglansin,

Yechish. Dastlab A4 va B nugtalarning reakstiya kuchlarini aniglay-
miz. Fermaning muvozanat tenglamalarini tuzish uchun x va y o'glari-
ni 5.4-rasmdagidek vo'naltiramiz.

Fermaga ta'sir etuvchi # =4 Kuch vertikal
pastga. % =2V kuch esa porizontal yo nalgnn
A sharnirning  reakstiya kuchini %, va ¥a
tashkil etuvchilardan iborat deb qaraymiz.
Ou‘zg'aluvchﬂn sharnicr B ning reakstiva
kuchi ®a vertikal yugoriga yo© T‘IEl]Bdl

Shunday qillh fermaga bir tekislikda yotuvchi F:- P., xa- ya “n
kuchlar ta’sir etadi. Bunday kuchlarning muvozanat tenglamalarini
(4.10) ko rinishida tuzamiz:

I Xy=0; Xyt Py=0;

T My Fyml —Py5— P34 Rpe10=0,
EMy(F)=0; —Py34 P 5—F, i0m0.
Bu tenglamalarni echib, noma’ lumlami aniglaymiz:
Xy =— Py —2aH,

Ra__f.l_'.&_%_fﬁg_._:,qm

— Py 3 P8
ettt L
Y= “;‘ 52 1,4 ML

Sterjenlardagi zo'rigishlami aniglashdan avval berilgan ferma
statik aniq ferma ekanligini tekshirib ko'ramiz. Berilgan fer-mad:
tugunlar soni n = 6, sterfjenlar soni N = 9. Bular (5.1) tenglikn
ganoatlantiradi, 9 = 2 -6 - 3. Demak, berilgan ferma statik anigdir

Kuch masshiabini uzunlik birligida tanlab olamiz va sterjenlarni no
merlaymiz (3.5-rasm. a).
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tu-gundan ste

1. Tugun kesish usuli. | tugunni kesamiz. Dastlab vertikal yuqoriga
yo'nalgan #, kuchni tasvirlaymiz (5.5-rasm, G). Uning uchidan 8
sterjenga parallel vertikal chiziq o'tkazsak, kuch ko'pburchagi b’_’
to*g'ri chizigda joylashadi va I tugun muvozanatda bo‘lishi uchun &
ning uchi @ ning boshi bilan ustma-ust tushishi kerak. Bundan
R, = R, =26xN . Binobarin, 7 ster-jendagi zo'rigish nolga teng. .

11 tugunni kesamiz Bu tugunga 8, 2 va | sterjenlarning reakstiya
kuchlari qo‘yilgan, 8 sterjenning reakstiya kuchi ma’lum. Bundl_i 1
tugunga qo'yilgan sterjenning reakstiya kuchi i, miqdor jihatdan#ga
teng va unga garama-gar-shi yo'nalganini e’tiborga olish kerak.‘ll_
tugun kuch uchburchagini yasash uchun ixtiyoriy nugtada £, vektorini
tasvirlaymiz hamda uning boshi va uchi-dan mos ravishda | va '3
sterjenlarga paralle! chiziglar o*tkazib, kuch ko‘p-burchagini olamiz
(5.5-tasm,e). Il tugun muvozanatda bo‘lishi uchun bu kuch
uchburchagi yopiq bo*lishi kerak. Kuch uchburchagining mos

tomonlarini berilgan masshtabda oflchab, | va 2 sterjenlarning
reakstiya kuchlari anig-lanadi.

Xuddi shuningdek, 111, IV, V va VI tugunlamni kesib, ularga mos
kuch ko*pburchaklarini yasuym:'z,

4

{ g & epun

£ 7
|
" R

35 P

Olingan natijalar quyidagi jadvalda keltirilgan:

Stegien | 1 Ralisy 4'J i Do R ] e i

nemeri || | T J
}Zu'riqi:ih] 1.3 I 45 | 2 o] 2

&34l 2 0T =5
o e T el
I1. Ritter usuli. SR T

Ritter usuli bilan 5.1-masalada berilgan fermaning 4, 5.6 ster
Jenlaridagi zo*rigishlarni aniglaymiz, Yuqoridagiga o*xshab = ah
£ =2 kuchlar ta’sir etadi va ta-yanch reakstiyalari v, - 2y _H‘.\-.
=200V ga teng (5.6-rasm, o), 3

Ky reakstiva kuchining yo*nalishi 1 ga qaram

! : a-qarshidir, ya'ni 4
tfjien o'qi bo'ylab yornalib, 6 sterjen cho'ziladi va §
=R:=2kN (5.6-rasm. 6). 3
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4 va 3 sterjenlardagi zo'rigishni topish uchun fermaning 4, 5 va 6
ster-jenlarini @-o kontur bilan fikran kesamiz hamda fermaning
tashlab yubo-riladigan o*ng gismining ta’sirini mos sterjenlar bo*ylab
yo'nalgan R, Rs va Re=2 kN reakstiya kuchlari bilan almashtiramiz
(5.6-rasm, 6).

Ritter nugtalari Ay va 4, ga nisbatan momentlar tenglamasini tuza-
miz:

E.‘ll*‘[ﬁ) =0-Y, 5 —Ry+10:sina =0

M, (Fy) =0 ¥y SRy +10:sina =0,

Bu tenglamalarda sin e = J%-u = 0,287 . Natijada
05 +5

Yy
10-sin =

Ry Sy =

=—24356 kH,

56 s

Fermalarni 2 xil usulda hisoblashga doir namunaviy masala echimi
va hisob- grafik ishlari variamlari darslik so‘ngida |-ilovaning 2-
topshirig*ida berilgan.

Nazorat savollari

1. Ferma nima ?

2. Fermalarning analitik hisobi.
3. Tugunlarni qirgib olish usuli.
4. Ritter usuli



6-BOB. FAZODAGI KUCHLAR SISTEMASI

Tayanch so‘zlar; Kuchning nugtaga nisbatan moment-vektori,
kuchning o*qga nisbatan momenti, fazodagi kuchlar sistemasi, muvo-
zanat shartlari, muvozanat tenglamalari.

6.1-§. Kuchning nugtaga nisbatan moment-vektori

Ta'sir chiziglari fazoda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasiga
fazodagi kuchlar sistemasi deyiladi.

Fazodagi kuchlaming nuqtaga nisbatan momenti quyidagi uchia
faktor:

1) kuch modulini uning elkasiga ko'paytmasi F ga teng moment

moduli;

2) kuchning ta’sir chizig'i va moment markazi orqali o‘tuvchi 048
aylanish tekisligi: 3) mazkur tekislikdagi aylanish yo'nalishi bilan
aniglanadi (6.1-rasm). Agar barcha kuchlar bir te-kislikda yotsa, har
gal OAB aylanish tekisligini anig-lashga ehtivoj qolmaydi hamda
kuchning nugqtaga nisbatan momentini =/7ga teng skalyar Kattalik bi-
lan aniglash mumkin. Bunda ko'paytma oldidagi ishora 3.3-§ da
ko*rganimizdek aylanish yo*-nalishini ifodalaydi,

Jismga fazoda ixtiyoriy joyvlashgan kuchlar ta'sir ctsa. har bir
kuchning  ayla-nish tekisligini alohida  aniglashga  10°gr
keladi. Aylanish tekisligining fazodagi holatini va aylanish vo*nalishing
mazkur tekislikka perpendikulvar vektor bilan aniglash mumkin, Agar
tekislikning holatini  belgilovehi  vektorning  modulini kuehning
momenti moduliga teng va uning yo*nalishini kuchning avlanish vo'.
nalishini ifodalaydigan tarzda tanlab olsak. bunday vekior yordamig H

kuchning @ nuglaga nisbatan momentini xarakterlovehi uchala
faktorni aniglash mumkin.

Shu sababli Fkuvhning 0
nuqtaga nisbatan moment vektorin
() markazga

qo'yilgan va bu markaz xamdy
kuchning 1a'sir chizig'i  orquli
o'tgan  tekislikka perpendikulyar

6.1- rsth. yo'nalgan Mo (F) vektor bilan

tasvirlaymiz. Mo (F) ektorining
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vo'nalishini shunday tanlaymizki, uning uchidan qaraganimizda kuch
jismni O nugta atrofida soat strelkasi avlanishiga teskari yvo'nalishda
aylantinshga intil-sin. Agar F kuch qo°yilish nuqtasining ( markazga
nisbatan radius vektorini r bilan belgilasak (6.1-rasm),
Mo(Fy=rxF (6.1)
munosabat o'rinli bo'lishini ko' rsatamiz,
Vektorlar algebrasidan ma’lumki, T xF vektori £ \'a?_\'otgnn
tekishikka perpendikulyar vo'nalgan bo’lib, uning uchidan garaganda
-
vektorlar fikran bir nugtaga ko'chinlganda r niF vekton ustiga tushi-
rish uchun soat sirelkasi aylanishiga teskan vonalishda eng gisqa
burchakka burish kerak. Bu vektorning mo-duli
[rxF|= r-Fsin (7, /. Rasmdan h=rsin, F) bolgani uchun
TrxFl= F-h=| Mo (F)|. 62)
FxF veklonning vornalishi kuchning nugiaga nisbatan moment
vektori Mo (F) vo'nalishi bilan bir xil bo'ladi, Shunday qilib, TxF
va M) vektorlari miqdor jihatdan teng. vo'nalishi ustma-ust tusha-
di. ya'm bu vektorlar o*z-aro teng, Binobarin, (6.1) o°rinli bo*ladi.

Demak. kuchnmg negraga nisbatan momenti vekior kataltk bo *lib,
krch qo vil-gan nugianmg moment markaziga nishatan radivs-vekiori
hilan shu kuchning vektor ko ‘payvtmasiga eng.

6.2 -§. Kuchning o‘gqa nisbatan moment

Fazodagi Kuchlar sistemasining jismea ta’sirini o°reanishda kuchn-
ing nugtaga nisbatan momenti bilan birga kuchning o*qga msbatan
momenti tushunchasi ham kiritiladi.

= o'q atrofida aylana oladigan jismning A nugtasigaF kuch ta’sir
elsim (6.2- rasm), A nugladan jismning avlanish o*giga perpendikulyar
£ tekislikni o'thazamiz = o’qning mazkur tekislik bilan kesishgan
nug-tasini ¢, F kuchning P tekislikdagi proeksti-vasini £y bilan belgi-

laymiz Fkuchni ¥ vaz o'qqa parallel bo'lgan £, tashkil etuvchilargs
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5-BOB. FERMALARNI HISOBLASH USULLARI

Tayanch so‘zlar: ferma, tugun, sterjen, shamir, kesish usuli, Ritter
usuli

5.1-§. Ferma hagida tushuncha

Shamirlar vositasida geometrik o'zgarmas gilib tul;lshlmlgufl
stefjenlardan  hosil  bo'lgan  konstrukstiva ferma d;b ataladi.
Sterjenlaming uchlarini tutashti-ruvehi nugta rugun deyiladi. .

Fermalar qanday inshootda qo’llanishiga garab turlicha nom hllil_n
ataladi, Masalan, ko'prik qurilishida fovdalaniladigan ko prik
fermalart (5.1-rasm. @), inshootlarning tomini  ushlab lu.r:l.dlg:m
stropila fermalari  (51-rasm, 6). ko'tarish  qurilmalarida
foydalaniladigan kran fermalari (5. 1-rasm, ) va h, k

Odatda, ko'prik va stropila fermalari bir tomondan qo’zg almas.
ikkinchi to-mondan qo‘zg'aluvchi tavanchlarga o'matiladi. Kran
fermalari tayanch pod-shipnikka (podpyatnikka) tavanishi va stilindrik
hamir vositasida ushlab turi-lishi mumkin,

Sterjenlari bir tekislikda votuvehi ferma vasss ferma deviladi. Yassi
2rmalami hisoblashda ularga go'vilgan aktiv  kuchlar 1a'sirida
avanch reakstivalari hamda sterjenlarda hosil bo'ladigan ichki ku-

chlami (z0°rigishni) aniglash asosiv masala hisoblanadi. Bu masalani
echishda;

: — /1; !f P‘V
T AL <
’ ’&- J 2 e fjf
a ir

|
12
S0 pau

1) ferma sterjentari absolyut qattiq. to'g'ri chizigh deb qaralib,
ularning og‘irligr ¢ tiborga olinmavdi;

21 shamirlardagr ishqalanish hisobga olinmay di;

3) yassi fermaga ta'sir etuvchi kuchlar uning tekishgida votadi vg
fagat tu-gunlarga go'viladi deb faraz gilinadi.
U holda ferma sterjenlariga fagat bo*viama (cho®zuvchi v oki siquy-
chi) kuch-lar ta’sir etadi (1.3- §)
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Real fermalarning sterjenlari shamirlar yordamida emas, balki pay-
vandlab yoki parchin mixlar vositasida biriktiriladi. Shu sababl ferma
sterjenlariga bo'vlama kuchlardan tashqari eguvehi kuchlar xam tasir
eladi. Tadqiqotlarga ko'ra egilishda hosil bo'ladigan zo'rigish uncha
katta bo'lmay. birinchi vaginlashishda uni ¢'tiborga olmaslik mumkin.

Shunday qilib, yugorida qabul gilingan soddalashtirishlar natijasida
ferma sterjenlaridagi zo°rigishlar birinchi yaginlashishda aniglanadi.
Sterjenlardagi 2o°riqishlami aniglashga o°tishdan oldin ferma struktur-
asi bilan tanishamiz.

n ta - gundan toshkil topgan ferma geometnk o'zgarmas
bolishi (va'mi sterjenlari bir-biriga nishatan ko'cha olmasligi)
uchun bunday ferma kamida nechia sterjendan tashkil topishini ko rib
chigamiz. Birinchi uchta tugunni geometrik o’zgarmas qilib tutashtir-
ish uchun uchta sterjen olish kerak (5.2- rasm,

5.2-rasm

Bunday uchburchakh ABC fermaga yana bitta ) tugun
qo'shilishi natijasida hosil bo‘lgan ferma geometrik  o°zgarmas
bo*lishi uchun 1) tugunni mazkur uchburchakli fermaga kamida ikkita
sterjen vositasida binktinish kerak (5.2- rasm, @). Xuddi shu tarzda
ABC uchburchakli fermaga qolzan n-3 ta tugun-larning xar birini
ikkitadan sterjenlar vositasida biriktinsh natijasida n  ta tu-gundan
tashkil topgan ferma geometrik o”zgarmas bo'lishi uchun u kamida

N=%—23) +3=2—23 (5.1)

ta sterjendan tashkil topishiga ishonch hosil gilamiz.

(5.1) shartm  ganoatlanuradigan ferma ortiqeha sterjenga ega
bolmagan vasst ferma deyiladi (5.1- rasm) Agar N > 2p-3 bo'lsa,
bunday lerma ortigeha sterjenga ega bo'lgan yassi ferma deviladi
(5.2-rasm, e). Agar N 2n-3 bo’lsa, bunday konstrukstiva geometrik
o' zgaruvehan bo'ladi va fermani ifodalamay-di (5.2-rasm. 2). » ta tu-
vundan tashkil wopgan ortigeha sterjenga ega bo'lmagan fermaning har
bir tugunini  bog'lanishdan  bo'shatib. bir tekislikda yotuvchi
kesishuvehi kuchlar sistemasi ta'sindagi nugla deb qarasak. bu

a)
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nugtalarming har biri uchun ikkitadan muvozanat teng-lamalari o°rinli
bo'ladi. Natijada ferma uchun 21 1a muvozanat tenglamalarini -atan‘ﬁz..
Bu tenglamalarga ta-vanch nuqialaridagi uchta noma’lum reakstiva
kuchlari ham kiradi. - y
Binobarin, 2n ta muvozanal {englamalaridan 2n-3 1a sierjcndcrlgl
zo'ri-gishlar va tavanch nuqtalaridagi uchta noma’lum reakstiva
kuchlari aniglanadi. Shu sababli ortigcha sterjenga ega bo'lmagan
ferma statik antg fermo. ortiqeha sterjenga ega bo‘lgan ferma esa
statik noaniq ferma deb ham ataladi.

5.2 §. Ferma sterjentaridagi zo*rvigishlarni tugunlarni kesish usuli
bilan aniglash ( Grafoanalitik usul)

Yugonda ko‘rganimizdek, tugun kesish usulining mohiyati shundan
ibo-ratki. ferma tugunlanni fikran ketma-ket Kesa boramiz va tugunga
qo*vilgan kuchlar muvozanatini tekshiramiz: bunday kuchlar gatoriga
sterjenlaming reakstiva kuchlari, tugunlarga qovilgan berilgan
kuchlar va tavanch reakstiva kuchlari kiradi. Kesilgan (ugun
muvozanatda bo'lishi uchun unga qo’vilgan kuchlarga qurilgan kuch
ko'pburchagi vopiq bo'lishi kerak. Har bir tugun uchun yopiq kuch
ko'pburchagini vasab. ferma sterjenlaridagi reakstiva kuch-larini gra-
fik usulda aniglash mumkin,

Tugun kesish usulida masalam analitik echish uchun har bir tu-
gunga go’-vilgan kuchlaming muvozanal shartlanni (2.10) ko rnimshi-
da tusib, bu tengla-malardan noma’lum kuchlami aniglash mumkin

Misol tarigasida 5.3-rasm, o da tasvirlangan ferma sterjenlaridaci

z0'ri-qishlami tugunni kesish usulidan fovdalanib topamiz Ferma 4
nugtada  shamirli  qo‘zg-almas  tavanchga, # nuqtada  shamirh
o 'fg':llu\ chan lay.'mchg%?‘mn-lllgan. Fermaga 111 tugunga qo°vilgan
vertikal pasiga vo'nalgan # kuch ta’sir etadi.
M::snfﬂ_ L’f.‘hfshnf tavanch rgaksn_\'u kuchlarini  aniglashdan
boshlaymiz. Fer-maga uning o'riasiga qo‘vilgan bitta ertikal pasto
vo'nalgan kuch 1a’sir eta- T




di.Shu sababli 4 va B nuqtalarning reaksiva kuchi vertikal vugoriga
vo'naladi va o'zaro teng bo‘ladi:

B
R,=R,= -

Sterjenlardagl zo'riqishni aniglashdan avval berilgan ferma statik
aniq ferma ekanligini lekshinb ko*ramiz. Benlgan [ermaning tugunlar
soni i = 4, sterjenlar soni N=5. Bularni (5.1) ga qo‘vsak, 5 =24 -3,
va'ni berilgan ferma statik aniq fermadir.

Tugunlarmi nim ragamlari. stegenlari arab ragamlan bilan nomer-
laymiz

Kesishni shunday tugundan boshlash kerakki, bu tugunda 7o' rigishi
anig-lanadigan  sterjenlar ikkitadan ortig bo‘lmasin, chunki bir
tekislikda votuvchi kesishuvehi kuchlar sistemasining muvozanat
sharilanidan fovdalanib fagat ikkita noma'lum Katalikni aniglash
mumkin. Shu sababli ko' rilavotgan fer-mada kesishni / yoki /¥ tugun-
dan boshlash kerak. / tugunni kesamiz Bu tu-gunga ma’lum £, kuch
xamda / va 2 sterjenlaming reakstiya kuchlari B va & qo‘yvilgan. Bu
kuchlaming ta’sir chiaglan ma’lum (ular tegishli sterjen bo'ylab
vo'nalgan) bo’lib, ulaming mugdonni amqlash kerak. Buning uchun
R, vak, kuchlardan tashkil topgan kuch uchburchagini tuzamiz:
ixtivoriy nugtadan &, kuch vektorini, bu kuchning boshi va uchidan
esa ! va 2 sterjen-larga parallel chiziglar otkazamiz: bu chiziglaming
kesishpan nugtasi kuch uchburchagining uchinchi uchini 1fodalaydi,
uning / va 2 sterjenlarey parallel bo'lzan tomonlari mos ravishda R
va & ning migdoriga teng bo*ladi (5.3-rasm. 4).

Noma'lumlarmt (2.10)  Ko'rinishidagi  tenglamalarni  tuzib ham
aniglash mumkin

11 wgunni kesamiz, Bu tugunga /, 3 va + sterjenlaming reakstiva
Kuchlari go'vilgan Bunda 11 tugunga qo'yilgan / sterjenning reakstiva
kuchi K mig-dor jihatdan R ga teng va unga qarama-garshi
vonalganligini ¢’tiborga olish kerak. Shu sababli &' = - R, va'ni
ikkita tugunni tutashtiruvehi har bir sterjen-ning uchlariga qo’yilgan
reakstiva kuchlan migdor jihatdan teng. vo'nalishi qarama-qarshidir.
I twgun uchun kuch uchburchagini yasashda ixtivoriy nuqtadan R,
vektorini. uning boshi va uchidan esa 3 va 4 slerjenlarga parallel
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chiziglar o'tkazamiz (5 3-rasm, g). Hosil qilingan yopiq _kuch uch-
burchagining 3 va 4 sterjenlarga parallel bo'lgan tomonlarn mos rav-
ishda R, va K. reakstiva kuchlarining migdoriga teng boladi.
Noma'lumlarni (2.10) ko'rinishidagi tenglamalami tuzib ham
aniqlash mumkinligini 12’ kidlab o' tamiz, ; .
Shunday qilib berilgan fermaning barcha sterjenlaridagi zo'miqishlar

aniq-lanadi (5.3-rasm, 2.0).

5.3-§. Ritter usuli

Agar vassi fermaning barcha sterjenlaridagi zo'nqishlarmi aniglash
sarur  bo'lsa. tugunlami  ajratish  usulidan  foydalanish qulay
hisoblanadi. Lekin ferma-ning avrim stenenlandagi z0°rigishlami
aniglash lozim bo'lsa. yoki olingan na-tijalar to'g riligini tezda
aniglash kerak bo'lsa. u holda Ritter (1826-1906) to-monidan kashf
qilingan va uning nomi bilan ataladigan analitik usuldan foyda-lanish

magsadga muvoligdir. Bu usulda ham dastlab fermaning tayanch

reak-stivalari aniglanadi
Ritter uswlining mohiyvati shundan iboratks, fermani biror o «
kontur bilan fikran qirgib ikki qismga gjratiladi va ajratilgan biror
gismining muvosanali tek=shiriladi. Tekislikda joylashgan kuchlar sis-
temasining muyozanal tenglamalari vositasida uchia noma’lum kattali-
kni aniglash mumkin. Shu sababli fermani shunday kontur bilan kes-
ish kerakki. reakstiva kuchlari noma’lum bo’lgan sterjenlar soni uchta-
dan oshmashgi hamda bir nuqtada kesishadigan sterjenlar soni ikkita-
dan oshmasligi shar. Fermaning kesilgan bir gismini fikran tashlab
yuborib, uning fermani ikkinchi qismiga ko'rsatadigan ta’sinmi ster-
Jenlar boylab tashlab y uborilgan tomonga yo'nalgan kuchlar bilan a-
mashtiramiz, va'ni barcha Kesilgan sterjenlarmi cho'ziladi deh faraz
gilamiz. Masala echilganda birorta sterjenning reakstiva kuchi manfiy
ishorali chigsa. uning yonalishi qabul qilingan vo nalishea qaramg.
garshi bo*lib, mazkur sterjen aslida sigiladi Fermaning ajratiloan qus-
mi uchun tekislikdagt kuchlarming muvoranat wngl-.|m:1].'|rt‘|u/1!ib
slc;jenlaming noma’lum reakstiva kuchlar aniglanadi '|-Crl'_']:|||1:||1r.
tuzishda shunga harakat qilish kerakki, imkoni bolsa har bir Ir.‘ngl:1-
mada noma’lumlar soni bittadan oshmasin.  Shy nuglai rl;uanj;n
qaraganda (4.10) yoki (4.11) ko'rinishdagi muvozanat tenglamalari.
dan lovdalamsh magsadga muvofigdir (4.11) I::nglumnlum_l tuzishda
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moment markazi uchun ikkita noma’lum reakstiva kuchlarining ta'sir
chiziglari kesishadigan nuqtani olish tavsiya etiladi. Bunday nuqtalar
Ritter nugtalari deb ataladi. Agar reakstiya kuchlari noma’lum
bo'lgan sterjenlardan ikkitasi o'zaro parallel bolsa, (4.10)
tenglamalardan foydalanish qulay. bunda kuchlar proekstivalanadigan
x o'q uchun parallel sterjenlarga per-pendikulyar o0'q, moment
markazlari uchun Ritter nugtalari olinadi.

5.1-masala. 5.4-rasmda tasvirlangan fermagar -4 7= 20 ku-
chlar ta'sir etadi. O*lchovlar rasmda ko*rsatilgan. 4 va B tayanchlam-
ing reakstiya kuchlari va ferma sterjenlaridagi zo*rigishlar aniglansin,

Yechish. Dastlab 4 va B nuqtalarning reakstiya kuchlarini aniqlay-
miz. Fermaning muvozanat tenglamalarini tuzish uchun x va y o*qlari-
ni 5.4-rasmdagidek vo*naltiramiz.

] j Fermaga ta’sir etuvchi # =4 kuch vertikal
pastga, . =2V kuch esa gorizontal yo'nalgan.
A shamirning reakstiya kuchini %, va Vi
tashkil etuvchilardan iborat deb qaraymiz.
Qo* zg'a ‘aluvchan sharnir B ning reakstiya
kuchi Ra vertikal yugoriga yo! nuladl

Shunday qilib, fermaga bir tekislikda yotuvchi CR S R S
Kuchlar ta'sir efadi. Bunday kuchlarning muvezanat tenglamalarini
(.10} ko'rinishida tuzamiz:

B X, =0; Xy Py

T My Ym0 —Au5 —P3-+ Ry 10=0,
TMgFm0; —P 34 P 5—V,:10m0.
Bu tenglamalarni echib, noma’ lumlarni aniglaymiz:
Xy m Py =2,
Rgm _flf.ﬁi -6 KH

¥ RSB RS yn

Sterjentardagi zo'rigishlarni aniqlashdan avval berilgan ferma
statik aniq ferma ekanligini tekshirib ko'ramiz. Berilgan fer-mada
ugunlar soni » = 6. sterjenlar soni N = 9. Bular (5.1) tenglikni
qanoatlantiradi. 9 = 2 -6 - 3. Demak, berilgan ferma statik aniqdir.
Kuch masshiabini uzunlik birligida tanlab olamiz va sterjenlami no-
merlaymiz (3.5-rasm. a).
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1. Tugun kesish usuli. 1 tugunni kesamiz. Dastlab vertikal yu‘aniga
yo'nalgan &, kuchni tasvirlaymiz (5.5-rasm. @). Uning uchldi‘m S
sterjenga parallel vertikal chiziq o'tkazsak. kuch kc'pbu‘rchay ber
to'g'ri chizigda joylashadi va | tugun muvozanatda bo*lishi uchun £
ning uchi &, ning boshi bilan ustma-ust tushishi kerak. Bundan
R, = R, =2,6xV . Binobarin, 7 ster-jendagi zo'rigish nolga teng. .

11 tugunni kesamiz, Bu tugunga 8, 2 va | sterjenlarning reakstiya
kuchlari qo'yilgan, 8 sterjenning reakstiya kuchi ma’lum. Bundfl 1
tugunga qo'yilgan sterjenning reakstiva kuchi, migdor jihatdan ga
teng va unga garama-gar-shi yo'nalganini e’tiborga olish I\'EI'ak..I!
tugun kuch uchburchagini yasash uchun ixtiyoriy nuqtada®, vektorini
tasvirlaymiz hamda uning boshi va uchi-dan mes ravishda | va ‘2
sterjenlarga parallel chiziglar o'tkazib, kuch ko*p-burchagini olamiz
(5.5-rasm.a). 1l tugun muvozanatda bolishi uchun bu kuch
uchburchagi yopiq bo'lishi kerak, Kuch uchburchagining mos
tomonlarini berilgan masshtabda o'lchab, | va 2 sterjenlarning
reakstiya kuchlari anig-lanadi.

Xuddi shuningdek. [11, 1V. V va VI tugunlarni kesib, ularga mos
kuch ko' pburchaklarini yasaymiz.

4 s Fauan I nepen

54 e

Olingan natijular quyidagi jadvalda keltirilean:
Sterjen |
| nomeri

Zotrigish| 4.5
L kN

11, Ritter usuli.

Ritter usuli bilan 3.1-masalada berilgan fermaning 4, 5. 6 step-
Jenlaridagi zo*rigishlarni aniglaymiz. Yugoridagiga o*xshab p - 4
f=2N kuchlar ta’sir etadi va ta-yanch reakstiy I_m.-.
Ky =260¥ ga teng (5.6-rasm, ). :

&y reakstiya kuchining yo'nalishi x,ga qarama-qarshidic, va'ni 4
tu-gundan sterjen o°qi bo'vlab yornalib, & sterjen cho' ziladi vait
=Re=2kN (3.6-rasm, 6), ‘

alari X, =2y,
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4 va J sterjenlardagi zorigishni topish uchun fermaning 4, 5 va 6
ster-jenlarini -« kontur bilan fikran kesamiz hamda fermaning
tashlab yubo-riladigan o*ng qismining ta’sirini mos sterjenlar bo'ylab
yo'nalgan R, Rsva Ry=2 kN reakstiya kuchlari bilan almashtiramiz
(5.6-rasm, ).

Ritter nugtalari 4, va 4, ga nisbatan momentlar tenglamasini tuza-
miz:

S M, (7)) =0, 4 5 —Ry¢+10:5inz =0

S My Py =0 ¥, 5—R; +10:sina =0,

Bu tenglamalarda sine = “—— = 0,287, Natijada
Jasy s

R,=5 ¥y 356 kH
e = ey R

3
= 53,4356 ki,

A
it 10-sina

5.6 mm,

Fermalarni 2 xil usulda hisoblashga doir namunaviy masala echimi
va hisob- grafik ishlari variantlari darslik so'ngida 1-ilovaning 2-
topshirig*ida berilgan.

Nazorat savollari

1. Ferma nima ?

2. Fermalarning analitik hisobi.
3. Tugunlami girgib olish usuli,
4. Ritter usuli




6-BOB. FAZODAGI KUCHLAR SISTEMASI

Tayanch so‘zlar: Kuchning nuqtaga nisbatan |?mmcnlr—\rckmri,
kuchning 0‘qga nisbatan momenti, fazodagi kuchlar sistemasi. muvo-
zanat shartlari, muvozanat tenglamalari.

6.1-§. Kuchning nuqtaga nisbatan moment-vektori
Ta'sir chiziglari fazoda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasiga
fazadagi kuchlar sistemasi deyiladi. . -
Fazodagi kuchlaming nuqtaga nisbatan momenti quyidagi uchta

faktor:
1) kuch modulini uning elkasiga ko'paytmasi Fh ga teng moment

moduli:

2) kuchning ta’sir chizig'i va moment markazi orqali o' tuvchi OAB
aylanish tekisligi: 3) mazkur tekislikdagi aylanish yo'nalishi bilan
aniglanadi (6.1-rasm). Agar barcha kuchlar bir te-kislikda yotsa. har
pal (048 aylanish tekisligini anig-lashga ehtiyoj qolmaydi hamda
kuchning nugtaga nisbatan momentini +Figa teng skalyar kattalik bi-
lan aniglash mumkin. Bunda ko'paytma oldidagi ishora 3.3-§ da
ko*rganimizdek aylanish yo'-nalishini ifodalaydi.

Jismga fazoda ixtiyoriy joyvlashgan kuchlar ta’sir etsa, har bir
kuchning  ayla-nish  tekisligini  alohida  aniglashga  to'e'r
keladi. Aylanish tekisligining fazodagi holatini va aylanish vonalishinj
mazkur tekislikka perpendikulyar vektor bilan aniglash mumkin. Agar
tekislikning holatini  belgilovehi  vektomning  modulini I\ucimi]]g
momenti moduliga teng va uning yo'nalishini kuchning avlanish v
nalishini ifodalaydigan tarzda tanlab olsak, bunday vektor yordamidy
kuchning ¢ nugtaga nisbatan momentini  xarakterlovehi uchala
faktomi aniqlash mumkin,

Shu  sababli  Flkuchning @
nugiaga nisbatan moment vektoring
O marknzga

qo'yilgan va bu markaz xamdg
kuchning  ta'sir chizig'i  orgalj
o'tgan  tekislikka perpendikulyar

£ : - =
6.1- rasm. yo'nalgan Mo (F)vektor  bilan

tasvirlaymiz. Mo (F) vektorining
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yvo'nalishini shunday tanlaymizki. uning uchidan qaraganimizda kuch
jismni 2 nugta atrofida soat  strelkasi avlanishiga teskan vo'nalishda
avlantinishga intil-sin. Agar F kuch qo’vilish nugtasining € markazga
nishatan radius vektorini ¢ bilan belgilasak (6. 1-rasm).
Mo(F)=rxF (6.1)
munosabat o nnli bo*lishini ko"rsatamiz.
— - - —
Vektorlar algebrasidan ma'lumki, r xF vekton 7 va Fyolgan
tekislikka perpendikulyar vonalgan bo’lib, uning uchidan garaganda
e —
vektorlar fikran bir nugtaga ko'chinlganda r niF vekton ustiga tushi-
rish uchun soal sirelkasi avlanishiga teskan vo'nalishda eng qisqa
burchakka burish kerak. Bu vektoming mo-duli
[r % Fl{=7rFsin (7, . Rasmdan h=rsins, F) bolgani uchun
TrxFl=Fh=| Mo (B). (6:2)
rxF vektorining vonalishi kuchning nuqtaga nisbatan moment
vektori Mo (F) vornalishi bilan bir xil bo'ladi. Shunday qilib. 7 x 7
va Ao (F) vektorlari migdor jihatdan teng. vo'nalishi ustma-ust tusha-
di. va'ni bu vektorlar o°z-aro teng, Binobann, (6.1) o'rinli bo‘ladi.

Demuk. kuchning nugraga nisbaran momentt vekior kattalik bo'hb,

kuch go ‘vil-gan nugtaning momeni markaziga pisbatan radius-vekiory
bilai shi kaechning vektor ko'payimasiga reng,

6.2 -§. Kuchning o*qqa nisbatan moment

Fazodagi kuchlar sistemasining jismga ta’sinni o' rganishda kuchn-
ing nuglaga nisbalan momenti bilan birga kuchning o°qga nisbatan
momenti tushunchast ham kintladi,

= o'q atrofida aylana oladigan jismning A nugtasigaF kuch ta’sir
etsin (6.2- rasm). A nugladan jismning avlanish o’qiga perpendikulyar
P iekishikni o'tkazamiz = o'qning maskur tekislik bilan kesishgan

nug-tasini €. F kuchning P tekislikdagi [)roeks'.i-_\'asini?:a bilan belgi-

laymiz F kuchni Fyvaz o’qgqa parallel bu‘lgn.ni:': tashkil etuychilarga
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ajratamiz. F_ kuch jismni = 0°q atrofida aylantira olmavdi. Bu kuch
jismni = bo‘yicha siljitishga intiladi. Binobarin. F kuchning = 0q
atrofida aylantirish effekti shu oq atrofida £ kuchning effekti bilan
bir xil bo'ladi. ;
Kuchning biror o'qqa nisbatan momenti deb, uning shu o'qqa
perpendikulyar tekislikdagi proekstivasining o' bilan mazkur tekislik
kesishgan nugtasiga nishatan momentiga aytilach.
Fkuchning = o0’qqa nisbatan momenti A/, (/) bilan belgilanadi.

wnfgakora

M (Fy=M(Fy) (6.3)
(3.8) ga asosan Af () =4, - bo'lgam uchun
MAFY=2F,h (6.4)

Kuchning o'qga nisbatan moment
skalvar migdor bo'hb, o'qning musbat
vo'nahshidan  qaraganda  kuchning
oqqa perpendikulvar  te-kishikdagi
proekstivasi  jismni  soat  strelkasi
harakatiga leskari vo'nalishda
aylantinishga intilsa.  kuch  momenn
musbat, aks holda manfiy ishora bilan

olinadi.  6.2- rasmdagiF kuchning =

6.2 rasm, 0'qga nishatan momenti musbat qiv-
malga ega.

Agar F kuchning ta'sir chizigi = o°qqa parallel bolsa. 7, =0), shu-
ningdek, Kuchning ta'sir chizig'i o'qni kesib 0°tsa, /i = 0 bo'lib. har
ikkala holda (6.4) ga asosan kuchning o°qqa nisbatan moment nolga
teng bo'ladi i

6.3-§. Kuchning o*qqa nishatan momenti bilan shu o*qdagi
nugaga nisbatan mementi orasidagi bog*lanish

Lemma. Kuchning biror o 'qga nishatan mo-mem uiing shu o yda
afw,um ANV nglaga - mishatan  momeni-veki winng  mazkur
@ 'gdagt prockstivasiga feng. ' y

Isbot 7 kuchning O nuqtaga nisbatan moment-vekiori (3.9) pa
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asosan miqdor  jihatdan Q4B
uchburchak vuzasiming ikkilangamga
teng: Mol =250,y hamda AR
uchburchak tekishgiga perpendikulyar
vonaladi (6.3-rasm). Uning = o°q bilan
tashkil qilgan burchagini ¢ bilan
belgilasak, A/, () momeni-vekionning
=z o'qdagi  prockstivasi  quvidagicha
ifodalanadi.

[ 31,051, = (8, -cosy = 28, o005 T4 ©.5)
OAR va Oab uchburchaklaming tekishklan orasidagi burchak bu
tekishklarga perpendikulvar vo'nalgan MotF) vektor va 0= o'q

orasidagi v burchakka teng, OAB uchburchakning I7 tekishkdagi
proekstivasi Oab ga teng bo'lgani uchun

Sioan ey =kS o,
Natjada (6.5) ni quyidagicha yvozamiz:

(Vo (T}, = 428, 4., (6.6)
O 3-rasmda /7, =25 bo'lgani uchun (6.4) ga asosan
MF ==, 6.7)

(6.0) va (6.7) ni sohshurib, isbotlamshi zarur bo'lgan tenghkni
olamiz.

M (Fy ~ i3, (F)1,

Xuddi shuningdek, kuchning golgan ikkita koordinala o'qlariga
msbatan momentlan hisoblanadi. Natijada

M (P} = (M (Filye A, (F) = (30 (P, M (F) = [0 Bl

lormula o"nnli bo'ladi.

(6.1) va isbotlangan lemmadan fovdalanib, kuchning koordinata
o glariga msbatan momentlarining  analitik ifodasini aniglaymiz.
Buning uchun Koordi-natalar boshini € nugtada olib. O Oy, Oz
o'qlamning  birlik  vektorlarini i+ [, & F kuchning koordinata

o’qlaridagi prockstivalanm X, ¥, Z. A nuqta radius-vektori T ning
koordinata o*glandagi proekstivalanni x, v = bilan belgilaymiz (6.3-
rasm), U holda (6.1) ga asosan

(6.8)
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i3k
X Y T

MatR= X Y )
(68) ni nazarda tutib, oxirei ifodani Ox. Oy Oz o'glarga
proekstiyalasak.

M B =gz —2v, M, =X —x2, M) =¥ —pX.  (69)

(6.9) formulalar kuchning koordinata o"glariga nisbatan momﬁnr_.la-
rining analitik ifodasidir. (6.8) va (6.9) ni etiborga olib. kuchning
nugtaga nisbatan momentining moduli aniglanadigan quy idagi formu-
laga ega bo'lamiz

Wh =V WAL + WAL +[3,0L —

=V \m, ]+ (s, B+ (BT —
— VWL —2VF o (X — ) o (o —y Ky (6.10)
Agar kuchning nugtaga nisbatan moment-veklorining lfaordinaia
o'qlari bilan tashkil gilgan burchaklarini &, f, ¥ bi Iu_n belgl_lusak. bu
vektorning vo'-naltiruvehi kosinuslan quyidagicha aniglanadi:
M AR o M.AD
. A1) M)

osm = - el

— - e * T - "
18,01 101 1815 (A}

6.4-§. Juftni parallel tekislikka ko*chirish hagidagi teorema

Teorema. Parallel tekasliklarda yoruvehi, momentlarining absolyg
qrvmatt teng v bir il avlanish vo ‘nalishiga ega bolgan kit g

kel o zave ekvivalenidir,
Isbot IT tekishkda yotuvehi va elkasi

1481 ga teng (/1.7) juft kuch berilgan (6.4-
rasm). [T tekishkka parallel 11, (ekisik-
dal-if) ga parallel va teng €D Kesmani
olamiz ' va 1) nuqtaga miqdorlari (7 g,
tashkil etuvchilanga teng
(F=EsFar=F) 1a’sir chiziglan
(£, 20 jull tashhil etuvchilariga paralle] vq
(K. E el va (F F)m muvozanatdag
G- rasm. Kuchlami go'vamiz U holda
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) e (B FFFE)  (611) t:_
boladi. (48] va [CDllarea parallelo- ,——\“ .
gramm qurib, uning (AP)va |BC| diago- A ; 2 ,:/7
= / ,z/ p

nallarini  o'lkazamiz i va £ parallel s
kuchlami qo*shib, ularga parallel va 140) e
ning orasi ¢ nuglaga  qo'vilgan

R kuchga ega bo'lamiz - G wtaay

Ry=F +F=2F.  Xuddi shuningdek, 7, va F, parallel kuchlami
qo'shib, ularga parallel va [8%Ining o'rtasi O nugtaga qo‘yvilgan
Ry=F:+F =2F LKuchni olamiz % va %, kuchlaming migdorlari
teng, vo'nalishi bir to'g'n chizig bo'vlab qarama-qarshi lomonga
vo'nalgani uchun

(B 1, ) o (LR ) a0,

Binobarin,

(B B\ FLF B By (L F) (6.12)

(6.11) va (6.12) lami solishtirib, (<, F) e (F.£) natijani olamiz
3.5-§ da is-botlangan teoremaga ko'ra 11, tekislikda votuvchi (#,,F)
Jufim momenti shu julining momentiga teng va aylanish yvo'nalishi u
bilan bir xal bo'lgan ixuyory juft kuch bilan al-mashtirish mumkm
bo'lgamdan 1T telislikda votuvehi (. F,) jufini unga parallel IT,
tekislikda yotuvehi va momenti berilgan jufining mo-mentiga teng
hamda avlanish vo'na-lishi u bilan bir x11 bo'lgan ixtivoriy jufl kuch
bilan almashtinsh mumkin degan sulosaga kelamiz

6.5 - §. Juftning moment-vektori

Juft kuchning jismga ta'sin (xuddi fazodagi kuchning nuglaga
nisbatan momenti kabi) quvidagt uchta faktor: juft momenti moduli,
Jultning ta’sir te-kisligi va avlamsh yvo'nalishi bilan xarakterlana-di.
Qavd etilgan uchta fak-torini aniglash uchun juft momenti u yotgan
tekistikka  perpendikulvar  yo'-nalgan va modul jihatdan juft
momentining absolyut qiymati{#l== £k =F.-k pa teng 3 vektori bilan
ifodalanadi. AT vektorim o‘ng vint goidasi bo'vicha, va'ni uning mus-
bat vo'nalishidan garalganda juft jismni soat sirelkasi harakanga
teskar aylantinshga intiladigan gilib y o naltiramiz (6.5- rasm)
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Jufining jismga ta’sirini o°zgartirmay
o'zining ta’'sir tekisligida (3.5-§) vo-ki
unga parallel tekislikda ixtiyoriy
holatga ko'chirish mumkin bo‘lganidan
(6.4-§). jult momenti veklorini jismning
ixtivoriy nuqtasiga o'ziga parallel ra-
vishda ko'chirish mumkin. Binobarin,
juft momenii  vektort erkin  vekfor
bolad .

(3.10) ga bmoan, M=MalF) =
My(F). 6.5~ rasmdan ko ramuzki. ‘;{"jhﬁ,‘ A n(};‘l vektorlaming
yonalishi bir xil boladi. Shu sababli

= A, (7 = 14 (F) (6.13)

6.6 Tas.

tenglik o nnlidir.

Shunday qilib. har bir juftga juft momeni-vekiori keladi, birog biror
juft moment-vekioriga parallel tekisliklarda yotuvchi S0N-5an0q 12
ekvivalent juftlar mos keladi,

6.6-§. Fazodagi juftlarni qo*shish

Teorema. Kesishuovch tekisliklarda yoneveh  ekita  puft kuch
momenti berifgan jufilar momentlarimng geomerrik vig mdisiea ieng
hetta pufipa ekvivalentdir ;

Isbot. K_esishu-.-chi 1Ty va Iy tekistiklarda votuvehi. momentlan mos

ravishda M, varf, ga teng julllar berilgan bo'lsin (6.6-rasm). I, va [T,
tekisliklaming kesishgan chizig'ida biror AR =  kesmani oiib'
benlgan juftlami o'z tekisligi-da umumiv o  elkaga !\'t,‘!lirilmll-
Natijada 6.6-rasmda tasvir-langanidek. Iy te-kislikda yotuvchi (£, ¢y
va Iy tekislikda votuvehi (£5.4) jufi kuchlami olamiz By Jum:.r
momentlarining moduli quyidagicha aniglanadi: .

My = 5 d. M, = Fyed G0
A va Bnuqtalarga qo'yilgan . F, va #..F, kuchlarni go*shamiz:
R=F+8 R =P+, (6.15)

Natijada (#.£7) va (F.F,) jult kuchlar bitta (£ K.) jufiga ekyiva-
lent bo™ladi. (6.13), (6.15) va (6.1) ga asosan bu juftning monjent-

72



vekton quyidagicha aniglanadi:
M=, (R =B G+ F)=ABx F, + ABx F,=
N i;l (F-;‘ 3 Tﬁa (F-:] = ‘G-l‘i' ﬁa-
Shunday qilib,
M=M,+M, (6.16)
M vaM , momeni-vehtorlariga qurilgan parallelogramm momentlar
parallelogrammi deyiladi. Bu parallelogrammning diagonali migqdor
va yo'nalish jihatdan(F /) va jufilami qoshish natijasida olingan
(K. R.) teng ta'sir etuvchi jufining momentini ifodalavdi. Chunki
momentlar parallelogrammining tomonlan [f‘.{.f"',} va (.f',..":',) kuch-
larga  qunlgan  parallelogrammning  tomonlariga  perpendikulyar
bo'lgani uchun momentlar parallelogrammining diagonali (. £.)
teng 1a’sir etuvchi juft tekisligiga perpendikulyvar vo'naladi va moduli
M=R-d boladi
Agar parallel bo’lmagan tekisliklarda votuvelt va momentlan
My Mgy oo v Ma pa teng juftlar sistemasi berilsa, isbotlangan teore-
maga asosan juftlami ketma-ket qorshib, bitta teng ta'sir etuvehi julini

olamiz Bu juftning momenti berilgan jufilar momentlarining geome-
ik vigrindisiga teng:

M=3%M, (617)
Bir necha kuchlaming teng ta’sir etuvchisi kuch ko'pburchagi
usulida topilgant Kabi (2.1-§) teng ta’'sir etuvchi jullning momentini
ham kopburchak usulida amqglash mum-kin: teng ta’sir etuvchi
jufining momenti berilgan jultlaming moment-vektorlariga qyril-gan
ko'pburchakda birinchi jufi momeni-vekiorining boshini - jufining
moment-vektor: uchi ilan wiashtiruvehi yopuvehi tomoni bilan
xarakierlanad
Apar jull kuchlar parallel tekisliklarda voisa, bu jufllami 6.4 -§ da
isbotlangan teoremaga asosan bitta tekislikka kochirish mumkin.
Ma'lumki (3.0 - §). bunday jultlar sis-temasi bitta jullga ekvivalent
bo*lib, wning momenti berilgan juftlar momentlarining algebraik
vig'indisiga teng boladi.
(6.17) dan fovdalamb, fazodagi juftlar sistemasining muvozanal
shartlarini Keltinb chigansh mumkin, Fazodag jufilar sistemasi bitia
teng ta'sir etuvchi jufiga ekvivalent va uning momenti (6,17) dan
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aniglangani uchun jufilar muvozanatda bo'lganda M =0 yoki
Y M =0 (6.18)
shart bajarilishi kerak. Binobarin, fazodagi jufilar momentlarining
geometrik yigindisi nolga teng bo'lsa, bunday juftlar sistemasi muvo-
zanatda bo'lad). . ;
Jufllar sistemasi muyozanatining analitik ifodasi quyidagicha yvoz-

ladi:
= = 1 = 6.19
XM, =0, FM =0. FM =0 (6.19)
Shunday qilib, fazodagi jufilar  momentlarining  har  bir
koardinata o'qlaridagr  proekstivalarining  vig'ndisi  nolga  1eng
bo ‘lsa, bunday juftlar sistemasi muvozanarda bo ladi. !
6.7-§. Fazoda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasini bir nug-
taga keltivish I
Fazodag kuchlar sistemasini bir nuglaga keltirish uchun (xuddi te-
kislikdagi kuchlar sistemasi kabi. 4.2-§) Puanso usulidan fovdalanish
mumkin, A nuqlaga qovilgan £ kuchni ixtivoriy O nugtaga ko“chirish
uchun @ nugtaga F=F va F= _ F kuchlami qo‘vamiz (6.7 -rasm.
a). Natijada A nugtaga qo'yilgan F kuch O nuqtaga qo'vilgan 7 = F
kuchga va momenti F ga teng (%, 7*) qo’shilgan jufiga ekvivalent
bo*ladi hamda

M =M, (F) (6.20)

6.7- rasm.
Bu hol 6.7-rasm. a da tasvirlangan,
% Jisn}ning Ap Az ., A, nuglalanga fazoda INOVORY Vo nalean
£, F B, Kuchlar ta'sir efsin (6. 8-rasm. o) F
Keltinsh markazi uchun ixtivoriv ¢ nugtant anlab, b
kuchlarmi shu markazga qo'shilgan jufilan bil
keltirish markazi € nugraga qovilgan

archa
an Reltrramiz. Natijada

=B Bl b = F (6.21)
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kuchlar sistemasi va momentlari
My = Mo ()M = Mo (Fy) M, =M o(F) (6.22
Go'lgan (B ) (Fau s Yo(FE,) qo'shilgan julllar sistemasi
hosil bo'ladi (6.8-rasm. @): aniglik uchun rasmdan = 3 holi ko'rilgan.

i R-pacs
O nugtaga qo'vilgan kuchlami geometrik qorshib, bitta R kuchni
olamiz. K = Z-"". voki (6.21) ga asosan
K=%F (6.23)
Xuddi 1ekislikdagi kuchlar sistemasi kabi barcha Kuchlaming
weometrik yvi-gindisiga teng bo'lgan® kaualikka fozodagi kuchlar
sistemasining bosh vek-tore deviladi.
(I 1) U 00, UL F ) Fazoviy juftlami go'shib, momenti
M, ga teng bitta juftni olamiz. Bu jufining momenti (6,17) ga asosan
quyidagicha aniglanadi. M, =3 M voki (6.22) ni e'tiborga olsak.
A, =S N(E) (6.24)
M, pa berilgan Kuchlar sistemasining keltinsh markaziga nisbatan
bosh momenti deviladi. Binobann, fazodagt kuchlar sistemasining bi-
ror markazga misbatan hosh momeni tashkil ewvehn kuchlarming shu
mirkasga nisbatan momentlarining geometrik vig“indisiga teng,
Shunday qilib. quvidagi teorema isbollandi: fazoda ixtiyoriy
Javlashean kuchlar sistemasini biror € markazea keltivish natjasida
bu lachlar sistemast keliirish markaziga go ‘vilgan bosh vekior R ga
teng bitta Jueh bilan momentt M, ga teng bitte jufiga ckvivalent
boladi (6 8-rasm, ).
6.8~ rasmda momenti bosh momentga teng bitta juft kuch tasvir-

lanmagan. Bunga sabab, 6.5-§ da ta’kidlanganidek. juft momenti vek-
toriga parallel 1ekisliklarda votuvehi son-sanogsiz juftlar mos keladi.
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6.8-§. Fazodagi kuchlar sistemasi bosh velitori va bosh momentin-
ing analitik ifodalari

Bosh veklor va bosh momentning migdor hamda vo-nahshini ana-
htik usulda aniqlash uchun koordinata boshini kellirish markaz O
nuqlada  olamiz (68-ra-sm. €) F kuch qo'yilgan uun:n:lmn%l
koordinatalarini x,,¥,.z, hamda kuchning koordinata o glaridagi
prockstivalarini ¥, ¥, 7, bilan belgilaymiz (6.23) ni kcurdinal:f.
o'qlariga proekstiyalab, bosh vektor K ning Ox. Oy Oz o glaridagi
proekstivalanni olamiz

=y X,. R=%Y. R — (6.25)
Bosh vektoming moduli
XY +EF+EZ) (626

RIARTHRE = (DX,
el 1}
formula yordamida. bosh vektoming koordinata o*glant bilan tashkil
gilgan bur-chak kosinuslan esa
cosu=R, R, cosp=R, R cosy=R- R (6.27)
formulalar bilan amq!:mm:tl
(6.24) ni koordinata o'qlariga proekstivalab, kuchning o’qqa nis-
aatan mo-menti bilan shu o’qda olingan 1xtivony nugtaga misbatan
momenti orasidagi (6.8) munosabatm e’tiborga olsak,
My Mz — 2 Ys),
M= Sl X, —x,2,),
M= v —, X, ||' (6.28)
voki kuchning 0'gqa nisbatan momentini m 91 orqali ifodalasak.
M, = S[He (7], = X,
= XMA (F}], =24y, ;,.f__i,
.-lr_ - MWL (F )], =X M, (7))
formulalar o'nnli bo'ladi. (6.10) munosabatga  ko'ry

(6.29)

bosh
momentning moduli quyidagicha aniglanadi.
My = [u FIT- .—]'nii"1}‘ - [ur; T .
(6.30)
Koordinaia o “glan bilan Iashlu! gilgan burchak kosinuslar esa
l.‘csf,lf \;z- e, Cﬁal Lr\. ,) = ;:—v. LL:\'\_i.';. zJ! - :
o s (6.31)

formulalardan lopihldi_
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6.9- §. Fazodagi kuchlar sistemasining invariantlari

Berilgan kuchlar sistemasini unga ekvivalent bo*lgan sistema bilan
almashtinishda o zgarmay goladigan vektor yoki skalyar kattalik kuch-
lar sistemasining invartanti deyiladi.

Nuddi tekislikdagt kuchlar sistemasi kabi la-rodagi kuchlar
sistemasining bosh vektori ham benlgan kuchlaming geometrik
vig'indisiga teng bo'ladi va keltinsh markaziga bog'liq bo’lmaydi.
Ya'ni, kuchlar sistemasining bosh vektori keltinsh markazga nisbatan
invanant bo'ladi. Bosh vekior R kuchlar siste-masining vektorli inva-
riantt deyiladi,

Keltinsh markazini o' zeartinish natijasida

bosh moment qanday o zgarishini ko*ramiz %
Fazodagi (F.F...F) kuchlar sistemasini :
) markaszga  keltirganda  uning  bosh

vektoriR va bosh momenti Af. sa leng £

bo’lsin (6.9-rasm). Keltirish markaz uchun
boshqa O'nuquant olib. bu nuglaga nisbatan
hisoblangan  bosh  mo-mentiM,,

bilan 6.9- rasm.
belgilaylik. Agar 4« (v = T nugtaga qo'vilgan kuchning €' nugiaga
misbatan radius - vektorini % bilan belgilasak, u holda (6.24) ga
binoan

'_\?o' ey E 'ﬁir:;“-—\.) B EF: x ?:

0.9-rasmdan ©v — 6’0 + 7+ bo’lgani uchun

Lﬁrni‘r_d"o-- ;:}xf:wsﬁ"()xa-f-jr,xﬁ-

=00 % 3F,+ X7, x F, = G0 xR + 7, (6.32)

(63) ga asosan 90 x & =i, (%) bosh vekloming ' nugiaga
nisbatan  mo-mentni  ifodalavdi.  Buni nazarda tutib (6.32) ni
quvidagicha vozish mumkin

By = W, (R + ¥, (6.33)
voki

M, =M, =M )
vam kelirish markazin o 'zgartivish natijasida bosh momenining
o'zgarishi, av-valgi  keltirish markazi O ga qo'vilgan kuchlar
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sistemasi bosh vektori R ning yangi keltirish markazi Q' ga nishatan

maomentiga reng.
(6.33) da My ®) LR ekanligini nazarda tutib, bu tenglikni bosh
vektor R ga skalyar ko'paytiramiz:
R By =R-M, (6.34)
i Cey) -y s v, (6.35)

bunda 7= R Mg ya v =R, M,

Binobarin. kuchlar sistemasi bosh veklorining bosh momentga
skalyar ko'payl-masi voki bosh momentning bosh vektordagi
proekstivasi. keltirish markaziga bog'liq be'lmagan o'zgarmas
kattalikdir. Bu katalik fazodagi kuchlar sistema-sining skalvar
invariant deviladi.

6.10-§. Fazodagi kuchlar sistemasi bitta juftga yoki teng ta’sir
etuvchiga keltiriladigan hollar. Varinon teoremasi

Yugorida ko'rganimiedek (6.7-§) jismga 1a'sic etuvchi fasoda
ixtivorly joy-lashgan (F.Fe.d) Kuchlar sistemasini © markasga
keltirish natijasida bu kuchlar sistemasi bosh vektor K ga teng bitta
kuch bilan momenti bosh moment M, ga teng bitta jufl kuchga
ekvivalent bo*ladi.

Agar kuchlar sistemasiming bosh vektori & =0

P ya'nt  berilgan  Kuchlarga qu-rilgan  kuch
= iz ’ ko'pburchagi yopiq hamda bosh momenti 17, 2
N\ / { bo'lsa. bunday Kuchlar sistemasi momenti bosh

4| moment AM,ga teng bilta teng 1a'sir eluvchi

Jjuftga keltnladi. Bu holda (6,33) #a asosan kelti-

rish markazim €' ga o zgarlit-gan bilan jull mo-
| mentt o' zzarmay di:

G 10 masm, J'p.l_(,,=.-”,_

Teng ta'sir etuvchi jufining momenti M., erkin vektor bo'leani
uchun uni jismning ixtivony nugtasiga go'vish mumkin Teng ta'sir
etuvchi jufining tash-kil etuvchilari esa. moment-vektori A, wa
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perpendikulyar ixtiyony tekislikda votishi mumkin.
Quyidagi ikki holda fazodagi kuchlar sistemasi teng ta’sir etuvchi
kuchga keltiriladi:

1. Agar keltirish markazi deb tanlangan O nuqta uchun
R0 M,=0
bo'lsa. u holda fazodagi kuchlar sistemasi berilgan kuchlaming
geometrik yigiindisiga teng va O nuglaga go'yilgan bitta kuchga.
ya'ni teng ta'sir etuvchi & ga ekvivalent bo'ladi:

@ oo EJOR
hamda

R=3F
2 Agar keltinsh markazi O nugta uchun
R, M, #0

hamda bosh moment M, bosh vektor & ga perpendikulyar bo‘lsa,
u holda fa-zodagi kuchlar sistemasining skalyar invarian R, = 0
bo'lib. bunday kuch-lar sistemasi teng ta’sir etuvchiga Keltirilishini
ishotlaymiz. Bosh vektor R orqali bosh moment M, ga perpendiku-
Ivar 1 tekislikni o'tkazamiz (6.10-rasm), Momenti M, ga leng
bo'lgan (K. R ) jultning tashkil etuvchilaridan biri K ni shunday
tanlaymizky, u miqdor jihatdan bosh vektor # oa teng, vo'nalishi esa
unga qarama-garshi bo'lsin. U holda (£. B') jufining momenti

My =R'h = Rh
formuladan amqlangani uchun jufining elkasi

'
= 'r_.u
R

tenglikdan topiladi. (K. R jufning ikkinchi tashkil etuvchisi K.
O nugladan M, R lar volgan tekislikka o'tkasilgan A
perpendikulvaming uchiga shunday qo'yilganki, M, vektoming
uchidan qaraganimizda £ kuch jismni € nuqta at-rofida soat strelkasi
harakatiga teskari vornalishda aylantinishga mtiladi. O nug-taga
govilgan R va R kuchlar muvozanatlashgan kuchlar sistemasini
tashkil etadi: (R . R ) 0. Shu sababli berilgan kuchlar sistemasi A
nugiaga go'vilgan vagona kuchga ekvivalent
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boladi:(F.Fio.F)eeft.  Bunda R kuch berilgan kuchlar
sislemasining feng 1a’sir etuvehisini ifodalaydi. =
Demak, hiror O nugtada bosh vekior R bosh moment A-f.:}?‘-'
perpendi-kulvar vo nalgan bo lsa, kaichlar sistemasi bosh vektor f
ga parallel vo'na-lgan va kelnrish markazi © dan OA — f="2
masofade (M, yo'‘nalishiga mos ravishda) A nugtaga qo vilgan eng
ta'sir etuveln R kuchga keltivilads, - o
Fazodagi kuchlar teng ta’sir etuvchisining momentiga oid quvidagi
Varinon teoremasini ishotlavmiz (tekislikdagi kuchlar sistemasi uchun
bu teorema 4 3-§ da isbotlangan): i
Agar fazodagt kuchlar teng 1a sir enivehiga keltirilsa, bu teng 1a sir
etuvehining ixti-voriy nugiaga msbatan momenti barcha knch.fw'-‘ﬂﬂl.’
mazkur nugtaga nisbatan moment-larining  geometrik g indisiga
leng.

Isbot. Fazodagm (F.F...F) Kuchlar sistemasi 4 nuqiaga
qo'vilgan R teng ta’sir etuvchiga keltiriladi deb qaraylik. Itivoriy O
wqtani olamiz va keltinsh markazini o'zgar-tirish natjasida bosh
nomentning o'zgarishini ifodalovchi (6.33) tenglikka asosan sistema

barcha kuchlanning ¢ nugtaga msbatan bosh momenti uchun quyidag
ifodani vozamiz:
My = My (i 47,
Benilgan kuchlar sistemasi A nuqgtada teng ta’sir eluvchiga
keltirilgan: tufayli bosh mo-ment 7, =0 bo‘ladi, binobarin
j‘i.ﬂ - Eﬂ(ﬁ.’?
(6.24) formulaga asosan bosh moment A, sistema barcha kuchla-
naning ¢ nuqtaga nisbatan nlunlm'nllariu?inz,-_ geometrik vig
M, =YV, (F)
Oxirgi ikkita tenglikni solishi nh quvidagi natijani olamiz
MR =Y M (F)
(6.36) fenghikni @ nugtadan  o'tuvehi
proekstivalaymiz:

ndisiva teng

(6.36)

biror ()= 0'qqa

L] =X, i ]
(6.8) tenglikka asosan oxirgi ifoda quyidagicha yoziladi
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M, (Ry=3 M) (6.37)

Demak, fazodagi  kuchlar sistemast  teng ta'sir etvehisining

ixtivorly o gga nisbatan moment mazkur kuchlarning ushby o 'qqa
nisbatan momentlarining algebraik vig 'indi-siga teng.

6.11-§. Fazodagi kuchlar sistemasini dinamik vintga keltirish

Kuchlar sistemasini sodda holga keltirish bilan shug'ullanamiz Be-
rilgan kuchlar sistemasini € markazga keltirish natijasida bosh vektor
R bilan bosh moment M., orasidagi burchak ¢ # 90 holni tekshira-
miz (6.1 1-rasm).

Bosh moment M, ni bosh vektor & bo'ylab vo'nalgan M, va
unga  perpen-dikulvar  vo’nalgan M. tashkil eluychilarga
ajratamiz (6.1 1-rasm, a).

Rdolcospl  |R-io |
—

M, =M cos9| = s
M, ="' M,sing)| (6.38)

g 0 " —
Al, ! if
{
- D
1} i = |l.’
@ >
~_ T = %
o il =

6.1 1 -rasm.

ML R bolpani uchun, yugorida ko rganimizdek. momenti M.
a teng jull va R bosh vektomi, O nugtadan M. ga perpendikulyar
o thasilgan 11 tehislikda-gi

00 - M-'R ~Mylsin o/ R (6.39)

masofada. O nugtaga go'vilgan K =K kuch bilan almashtirish
mumkin (6.1 1-rp-sm. 4),

Berlgan kuchlar sistemasi uchun M, vekion o‘zgarmas bo'lib,
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keltinish markaziga bog'lig bo'lmaydi, shu sababli uni 0*ziga parallel ryishda 0°
nugtaga keltimmiz {6,11-rasm, o). Natijada berilgan kuchlar sistemasi ¢ nuqtaga
qoyilgan R = R kuchga va shu kuch bo'ylab yo'nalgan i momentli (F-/)
jufiga kel-tiritadi Bujuit M: ga perpendikulyar I7; tekislikda yotadi.

Bitta kuch va shu kuchga perpendikulyar tekislikda yotuvehi jufidan tashkil
topgan sistema dinamik vt deviladi.

Shunday gilib, bosh vekior noldan fargli va bosh momentga perpe ndikulyar
bo'lmagan holda, ya'ni fizodagi kuchlar sistemasimng skalyar invarnanti

RMo 40 tolda loichias sstemasi dinatiik vintea keltiriladi. Tinch holatdagt
erkin jismea kuch ta'sir etsa, jism ilgarilama harakat giladi; juft kuch esa jismm
aylanma hara-katg keltiradi. Diramik vint 1sindagi jism il ganilama va aylanma
Tamkatca (ya'ni vint hamkatida) bo’ladi, I
Fazodam kuchlar sisterosi dinamik vintga keltiniladigan ) nugia yagona eimés. Hie

qioutan tam, M1 vektori erkin vektor bamda R = R kuchi ' sir ching'i bo'ylab
ko' chirish mumdin bo'lgan tufivli 8™ = R vekioming ta’sir chizig ida yotuvei i
tiyorty nuitada kuchilar sistemasi dinamik viniga keltinladi

6.12-§, Markaziy 0'q tenglamasi

Fizoda € mugtani shunday tmnlash kerkki, berlgan kuchlar sistenmsi shu nuguada

ik vanti tashkil etsin, va'ni bosh vekitor R bitan bash moment 1o birto'g'ni
chiizic) ba”ylab yo'nadsin. Bu o’ i chizi benlgan kichiursivenaingng mrkicn o ipde
Vilads,

Al -' o'y tengl

ini aniglash

uchum 0 v R vektorazming kollineardik
shartidan fovdalanamiz (6 1 2-rism), va'ni

&
A Jl’é A f -3 mardany oy
R_ = Ry ’I
( (6.40)
fro : 6.12- rasm
Dunda p uzunlik birfigeida o lchanadipan
ozgamuas kattalik bo'lib, vor prsms

deviladt (6.32) gaasosan (2" nugiaga nisbatan bosh moment uckin

M. =00'x ReM, =M. - 00~ f
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bolganidan (6.40) quyidagicha yoziladi:
(M, —00" % R/ R= p (6.41)

(6.41) markaziv 0'q tenglamasining vek-torli ifodasidir Markazy
0°q tenglamasining analitik ifodasini yozish uchun ixtivoriy € nuqtada
x. v. = koordinata o*glarini o’ thazamiz

O nuqtaga kuchlami keltirish natijasida bosh vektor K va bosh
moment M, =M, +M. ga (bunda M, LM, M,=M_ ) eg
bollaylik. Asar A7,. K. 00 vektorlaming proekstivalarini mos
ravishda M (M .M MY, B(R.R,.R.).

{Jf)'(r'.y'.;'l bilan belgilasak, dinamik vint bosh momenti
M=RM +RM, +R.M, (6.42)
vinl parametn
P=MARY =(RM +R.M_+RMOIRY (6.43)
(6.41) ga asosan markaziy o°q tenglamasi analitik ifodasin olamiz
M, =y ;: TR M -z ;’:{ —NY M, =(x :. ¥R p (644)
Quyidagt jadvalda fazodagi kuchlar sistemasini bir nuqglaga

keltirish hollari ho*rsatilgan (4-holning o'rinli ekanligi 6,14-§ da
benlgan)

. M R::’-;"_, R M Kelinsh
: ) hollan

! RM . ¢0 R #0 !‘:;d 20 Dinanuk vint

z RA ." _n ."\' 0 M, =0 Teng rasie

' cluvehi kueh

M, =0

~ 2 RM,=0| R=0 M, =0 Jult huch
4 HM_,=0 |  R=q M., =0 Kuchlar
i sistemast

= ] J _muvozanatda

Agar kuchlar sistemasi bir tekislikda (masalan. Oxy tekisligida)
voisa, u holda bosh wvektoming = o'qdagi proekstivasi va bosh
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momentning x va v o'qlardagi
proekstivalari nolga teng bo’ladi:
R =0M,=0M, =0
Bu giymatlami
R+ RN, + RAM =RAT, g
qoysak, RAf,= 0 bolishini ko' ramiz
Shunday  qilib, tekislikdagi  kuchlar
6.13- rasm. sistemasi jadvaldagi 2. 3 va <-hollarga
mos keladi Xuddi shuningdek. agar fazodagi kuchlar sistemasi = 0'qga
parallel bo'lsa. ulaming x va v o'glardagi proekstivalari va = ga
nishatan mo-mentlari nolga teng boladi, Binobarin, bu holda ham
huchlaming skalyar inva-rianti
RM, = RaM + 8 M + BM =0
bo'lib. fazodagi kuchlar sistemasini bir nuqtaga keltirish jadyval-
dagi 2. 3 va 4 - hollarea mos keladi va tekislikdagi kuchlar sistemasi
voki fazodagi parallel kuchlar sistemasi dinamik vintga keltirilmaydi,

Fazodagi kuchlami sodda (kanonik) holga keltirishga oid quyidagi

masalani echamiz

6.1-masala. Kubning ikkita girrasi bovicha £ kuch qo'vilgan
(6.13-rasm). Shu kuchlar sistemasi sodda holga keltinlsin,

Yechish. Bu xildagi masalalar quyvidagi tar-tibda echiladi:

I Koordinatalar boshini Kkuchlar keltinla-digan nuqiada olanuz.
Berilgan masalada ko-ordinata o'qlarini 6 13-rasmdagidek vonal-
liranue

2.(6.25—6.27) ga asosan bosh vektor& ning migdor va vo'nalishinj
amiglay miz.
Ro=F X, =PR =3 =0R =FZ =PR=p2

sy R
)=

'
os | R', x

Yoy AR ;
ﬁ—'-%, cos (R',g]:%‘}=a
Ry T
cos [R,:}-'H'- =—1‘12 3
(6.28) ga asosan;
M=M~0; M.=-aP
3.Dinamik vint bosh momentini (6.42) ga asosan aniglaymiz
M, =R+ RM, +R M, =

a \’"_: 2
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4 Markaziy o'q tenglamasini tuzamiz, Bosh vekior va bosh
momentning koordinata o°qlari-dagi aniglangan proekstivalarini
nazarda tutib, (6.44) tenglamadan quyidagi munosabatni olamiz

0-WP=20)_0-EP-xP)_-aP-(0-yP)_
n 0 P
p=MIRY =(RM,+R.M +R-M)IR) =az 4P

Bunda = =z =0 deb garab. markaziv o'qning Oxy tekishgi bilan
Kesishgan Az, v 00 nugtaning  koordinatalarini - amglavmiz:
x =0 =all.

Markaziy o'qning vo'nahshi bosh vekior # wo'nahshi bilan bir xil
bo‘lgani uchun markaziy o°q 6.13- rasmdagidek. A(0.a/2.0) nugla
va kubning markazi orqgali o°tadi

6.13-§. Farodagi kuchlar sistemasini ikkita o‘zaro le-
sishmaydigan kuchlarga keltirish

Fazodogr kuchlar sistemast dinamik vintga keltirilgan deb garaylik.
Dinamik vinini  bosh  vektor A ga teng kuch hamda tashkil
etnvehilari £ va &7 gateng jufidan iborat deb qarash mumkin (614
-rasm). A nuglaga qovilgan jufl tashkil etuvehi kuchlardan bir /7 ni
Kbilan  geometrik  qo'shib, ulaming vyig'in-disini O bilan
belgilaymiz Natijada berilgan  kuchlar sistemasi fazodagi parallel
bo‘lmagan va kesishmav-digan ikkita kuchlar: 4 nuglaga qo'yilgan
I va B nugtaga qo‘vilgan O pa ekvivalent bo*ladi.

6.14-§. Fazodagi kuchlar sistemasining muvozanat shartlari

Teorema. Fazodagi kuchilar
sistemast muvozanatda bo lishe nehun

R =0, M,=0

(6.45)

rengliklarmng bajarilish, va'nt kuchiar

sistemasining bosh vekfori va xtivoriy

kel-tivish markaziga nisbatan bosh momenti nolga feng ho ‘lisht zarur

3 1A= msn
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va vetarlidir.

Isbot. Zarurligi, AgarR va M, noldan fargli bo*lsa. bunday kuchlar

sis-lemasi muvozanatda bo'la olmaydi, chunki jull kuchni bitta kueh
bilan muvoza-natlash mumkin emas, Agarf=0. M,# 0 bo'lsa
kuchlar sistemasi bitta juftga keltiriladi yoki 1i,=0.8 #0 bu'l{;n'-'l
holda kuchlar sistemasi keltirish markaziga govilgan bitta teng ta'sir
etuvchiga ekvivalent bo'ladi. Har ikkala holda ham kuchlar sistemast
muvozanaida bo'lisht uchun (6.45) ning bajarilishi zarury shar
hisoblanadi.

Yetarliligi, (6.45) shartlar bajanlsa, keltirish markazi © ga
ko chirilgan barcha kuchlar ham. ko'shilgan juftiar sistemasi nolga
ekvivalent bo'ladi. Ya'm berilgan kuchlar sistemasi
natiashgan kuchlar sistemasini tashkil etadi.

(6:45) shartlar fazodag kuchlar sistemasi muvozananning vektorl
ifodasidir. (6.45) ning geomelrik ma'nosi kuyvidagicha: fazodag
kuchlar sistemasi muvoza-natda bo'lishi uchun kuchlar ko'pburchagi
va berilgan kuchlaming istalgan kel-tirish markaziga nishatan moment
vektorlariga qurilgan ko pburchak vopiq bo*-lishi kerak.

(6.26) va (6.30) mi nazarda tutib, (6.45) o'miga qun ;duy
tenglamalami olamiz

v =0, ZL =0, T4

muvoza-

XM AE)=0. XM (F)=0. XM (F)-0 (648
Bu tenglamalar fazodagi kuehlur sistemasi muvozanatining analitik
shartlanni ifodalaydic  fazodagr  kuchlar  sistemuasi  mygve e

bodlisht  wclun  barcha  Juch-larming  koordinara u'qra;.-rrlfh .“
procsavatarining va kuchlarning uchia koordinara o ‘glarieq n *.:'.!.4‘
dan momeatiarinmg vie mdiss alohida-alofida no) Qa nisha-

B tene bo s,
Sarnr va yetariidir, & Oolishi
Kuchlar sistemasi muvozanatining quyidagi uchta xususiv holing
alohida ko*-ramiz: - ni

LBir nugtada kesishuvehi kuchlar, Agar(F 0 p) bir
nuq!udq kesi-shuvchi Kuchlar sistemasini  tashki] etsa.  keltirish
markazi uchun "”fhi-"””"b’_':"s“' chiziglan Kesishgan nugtani olamiz
Natijada barcha kuchlaming 1a’sir chiziglari uchala koordinata
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o'glarint kesib o'ladi va kuchlaming mazkur oqlarga nisbatan
momentlari nolga teng bo'ladi. Binobarin, (6.46) dagi oxirgi uchta
tenglama ay-nivatga aylanadi.

Shunday qilib. bir nuqtada kesishuvchi kuchlaming muvozanat
tenglamalarini avval keltirib chigarilgan (2.10) ko nnishida olamiz:

TX=0, Tr=0, ¥Z.=0

2. Tekislikdagi  kuchlar sistemasi.  Agar(F. F...J) bir
tekislikda votuvehi  kuchlar sistemasini tashkil etsa. kuchlar votgan
tekislik uchun Qxy tekisligini ola-miz. Kuchlar z 0'qqa perpendikulyar
tekislikda jovlashgani wilavli ulaming = o'q-dag proekstiyalari nolga
teng. Kuchlaming tasir chiziglari Ox va Oy o'qlanga parallel yoki
kesib o“teani uchun xar ikkala holda xam kuchlaming Ox va Oy o"gla-
riga misbatan momentlari nolga teng bo'ladi. Natijada (6.46) da
uchinchi. to'rtin-chi va beshinchi tenglamalar aynivalga aylanadi.
Barcha kuchlar Oxy tekisligida volganligi sababli ulaming = o*qiga
nisbatan momentlari koordinatalar boshi @ ga nisbatan kuchlar
momentlarining  algebrark  vig'indisiga teng bo'ladi. Shu sababli
tekishikdagi kuchlaring muvozanat tenglamalanni ilgan chiqarilgan
(49) ko'nmi-shida vorsh mumkin:

A0, reel) 3 =0

3.Fazodagi parallel kuchlar sistemasi. Agar (/. F5.... 1) lazodagi
parallel kuchlar sistemasidan iborat bo'lsa, = o'qmi kuchlarga parallel
vo'naltiramiz. Kuch-lamming  1'sir  chiziglan  Oxy  tekishigiga
perpendikulvar  bo’lgani uchun ulaming Ox va Oy o’glardagi
prockstivalan nolga teng bo'ladi. Kuchlar z o°qqa parallel bo'l-gani
uchun kuchlaming = o*qga nisbatan momentlari nolga teng bo‘ladi.
Natyjada (6.46) dagt binnchi, ikkinchi va oltinchi tenglamalar
ayvnivatga avlanadi va fazo-dagt parallel kuchlarning  muvozanat
sharilart quyidagicha voaladi:

Y7 =0. TM,(F)=0, T M (F)=0 (6.47)
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6.15-8. Bir nugtasi bilan magkamlangan qattiq jismning
muvozanat shartlari

Yugonda chigarilgan (6.46) ko rninishidagi muyozanat l_en,l;lamajm"l
erkin qalfiq jismea qo‘yilgan kuchlar sistemasi uchun orinli bo' ladi.
Bog lanishdagi fismiar-ning muvozanatini aniglashda bog‘llunlshdﬂﬂ
bo'shatish  aksiomasidan  foydlana-miz,  (F.Fee F, ) kuchlar
t'sindagi jism O nugtada sferik shamir vositasida :119.hknl'(\lang&n

bo'lsin (6.15- rasm). Qo zg'al-mas nugtani koordinatalar boshi uchus

qabul gilamiz Berilgan kuchlar qatoriga sferik shamir reakstiva Kuchi
tashkil etuvchilan X,.¥..Z, lami qo'shib, (G.46) ga asosan
muvozanal lenglamalanni quyidagicha yoza-miz:

X +X,0, FY 4+, =0, Y7 + Z,7%

TM (F)=0, TM(F)=0, TMA(F)=0 (6.48)

Oxirgi  uchta  tenglamada  noma’lum  reakstiva  kuchlan
qamashmaydi va bu tengla-malar muvozanat shartlarini ifodalay di. Bu
shartlaming vektorli ifodasini

M, =YM,(F)=0 (6.49)

shaklida yozish mumkin
(49dan  ko'ramizki, asar akiy
Kuch-laming  qo'zg'almas  nuqiaga
mishatan mo-meni-vektorlarnning
geometrik vigindisi nolga leng hu‘lsu:
bitta nuqtasi bilan maghamlangan jism
muvozanaida  bo'ladi.  Boshqgacha
avigan-da.  bita  nuglas: bilan
magkamlangan  ism muvozanalda

¢

ey A
T - bo'lishi  wchun  beriloan  kuchlar
L= TSI, G| 3] fant -
. sislemast  'qo'ze*almas nugladan
o'tuvchi
R=-R, (6.50)

teng ta’sir etuvchipa keltinlishi kerak (6,48) ming binnchi uchia
tenglamasidan qo*zg’almas nuqgladagi reakstiva huchi K nine ko-
ordinata o*qlaridagi proeksti-valan aniglanadi: i
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X=-3Xi Y3 =52,

Bu tenglamalar (6.50) vektorli tenglamaning koordinata o*glandagt
proekstivalarini ifodalavdi.

6.16-§. Ikkita nugtasi bilan mahkamlangan gattiq jismning muvo-
zanat shartlari

Ikkita 4 va B nuqtalan sferik shamir bilan
mahkamlan-gan jism (F.F5...F)  kuchlar
ta'sinda mazkur nuglalar orqali o'tuvehi o'q
atrofida aylanishi mumkm. Koordinatalar boshini
A nugtada olib, = o’qmi 4 va B nugtalar orgali
o'tkazamuiz (6.16-rasm). Ko ze'almas nugtalam-
ing reakstiva Kuchlarimi koordinata o' glanning
musbat yo'nalishi boyicha X .F,.X,.¥,.7 .7,
tashkil etuvchilarga ajratamiz. Muvozanat bo-lishi
uchun ¢ ol A 1 L T O e o A S s

kuchlar (6:46) muvozanat shartlarini qanoatlantirishi ke-rak:

FTA X AN, =D, B30 0 D A Tl L AT, =0,

YM =Y a=0,  FM ()X -a=0, FTME)=0 (6.51)

bunda @ bilan A4 va B nugtalar orasidagi masofa belgtlangan Oxirgi
tenglamada reakstiva kuchlan gatnashmaydi, shu sababli bu tenglama
ikki nugtasi moahkam-langan gattiq  jismning muyozanal shartini
ifodalaydi: ikki  mugrasi  bilan  mah-kamlangan qattiq  jism
muvozanatda  ho'lisht  wchun  akty kuchlarning  qo'zg ‘al-mas
nugtalardan o'tuveht o gga mshatan momentlarming yig ‘meisi nolga
teng bo lishi zarur va etarlidir,

To'rtinehi  va  beshineln  tenglamalardan  topilgan  givmatlarni
binnchi va ikkinchi tenglamalarga govib X va ¥, larmi aniglaymiz:

T, =30 (F). X =S M ()
[ (1]

b
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L Y THTATS » SRR VA AR 3
T

(6.51)ning uchinchisidan reakstiya kuchlarining = 0°qi bo'ylab
vo'nalgan tashkil etuychilarining yig indisini aniglash mumkin

Z,+Z,= _Z zZ (6.52)

ya'ni masala statik aniqmasdir. Texnikada bu anigmaslikni dh?lf
q‘l'ﬁs‘n uchun A nugtada tavanch podshipmk. B qx:t]ladﬂ stilindn
podshipik o'matish mumkin. Buholda 7, -0 bo'ladi. o
62-masala. G~ | kN og'irliqdagi ABCD rom, 7~ 2 kN Kuch
twsinda tunbdi. Plid,. AD-BU=60sm. AB-CD-100sm. q=30-
B-60° (6.17-rasm,a). A va B ta-vanchlarning reakstiyalari topilsin. (4-
sfenik shamir, B oshig-moshig). R
Yechish. ABCD romga G ogirlik kuchi, # kuch, CE sterjenning
reakstivasi § hamda A va B tavanchlaming reakstivalari {]0',\'!|:-"~1"‘- 4
sferik shamiming reak-stivasi uchta X,.¥.7Z, tashkil ‘31"""h'|"_'r
bilan, B oshig-moshigning reakstivasi esa ikkita X,.7, l;lsh_kll
etuvchilar bilan aniglanadi (6.17-rasm,@) Noma'lum kuchlar oltita
X V.Z,X,.7,8. Ulami aniglash uchun oltita  muyozanat
tenglamasini tuzish mumkin,
Kuchlaming  koordinata  o'glariga  nisbatan  momentlan
tenglamalari:
TMAE) =0, =P ADox30" =G A8 2+ Feind0 AB+ 2, - 1l = 0, n
M FN=0. GAC 20 nm 307 §-BC xin 60° =10, 2)

(3)
a(3) tenglamalardan

SMEE) =0 Peattr-sin 304 Seost0 A=\, A« 0

(2) tenglamadan S ni aniglavmiz: so'ngra (1) \
Zy v Xy lami topamiz.

Kuchlaming koordinata o*qlariga proekstivalari tenglam

alan:
Yo B L S L Y (B
Y=o ¥, 4F=0 (5)
Yz =i £, ~L+Z, +5 oond = (6}

Bu tenglamalardan T Yo vaZ, ni topamiz
Hisoblash natijalani quvidagi jadvalda keltiri lgan

XN



Kuchlar, kN
5 X, Y, Zy Xy Zi
0,299 10,600 2,00 |—0,544 0.7-14‘ ‘l 29

Fazoviyv kuchlarga doir hisob grafik ishlari variantlari darslik
so'ngida 1-ilova-ning 3-topshirig*ida berilgan.

Nazorat savollari:

1. Fazoda kuchlar sistemasining muvozanat shartlarining vektorli
ilivda'tari

2. Fazoda kuchlar sistemasi muvozanatining analitik shartlari

3 \ubum xollarda kuchlar sistemasining muvozanati tenglamalari
dagi kuchlar sistemasi muvozanati tenglamalarining
boshga ko rinishlari
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7-BOB. PARALLEL KUCHLAR MARKAZI VA OG'IRLIK
MARKAZI

Tayanch so*zlar: paralellel kuchlar, kuchlar markazi, og"irlik mar-
kazi, og'rlik markazi koordinatalari.

7.1-§, Parallel kuchlarning teng ta’sir etuychisini aniglash.
Parallel kuchlar markazi

Bu bobda teng ta’sir etuvchiga keltiriladigan  parallel Kuchlar
sistemasi qara-ladi. 6.9-§ da ko*reanimizdek, fazodagi paraliel kuchlal-‘
uchun skalyar invariant KA, = 0 bo'lib, bunday kuchlar sistemasi
teng ta'sir etuvehiga keltirilishi uchun

R #0 (7.1)

tengsizlik bajarilishi kerak. ) )
Jismga (7.1) tengsizlikni ganoatlantiruvehi (5. F..... F, ) parallel
kuehlar sis-temasi ta'sir etsin. Kuchlaming qo‘yilgan nugtalarini mos

ravishda A A.... 4, va Oxy= koordinatalar sistemasiga nisbatan bu

wgtalaming radius-vektorlarini #.7%...., bilan belgilaymiz (7.1-rd-
sm). Mazkur kuchlaming teng ta’sir etuv-chisini va uning qo®yilgan
nuqtasini aniglaymiz,

Agar berilgan kuchlaming ta’sir chiziglariga parallel bo'lgan birlik
vektorni ¢ bilan belgilasak, u holda F ixtiyoriy kuchni

K=FE (72)

ko'rinishda yozish mumkin. Bunda kuch ¢ vekior yo'nalishi bilan

bir xil bo'lsa, £ = £ : F vaé bir-biriga qarama-qarshi yo*nalsa.
F==F"
Avvalo birinchi ikkita kuchni qo’shamiz va o
etuvchisini & bilan belgilaymiz. (3.1) ga asosan

R =F+E;

aming teng 1a'sir

{7.3)

Bunda £, bilan & bir xil _\l‘l‘mifg;mi uchun f.'l' R. (3.2 g8 asosa

=K.

£ va /" orasida quyidagi munosabat o*rinli:



A AR, .LE.‘l _GA,
".1"1! ,-l'( .1 £ £
(7.4)
Agar R qo'vilgan €, nuqtaning
radius vektorini 7. bilan belgilasak. u
holda 7.1- rasmdan quyidagini olamiz:

.-I,.E',=r;-, -h {‘1;‘!1 =h =T
(7.5) ; . iiner
(7.5) n1 (7.4) ga qovib, . ni anig-
laymiz:
. ERAITE
et a8

(7.3) tenglikni va I, = =14 ekanligini nazarda wiib, & va F, Kuch-
larni qo’shamiz (3.3) ga asosan

3
R =R -F=F +F+F5=3F
wel

y X
PSR B 0 N
UORE T > 4

el

Xuddi shuningdek. » ta parallel  kuchlarmi go'shish  natijasida

nuglaga qo’-vilgan bitta teng ta’sir etuvchi R kuchni olamiz (aniglik
uchun rasmda i 4 ho-li ko*rsatilgan)

(7.7)

(7.8)

Bunda# kuch ¢ birlik vekior bilan bir xil vo'nalsa, R = R, Rva é
bir-binga qarama-qarshi vo'nalsa, # =-R bo’ladi

Agar parallel huchlar bir tomonga yo'nalsa. ¢ mi shu kuchlar
vornalishida olib, (7.7) va (7.8) da (") ishorami tushirib voash
mumkin. (7.8) formula yor-damida amglanadigan € nugia paraflel
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kuchlar  markazi  deyiladi. Parallel  kuch-lar markazining
koordinatalarini x. . v. =.: £, kuch go'vilgan nuqtaning koordi-
natalarini %, y., z. bilan belgilasak. (7.8) .dnn_pumllel kuchlm_'
markazining ko-ordinatalari aniglanadigan quyidagi munosabatlami
olamiz

> F; S F S
x =);.'.i'_x' v zzu SE o g rmian (7.9)
Lu - LR " L i T

LE 2 2F

(7.8) va (1.9) formulalardan ko'rinib turibdiki. fazodagi parallel
kuchlaming teng w'sit eluvchisi go'vilgan ¢ nuglaning h_“"’"
kuchlaming vo'nalishiga bog'liq bo'l-may, ulaming migdon Vv
qo'vilgan nuglalanning  koordinatalariga  bog'ligdir. Shu Sabfmh
kuchlaming qo‘yilgan nugialarini o"zgartirmay, barcha L_u;hi:u-m biror
o burchakka bursak. kuchlaming teng ta'sir etuvchisi ham mos

ravishda o burchakka buriladi va qo'vilgan nuqglasining holat
o zparmaydi.

(7 8)dagt i‘_.‘-}'f; kattalik benlgan kuchlar sistemasining ' markazgs

isbatan statik moment deyiladi.

(79 dagi ¥ /x, , X0y, . TRz kaualiklar berilgan kuchlar sis-
temasining mos ravishda 10z, vz va xOv tekisliklarga nisbatan sia-
tih momentlari deyiladi,

Agar kﬂﬂrfiinamlnr boshini parallel kuchlar markazida olsak. x y=
=0 bo_'-ladl va berilgan kuchlar sistemasining parallel kuchlar mar-

kasiga misbatan statik momentlan nolga teng boladi

7.2-§. Jismning og‘irlik markazini aniqlash

Istalgan qattig jismni juda Kichik sarrachalardan tashkil topgan deb

qarash mupﬂ.—_in. Bu zarrachalaming  har biriga \crlti\:tlhp;mgn
vo'nalgan £ ... Yerea tortilish huchlari (og*irik kuchi) wasir etadi
Statika bo'hmida o'rganiladigan ji-smlaming o'lchovlari Yemine
radivsiga nisbatan’ juda kichik bo‘lgani uchun jism sarralarining
og trlik kuchimi parallel kuchlar deb qarash mumbkin. Jism barcha zar-

ralari og'idik kuchlanining teng ta'sir etuvchisi - N p Jismning
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og'irlik kucht deviladi hamda bu parallel kuchlaming markazi mazkur
Jismmng og ‘irltk markazi deviladi.
Jism og’irlik markazining radius-vektort (7.8). koordinatalari (7 9)
formulalar asosida aniglanadi:
: W L
L

i hx g 20 = 2hz
e B r o

Bunda i', '—J",. (x.. w. z.) v - earrachaning radivs-vekton; i
Vo =) jism opirlik markazining radius-vekton.

Jismmng  ogiidik  markazi  peometrik  nugtadan  iboral
bo'lib.ba’zida bu nugla jismga taallugh bo'lmasligi ham mumkin.
Masalan. &, va R. radiusli stilindrlar bilan chegaralangan
chambarakning og'irhik markazi silindrlar markazida  votadi va
chambarakka taallugli emas.

Jismning og'irlik markazi aniq holatga ega bo'lib, gattiq jismni
biror bur-chakka aylanturganda uning og'irlik markazi shu jismga
nisbatan o zgarmavdi. Chunki oldingi paragralda ko'rganimizdek,
parallel kuchlami ma’lum « bur-chakka burganda ulaming markazi
o zgarmaydi

Agar jism bir jinsh bo'lsa. ogirlik markazi uning ganday
matenaldan  tash-kil opganiga bog'liq bo'lmay, lagal geomelrik
shakliga bog’liq bo'ladi. Kelgu-sida asosan bir jinsli jismlaming
og'irik markazn aniglaymiz.

Ogirigi £ ga teng jism ¥ hajmga ega bo'lsin. Agar birlik hajmga
to'gn kelgan og'irchkn y bilan belgilasak, bir jinshi jism uchun
y=const bo'ladi hamda jism v bo'lakehasining og’irligi

P o= AV (711

(7.11) m (7.10) ga qo'yib, hyymga ega bo’lgan jism ogirlik

markazning ra-dius-vektori va koordinatalarini aniglaymiz:

(7.10)

> A
Jie S (7.12)
Ay, 2 AW P2 LR
*, T/ —i R - (7.13)



bunda =Y A, butun jism hajmini ifodalaydi.

Jismning bo‘laklar sonini orttira borib. (7.12) va (?._13) dagi
vig'indilarda n >, AV -0 bo’lganda limitga o‘tsak. hajmga ega
bo'lgan jism og'irlik markazi uchun quyidagi integralli ifodalami
olamiz.

I:::ﬂ
Rt (7.14)
wll” v’ =l
X- =¥' |°- . J"_::[._I_. Z.= -;.:_ (7.15)

Xuddi shuningdek, ixtivory sirtga ega bo’lgan plaslinkmqu
og'iflik mar-kazini aniglash uchun quyidagi formulalar o'rinli bo’ladi

ZASE

r= S (7.16)
YAy FAS y, Y ASz,
o= Fa Ye= e ik = (7.17)
yoki
!Fn’.\'
. _3
S (7.18)
[y [ty B

X = =< 'II":js- . E.= .\. (7.19)

bunda & — plastinka sirtining _\'u/;m..
#aning koordinalalan,
Chizigning og ik markaz quyidagicha aniqlanadi:

L0z esa S elementar vy-

o ZALE
o
) f (7.20)
M SALy AL s
A= . = N Em
L / iy T ] (7.21)
voki
) f:“;ff
=5 (7.22)
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[t
5 LI 3 Y=

(i

j'\kﬂ' I:;ff
e y Zp=4 (7.23)
I 5 /) !

bunda / - chizigning vzunligi: x, v. = esa o/ bo"lakcha koordinatalar,

(7.12). (7.14). (7.16). (7.18). (7.20) va (7.22) formulalarda kasr
suratidagi vektorli kattaliklar mos ravishda hajm. vuza voki chizigming
nugiaga nishatan siattk momentini 1fodalaydi.

(7.13.)) (7.15). (7.17). (7.19). (7.21) va (7.23) formulalarda kasr
suraidagr skalyar Kattaliklar esa fiaym. wvuza voki chizigning mos
koordinata rekisliklariga nishatan statik momentinit ifodalavdi.

Xususan x(Oy tekisligida joylashgan vuzaning Ox va Oy o'glariga
nisbatan statik momentlari

[xdS= x.-8, [ydS=yp, -8 (7.24)

formulalar vordamida aniglanadi.
7.3-§. Og’irlik markazini aniqlash usullari

Jismning og'irlik markazini topish-
ning quyidagi usullarini ko' ramiz

L. Simmetriva usuli. Apar bir jinsh
Jism simmetriva tekisligiga eaa bo'lsa.
og'irlik markazini topish birmuncha
soddalashadi Xy tekishigini
simmetriva  tekashigida olamiz (7.2-
rasm). U holda har bir  x., . =

koordinatalar  bilan  aniglanadigan e

Al hagymh bo'lakehaga koordinatalan x., y. .- = bo’lgan a1, hajmh
bo‘lakcha mos keladi. (7 13) da shu sababli = AV, ko'payimalaring
vig'indisi jult-jufl ravishda nolga teng bo'ladi. Binobarin,

ANz
e

Shunday qgilib. simmerriva 1ckishieiea ega  ho'lean bir jinsli

Jismning og irltk markazi simmeteiva tekistigida yoradi,

0
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Agar jism = simmelriva o'qiga ega
bo‘lsa (7.3-rasm), u holda har bir x.. .2
koordinatalar bilan aniglanadigan A%
hajmli bo’lakchaga koordinatalari -¥..- ¥,
2. bolgan W, hajmli bo’lakcha mos
keladi. Shu tufayli (7.13) da Alx, , ALY,
ko'paytmalarning  yig'indisi Julljufl
ravishda nolga teng bo'la-di. Demak.

YAlLx
= =0. ¥

v 1
Binobarin, simmeiriva o°qiga gt
bo‘lgan bir jnsli jismning og'irlik markazi simmetnya o'qida }'Ol:!.dl.

Xuddi shuningdek, simmelriva nuqlasiga epa bo'lgan bir jinsh
jismning og'irlik markazi shu nuqta bilan ustma-ust tushishini is-
botlash mumkin. Masalan, bir jinsli doira voki shaming ogitlk

markaz uning simmetriva nuqtasi — geometnk markazi bilan ustma-
ust tushadi.

2. Bo'laklarga ajratish usuli. Ba'ada jsmm [ikran shunda
bo'laklarga bo'lish mumkinki, bu bo‘laklaming og'irligi va og'irlik
markazi oldindan ma’-lum bo'ladi. Bunday jismlaming ogsirik
markaz (7 10) formulalar yordamida aniglanadi. Xususan, yassi jism
uchun bu formulalami quyvidagicha yozish mumkin:

Ay,

Xa =0

7 3- razm.

A%
= (7.25)
ZA5x TAS v
X.= 5 e = (7.26)

bunda Ay, -yassi jism biror bo'lagining yuzasi,
vekton, & - vass: jism vuzasi.
(7.13) va (7.21) ga asosan hajmh jism voki chizig uchun

£ = uning radius-

Sy IV

; YAl z
B s )
' I ) I = I (7.27)
M, XM Ny
¥ = — . Be= — % , et
o8



bunda Al = jism bo’lagt hajmu, & - berilgan chiziq bolagi
wzunligi: xe, ¥, =, lar bo'lak og'irdik markazi koordinatalan,

3. Manfiy yuza usuli. Agar vassi jismning ma’lum qismlari girgib
tashlangan bo'lsa, bunday jismning og irhik markazini amglashda
manfiy vuza qo'shish usulidan foydalaniladiBu usul bo'laklarga
ba‘lish usulining xususiv holi bo'lib, uning mohivati shundan iboratki,
Jismni girgilmagan vaxlit jism va qirqilgan ji-smlardan iborat deb
qaraladi. bunda girgilgan bo'laklaming vuzasi shartli ra-vishda manliv
deb olinadi  hamda og'irlik  markazini  aniglashda  (7.26)
formulalardan fovdalaniladi.

T.4- s

T Serasm

4. Tajriba usuli. Bir jinsli bo'lmagan voki murakkab shaklli vassi
nismlaming og'irlik markazini aniglashda quyvidagi tajriba usullaridan
ham foy dalaniladi

4.1. Ipga osish usuli. Yassi jismning ixtivony 4, nuqgtasidan ipga
osamiz. Jism ipning reakstiva kuchi va og'irlik kuchi ta’sirida
muvozanatda bo'ladi. (7 4-rasm. @).Og’irlik kuchi vertikal pastga
vo'nalgani tufayli ipning reakstiva kuchi vertikal yugoriga vo naladi,
Apning vornalishim davom etunib, rasmda og'irlik kuchining ta’sir
chizig'ini 4,4 bilan belgtlaymiz. Shu tarzda jismni B nuqtasidan osib.
og'irhik Kuchining ta’sir chizigh B8 mi aniglayvmiz, (7.4 - rasm. @),
Natijada A.4. va B4 chiziglaming kesishgan nuqtasi €' berilgan
vassi jismning oz’ irhk markazini ifodalaydi.

4.2, Tarozida tortish wsuli. Yassi jismn taroziga qo'vib. uning
ogiirligh P ni aniglay-miz, So‘ngra vassi jismni ¢ va [ nuqtalarda
ikkita tavachga qo'va-miz. D nugtadagi tayanchga tarozi qo‘yamiz
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(7.5- rasm, a@). U holda ) nuqta-ning reakstiya kuchi miqdor jihatdan
D nugladagi laros ko'rsalgan og'irlik Kuchiga teng bo‘_ladl._ Jism
tavanch nuqialarining reakstiva kuchi va og'irik kuchi ta str!da
muvozanalda boladi. Jismning ogirhk kuchi va /) nugtaning
reakstiva kuchi ma’lum bo"lgani uchun " nuglaga nisbatan r.mmenflnr
tengla-masini tuzib. bu tenglamadan  og'irhk Kuchining tusir
chizig'igacha bo‘lgan x; masofani aniglaymiz. Rasmda og “irhk
l.uchining, ta'sir chizig'i 4,45 bilan belgilangan. Xuddi shuningdek.
Jismni 90° burchakka avlantirib, C'; va /2, ta-vanchlarga go° vamiz(7 3-
rasm. ). 1)y nuqtaning reakstiva kuchi migdor ji-hatdan nuqladag
tarozi ko'rsatgan og'irhk kuchiga teng bo'ladi. Og'irhk va reakstiya
Kuchlan ma’lum bo'lgani uchun € nugqlaga Illbbﬂiﬂnll‘!'lcll'llem..h‘ll'
tenglamasini tuzib, bu ienglamalardan  ogrirlik kuchining 1asie
chizig'i BB, gacha bo'lgan x. masofani aniglaymiz Ad: va Bl
larming kesishgan nug-tasi € jismning og*irlik markazini ifodalayd:.

7.4-§. Oddiy shakili ba*zi bir jinsli
Jismlarning og‘irlik markazini aniglash

1. Uchburchak yuzasining og‘irlik markazi. 47/ uchburchakm
44 tomonga parallel bo‘lgan kichik bo"laklarga ajratamiz (7. 6-rasm)
Bu bo’laklar har birining ogirlik markas uning o' rtasida voladi, va'ni
uchburchakning og-irlik markas 2 mediagnada votadi. Shu tarada
uchburchak vuzasini P tomonga parallel bo'laklarea ajratsak.
ulamming  og'irlik  markazi AL medianada votadi.  Binobarin
mhbunh.ik vuzasining ogirlik markazi uning medianalari L(\]gh\'
" nugtada volads.

£/ 5 r -
iy ; g L
pde=s =i _I-- / \"\ N
e i
7.6-rasm. ] 7-rasm
Uchburchak yotgan tehislihda v tekislikni o"tkazib, uchburchak
uchlari-ning koordinatalarini (x;, v/). (¥x ). (ve 33) bilan belgilasak,

analitik geometri-vada chigarilgan
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1 1
r.==lx+x+x) Yo ==(W+=04+¥)
e =31 s+ X) 3 s
(7.29)
formulalarga binoan (" nuglaning koordinatalar anmglanadi.
S
G, = jf.X:

2. Trapestivaning og*irlik markazi. Asoslari ¢ va b balandligi /» ga
teng ABDE trapestiva yuzasining og’irlik markazini aniglash uchun
trapestivani AE asosga parallel bolaklarga ajratamiz (7.7-rasm). Bu
bo‘laklaming og-irlik mar-kaz B va AFE asoslaming o rtalarini
tutashtiruvehi KL chizigda voladi. Bino-barin, (rapestivaning og irlik
markazi ham shu chizigda votadi. Trapestiva og‘irflik markazini
analik usulda aniglash uchun €° nuglaning bita koordinata-sini.
masalan ¥, ni topish kifova. ¥ ni topish uchun trapestivani AR va
ADE uchburchaklarga ajratamiz.  Bu  uchburchaklaming  og'irlik
markazim Cylx,0) va ol e bilan belgilasak, K2 ning €4 bilan
hesishgan nugtasi ¢ trapestivaning og’iflik markazini ifodalavdi. Bu
uchburchaklar uchun 3y, 203, 5 bh2. 32 W3 8 ah2
ehanliging e'tiborga olib, (7.26) ga asosan quyvidaging vozamiz:

B8 + S hla+2h)
8, +5. Ma +b)

JAylana yoyining ogtirlik markazi. Radiusi £ markaziy
burchagi 2a ga teng ADKE avlana vovining oglirlik  markazini
aniglaymiz. Koordinatalar boshini avlananing markazi ¢ n ugtada olib,
x o'qm AB vatarea perpendikulyvar vo-naltiramiz

Ayvlanaming vovi v ga nisbatan simmetrik bo’lgani uchun uning
oghirlik markaa x o'qda votadi (. = ). 78-rasmda x - R cosp,
dl - Rdp, I 2R ekanligini ¢’ tiborga olib. (7.23) ning 1-formulasini
quvidagicha yozish mumbkin:

_‘Iu___“ﬁ l.f\' Lub'ﬁtiﬁ. _ Rsing: .
| 2R “ (7.30)

Xususiv holda vanm avlana uchun (7 30) da e=n/2 ekanligimi
e'tiborga olsak,

o= E: =(L63TR (7.31)

X
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4. Doira sekiori yuzasining og‘irlik markazi. Radiusi & markx-
ziy burchagi 2« ga teng doira sektori yuzasining og'irlik markazini
aniqlash uchun x o°qni sekior yuzining simmetriva o°qi bo'viab
vo naltiramiz. 7.9-rasmda

T.5-1usun. T asm,
ko'rsatilganidek sektor yuzasini bir gancha elementar sektorlardan
tashkil topgan deb garavimiz Har bir elementar sektomi balandligi £
sa teng uchburchak deb garasak. uning og“irlik markazi € nuqladan

2 ¢ - . it
",—;‘e masofada votadi. Binobarnn, doira sektorining ogirlik markaza,

= o IR o W :
radiusi , &8 teng avlana vovining og'irlik markas bilan ustma-ust

tushadi. (7.30) ga asosan
_ 2R sino

e (7.32)
Yarim doira uchun (7.32) da =2 ekanligini nazarda wisak.
4
= R=00424R (7.33)

m shar hajmining  og'irlik
ri. Radiusi & va teng varim shar
hajmining og'ithk markazini amglash
uchun = o'qni stmmelriva o'qi boviab
yo'nal-firamiz, u holda ¥, =y 41{',;10-

=~ rasm). (7.15) ga ko'ra

J=dl”

7.10- rasm. *

5
Bunda V 1-1-“' I=NR"=r"  ekanligini nazarda wiib, - @ =

silindrik koordinatalarga o'tamiz va vanm shar hajmi 7 bo vicha uch
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karrali integralni hisoblaymiz :
j:‘“' Ze r N, "
"-T:-' qu'!jrtb' _[:d‘:zl:rj;{!\” — 1 yrdr =

I I R l;-*_r L
= i, e
Shunday gilib, yarim sharning og’Irlik markazi
3ol el
£ = ﬁl‘zﬂR —ﬁ."? {734}
formuladan aniglanadi.

6. Doiraviv konus hajmining og'irlik
markazi. Asosining radiusi £ va ba-landligi
i pa teng konusning ogtirlik markazini
aniglash uchun = o*qni Konwsning simmetriva
o'qi bo'ylab vo’naltiamiz. 7.11- rasmda
ko'rsatilganidek, Konusni aso-siga  parallel
kesimlur  bilan chegaralangan. hajmi J1° ga
teng clementar bolaklardan tashkil topgan
deb garash mumkin. U holda

T et R ARl £

dli*= TR Rzl =‘§;{R H L T

bolzani uchun (7.15) ga asosan

TN T alll=zy .,
=dl B Rd=
=.| t[ H = .

:.rrh":'f 4

zZ, 7 n (7.33)

Shunday qilib. doiraviy konus hajmining og'irlik markazi uning
asosidan balandlikning 4 gismicha masofada yvoladi.

Bu natijani ixtivoriy konus uehun ham uvmumlashtirish mumkin.

T A-masala. 7.12-rasmda kowsatilgan tekis shakl og:irlik markazi
aniglansin,

Yechish.  Ushbu  masala  tekis  shakl oghirlik  markazining
koordinatalarini to-pishdagi bo®laklash usulini va uning xususiy holi
bo*lgan manfiy vuzalar usulini qo-llashga doir bolib,

103



¥
| 3 50
™,
s LexY |\
7N -
d'{ . \\ - L X
I
o

7.12-rasm.

undan tashqari uchburchak va yarim doiraning og'lrlik markazini
topish formula-laridan foydalaniladi.

Masalani cchishda quyidagi formulalardan foydalanamiz:

=SS =88, (1
S Sx: S.- Sy tekis shaklning mos ravishda. v va x o"qlariga
nisbatan statik momentlari, § — tekis shaklning yuzasi.

(1) formulalardan fovdalanish uchun tdu:» shaklning vuzalar §
amda og*irlik markazlarining koordinatalari x, va v, ma’lum bo*lgan
oki oson aniqlanadigan bo*laklarga ajratamiz.

Ushbu holda mana shunday bo®laklar sifatida tog ri to*riburchak,
uchburchak va yarim doirani  olamiz (7. 12-rasm.6 ). To'gh
to*rtburchakdan qirqib olingan ya-rim doiraning yuzasini manfiv. deb
hisoblaymiz. 3

Yarim doira uchun (7.33) ga ko'ma « 30 044k ckanligini

nasarda tutamiz,
Barcha hmil! natijalarini judvalss kmmm:z

Elrag.| S . s Vosm | Yosm | 8- Saem’ |5, 8y sm’
| 1200 15.0] 20,0 18000 24000
2 1000 46.7| 133 16700 13300
% - 62% 8.5 * | 138 ]
3 G2 =0 2338 | -12560

< -
I 1572 ’ [ | 59 362 + 24700

(1) formulalar bo'vicha tekis shaklning ogtirlik  markaz
koordinatalarini hisob-=layvimiz: E
v, =59362/1572=37.8 sm, V= 24700/1572= 157

sMm.
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Yuzasining og'irlik markazi 7.12-rasm. 6 da ko’rsatilgan.
Og'irlik markaziga doir hisob - grafik ishlari vanantlari darslik
so'ngida 1-ilova-ning 4-topshing ida berilgan.

7.5- §. Gyulden teoremalari

Shyved astronomi G. Gyulden (1841—1896) isbotlagan quvidagi
teoremalar chiziq va yuzaning ogirlik markazini  aniglashga
taalluglidir.

I-teorema. Yassi egri chizigni wning whisligida yomvehi va uni
kesth o't-mavdigan  o'q  alrofida  aviantivish  natijasida  olingan
Jismang sirtt mazkur chi-zigning uzunligi bilan bu chiziq og'irlik
markazi chizgan avlana uzunligining ko 'pavtmasiga teng,

Isbot. xCyv tekisligida votuvehi, 2y o gni kesmayvdigan va uzunlig
I gateng AB egn chizig kesmasi berilgan bo'lsim (7. 13- rasm). AH egrni
chizigni juda Ki-chik o bo'laklarga bolamiz ol kesmani (v o'q
atrofida ayvlantinish natijasida hosil bo'lgan sirtning yuzasini ikkinchi
tartibli cheksiz Kichik mugdorgacha amiglik bilan stilindrik sirtga teng
deb olish mumkin:

N = 2wl

AR egri chuzigning aylanishudan xosil bo’lgan sirtni topish uchun
oxirgt fodani integrallaymiz

(123) ga ko'ra [~ v/ bunda . bilan AB egri chiziq kesmasi
i

og'irlik markazaning hoordinatasi belgilangan.
Shunday qilib,

§=2m.d (7.36)

(7.36)  dan berilgan vassi egn chizig ogiirlik markazining
koordinatasini anig-lash mumkin:
e
X, = .
2af

2-teovema. Yassi figurani uning tekisligida yorvehi va uni kesib
o'tmaydigan o'y atrofida avlaniivish natijasida olingan jismning
hapmi, mazkur figura yuzast bilan bu figura og irluk markazi chizgan
avlana uzunligining ko paytmasiga teng.
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Isbot. xOy tekisligida yotuvehi. Oy o'qni kesmaydigan va yuzasi §
ga teng vassi figura berilgan bo'lsin (7.14- rasm). Berilgan yassi
figura vuzasini juda kichik &8 vuzachalarga bo'lamiz ¢ yuzani Oy
atrofida avlantirish natijasida hosil bo’lgan jismning hajmi ikkinchi
tartibli kichik miq-

{ A

= \ %
7.13-rasm 7. 14-rasm.
dorgacha aniglik bilan quyvidagicha ifodalanadi:

dI" =250dS
bunda x bilan o5 yuza ogiirlik markazining koordinatast belgilan-
san. Berilgan yuzani (3 o°q atrofida avlantinsh natijasida olingan
Jismning hagni
I =2z [ty

formuladan aniglanadi. (7.19) ga  binoan,
Jots= w8

Bunda & bilan yassi figura ogiirlik markazining koordinatas

belgilangan. Shunday qilib.
: e (737)
(7.37) dan berilgan yassi figura ogirlik markazining koordinatasim

aniglash mumkin:
1

"%

Nazorat savollari:

1. Bir tomonga vo'nalgan ikkita parallel kuchni qo-shish
2 Parallel kuchlar markazi

3. Qattig jism og'irlik markaz Koordinatalarini aniqlash formulalari
4. Jismlaming og irhk markazim aniglash usullar
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1 QISM. KINEMATIKA
8-BOB. NUQTA KINEMATIKASI

Tayanch so‘z va iboralar: Kinematika. traektoriva. godograll
parametrik tenp-lama, tabiiy o'glar. radins vekior. o'tilgan vo'l.
vo'naltiruvchi koordinata ortlan, tezlik, tezlanish

8.1-§. Asosiy tushunchalar

Mazariv mexanikaning kinematika bo‘limida nugta va absolyul
qattig jism-ning mexanik harakat fagat geometrik nugtai nazardan,
yani ulaming massala-ri va la'sic etuvchi kuchlarga  bog ligsiz
ravishda o rganiladi.

Harakat tushunchasi harakatlanuvehi jism (ob’ekt). vaql va fazo
lushuncha-lari bilan chambarchas bogligdir

Fazo (makon) bir vagida mayjud bo'lgan ob’ektlaming joylashish
tartibini ifodalavdi. Klassik mexanikada moddiv jismlaming harakati
uch o'lchovli Ev-klid fazosiga misbatan tekshiriladi hamda fazo
absolyut qo’zg almas deb qara-ladi

Jismning mexanik harakati boshga biror jism bilan binktrnlgan va
Sanog  sistemast deb ataluvehi koordinaalar sistemasiga nisbatan
tekshiriladi. Sanoq sistemasint shartli ravishda qo’zg almas deb olish
yoki harakatdagi jismga bi-riktirilgan deb qarash mumbkin,

Moddiy nuqtaning sanoq sistemasiga nisbatan harakatimi o”rganish
uchun uning Koordinatalarmi vagming funkstivasi silatida amglash
kerak, Jismning sanoq sistemasipa nisbatan harakating o' rganishda esa
mazkur jism nuglalari-ning  koordinatalan bilan  birga  burchak
koordinatalarini ham kintishga tog'ri keladi

Nazany mexanikada weunlik birdigi sifatida S1 sistemasida metr
(m), burchak koordmatalari birligi uchun radian (rad) qabul gilingan.

Agar jism barcha nugtalanning koordinatalan tanlab olingan sanoq
siste-masiga nishatan doimo o’ #garmasdan golea, u holda jism mazkur
sistemaga misbatan tinch holatda bo'ladi. Agar vagtning o*tishi bilan
nismnugalanning koordinatalari tanlangan sanoq sistemasiga nisbatan
o'zgara borsa, ism shu sistemaga nisbatan harakatda bo®ladi. Jism
biror sanoq sistemasiga nisbatan harakatda bo’lsa. ikkinchi sanoq
sistemasiga nisbatan tnch holatda qolishi mumkin,  Shu nugtai
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nazardan harakat tushunchasi nisbiv xarakterga ega.

Vagqr ob ektiv borliqda ro’y beruvchi hodisalaming qancha davom
etishini ifodalaydi. Nazariv mexanikada vaqt barcha sanoq sistemalan
uchun bir xilda o°tadi va bir sistemaning ikkinchi sistemaga nisbatan
harakatiga bog'liq emas deb hisoblanadi. ya'ni vaqt abs&l}l)'l:; de.b,
qaraladi. Vaqini o'lchash uchun tabi-atda _ll\.‘]ll‘:]}'d‘g.‘fn, va Oave
takrorlanuvchi hodisalardan (masalan, Yeming o'z o'qi “‘.’““ds‘?'
aylanishidan) woki sun’iv usulda hosil qilinadusalu' davriv tak-
rorlanuychi prostesslardan (masalan. soal mayainigining tebranma
harakatidan) foydalaniladi. Ly e

Dastlab vaqtning eng kichik birligi uchun bir yildagi o'riac i
Quyosh sut-kasining  1/(243600) bo'lagiga teng vagl — sek d
qabul gilingan edi. Kuza-tishlar natjasida Yerning o'z o'ql atrofi

sutkalik  avlanish wvaqu o'zgarib bo-rishi aniglandi Slu ngra _51

istemasida vaqt birligi bir sekund (1s) uchun 1900 !roplk__\'llmmﬁ

o°lagiga teng kautalik olingan. Vaqt odatda ¢ bilan belgilanadi. Vagmt
o’lchash  boshlang’ich payvidan (masalan. + = 0 dan) boshab

hisoblanadi. Vaqt ikki ma'noda: berilgan on (pavi, masalan, soal 5) W

ma’lum vaqt oraligi (masalan. 4 soat davomida) tarsida ishlatladi

Vaql bir o’lchamli va u orgaga qaytmaydi. va'ni vaqgt o tmishdan

kelajakka garab rivojlanadi deb hisoblaymiz

Harakati o'rganilayotzan jismni bir gancha nuglalar 1o°planudan
iborat deb qarash mumkin. Shu sababli kinematikada avvalo aom
nugtaning harakati o*r-ganiladi
Tanlab olingan sanoq sistemasiga nisbatan nugtaning harakatn
o'rganish uning shu  sisten nisbatan biror vaqt oralig'idag
traektoriyasini va har on-dagi tezlik hamda tezlanishini aniglash
masalasidan iborat. Nugta harakatlan-panda uinng berilgan sanog
sistemasiga  nisbatan  chizgan  usluksiz chisigt  mig-taning
traektorivasi deviladi. Agar nugta traektorivasi to’g n chiziqdan tborat
bo’lsa, uning harakati ro°g vt chizigh harakat, traektorivasi evn chizig
bo*lsa, egri chizigli harakar deyiladi
Nugta harakati o‘rganilayotganda uning ko'chishi tushunchasiga
duch ke-linadi. Nuqgtaning harakati va ko' chishi tushunchalaring bir-
biridan farq qilish kerah. Nugtaning ko‘chishi umng boshlang'ich va
oxirgl holatlan hamda vaqt oralig®i bilan aniqlanadi, bunda nuqgtaning
avvalgi holatdan kevingi holaiga qanday usul bilan o'tishi e'liborey
olinmavdi. Harakat wshunchasida esa nug-taning bir holatdan ikkinchi
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holatga vaqiga bog'liq ravishda ganday usul bilan o‘lgani va'ni
boshlang‘ich va oxirgi paytlar orasidagi istalgan vaqt uchun fazo-dagi
o'mi hisobga olinadi.

Nugta Kinematikasida quvidagi ikki asosiv masala ko riladi:

1) berilgan sanoq sistemasiga misbatan nuglaning harakatini ma-
tematik usulda aniglash: 2) nugtaning berilgan harakal gonuniga ko'ra
mazkur harakat-ning barcha kinematik xarakteristikalan (traektoriya.
tezlik, tezlanish va hoka-zolar) ni aniglash,

8.2-§. Nuqta harakatini aniglash usullari

Nugtaning biror sanoq sislemasiga misbatan 1stalgan  vagidagi
holatini anig-lash usuli ma’lum bo'lsa, uning harakan aniglangan
voki bertlgan deviladi. Nugtaming harakatini aniglovehi ifoda uning
harakat tenglamasi yoki harakat qommi deviladi,

Nugta harakati asosan quyidagi uch usulda aniglanadi:

1) vektor usuli; 2) koordinatalar usuli: 3) tabiiv usul.

1. Vektor usuli. A/ nugla qo'zg’almas Oxyz  koordinatalar
sistemasiga mis-batan harakatda bo'lsin. O va A7 nugtalami tutashitirib.

M nuglaning £ =OM radius-vektorini  hosil gilamiz (8, 1-rasm). M
nugta harakatlanganda vagt o*tishi bilan uning radius vektori migdor
va vo'nalish jihatdan o zpara boradi. Agar nuqtaning radius-vektori
vaql funkstiyasi sifatida aniglangan voki berilgan bo'lsa, va'ni
F=F( (8.1)

ma‘lum bo'lsa, nugtaning fazodagi holati istalgan pavida aniq
bo'ladi, Bunda ko riladigan masalalar uchun funkstiva bir qiymatli.
uzlubksiz, eng kamida ik-kinchi tartibli hosilaga ega deb qaraymiz
(8.1 nugra harakarinimg vektor ko ri-nishidagi kinematik tenglamasi
deyiladi. U nugla wrackiorivasinng  veklordi  tenglamasi  bo'lib.
nuqtaning harakal qonunini ifodalavdi. Nugra xarakatining shu tarzda
aniglanishi (berilishi) uning vekior usulda ifodalanishi deyiladi

Finradius-vektor uchidagi A1 nuglaning geometrik o'mi uning
traehtori-vasini, radius-vektorning esa godogralimi ifodalaydi.

Agar r const bo'lsa, M nugla olingan sanoq sistemasiga nisbatan
tinch holatda bo'ladi.

2. Koordinatalar usuli Dastlab nuqtaning holatimi to'g'ri
burchakli De-kart koordinatalar sistemasiga nisbatan aniglaymiz. Ha-
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z rakatdagi A4 nuqtaning koordinatalanmni x
. = bilan belgilaymiz (8. 1-rasm). Nugta ha-
rakatlanganda vaqt o'tishi  bilan umng
koordinatalari o*zgara boradi. yani x, ).z
koordinatalar  vaqining  bir  giymatli
funkstivasidan iborat boladi:

x=x(1), y=yiry, ==
_ ($2)
“x Py Agar (8.2) tenglamalar berilgan bo'lsa

nugianing  istalgan  paytdagi  holatm

aniglash mumkin. (8.2) funkstional munosabatlar vositasida nuglaning
haraka-tini aniglash uni koordimatalar usulida ifodalash deyiladi
(8.2) lodalar miegra  harakanning Dekart  koordinatalaridag
kinemattk renglamalaring fodalavdi,

(8.2) tenglamalar nuqua trackloriyvasining parametnk tenglamalann
foda-laydi. Bunda parametr sifatida ¢ vaqt olingan

(8.2) dan 1 vaqini vo'gotib, nuqta tracktoriva-sining tenglamasini
olish mumkin.

M nuglaning @ koordinatalar boshiga nisbatan radius-vekton #

ming koordinata o glarining bir-lik vo'naltiruyvehi vektorarinif, .k
bilan belgi-lasak.

F=xi+)+2k (8 3)

omnli boladi. (8.3) tenglik harakaming vektori va  Dekan

Luordu{ml:zlﬂri orqa-li aniglash wsullari orasidagi bog’lanishni ifo-
dalavdi,

8.2-rasm.

Agar M nuqgta Oxy tekisligida harakatlansa, uning harakati
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e=x(r). =) (8.2, a)
tenglamalar bilan aniglanadi.

Nugtaning 10°g*ri chizigli harakatini bitta

x=x( (8.2. 0)
koordinata bilan aniglash mumkin.

Harakatni Dekart koordinatalaridan tashqgari stilindrik voki slerik
koordina-talar sistemasida ham amiglash mumkin. Agar nuqta bir
tekislikda harakatlansa. quib koordinatalar sistemasidan [ovdalanish
mumkin,

Silindrik koordinatalar sistemasida nuqtaning holati p radius, @
burchak (kenglik) va = applikata bilan aniglanadi (8 2- rasm. @) Agar

p=pU), e=¢pt). =z=z() (8.4)
berilgan bo'lsa. nugtaning harakan  stilindrik  koordinatalarda
aniglangan bo*-ladi.

Sferih  koordinatalar  sistemasida  nugianing  holati  quib  ra-
diusir kenglik burchagi ¢ va quib burchagi @ bilan aniglanadi (8.2-
rasm, ). Agar

F=A, g=eW), 0=0(@)
berilgan  bo'lsa, nuqtaning  harakatini
aniglash mumkin,

Harakat quib koordinatalanida aniglamishi uchun quib radiusi » va

quib bur-chagt @ vaquing Munkstivasi sifatida berilishi kerak (8. 2-
rasm, &),

(8.5)
sferik  koordinatalarda

F=F(), p=@i) (8.6)
Dekart koordinatalanini stilindok va sferik Loordinatalar argali mos
ravish-da ushbu formulalar vordamida ifodalash mumkin:
X=peosp, y=psing, z=z (8.7
X=reostlcosy, ¥ =rcostdsmg, z=rsing (8.8)
Dekart va quth koordinatalari bir-biri bilan
X=reosp ., V=rsme (B.9)
tenglamalar vosttasida bog langan.
3.Tabily usul. 0z koordinatalar sistemasipa nisbatan egri
chizigh ha-rakatdagi nuqta tracktorivasining tenglamasini
filx, y.2) =0, filx, v, 2)=10 (8.10)
sutlaming kesishpan ching'i deb qarash mumkin (8.3-rasm. a)
(8.10) traektori-va tenglamasini ifodalaydi. bu tenglamalar yvordamida
nugtaning harakatini aniglab bo*lmaydi. Chunki vagining o*ushi bilan
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mazkur traektoriva bo'vicha nugia
turlicha qonunga ko'ra hamka
qilishi mumkin.  Boshgacha
v, aviganda. egri chiziqda sanog
B boshi uchun olingan qo zg alms
” > - ¢ nugqtaga nisbatan hisoblan-gan
i Af nuqlaning voy koordi-natasi §
vaqining o°tishi bilan turlicha o zgarishi mumkin (8.3-rasmgé )
Nuglaning (raektorivadagi holatini bir qivmatl aniglash uchun yoy
koordinatasining musbat va manfiv vo'nalishlarini (chizmada «t» va
w-» ishora bilan) olamiz
Agar tracktoriva tenglamasi hamda nugta voy koordinatasining vagl
o’tishi bilan o' zgarishim 1fodalay digan
S = 5(r) (8110
munosabalt ma’lum bo’lsa. nuglaning harakatini o°lig aniglash
numkin, Bunda s(f) vaqining bir givmath, urluksiz va differenstil-
anuvehi funkstivasidan iborat
(8.11) tenglama nuqtaning tracktoriva bo'vlab harakat qonunio
ifodalaydi,
Nugtaning harakatini (8.10) va (8.11) tengla=-malar vosiasids
aniglash uning rabiny wsulda amglanishi deviladi,
Shunday qilib, nugtaning harakatin iabiiy ustulda antglash uchu
1} tanlangan  koordinatalar  sistemasiga  nisbatan  trackionys
tenglamasi  (8.10). 2) tracktonivada sanog  boshi uchun “ij;m
gqo zg’almas @ nugta hamda voy koordinatasining musbat va mm;ﬁ‘
vo nalishi: 3) nuqianing traektonva bo'v- .
lab harakat qonunini ifodalovehi (8.11) tenglama berilgan bo'lishi
Kerak.

S.1-masala. M nugla

..-a:!l:i_:_\m- v=3smlly, y=3coslly (1]

I : G qonun 11!_:1:1d.: v lar melrda, ¢ vagl -
i) L= sekundda o'lchanadi) asosida harakat-lanadi

- Nuqtaning  tracktorivasi  va  beshlane'ich

pavtdagt holat aniglansin

Yechish. Nugta tracktorivasining tengla-
masint  topsh uchun (1) dan vagt 1 oni
vo'golamiz Buning uchun (1) ni

5. A=ramm,



X =sm ¥ P cox] Oy
5 3

shaklida vozamiz Bu tenglamalarning ikkala tomonini kvadralga
oshurib; bir - bin bilan qo’shamiz. Naiijada
R
259
ko'rinishdagi traektoriva tenglamasini olamiz Binobarin, nugta
vanm o‘glari 5 va 3 ga teng ellips bo’ylab harakatlanadi (8.4- rasm).
Nugtaming boshlang®ich pavidagi helatin aniglash uchun (1) ga v =0
givmatni  qo'vsak.x, =0, 1 =3 bo'ladi. Shunday qilib. nugta
boshlang‘ich pavida Oy o' qda A,(0:3) holawn egallavdi.

8.3-§. Nuqgtaning tezligi

L.Harakati vektor usulida berilgan nugtaning tezligi.

Nugtaning  harakati  vektor usulda
F=r(1) tenglama bilan berilgan bo'lsin
Nugtaning biror 1 pavidagi traektoryada
epallagan  holatini M/, racdius-vek-
tonni 7.4+ Al payidagt holauni M, ra-
dius- vektorini #/ bilan belgilavhik (8 5-
rasm). Nuglaning M va Af, holatlarim tu-

tashtiruvehi MM = A7 vektor nuglaning  »
- : - B S-masm.
Ar=t, ~tvaql orali-gtidagi ko chish vek-
fors deviladi. Rasmdan 7 =7 + A7 Bundan nugtaning Ar vaqi ichidagi
ko*chishini topish mumkin:
AF =F~F

Ko'chish vektori &7 ning shu ko' chish sodir bo'ladigan Ar vaguza
mishati nugianing mazkar vagql oraligtidagi o ‘rlacha tezlik vektori
deviladi

1

At
Bundan Armusbat skalvar migdor bo’lgani uchun o' riacha teslik

veklori AIM, = A7 vektor boyicha, yami M nuquaning harakat
vo'nalishida MV, ke-suvehi bo'ylab vo'naladi _
Nugla o'riacha tezlik vektorining Ar nolga intilgandagi limit
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nuqtaning berilgan ondagi tezlik vekrori  deyiladi va bilan
belgilanadi.

T o
U= lim —
AF i A‘p

yoki
. dF
U= -(}j (Bl!}
ya'ni nugraning rezlik vekrori uning radius-vek-toridan vagt
bo vicha olingan birinchi tartibli hosilaga teng.
Berilgan pavidagi teslik vekiori nuqta tra-ektorivasiga haraka
vo'nalishi bo'vicha o' tka-zilgan urinma bo'viab yo'naladi.
Nugta tesigining modulini U] voki vbi-lan belgilaymiz (8.12) ga
asosan lezlikning o*lchov birligini aniglayimiz:
[ I n::rnm L
\ar;.' r
S1 birliklar sistemasida tezhik o'lchov birligi m/s dan thorat.
2. Harakati koordinatalar usulida berilgan nuqtaning tezligi,
Nugqtaning harakati Dekart koordinatalarida (8.2) tenglamalar orgali
berilgan bo'lsin. Nugia tesligi vektorining koordinata o°qglandagi
proeksivalarini v_. v . v, bilan beleilasak, u holda quvidagr tenghk
o rinli boladi:
G=vi+v | +ok (813
bunda 4ok qo'zgtalmas  koordinata ol arining  hirlik
Voo mllllruu.lu veklor-lann migdor va vo'nalish jihatidan o Zearmas
bo’ladi,
(8.12) ga ko'ra (8.3) dan vaqt bo'yicha hosila olsak, tezlik vehlon
uchun yvana quyidagi ifodaga ega bo'lamiz
= dy i “ﬁ - iglle -
o dr e ] K
Bu tenglikmi (8.13) bilan sohshtirib, tesdiknine koordinaia
o'qlaridagi proek-stivalarini aniglovchi  ushbu ﬂ_\rn;ﬁlalnrgn epa
bolanuz: >
| ax - o _ ! dr
Y dat ¥ dar =¥. Y ot S 8.14)
Shunday qilib. nugra  teciigining  biror go'zg almas  Dekart
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koordinata o 'qida-gi  prockstivasi harakatlamvehi  pugtaning  shu
0'yqa mos koordinatastdan vagr bovicha olingan birinchi hosilaga
teng. . :

Nugta tezligining koordinata o°glaridagi proekstivalari ma’lum
bo'lsa, uning moduli

u=\'u:.+u:.*u:-—-\!I.\":h‘i"‘r:: (8.135)
formuladan. yo'nalishi esa
cosa = cosfi = ke . cosy = & (8.10)
[+ v (8]
formulalar vordamida aniglanadi.
Agar nugta tekislikda harakatlansa. (8.13)—(8.16) formulalarda

v =0 deb qaraladi.

Agarda nuqta to'g'n chizigh hara-
katda bo*lsa, bu harakaini bitta (8 2.5)
tenglama bilan aniglash mumkin. Bu
holda (8.13)— (8.16) formulalarda
V=20 bo'lib. tezlik vektori Ox bo'vi-
cha yornaladi va uning bu o*qdagi pro-
ehstivasi

oy
Dy= i ¥ B.6-rasm,

formuladan aniglanad

Agar ¥=0bo’lsa. nugta teslik vekiori  ning vo'nalishi Ox o*qning
musbat. £<0da o’qning manfiy vo’nalishiga mos tushadi

Nugta bir tekislihda harakatlanganida uning harakati va tezligini
quib  koordinatalar  sistemasida ham aniglash mumkin.
Agar radius-vehtoming birlik vektorini 7 bilan belgilasak,

F=rF

munosabat o'nnki bo'ladi (8 6- rasm).

(8.12) dan nuglaning tedigi uchun
5= o ) dr 4 f_u’r @A

el Codi ot ;

At M - ;
munosabat kelib chigadi ”!:_ ni aniglash uchun Oxy ekislikda #

[
vektorga perpendikulyar bolgan va ¢ burchak ortadigan tomonga

vonalgan p° birlik vekiomi kiritamiz. 7 wva p vekiorlarmi Dekart
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koordinatalarining birlik yo™-naltiruvchi vektorlari 7./ hamda ¢
burchak orqali quvidagicha ifodalash mumkin (8.6-rasm).
Fo=cospl +sing
P =—singi +eosgy
Bu munosabatlami nazarda wutib, £ va § ning vaql bo'yicha
haosilasim hisoblaymiz:

dr A dp " :J‘.,ll'; (8.]3]
e T ik ot
Bu tengliklaming birinchisizga ko'ra (8.17) mi
- o - iy dr ) asa
=Le(rF )=l +Fr——=TF" +T 819
i i el ot i 1%

ko'rinishda vozamiz (8.19) formula yordamida nuqtaning tezlik
veklorini  o*z-aro  perpendikulyvar bo'lgan £ ya p vekiorlar
vo nalishidagi ikkita tashkil etuvchilarga ajratish mumkin.
u, tezlikning radial rashkil envehisi. v, esa ko 'ndalang tashkl
wvehist de-yiladi. Algebraik givmatlan quyidagicha aniglanadi:
v=F v, =rp (820)
Tezlikning moduling
Joi v =i s ey $21)

8. 7-rasm

formuladan aniglay miz. Shunday qilib. harakat quth koordinatalar
sistemasida be-rilgan nuqtaning tezligi (8.19) va (8.21) formulalar
vositasida aniglanadi

3. Harakati tabiiy usulda ifodalangan nuqtaning tezligi Af nugta
berilgan traektoriya bo'vlab s = gonun asosida harakatlansin (8.7-
rasm)

Nuglaning o rtacha tesigi uchun quyidag ifodani yozish mumkin;
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5o LAF A as
At Ay A
bunda As bilan MM, voyning uzunligi belgilangan. U holda A/
nuglaning berilgan ondagi tesligi
Gl & |im{£.£‘i iyt i&_’_w lim[—%\-—-] _dr ds
Vo AL S\ Ay A ) A As KAL) s ot

AP Sl Y
formuladan aniglanadi. Agar As =0 bo'lsa. -i-,;\-\ vektori AF bilan bir

xl (8.7-rsm. a) . As<Oda A7 ga qurama-garshi yo'naladi (8, 7-rasm.
e ; AF ] Sk
). Shu sababli A7 —+0 da i veklorining vo'nalishi A nuglada yoy

khoordinatasi ortadigan yo'nalishda trackiorivaga o thazilgan urinmaga
intiladi. Bu vektoming modult limit holatida birga teng bo'ladi:

G ‘m*
lim = =
hoeat] Ry I‘
3 v G ; o T
Shunday qulib . & vekton muqdor jihatidan birga teng, yo nalishi
s nugla tra-ektonyasiga A/ nuglada voy Loordinatasi orladigan

vo'nalishda o*thazilgan unin-maning vo nalisht bilan ustma - ust

tushadi. Binobarin, “;"' vektori voy koordina-tasining musbat

vo'nalishi bo'yvicha vo'nalgan urinmaning birlik vekior ¢ i
ifodalaydi
el
) I!\
Natjada harakau tabiny usulda berilgan nuglaning tezligi uchun
quyidagi ifodan olanuz:
A i
t r 8.22
5 ot ( )
dds e . s .
(822) da o hosila U tezlikning urinmadag proekstivasi U, ni
lodalaydi va
tezltkmng algebraik givmarn deviladi:
dx
b, =— 3.2
=y (8.23)
umng absolyul giymati tesdikning moduliga teng bo'ladi:
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ds
i
Binobarin, nugta rezligining modult yoy keordinatasidan vagt
bo ‘vicha olingan hosilaning absoluu givimatiga teng.
(8.23) ga asosan (8.22) ni quyidagicha yozamiz:
U=uT (8.22,a)
Yugorida ko' rganimizdek. urinmaning birlik vektori r doimo yoy
koordi-natasining musbat yo'nalishi bo'vicha yo'naladi. Agar biror
15

L= ||.I‘I=

payuda :}'; >0 bo'lsa. vov koordinatasi orta boradi va nuqia tedig

vning yvo'nalishir bilan ustma-ust tushadi hamda v=uv vati=vr
1% r g i

ho'ladi. Agar (,,a: <0 bo'lsa, voy koordinatasi v kamava boradi va

iteslik vekiori 7t pa qarama-garshi vo'naladi hamdav=-uv, W
- s : 7 s
v =-ur  munosabat o'nnli borladi (8. 7-rasmda 5 -0 bo'lgan hol

ko‘rsa-tilgan).
8.2Z-masala. Nugtaning harakati

X = U e0sa,, Vv =t sin g, - i,,-:: i
tenglamalar bilan berilgan. bu erda Ox o°q gonizontal, Oy vertikal
yugoriga yo'nalgan, w, g va o, <o’ — o'zgarmas migdorlardir,

1) nugta  traeklonyasi:  2)  uning  eng  vugon  holatidas
koordinatalari,  3) nugla Qv o'qda bo'lgan vaglidagi tezlikning
koordinata o*qlaridagi proekstivalan topilsin (8 8-rasm )

> Yechish. 1. Harmkat tenglamalan (1)
dan vaqt r mi vo'qonb, nuglaning (r-
ektonyvasini aniglaymiz. Buning uchun

- i & (1) ning birinchi tenglamasidan i
/4-—-0—-:7—-\-\ aniglab. ikkinchisiga go'vamiz
N ) vigex £ 4
- s e, x
X 2 cos” o
§.8-rasm. Bu ifoda parabolaning tenglamasidir

2 Tesikning koordinata o°qlaridagi
proekstivalari uchun ushbu ifodalami olamiz:

r, = N=LLO0NT,, 1, =1 5N — gt [3]
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Nugta eng yuqon holaini egallaganda uning tezligi x o qqa parallel
bo'ladi. Shu sababli 11, =0 voki v sina, - g, =0 boladi. bunda ¢; bilan
nugla eng vugori holatga ko tarilguncha o’ tgan vaqt belgilangan.

Oxirgi tenglikdan

i v, S,
i

Vagming bu givmatini (1) ga qo'vib nuglaning eng vugort holatint

topamiz:

m? e,

3.Nugla Ox o'qda votgan vaquda -0 voki  of sne, - el’ =0

bo'ladi, bunda 7 bilan nugla Ox o gda bo‘lpan vagt beleilangan.

Onirgi tenglikdan 7, < 0,7, « 2= yaqulami aniglavmiz 7 = O vaqt

nugianing boshlang®ich ho-latiga mos keladi. 7yva 75 ning givmatini
(2) ga goyib. nugla  Ox o'qda bolgan vagqudagi
hoordimaga o*glaridag; proekstivalarini amglay miz:

By =0 COSa, 1, = Sy s,

leshkning

Bunda musbat ishora nugraning boshlang'ich holatiga mos keladi
8§.4-§. Nuqtaning tezlanishi

L. Harakati vekior usulida berilgan nuqtaning tezlanishini
aniglash, Nugta harakati (8 5) tenglama bilan ifodalangan bo®lsin. Af
nuglaning ¢ pavidagi tezligini o, 1 =1+Ar pavidagi holatini A, va
tezligini o, bilan belpilaylik (8.9-rasm). o, tezlik vektorini o'ziga
parallel ravishda M nuqiaga ko chiramiz va tezlik vektonning Ar vaqt
oralig*idagt ofttirmast Ao =1, — v ni lopamiz
Tezlik vekton orttirmasi Ao ning Ar vaql oraligiiga nisbati
nugtaning mazkur vagt oralig®idagi o rracha tezfanish vekior deviladi
v, belgilanadi.
At ]
A

Bunda Ar musbat skalvar migdor bo‘lgani uchun tezlanish vekiori
A bo'vlab yornaladi.

d,
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Oriacha tezlanish vektorining Ar  nolga inti}gandagi I'u:niu’
nuglaning berilgan ondagi fezlanish vekiori deviladi  va @ bilan
belgilanadi: .

Lo N
= lim —
A Ay

voki )
oo (8.24)
e
(8.12) ni e’tiborga olsak,
Godi _dF (8.24.a)
dr e’

munosabat o rinli boladi.

Demak, nmuglaning tezlamish vekiort uning te=lik vekioridan vagt
bo'yicha olingan hirnchi  hosilaga yoki radius-vekioridan vaglt
bavicha ofingan tk-kincht hosilaga eng

(8.24. @) ga asosan tezlanishning o lcham birligini aniglayniz

fo} = ementi] _ L
vagef 7°

S1 birliklar sistemasida tezlanish m/s” da o' lchanadi.

2. Harakati koordinatalar usulida berilgan nugtaning tezlani-
shi. Nugtaning harakati (8.6) tenglamalar bilan berilgan bo'lsin. Tes-
lanish vektorini Oxyz Dekart koordinata o’glarining birlik vehtorlan
orgali ifodalangan tashkil etuvehilarsa quyvidagicha ajratish mumkin

d=aj ta,j+ak (8.25)
= bunda @.a.a  bilan teslanishning

L6 koordinata o*qlaridagi proekstivalari belgi-
N langan.  Nugqlaning  tesliomi (8. g}
ko*rinishda yozish mumkin bo*leani uchun

doi.. di . do
d=——2jp—L 54— 2t
dl dl i
kelib chigadi. Bu tenglikni (8.25) bilan
“ SRR solishtini, tezlanishning koordinata
o'qlaridagi proekstivalarini ifodalovehi formulalami hosil gilamiz: -
v, du, du
a == g 01 T 2
Yo Aol N 2

(8.14) ga asosan (8.26) m quvidagicha voza olamiz
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_u’:.\: o _J:_i'
ay= n =X, 4= R (8.27)

Demak, mugta tezlamishining hirer o'qdagi proekstivasi nugia
fezligming mazkur o'gdagi prockstvasidan vagr bo vicha olingan
birinchi hosilaga yoki o'qqa mos keordinatasidan vage bo ‘vicha
olingan tkkinchi hostlaga reng.

Terlamsh modul

=3,

a=Ja a2 (8.28)
vo nalisn
cosa=% cosp=2t cosy=2 (8.29)
a a a 2

formulalardan aniglanadi.

Agar nugia Oxy tekislhigida harakatlansa, @, =2=0 bolib, (8 28) va
(8.29)

Tormulalar

a=y¥F+ 3

i
cosa =—"_ cosfi=
1]

=

ok

ko nnishda yorladi.

Nugla O o'q bo'vicha to'g'n chizigli harakal gilganda y=z=0
bo'hib, tez-lamsh vekion Oy o'q bo'yicha yo'naladi, uning bu o*qdag
proekstivast va modu-li d, =X, ‘1:1-i1 tengliklardan amglanadi.
Agari -0 ho'lsa, nuqlaning @ tezla-nish vektori Ox o'qining musbat
vo'nalishi bo'vicha, v<0 do esa manfiy yvo'nali-shi be'yvicha
vornaladi

Agar v tezhik vekton bilan d 1ezlanish vekiorining vo'nalishi har
doim wstma-ust wshsa, nuqlaning bunday harakat et ehizight
teztanvchan  harakar,  qara-ma-qarshi vo'nalsa, fo'g'ne chiziglhi
sekedamevehan harakar deviladi.

Nugtaning  harakati  qutb  koordinatalarida  »=r(t).p=pll)
tenglamalar bilan ifodalangan bolsa, uning tehigi (8 19) nunosabat
bilan aniglanishi ma’lum. Shu-ning uchun (8.18) n1 hisobga olsak,

a = (F=rp V¥ +(rq+2rp)p



Sesh narmat munosabat o-rinli boladi. Bu tenglikni

I U perpendikulyar #'vaZ  yonalish-
7 larga proekstivalab, radial va ke ndalang
wems fezlanishlarni  ifodaloveli  ushbu  muno-
sabatlami olamiz:

o a =F-reg-. a,=re+ 2rp (8.30)
= B.10-Tu, Bu holda nugta tezlanishining moduli
a=\,a,_:—ﬁj: (8.31)
vo'nalishi
cosa=%  cosp=Cr (832)
o il

formulalar yordamida anmiglanadi.

3. Harakati tabiiy osulda berilgan nuqtaning tezlanishi:
Tabiiy koordi-nata o'qlart. Fgrilik vekrori. Avval nugta teslanishing
aniglash uchun zarur bo'lgan differenstial geometrivaning aynm
tushunchalan bilan tamshib chiqamiz

Opxyz koordinatalar sistemasida berilgan A Af

iqta olib, shu nugtada maszkur chiziqga o'tkazilean M, urinmaning

ik vektorini «"bilan belgilavliik (8. 10-rasm) * vektorni s voy

oordinatasining o’sishi lomon yo'nal-tiramiz 107" egn chizigda M

nugtaga vagin bolgan M, nugta olib. ¢ vekton va A/, nugta orgali
tekislik o'tkazaylik. Af, nugta benlgan chizig bo'ylab A/ nugta-ga
intilganda mazkur tekislikning egallagan limit holat A/ nuquadag
Yopishma te-kislik (voki egriik rekislign) deviladi. Agar v 00" egn
chiziq tekishkda yotuvcht esn chizigdan iborat bo'lsa. \uplshﬁm
tekislik mazkur chizig votgan tekislik bilan ustma- ust wushadi va egn
chizigning hamma nuqtalari uchun umumiy bo'ladi 1/ 14" eari chizg
bir tekishikda votmasa A nugta chiziq bo'viab siljiganda. \:1.p|5||m;|
tekislik o~ holatim o*zgartinb boradi :

M nuqada " unnmaga perpendikulvar ravishda o thasiloan
tekislik normal rekishik deviladi. Yopishma va normal [ckiﬁljkfan‘:;“g
Mp kesishish chizig'i M nugtadagi bosh normaln ifodalavdi. Bosh
normalning yo'nalishi A7 nugtadan egri chizigning botig -t-.mmnu:a
vo'nalgan " birlik vektor bilan aniglanadi. y

a)

eon chragda A7
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Yopishma va normal tekisliklar o*zaro perpendikulvar joylashadi.
Bu ikkala tekislikning har binga perpendikulyar qilib M nuqiada
o'tkazlgan (va'ni Mp bosh normalga perpendikulvar bo‘lgan) tekislik
urinma tekislik de-viladi Normal va urinma tekisliklaming Mb kesi-
shish chizig®i M nuqtadagt binormaini ifodalaydi. Binormal yo'nalishi
' birlik vektor bilan aniglanib, 5" vekior #*, yi'bilan o'ng sistemani
tashkil etadigan qilib olinadi.

Normal. vopishma va urinma tekisliklardan tashkil topgan
uchvoghk rabiiy uchvoglik deviladi.

.. 6" orgalt o thazilgan o"qglar A nuqtadagi labity koordinara
o glard de-viladi.

v epn chizigda bir-biriga vagin M va M; nuqualarda voy
Koordinatasining o'sishi tomon vo'malgan = va ¢ birlik unnma
vektorlanm o' tkazavlik (8.1 1-ra-sm).

As = VM oraliqdagi 7 vekloming ortirmasi A7 =7, -7 (englik
o'rnli bo'ladi Yoy koordinatasi 1/ A/” mushat bo‘lganda, va'ni As >0
da vetvehton  egn chizigning  botighk  Lomoniga,
Av < tholidaas vektori M M egni chizigning qavanq tomonig
vo'naladi. AAL oraligda ¢ bidik vektorining M atrofida burilishi'w.

ifodalovehi 3& - vektor egn chizigming mazkur oraliqdagi o'rac
Av

egnilik vektori deviladi vak,  bilan belgilanadi. O'rtacha egnlis
vektori A" bilan bir chiziqda votadi. Agar As=>0 bo'lsa, £, vektori
A" billan bir xil, Ay < 0da AF* yo'nalishiga qarama-qarshi yo'nalishda
holadi

Oriacha egnlik vektorning v nolga intilgandagi limiti egri
chizigning M mugradagi egriik vektori deviladi va £ bilan
belgilanad

R
k ]..l_'“ A (8.33)
T =1 (%) bolgam uchun
K=4 (8.34)
ds
As  omlikda 7" wekion
vo nahshining o rgarish 8.11-rusm,
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burchagini. va'ni teng vonh BMA uchburchakda #AA burchakni At

bilan belgilavlik. U holda sning isho-rasiga garab ﬂ;—va
N

7" orasidagi burchak90” té;"i bo'ladi (8.1 1-rasm). As nolga intilganda

A6 ham nolga intilib, £, va #° orasidagi burchak 90° ga intiladi,

Shuning uchun £ vektor yo'nalishi bosh normal birlik vektori #° bi-
lan bir xil bo*ladi va vopishma tekislikda votadi.

- dr’ o T’
K =S—=k-1i'bunda k =" | (8.35)
s iy
Egnlik vektonning modulini  hisoblaymiz: A8 = .\-""|=3==in—\,5i-

ekanligi ni hi-sobga olsak.

FidE -4
S E
A ] [
Al
'1'."" A l e \u L
Al
s> - Aid
Bunda |im =1 & bolgant uchun & = lim
ad ey il ¥
3

Egri chizaq egriligining teshan qivman v B chuzigming egrilik

raedinst deviladi vap bilan belgilanadi:
I
ey (8 36)
Aylana uchun &~/ R bo'lganidan uning egnlik radiusi & a teng
bo'ladi. (8.36) ga ko'ra (8. 35) quvidagicha voziladi

e’ [

e ;‘H (8.37)

ya'ni egri chizigning biror nugtadag egrilik vekton migdor jihatdan

uning mazkur nugladagt egrilik radiusining teskari givmati ] oa leng

o

bo*lib. bosh normal bo’vi-cha vo*naladi.
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h) Tezlamishning tabily koordinara o ‘glaridagi proeksivalari.
Harakat tabity
usulda berilean nugtaning tesligi ifodasidan nugianing tezlanishi
formulasini ola-miz:
o i dt" o, 7" s
Pt B e = b i
i i ol e Uds dr
btlt\d::‘i‘—n_ vau, =v’  bo'lgani uchun
el

5= o, Pyt ar”
et oy
(8 37)ga ko'ra oxirgi ifoda quvidagicha voziladi:

. _dv,
a=—

P (838)
ot fel

(8.38)  ifodada nugia tezlanishi 1abiiy
koordinata o ‘glaridagi  tashikd etvelitart
orgali  benlgan.  Tezlamshning  urnma
bo'vlab vo nalpan tashkil etuvchisi

= (P‘llr 0
il (8.39)
il " g12-mmsm
Ritcpciiiing Hurinineg (tangenstial) ; u
tezlanisin, bosh normal bo'vicha yvo'nalgan tashkil etuvchisi
P
g, =—n (%.40)
P

esa mugtaning normal rezlamsht deviladi.
Binobann, A/ nugtaning tezlanish vektori shu nugla traekionvasign

o'thaalgan vopishma tekislikda votadi va binormal bo'yicha tashkil
eluvelusi nolga teng

i, =0
(8.390nva (840) ga ko'ra (8.38) ifoda quyidagi ko'rinishga ega
bo'lad
4 =d, +d, (8.41)
va'ni, cgrt chizigh harakardagi nugtaning fezlanishi wrinma va
narmal tezta-mshlarning geometrik vigindisiga reng. shu sababli
teslamish vekton 4 va 4, larpa qurilgan to'g'n o rburchakning
benlgan nugladan o'tuvchi diagonali bilan ifodalanadi (8.12-rasm),
Nugla harakatlanganda normal tezlanish musbathigi uchun doimo
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berilgan nuqlada tracktorivaga otkazilgan bosh normal bo'vicha
traektorivaning boliq to-moniga vo'naladi, urinma tezlanish  musbat
voki manfiv givmatga ega bolishi mumkin.
Shunday qilib, tezlanish moduli
a= \ja:; ‘i—ﬂ':r (8.41)
formula vordamida aniglanadi,
Tezlanish vektonning vo'nalishini uning bosh unormal bilan
tashkil gilgan » burchak vositasida topish mumkin:
la,
d (8.43)

fgp =11
d,

8.5-§. Nugta harakatining xususiy hollari

dugtaning leslamshiga garab harakat twrdarini aniglash  (8.38)

,lrmulagn asos-lanadi,
I To'g'ri chizigli tekis harakat. Nugtaming harakaii davomida
ya'm a =0bo'lsin, Bu holda d}" =0,

ur

hamisha a, =0 va d, =0

v’ g
=0 bo'lib. ulardan v, ~const vap== ekanligi kelib chigadi

’('I
Demak, ko'nlavotgan holda nuga to'g'n chizigh tekis harakaida

bo‘ladi.
2 To'g'ri chizigi o‘zgaruvehan harakat Nugta  harakati
) . bhat i
davonuda @ =0 va d, =0 bo'lsing Bunda ‘;r «0 va ‘“. 0 bolib,

ulardanv =, =const  va p== ekanligi kelib chigadi. Demak,

nugianing tezligi yonalish jihawdan o z-gas may, fagat migdor jihaidan
o'zgaradi va nuqta to'g'ri chizigh o"zgaruvehan harakatda bo'ladi

3. Egri chiziqli tekis harakat. Biror vagt oralig*i uchun 4 =0 va

a, =0 bo'lsin. Bu holda LA 0,2 =0 Bundan, v=u =comt

t fa) § g

Newe kelib C}]i-q&h.{l. = shant harakat Il:h.']\uu';_\ asi egn chw;qd;m

iborat bo'lishini ifoda-lavdi. Demak. bu holda nuqta eari chizigli tekis

harakat giladi. Agar teslikning urinmadagi proekstivasini v, bilan bel-

Iy - 4
gilasak, o =u __‘h yvoki ds = w drhosil bo*ladi Boshlangich pavtda
> L A
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va'ni =0 da &=, bo'lsin. Shu shart hamda v, = comst ekanligini
nazarda tutib, oxirgi tenglikni integrallasak,
5=85 +oyl {H.44)
kelib chigadi. (8.44) tenglama nuqtaning egn chizigli tekis harakat
tenglamasi deviladi
Ko'rilayotgan holda nuqtaning tezlanish vektori a bosh normal
bo'vlab vo'-naladi va uning moduli

boladr,

4. Egri chizigli o*zgaruvchan harakat. Biror vagt oralig'i uchun
d, =0 yg ¢, =10 bo'lsin. Bunda nuglaning tezigi migdor va vo'nalish
Jihatdan o' zgaradi. va'ni nugra egre chizigh o ‘zgaruvehan harakarda
ber ol

Agar @, = const bolsa, nuqta tekis ozgaruvchan harakatda devi-
ladi. viva « vektorlaming vo'nalishi ustma-ust tushsa. nuqia egr

chizigh teslanuy chan ha-rakatda ular garama-qarshi vo'nalgan bols:
nugta egri chizigh sekinlanuyvehan harakatda bo’ladi.
Boshlang“ich  pavtda tezlign v, ga teng bo'lgan nugtaning tekis
o zgaruvehan harakat tenglamasini chigaramiz, (8.39) formulaga ko'ra
1
a =" : =const voki dv, =adi bo'ladi,
: 3

U, =0y adl (8.45)

kelib chiqadi. . =u ':‘ ekanligini nazarda wb, ($45) i inte-

(L
erallasak,
el
¥ =5, +TJ"[ +I'Jr E {H_‘G)

bo'ladi. (%.46) tenglama nugra egri chizigh tekis o zgaruvchan
harakatining tenglamasini ifodalaydi.

Tore'n chizigh tekis o zgaruvchan harakay tezligi va harakat
tenglamasi uchun ham (8.45) va (8.46) formulalar o*rinli bo*ladi fagat
voy koordinatas: ¥ o'mida nuqtaning absstissasi x qainashadi:



f=u tag, xr=x +uf+at’/2 (8.47)

5. Garmonik tebranma harakat Koordinata boshi ¢ ga misbatan
asi

¥ = asinm (8.48)

qonunga ko‘ra (¢ va m—o°zgarmas kattaliklar) o'zgaruvehi M
nuqlaning to'g'n chizigli harakatini tekshiramiz (8.13- rasm).

(8.48) ifodadag siner davriy osgargani wfavli A nugla
tebranish markazi € nugla atrofida tebranma harakatda bo'ladi
Nuqtaning tebranish markazidan eng katta masofaga chetga chigishini
ifodalovchi kattalik ¢ tebranish amphtudasi, w1 tebranish fazasi o esa
tebranishning doiraviy chastotasi deviladi. (8.48) da r 0 boshlang’ich
pavida x=0 bo’lgani uchun nuqta tebranish markazi (@ dan 0"z hara-
katini boshlaydi. Sinus funkstivasi daviy bo*l-ganidan, biror ¢ vaquda
nugta egallagan M, va-zivatiga I vaqt o'teach yvana gaviadi. Nugla-
ning bir marta to*hq tebranishi uchun Ketgan vaqt oralig't 7 rebramsh
davri deyiladi. Tebranish day nim

sinc(t + 7Y = sinan (8.49)
shartdan fovdalamib aniglaymiz (8.49) tenghk @/ = 27 bo'lganda

‘rinli. Binoba-nn,

2

i §.50)
Tebranish davriming teskart givmati
we=lfy (851)

tebranish takrorligi deviladi va u | sekunddagi 10'la tebranishlar
sonini Hfodalavdi
Nugtaning tezlik va tezlanishini (8.48) dan mos ravishda bininchi va
ikkinchi tartibli hosilalar olib topamiz
Nugta v=acoser qonun bovicha harakatlanganida ham garmionik
teb-ranishlar sodir bo'ladi, fagal bu holda h.ll.i]\dl boshlangich =0
pavida teb-ranish markazidan boshlanmay di
Nugta x=asinjar +x) voki x=acosion + 3) qonunga ko'ra
harakat-langanda ham yugorida Kko'rilean hollardan  tubdan farg
qilmavdi, fagat + ¢ da nugta tebranish markazidan +- asine voki
v=acosfi masolada bo*-ladi. @ voki
=l tebranishning boshfang ‘tch fazast
deviladi g
8.3-masala  Nuqlaning  harakan

A i
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gquvidagi tenglamalar bilan berilgan ¥

v=10cos2x ”1':“15"11??% (n

L
3

(x. v — santimetrlar, r — sekundlar hisobi-
da). Nugtaning traektoriyvasi. tezligi va tezlani-
shi topilsin.

Yechish. Nugia tracktonvasining
tenglamasum  amiglash uchun (1) tenglama-
lardan vagt ¢ m yo'qolamiz Buning uchun (1)
tenglamalarnt  ikkala  tomonmimi  kvadratga
oshirib, so'ngra qo'shamiz

¥ At =100

Demak, nugto tracktonyasining tenglamasi  radiusi 10sm. ga teng
aylanadan iborat (8.14- rasm). (8.14) ga asosan nugla tezligining
koordinata oglaridagi proekstivalarini aniglaymiz:

iy

! e i
b, ¥=-dzsin2e—, u =" =jadzls
¥ ¥ o 5

B.Mmmmn,

(8.15) ga ko'ra nugta tezliginmg modul

0 vrn". L = .U'I.\"' i s

I e -,_i\:‘ Az ioa 1:
_\|l Tsm 2x 5.J [ .vus-:__.

= daeale = 004m/ ¢
teng bo'ladi
TeAamshning koordinata o' glaridagi proekstivalan va modulini
topamuz

1 gt
a, =X e a,=y=-—1jsinls—
- 3 2
P ||' B2l =y fx’ Ak
i =afu's ba yE AV | = —cosldr—| b -—smli~| =
W +E 5 § 5
87 i 2K ,
oewmie® . L
5 3

Bu formulalardan telanish vekton aylananing radiusi  bo'viab
uning mar-kaziga vo'nalganhgin ko ramiz

Bu masalada tezlik migdor jihatdan o’ zgarmasada, uning vo'nalishi
o zgargani layli tezlamsh mavjuddir

S.4-masala, Poesd radiusi 8 = | km bo’lgan avlana vo'lda harakat
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qiladi. Uning boshlang ich tezligi 54 km/soat bo'lib. birinchi 30 s dau
600 m vo'l bosdi. Poezd harakafini tekis o'zgaruvchan harakat deb
hisoblab. uning 30 sekund oxiri-dagi tesligi va teslanishi aniglansin
(8.15-rasm).

Yechish, Poezd radiusi £ = 1 km = 1000 m aylanma yo'lda
harakatlanayot-gami  uchun uning tezamshim (8.42) ga asosan
aniglash mumkin:

a=va’ +as (1)
Harakat tekis o'zearuvchan bo‘lgani uchun poezdning harakati

s=5 tuf+a £_‘— '.2)

bilan ifodalanadi. Sanoq boshim shunday tanlaymizki. bunda » =0
bo'lsin. (2) dan . =2" .'_:"" ni olamiz. Bunda s= 600 m, v, = $4m soar=

15 m/s. 1= 30 s ekanligini e’tiborga olsak, o, = l_l.ll.‘x". bo*ladi.
Poerdning tesligi va normal tezlanishini amiglaymie
=y tar=25u'c |, 8 oposwe e
R
o, vitg, laming giymatini (1) ga qoyib, poezdning 30-sekund
oxiridagi tezla-nishini lopamiz.

IR {1 -7 5
i = \‘f:a' +a’. —\“ z | HLA25Y =0, T0Ru/ ¢’

8.5-masala. /) =30ew balandlikda sun’iv  vo'ldosh Fr atrofida
doiraviy orbi-ta bo'vlab tekis harakatlanadi. Uning markazga intilma
tezlanishi erkin tushuvehi jismming tezlanishiga teny. Yo'ldoshning
teligi va bir marta aylanish vagn amg-lansin. Berilean balandlibda
£=8.5m/s” Eming radiusi R=6370km (8 16-rasm)

Yechish. Sun’iy vo'ldosh orbitasi radiusini r
bilan belgilasak. u r R H= =6870km ga teng
bo'ladi.  (8.51)  formulaning  ikkinchisidan
fovdalanib. suniy vo*ldosh tezligini aniglavmiz:

If' u=qa, o bunda j» = ¢ = 6870k,
e - ;
o a,=a=g=83u/s" =0,00825ex/ " ekanlivim
8.1 5-mm e ttborga olsak,

0 =J0.00825-6870 = T.6druls
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Sunty  vo'ldosh orbitada bir mara
avlamshi uchun ket-gan vaqtni 7° bilan
belgilasak, maskur vagl ichida uning o*tgan
vo'li v 77 gateng Xuddi shuyo'l radiusi
r ga teng avlana vzunligiga teng, va'ni -
1-2x r bundan
2ar 23046870

I's = =] 368sonr

t T.64 - 3600
Javob: =764/ s T = 1568 50ar
Nugla harakataning berilgan

£ 16 rasm,

tenglamalaniga  ko'ra uming  tezligi va
tezlamishini aniglashga doir hisob —grafik ishlan  varantlan Kitob
so'ngmdags 2-lovaming I-topshingtida benlgan,

Nazorat savollari:
1. Kinematika nima? Nugtaning traektoriyasi deb nimaga aytiladi?
2 Nugtaning harakat qonuni deb mimaga aviladi?
3 Kwematikaning asosiy vazfalar.
4 Nuguaning harakat gonunlanni berilish usullan qanday?
S Nuglamng tesigt va uning topish usullar ayling
s, Nugtaning teslanishi va uning topish usullan.

7. Nugtaning tabiy o'qlardagi harakatida uning tezlik vektorinin
yvonalishi

8. Nuqtanmg 1abiy o"glardag: harakauda nechia ezlanish bo-ladi?

9. Nugtaning tabiiv o"qlardagi harakatidag) tezlansh vektorlanning
vo'nalishlar

100 Nuguaning Dekart o'glaridagi harakatida uming (ezhigining
modul

1. Nugtanmg Dekart o*qlandagi harakatida uning tezlik vektorin-
g vo'nalishi

12, Nugtaning harakati vektor usulida berilganda uning tezlik vek-
torlan

I3 Nugtaning harakati vektor usulida berilganda uning tezlanish
vekitorlari
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9-B O B. QATTIQ JISMNING ILGARILAMA VA QO*Z-
FALMAC 0°Q ATROFIDAGI AYLANMA HARAKATLARI

Tayanch so‘z va iboralar: llgarilama harakat, qo'zg-almas o'q
atrofidagi qattiq jismning aylanma harakati, burchakli  tezlik,
burchakli tezlamish, tekis o°zg a-ruvchan avlanma harakat gonuni,
chizigli tezlik. chizigli tezlanish.

Qattiq jism kinematikasida asosan quvidagi ikki masala ko'riladi:
I Jismning tanlangan koordinatalar sistemasiga nisbatan har ondagi
holatini aniglash; 2 Ha-rakat tenglamalari ma’lum bo‘lgan jismning
voki jism hap bir nugtasining kine-matik xarakteristikalarini topish.

Dastlab jismning eng sodda. xususiy holdagi harakatlarini ko'rib
chigamiz.

9.1-§. Jismning ilgarilama harakati

Jismda olingan har ganday kesma harakat davonmida doimo o zining
Joshlan-gich holatiga parallel ravishda harakatlansa, jismning bunday
harakati tlgerilama harakar deviladi. Masalan, parovor g ildiraklann
tutashtiruvchi AR spamik voki velosipedning A4 pedali (9. [-rasm. @,
o) ilgarilama harakatda bo'ladi. Bu musol-lardan kot ramizki.
ilgarifama harakatdagi jism nuglasining (raeklonivasi umoaman een
chizigdan 1borat bo*ladi. - i
Jism Oxpz  qo'zgtalmas  koordingtalar  sistemasiga  nisbatan
ilgarilama harakatda bo'lsin(9 2-rasm). Bu holda jismnmg ikkita
nuqgtasini  utashuuvehi MY vekior migdor va vo'nalish  jihatdan
o*zoarmasdan qoladi. chunki absolyut qattiq jism ta’-rifiva ko'ra MN

kesma veunligt o' zgarmaydi, ilganlama harakat 12 nliea ko'ra MN
vektor o'ziga parallel ravishda harakatlanadi. Shu favli ilpanlama

harakat-dagi jismda bu vektor o'zsarmas MN - const - ¢ vektomi
ilodalaydi
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Teorema. Nearilama harakardagi ji 1g hanmea nugralari bir

il grackio-riva chizadi va har onda b xil tezttk hamda bir xit
tezlanishga cea bo ladi

Isbot. Jismda ixtivoriy M va N nugalami olib, ulaming radius-
vektorlanm 7, va £y bilan belgilasak.

#y =£, +MN ©n

o rmhi boladi.

Jism ilgarilama harakatda bo'lganda Ay va fy o'zearndi, lekis
MN vektor o zparmaydi, va'ni M va N nugtalar bir xal traektonyalar
bo’viab harakatlanadi

(9.1) dan vagt bo'vicha hosila olamiz

dF, _dF, dMN
di dt dt

il f NS dMN
Bunda AN =const=¢  bo'lgani  uchun —fﬁ““:ﬂvﬂinnhtm'n.

i, dry,
‘J:“ g yoki vy =uy bo'ladi. Bu tenglik ilgarilama harakatdagi

Jism barcha nugalari-ning har ondagi tezliklan bir xil bolishini
Hodalavdi

Oxirgi tenglikdan vaqt bo’vicha hosila olsak,
d, =dy,

bo'ladi. Binobarin, ilganlama harakatdagi jism barcha nugtalarin-
ing har ondagi tezlanishlan bir xil bo*ladi.
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Shunday qilib, jismning ilgarilama harakati uning ixtivony nugtasi
harakati bilan aniglanadi.

Qalttiq jismning harakat tenglamasini chigarish uchun jismning ix-
tivoriy M nugtasini olib. uning koordinatalarim xy. i, =), bilan bel-
gilaymiz. Jism harakatlanganda bu koordinatalar vaqining funkstivasi
sifatida o' zgaradi;
Xu=hi). vu=f) zu= (92)

(9.2) tenglama M nuqtaning harakat tenglamasi bo'lib. jismuing
Hearilama ha-rakar renglamasini ham ifodalavdi.

9.2-§. Qattiq jismning qo‘zg'almas o°q atrofidagi aylanma
harakat tenglamasi

Ikkita nugtasi doimo qo°zg'almasdan qoladigan jismmng harakat
go'zgalmas o°q atrofidagt avianma harakat deviladi. Qo zg almas
nuqialardan o’ tuvchi o"q aylanish o ‘g1 deviladi,

Turbinalar diski. generatorlaming rotori, stanok-laming maxovigs
kabi mashina va mexanizmlar-

ning harakati qozg almas o°q atrofida avlanuychi jismga msol
bo'la oladi.

Jismning aylanish o'gida votuvchi barcha nuqlalan go°zg almas
bo'ladi. Avlanish o qida votmaydigan nuglalanning tracktonyalan
aylanish o qiga perpendi-kulyar tekisliklarda votuvehi aylanalardan
iborat bo'ladi.

: Jismning go‘zgtalmas o’q atrofidagi ay-
lanma harakaoning  Kinematik  tengla-masini
aniglash uchun ayvlanish o'qiga biriktirilgan
qozgalmas P gekishikni  hamda  jismga
birikiirilgan va birea aylanuveht O tekislikm
o'thazaniz (Y, 3-rasm). Bu te-kistiklar orasidagt
o burchak jismning avlanish burchas: deviladi

Oz avlanish o qi birlik vektori b ning uchidan
qaraganda ¢ burchakning  o'zgarishi  soat
strelkasi ha-rakati yo'nalishiga teskari bolsa.
avlanish burchagini musbat, aks holda manfiv olinadi.  Avlanish
burchagi radianda o‘lchanadi. Agar jismning avlanish soni V' ma’lum
bolsa, aylanish burchagi ¢ = 2V formula yordamida aniglanadi
Aylanish burchagi ¢ ning migdor va vo'nalishi ma’lum bo-lsa. o
tekislikning P tekislikka nishatan holatini aniglash mumkin

S3-asm.
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Jism Oz o°q atrofida aylanganda uning aylanish
burchagi ¢ vaquing funksti-vasi sifatida o* zgaradi:
P o (1
(9.3)
Bu tenglama psmning qo'zg-almas o°q atrofida

aylanma  harakatiniing  kine-matik tenglamasi
deviladi.

9.3-§. Jismning qo‘zg*almas 0'q atrofidagi
aylanma harakati burchak tezligi. Tekis aylanma
harakat o
Jismning  qo'sgtalmas o'q atrofidagi avianma harakatning !
vaqudagi avlamish burchagini g, ¢, 1 - Ar vaqidag a}-llun!sh h 5
chagini ¢, ¢ - Ag bilan belgi-lavlik. Ar=1,- 7 vaqt oralig‘ida jism
A ;¢ burchakka buriladi. Ap ning Ar ga nisbati jismning At
vaqudagi o rracha birchak rezfigi deviladi :
Jismming qo°zg almas o'q atrofidagi avlanma harakatining Pe_rﬂl;ﬂ“
ondagi burchak tezligini topish uchun o°riacha burchak tezligining Ar
nolga intilgandagi limiting olamiz

9.4-rasm.

i, = lim EP = (f_l,ﬂ
oA Ay o
yoki
@, = J‘P: 194)
* ot

Shunday qilib. jismning burchak te=hgi avlanish burchagidan vaq
hovicha olingan hosilaga eng s

@ burchakning o'zgarish qonuniga mos ravishda burchak tezlig
musbat yoki manfiy givmatga ega bo'lishi mumkin ifai

Quttiq prsm kinematikasida jismning burchak te<ligmi vektor sitati=
da ifodalash ko' pgina qulavliklar varatadi i

Qo'se'almas o'q atrofida aylanuvehi jismning bul‘f:hak ief.-lijll\l
veklorini - mazkur  o'q bo'vlab yo'naluan va  uning ‘““Sk;.l
vo'nalishidan qaralganda aylanish soat strelkasi harakatiga 1esk!
vo'nalishda ko'rinadigan, aylanish o’qining 1xtiveriy nuqta-siga
qovilgan vekior bilan ifodalaymiz (9.4-rasm) ik

Agar aylanish o°qi birlik vektorini # bilan belgilasak, burchak tezl
vektonn



@ = ik = t:J__.f.'- (9.5)
ko'rinishida yozish mumkin. (9.5) dan ko‘ramizki. ¢ >0 bo'lsa. &
vektori k yo'nalishi bo'vicha (9.4-rasm). #<0 da & ga qarama-
qarshi vo'naladi. Aylanish burchagi radianda, vagt esa sekund (s) da
o'lchanganidan, burchak tezlikning o’lchov birligi rad /s voki s
boladi.
Jism harakati davomida uning burchak tezligi o’zgarmay qolsa.
Jism tekis aylanma harakatda deviladi, Bu holda (9.4) ga ko'ra
= "’q} = \l"-‘=l.'{).”.¢|‘
dr
voki dp=awydi boladi.
Baql 0 dan ¢ gacha o’zgarganda aylanishi burchagi o, dan ¢ gacha
o'zgarishini e'ti-borga ohb, oxirgi tenglikni integrallasak.
P=1py +mgl (9.6)
bo‘ladi. (9.6) ifoda jism tekis avlanma haragkauning tenglamasi
deyiladi
Jism bir marta 10°la avlanganda avlanish burchagi @ — 2 bo'ladi
Jism bir minutda n marta avlansa. tekis avlanma harakat burchak
tezligi quyidagicha aniglanadi:
2an =,

o) = — 5
60 30

9.7

9.4-§. Jismning burchak tezlanishi. Tekis o*zgaruvehan
aylanma harakat

Umumiy holda jismning burchak tezligi vaqr funkstivasi sifatida
o zgaradi. Jismning biror ¢ vagidagi 0= atrofidam .'1_\1:ni|ec]1 burchak
tezhig o) ga. ¢ 1+ Ar vaqidagt burchak telighon, (1) = o, () + A,
ga teng bo'lsin. Burchak teddikning Ar vagt ichidagi orttirmasi
\ar, =ai(h 3= (0 ga teng bo'ladi. Ao, ning Arvaquea nisbati Jismning
shu vaqidagi o'rtacha burchak teslanishi deviladi
O'riacha burchak tezlamishning  Ar nolga intileandagi  limit
Jismning benlgan ondagi burchak tezlanishi deviladi s p

. o Am  dw
E=hm-—t=_""1
o) o AT di

(9.4) tenglikni hisobga olsak, oxirgi ifoda
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g, =th_ = (9.8)
ko'nnishida voaladi.

Binobarin, berilgan onda biror qo'zg almas o'q atrofida aylanma
harahatdagi  jismning burchak teslanishi burchak tezlikdan vaql
bo'vicha olingan birinchi tartibli hosilaga yoki berilgan o’q aFmﬁd_agf
avlanma harakat qonunidan vaqt bo'yicha olingan ikkinchi tartibl
hosilaga teng bo'ladi o

Jismning burchak tezlanishini (burchak tezlik Kabi) il}'lﬂI!!Sh o°qi
bo'vlab yo™-nalgan vektor tarzida ifodalash mumlkin. Bunda jismning
burchak tezlanish vektor shu jism burchak tezlik vektondan vaqt
bo'yicha olingan hosilaga teng deb olinadi (9.5-rasm)

E=gk =k '—-fl.: (9.9

Agar gismning  burchak tezligi modul
Jihatdan orta borsa, bunday harakat tes-
lanuvchan aylanma harakar. kamava borsa.
sekinlanuvchan avlanma harakat devi-ladi.
Tekis ayvlanma harakatda @ = const
borlgant uchun ¢ = 0 bo'ladi. Binobarin, o,
va . bir xiloashorali botlsa, harakat
lezlanuvehan (9 5-rasm. @), turli ishoraga
ega bolsa. hara-kat sekinlanuvehan (9.5-
rasm, ) bo'ladi. Burchak teslanishining
o’lchoy birligi pad /s * yoki s bo*ladi,

Harakat  davonuda  burchak  tezlanish 9.5-1nsm.
Ozparmay qolsa (va'ni e, =const ), Ji-sm
tekis u‘xgurfnchm avlanma harakatda deviladi. Bu holda (9.8) ga
i

ko'ra = = const yoki dw, ==df  boladi. Buni vaql 0 dan !

d ) *zaarishini
gacha o zgar-ganda, burchak tesligi oy dan . gacha o'28ns
e tiborga olib integrallavmiz
=y ] &) ll:;:
: . S ; h
Bu tenglik yordamida tekis o zgaruychan avlanma harakat burc
tezhgi aniglanadi,
(9.4) ni hisobga olib, (9,10) ni
dip

; =ay, +et yoki dp=(my, + &0
e .
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ko'rinishda yozish mumkin, Bu tenglamani O dan ¢ gacha bolgan
vaqt oralig'ida aylanish burchagi ¢, dan ¢ gacha o*zgarishini hisobga
olib integrallasak,

w:ﬂ,-{-nl‘,.‘-i—a.':% t'tjll”

tekis o ‘zgarwvehan aylanma harakar renglamasi kelib chigadi.
9.1-masala.  Girokompasni ishga (ushirish vaqtida tinch
holatdagi Totorining burchak tezlanishi vaqiga to‘g'ri proporstional
ravishda o'zgaradi va birinchi 5 mi-nut oxinda rotormingburchak

i ; Sl
tezligl lmmi’l—“ ga teng bo'ladi, Shu vaqt ichida rotor necha marta

aylanadi?
Yechish. Masalaning shaniga ko'ra. oy <0 =0 < bunda a
proporsti-onalhk koeffistienti. 7-3min = 300 s da rotor = 1506 n;il'i
z ;o
voki n::ﬁ: =
=600 1 s ' burchak tezlik bilan aylanadi
Dastlab proporstionallik koeffistienti a ni aniglavimz. <« 12
(9.8) formulalarmi sohshtinb,
8yt voki. o, =l
ot + » Y

munosabatm olamiz Bu tenglamani mos chegaraviy shartlarda in-

eerallab, . =% ifodami olamiz Bundan « ; r=300¢ da

els  ©
4= e
o000 7
Shunday  qilib. rotor burchak tesligio, Ijﬁ: qonunga ko'ma

o' zgarar ekan

(9.4.) ga Ko'ra oxigi iﬁ;d:mi-fr-]:"!'-* ko'rinishda yvowush
mumkin. Bu differenstial tenglamani 1 — 0 da o= 0 bo lishini nazarda
tutib- integrallasak. rotoming harakal qonunini ifodalovechie :
tenglamani olamiz. 1= 300 s davo-midag rotoring aylanish sonini N

bilan belgilasak, @ = 2 & N bo'lgani uchun 2 a v ;‘. tenghk o'rinli
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i
bo'ladi. Bundan N = ﬁ = 30000,

Shunday kilib, 5 minut davomida rotor 30000 marta avlanar ekan.

9.5-§. Qo‘zg*almas o'q atrofida aylanuvchi jism nugtasining
chizigli tezligi

Qozgralmas (= o'q atrofidac.
burchak feslik bilan aylanuvehi gatlig
Jism ix-tivoriy A/ nugtasining tezligini
aniglavmiz A nuqtadan  avlanish
o'gigacha bo'l-gan masofami R bilan
belgilavlik (9.6- rasm, a). Agar dr vagt
oralig*ida jism de burchakka avlansa, M
nugla avlanish o'qiga  perpendikulvar
tekislikda avlana bo‘vlab harakatlanib
dy = MMy = Relp h(\‘|gm| voy _
koordinatasion otadi hamda M nugia tezligi quyidagicha aniglanadi
g .n";". =R ©I12)

wlr i

G-

i,

o A "

yoki (9 4) ea ko'ra e l‘ll;‘?

formuladan aniglanadi. (9.13) vositsida aniglanadigan v tesdik
gozzalmas 0°q atrofida aylanuvehi jism nugtasining chizgl tezig
deb ataladi

Demak, go =g almas o'q arofida avlanvchi jism nugrasining "m;;
ondagy chi-zigh tezlige migdor jihatdan maziur mugradan u_v.*mug
o'qigacha boluan masofa bilan jismning shu ondagi burchak tezhgt
ko ‘pavimasiga teng

insm barcha nu:itul.‘lrillmg burchak tezliklari har onda o'zaro 1605
boladi. Shu -

sababli qo'zg'almas o'q atrofida aylanuvehi jism nugtalanining
chizigh tesliklari mazkur nuqalar-dan aylanish o°gigacha bo’lgan
masofalarga (o' g -n proporstional bo‘ladi (9,6- rasm, 0). hi

Nugtaning chizigli tezligi v nugla traekio-nyasim 1f°d‘1|°_“_".b
avlanaga hara-kat yo'nalishi bo'yicha o'tkazilgan urinma bo'yla
vo'naladi (9 .6-rasm)
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Koordinata boshini aylanish o'qidagt € nug-tada olib, = o’qni
aylanish o'qi bo'ylab vo'nalti-ramiz. M nugtaning O ga nisbatan
radius-vek-torini # bilan belgilaymiz va @ burchak tezlik vekionni
o'tkazamiz (9.6- rasm, @). =7 vektor ko payvimani AJ nugianing
tesdik vekion o bilan solishtiramiz @7 vekiori. o va r volgan
tekislikka perpendikulyar ravishda jismning ayvlanish vo'nalishi
bo‘yicha yo'naladi. va'ni @xr vektori bilan i terlikning yonalishi
bir xil bo'ladi. Mazkur vektor Kko'pavtmaning  moduli
ini:fl:m»rsiu{ni. Fl=m-R yani ¢ tezlikning moduliga teng
bo'ladi. Shunday qulib.

U=mxF (9.14)
vektor tenglik 1sbotlandi,

(9.14) tenglikni

— =@ A F .147)
ko'rinishda ham vozish mumkin,
(9.14) va (9.147) ifodalar kinematikadagi asosiv formulalardan
ari bo'hb, Ey-der formulasi deyiladi. Binobarin, go g almay oy
atrofida aviamchi jism mugrasining chizigh tezltk vektort jismnmg
burchak tezfik vektort bilan maz-kur nugraming avianish o ‘gidage
xtiyvory Q  nuglaga pishatan  radins-vekio-rining vektor
ko ‘pavimasiga teng
M nugtaning keordinatalanni x, v, = ilan belailasak.

«r vektor
ko paytma uchun
i.‘. fook
oxr=i) ) a.l=-—p i +xm.
i\' ¥ oo
munosabatni. teslikning Dekart hoordinata o°glaridagi  proekstiva-
lari uchun 2
e == L, Xar_ tr 0 (9.15)

ilodalami olanuz
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9.6-§. Qo'zg'almas o*q atrofida aylanuvchi jism nuqiasining
chizigli tezlanishi
Qo'zg'almas o°q atrolida @ burchak teslik va # burchak terlanish
bilan ayla-nuvehi jism ixtivony M nuqtasining tezlanishimi (8.41)
formulaga asosan urinma va normal tashkil etuvehilardan iborat deb
garash mumkin:
i e dis; o' oG
a =d.+a, = T;r"—i--;n” (9.16)
M nuqtadan avlanish  o'gigacha bo'lgan masofani & bilan
belgilavlik. (9.12) va (9.13) ni (841) ga go'yib, qo'zg’almas 0'q
atrofida aylanuvehi jism nugtalarining urinma va normal tezlanishlar
uchun ushbu ifodalami olanuz:

du, = ..
0, = g <R =Re ©.17)
ar= ‘: b R';{"_ = Raa® (9.18)

(917 va (9 18) ni etiborsa olib, (9.16) ga ko'ra nugtaning
teslamsh vektorim quyidagicha aniglaymiz:

G =d.+a,=Ret" +Ro n" (9.19)

Bu formuladagi R vektor vositasida ifodalanadigan urinma
tezlanish ¢+ burchak teslanishning musbat yoki manfiy qivmat qabu
qilishiga garab, ¢ bur-chakning musbat yoki manfiy yo'nalishi bila
aniglanads hamda ngranng av-lamma tezlanishe deyiladi (9. 7-rasm),
Rao~ =0 bo'lgani uchun normal tezlanish doimo bosh normal bo'yicha

vonaladi va nugtaning markazga itilma tezlanishi deyiladi,
AL nugta tesdamshining moduli

a=va‘s+ a’y =Rye’ + o (9.20)

formuladan aniglanadi. (9.19) va (9.20) vordamida aniglanadigan
tezlanish jism nugrasting chizigh tezlanisi deyiladi

M nugta chizigli tezlanishining yo'nalishini aniglash uchun bosh
normal bilan ¢ veklori orasidagi p burchakni aniglash Kifova:

<, &
|ﬂ—'|=—j (9.21)

L

gt =
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9. 7-rasm.
Jismning barcha nugtalari uchun & va e bir xil bo'lgamdan
qo‘zg almas 0'q
atrofida aylanayolgan jism nuqtalarining chizigli tezlanishi avlanish
o'qidan maz-kur nuqlalargacha bo'lgan masolaga  proporstional
ravishda o‘zgaradi hamda be-nilgan onda jismnng barcha nugtalan
uchun p burchak bir xil qiymatga ega bo -ladi.
Qo'zgalmas o°q atrofida avlanuvch
i Jism nugtalarining  chizigh  tesdanishin

.1'- (2.14) dan vaqt bo*vicha hosila olib ham
_ aniglash mumkin:
5 > - fE deay dr

¥

i = - E.J ¥ % = bunda
dé . dF S
et o U botlgani uchun
A=Exr+d =i (9.22)
Bu formulada
9.8 rasm. Exrod (2.23)

urinma tezlanishni ifodalavdi. Hagiqatan ham bu vektor migdon
£rsins," 7) ga teng, yo'nahsht esa & va & bir tomonga vo'nalganda
Af nugtaning tezligi bilan mos tushadi (9 8-rasm, @) o va # qarama-
qarshi yo'nalgan holda tezhik vektori-ga qarama-qarshi vonaladi (98-
rasm, @). Shu sababli M nuqtada aylanishning musbat vo'nalish
bo*vicha o' tkazilgan unnmaning birlik vekionini 7 bilan bel-gilasak,
urinma lezlanish uchun &
u;_. =Rer® (9.24)
tenglik o’rinli bo'ladi. (922) da
a4 =dxy (9.25)
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qo’shiluvchi markazga intilma (voki o’qga intilma) tezlanishni
ifodalaydi. Hagigatan ham uning miqdon @ va v lar o'zaro perpen-
dikulyar yo'nalgani uchun wu voki Re® ga teng bo'ladi. i xi vek-
tor ko'paytma aylanma hara-kat tezlanuvchan voki sekinlanuvchan
bolishidan qat'i nazar. & va v vekiorlariga perpendikulyar ravishda
doimo A nugta traektonvasining markaza to-mon, ya'ni bosh normal
Mp bo'vicha yo'naladi. Binobann. markazga intilma tezlanish uchun

i, = Ra'ii’ (9.26)
formula o rinli bo*ladi, Bunda & bosh normalning birlik vektori.

Shunday qilib. (923 — 9.26) lami nazarda tutib, (9.22) formulada-
g1 veh-torh go shiluvchilar mos ravishda (9.19) dagt birmchi va ikKin-
chi qoshiluy-chilar bilan i fodalanishi isbotlandi.

9.2- masala. Usnligt O4 -~ [ =
54 sm ga tenge dasta radiusi =27
sm bo'lgan baraban bilan birgalik-
da avlanadi. Barabanga 1p o*ralisht
natijasida A vuks - 22" sm qonun-
ga ko'ra qiva tekislik bo'vlab
ho‘tanladi. €4 dasta bir marta
10°la aylan-pan pavida dasta ucli-
dagi A nuglaning teslik va tezlani-
shi aniglansin (9.9-rasm).

Yechish, M yuk giva tekislik bo'vlab to°g'n chizigh harakat qiladi
Dastlab harakat gonuni benlgan M nugtaning tezligini (8.28) formula-
ga binoan aniglaymiz v, =s=oa’

Baraban va (4 dasta © o'q arofida birgalikda avlangani wfavh
ulaming burchak tesliklari bir xil bo'ladi. Baraban gardishidagi nug-
taning chizgli tesligh migdor jihatdan Af nugta teigiga teng. Baraban
avlanma harakatda bo*lgani uchun uning gardishidagi nuglaning teli-
aini (9.13) formula yordamida aniglash mumkin. Shu sababli

=8 =6m" =ar

tenglik o'rinli bo’ladi, Bundan baraban (voki dasta) ning burchak

leshigin anig-lavmiz

25 msm.

' 1m’ o

(I} =
8

=
(9.8) ga ko'ra dastaning burchak texlanishini hisoblaymiz:
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@
o

OA dasia bir marta avlanishi uchun Ketgan vaqi ¢ bilan
belgilasak. + 1, da M yuk qiva tekislik bo'vlabs =2z  avla-naning
uzunligiga teng masofaga ko'tari-ladi. Masalaning shartiga Ko'ra
s =2 binobarin2m = 2ar yoki =35

(9.13) dan fovdalanib. 4 nuqta chizighi tezigining modulini
aniglaymiz:

v Ol = 3’:’ W54 120 “'"' r 6=3sda v =tose M =339

E=ar=

s 5
A nugia tezligining vo'nalishi  9.9-rasmda ko'rsatilgandek O4
aylanish radiusi-ga perpendikulvar bo*ladi.
(9.17) ga ko*ra a, =« -Old= 'IT?‘I. t=1;=3s da u.=4T 54:236%
#=>0 bo'lgani uchun & vekior 0, bo‘vicha vo'naladi. (%.18) ga
asosan
mn

e S T A T
' [ o

fx?

w, =tht-m® = 'I%-r’ 34

A nugta chizigh tezlanishining migdorini (9.20) dan foydalanib

riglaymiz:
a=yo' +a’. =2135 7
3

d bilan OA orasidagi burchakni g bilan belgilasak. (921)
formulaga asosan

Jt = arvig —— = arrigl) 106
@

bundangu =6 .
Qattiq jismning ilgarilama va qo*zzalmas o°q atrofida avlanma
harakatlariga doir hisob ~grafik ishlari variantlan kitob so'ngeidagi 2-
ilovaning 2-topshirig®ida beriloan. gl

Nazerat savellari.

1. llgaritanma harakating ta’rifini bering.

. Avlanma harakatning ta’rifini bering

. Qozgralmas 0°q atrofida avlanuvehi ismga misollar keltering.

. Qo'zgalmas o'q atrofida aylanuvchi jism nuqualari tezligi
Qo'zg almas 0°q atrofida aylanuvchi jism nugialan teslanishi

= o

h
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10-BOB. QATTIQ JISMNING TEKIS PARALLEL
HARAKATI

Tayanch so‘z va iboralar: Qattiq jismning tekis - pn!'allel hur:lkal!.
quib. oniy tesliklar markazi, Masshtab. quib. oniy tezliklar markazi,

avlanma tezlamsh. mar-kazga intilma tezlanish, oniy tezlanishlar
markaz. to*liq tezlanish.

10.1-§. Qattiq jismning tekis parallel harakatini aniglash. Tekis
shaklning harakat tenglamalari

Barcha  mugtalart  berilgan  ko'ze‘almas  tekislikka  parallel
tekisliklarda  ha-rakatlanivehi fismaning - harakatiga tekis parallel
harakar deyiladi,

Jisming  tekis  parallel  harakatiga misol tarigasida Yagon
wildiragining to'g'n chizigli izda dumalashini voki bir tekislikda
harakatlanuvehi mashing  va  mexanizm qismlarining  harakatini
heltirish mumkin Jismning tekis parallel ha-rakatini aniglash uchun
berilgan qo'ze almas tekislikni 11 bilan belgilavlik (10.1= rasm)
Jismni 11 ekislikha parallel bo'laan T1; tekishik bilan fikran kesish
natijasida hosil bo'lgan kesimni § bilan belgilab, wi fekis shakl deb
atavmiz Tekis parallel harakat tarifiga ko'ra, jismning harakati
davomida bu tekis shakl doimo qo'zg'almas I1 tekislikka paralle
bolgan Iy telishikda harakatlanadi Agar 11 tekislik uchun !.);J
tehislikni olib. jismda bu tekislikka perpendikulyar (voki (= 0°qt
parallel) A/, 47, kesmani olsak. jism harakati davomida bu kesma doim
= o'gqa parallel ko'chadi, va'ni bu kesma ilganlama hamk:ll'il_n
boladi. Demak. jismning A7, A1 kesmada yotuvehi barcha nuqtalan b_"
xil trnektonyva chizadi hamda har onda bir xil tedik va bir il
tezlanishga ega bo'ladi S

Shunday qilib. jismming A1 A chizigda yoluyeht nuqlnlunnm:,l
harakatint o°reanish o'miga A7\, kesmaning tekis shaklga taatlugli
A nuglasimng ha-rakatini aniglash etarlidir, anhqnch:_l a.\'lgl.aﬂdn-l
Jismomng tekis  parallel  haraka-tini o'rganish  o'miga J,"""";“
qozgalmas TT tekislikka parallel [T, tekislik bilan kesish natijasica
olingan § tekis shaklning o'z tekisligidagi (va'ni I1; tekislikda-gt)




harakatini aniglash etarli bo'ladi. & yuza harakailanadigan I, tekislik
tekis shaklning harakar rekisligi deviladi.

Tekis shakining harakatini tekshirish uchun tekis shaklda quib deb
ataladi-gan ixtivoriy O nuqtani ohb (10.2- rasm). bu nuglada tekis
shaklga biriktirilgan (v koordinatalar sistemasini o"thazamiz. Agar
O(xp. o) nugtaning koordina-talan va Ox; qo™zg"aluyehi 0°q bilan Oy
qo'zgralmas o'q orasidagi @ burchak ma'lum bo'lsa. u holda
qo’za aluvchi Ox gy ning holati, binobarin. tekis shakl-

;"5
- IL ;
e

10.3-rasm, 10.2- masm.

ning harakal tekisligidagi holati ma’lum bo’ladi. Shu sababli tekis

shakining

harakat tenglamasini quyidagicha vozigh mumkin:

Yo it Yo - B, pa = 1) (11)

(10.1) tenglamalar rekis shaki harakatining kinematik renglamalan
voki pi=sm tekis paralie! harakauning tenglamalari deviladi,

(101} ifodadagi binnchi ikkia tenglama quibning  harakatim,
uchinchist esa ftekis shaklning quib atrofidagi aviamish gonunini
ilodalaydi.

Aylanish burchagi ¢ dan vaqt bo'yicha olingan hosila rekis
shakining bur-chak rezligt dexiladi va w bilan belgilanadi
dip
ot

Tekis shakining burchak tezligidan vaqt bo'vicha olingan hosila
(voki tekis shakl aylanish burchagidan vagt bo*vicha olingan ikkinchi
hosila) tekis shaki-ning burchak tezlanishi deviladi va s bilm
belgilanadi:

n

da, A
E= =a =¢

dar
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Tekis shaklning burchak tezligi va

burchak tezlanishi quibning tanlab 3 r" i
olinishiga bog*lig bo'lmasligini isbot- ,}\ & %
lavmiz. 10.3-rasmda tekis shakl sifati- -

da teng yvonli ARC uchburchak tasvir-
langan. Qutb uchun medianalar ke-
sishgan O nuqlani olamiz Jismga bi- g £
riktirilgan va u bilan birgalikda hara-
katlanuy chi Ox; 0" qni AH tomonga pa-
rallel. €y, o'qmi esa (¢ bo'vicha yvornaltiramiz U holda avla-nish
burchagi ¢ = vy, bo'ladi

Agar quib  uchun  uchburchakning A uchi-ni olib, jismga
binkurilgan )

va u bilan birga-likda harakat-lanuvehi Ax; o'qni AD mediana
bo'vlab. Ay, o gni AD ga perpen-dikulvar vo'naltirsak,

@ =+ G (10.2)

tloda o'rinh bo'ladi. Bunda « burchak o'zgarmas ekanligini
¢ tiborga olib. (10.2) tenglikni ikki marta differenstallasak,
l;i_l’fli ) _Ji||I'|_IFﬂ
i dr’ i dt e

ishotlanishi kerak bo'lgan munosabatlami olamiz Tekis shakl is
fivony ko'ri-mishda bo'lganida ham bu tengliklar o°rinli bolishini it
botlash mumkin

10.3-1asm.

10.2-§. Tekis shakining ko*chishiga oid teorema

Teovema: (wokis shaklmng o'z 1ekishgida har qanday ko'chishini
quth bilan birgalikda dgardan ko'chish hamda quib airofida aylan-
met ko chishadan tashkil topgan deb garash munikin,

Isbot. Tekis shakl OAM Kesmasining 1, va f> istiyony payidagi ho-
latlaring mos ravishda QA va Q0 bilan belgilaylik (10.4-rasm). O
nugtani quib uchun gabul qilib. tekis shaklga shundav ilganiama
kochish beramizky, natijada uning @) nugtasi O bilan ustma-ust tush-
<in, M, nugta A7 - holatni egallasin. Bu ko'-chishda OM; kesma QM -
(tehis shakl punhtir chizig bilan ko'rsatilgan) holatni egallaydi. Tekis
shaklning tgarilama ko“chishi 0,0, vektor bilan aniglanadi. So'nera
tekis shakini oz harakat ekisligida @, quib  atrofida @ = 20001,
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burchakka aylantirsak. QM
kesma €2:Afs holatga o'tadi va
tekis shakl 1l holaini egallavdi.

Agar qutb uchun M nugtani
olsak, tekis shaklni I holatdan
11 holatga  ko'chi-nshda
ilgarilama ko'chish 337,
vektor bilan ifodalanadi. Tekis
shakini Af. atrofida 20,00,
wa aylantirsak, tekis shakl 11 holamni egallaydi. Rasmdan ko'ramizki,
0,0, # MM, va'ni ilgarilama ko"chish qutbning tanlanishiga bog'liq
bo-ladi, llgarilama harakat 1a'nifiga ko'ra €M JOM; va O
O,M,. De-mak, QM |0 va “MOM. =-0M.0.= ¢ bo'ladi
Shu bilan birga O va M. nugtalar atrofidagi aylanish vonalishlan bir
xil bo'ladi, Demak, qutb atrofidagi aylanish burchagi quibni tanlashea
bog hq bo'lmaydi.

10.4-1sm.

10.3-§. Tekis shakl nugtalarvining tezliklavi

Tekis shakl nuqgtalan tezhigiga oid ikkita teoremam ho'rib chigamiz

Teorema 1. Tekis shaki ixtivorly M nugrasining tezlige quibning
tezligi hi-lem M nugraning quth atrofida  avianshidogr  chizgl
tezligining geometrik vi-g disiga feng.

Isbot. (7 va M nuqtalaming qo'zg'a-
Imas Oy hoordinatalar sistemasiga nis-
batan radius-vektorlan mos ravishday, va
£ bolsin (10.5-rasm). M nuqlaning @
quibga misbatan radivs-vektonm ;5 bilan
belgilavlik  (jism  absolvul  qgauig  bo'l-
ganidan s vektor  mugdor  jihatdan
o'zgarmavdi). U holda

10.5-resm.
F=p+p (10.3)
(10.3) ifodadan vagt bo*vicha binnchi tartibli hosila olamiz



o 4 i, 4 dp (104)
dr ot e

i
ff

(10.4) da =g, val dry =1, bo'lib,
] i

mos ravishda A va O nugtalaming O xy

koordina-talar  sistemasiga  nisbatan
i 10,6-rasm.

tesdiklaridir i =V ES2 M nugtaning

O qutbdan o'tuveht o'q arofida avlamishidag chizigh tezligini
ifodalaydi. (9.14) pa ko'ra
Uy, =6 % PO, =@ (10.5)
bo'ladi o, vekton  avlanish vo'nalishiga mos ra-vishda MO
kesmaga  o'thazilgan  perpendikulvar bo'vicha vo'naladi Shunday
qilib, (10.4) ni qu-vidagicha vozish mumkin:
U = L, {10.6)
voki
B, =13, +a x 3 {10.7)
Tekis shakd nugralard tezfigini (10,6) formula vositasida amiglashga
guth usulita aniglash deviladi.  Agardag, vag,, va ular orasidag
burchak ¢ be-nilgan bo'lsn. kosi-uslar teoremasidan foydalanib 2
nugta tesigining migdon topiladi:
1, = 0k +0hw+ 20, cose (s
Teoremal  fekis  shakl  ikkita  nuglasi  tezliklarining  shu
nngialardan o tuv-cli o'qdagi prockstivalart o'zaro teng
Isbot. Tekis shakl O va M nugialanning tezlik vektorlari b, va o,
benlgan bo'lsin (10 6-rasm). O nugtani quib deb olsak. M nuglaning
tezhigini (10.6) ko rimishda yozish mumkin.

e =0, th,

Bu ifodam OM o*gqa proekstivalaymiz:

CTOSTE O T T (<)
1, vektor OM o’qqa perpendikulyar bo’lgani uchun
LTI (1]
bo*ladi. Natjada (<) dan isbollanishi kerak bo'lgan
N, = 1A (10.9)

lenglikni olamiz.
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(10.9) ifoda vordamida tekis shakl nuqtasining tezligimi
aniglashga proek-stiva usuli bilan aniglash dexiladi.

10.4- §. Tezliklar oniy markazi

Tekis shaklning berilgan onda tezligi nolga teng bo’lgan nugtasi
tezliklar oniy markazi voki avianish oniy markazi deyiladi.

Teorema. Agar tekis shaklning burchak tezligi noldan fargl bo'lsa,
tez-liklar onty markazi mavind bo ‘ladl.

Isbot. Berilgan onda burchak tezligi e =g bo'lgan tekis shakl
ixtivoriy nuquasining tesigi noldan fargli bo'lsin (10.7-rasm). O
nugtani qutb deb olamiz

va burchak tesikning ishorasiga garab tekis shaklning quib
atrofidagi avlanish yo'nalishim aniglaymiz

e ——

Coe .

10.7-rasm. 10.8-rasm
Agar @, =g >0 bolsa. tekis shakl € nugta atrofida soat strelkasi
avlani-shiga teshar, o, =¢=<0 bo'lsa. soat sirelkast avlanadigan
vo'nalishda aylanadi. @ =@ =0 deb qamb avlanish vo'nalishi
bo'yicha o, tezlik vektorini ¢ atrofida to'g'ni burchakka burish bilan
olingan OK chizigda votuvehi va
po="

™
tenglikka binoan aniglanadigan /* nuqtaning tesligini hisoblavmiz
(10.6) ga asosanu, =, +ii, . 4, vekion OF sa perpendikulyar
bolga-
n uchun va OF Kesmaning tanlab olinishiga ko'ra o, va
v, vektorlar gqarama-qurshi tomongn vo'naladi. (10.5) ga ko'ra w,
tezlikning moduli



u,va i tedik vektorlar migdor jihatdan teng, vo'nalishlan
qarama-garshi bo’lgani uchun ulaming yig indisi nolga teng, va'ni

g, =, +i,, =0

Demak, tesligi nolga teng bo'lgan tezliklar oniy markaz P mavjud
ekan.

Agar P nugtam quib deb olsak. 6, =0 bo'lgam uchun tekis shakl
M nug-tasining tezligini (10.6) formulaga binoan quyidagicha yozish
mumkin:

Uy =il U =iy
Bunda v, =a- P4 (10.8-rasm) ekanligini nazarda tutsak,
u,, = M
(10.10) munosabat o*rinli bo‘lishini ko'ramiz Shunday qilib, tekis
shakl nugqualanning

tezliklar omiy markaziga nisbatan har ondagi tezliklan qo'ze"almas
o'q atrofida ay lanuvehi jism nuqlalanning tezhiklan kabi tagsimlanadi
Bunda  avlanish  omy  markazi orqali tekis  shakl tekishgiga
perpendikulyar ravishda o' tuvchi oniv o'q qo*za’almas o'q vaalasini
o'tayd

Agar tesliklaming oniy markazi va tekis shakl biror M nuqiasining
tesign o, ma'lum bo'lsa. tekis shakl istalgan nuqtasining teigin
aniglash  mumkin. Hagiqatan ham (10.10) don fovdalanib teki;
shaklming berilpan ondagi burchak tezliging hamda ixtivoriv N nugtas.
leshgimng migdoring

Uy, PN

i PA ty = PN =|J”P_”
formulalar vositasida aniglavmiz,

v, vektori avlamsh oniv markaz atrofidag aylamshga mos
ravishda PV chivigqa o tkazalgan perpendikulyar bo'yicha vo'naladi.

v tezhih vektorining uchini /* nugta bilan tutashtinb, PN
hesmada votwnveln nugtalar teshiklanning tagsimlanish  epyurasini
10 8-rasmdagidek asvirlash mumkin,

(101 T) mvana quyidagicha yozish mumkin:

(1o.11)

Uy PN
Bz e 10,12
vy WM { )

va'm tekrs shakd nugtalarming tezliklar: shu nugtalarden iestiklar
oty marka-zigacha  bo'lgan  masofalorga to'g'rt  proporstional
bo Tadi
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(10.10) voki (10.12) formulalar vositasida rekis shakl muqialarining
tezlik-larini aniqlashga tezliklar oniy markazidan foydalanib aniglash
deyiladi.

10.5- §. Tezliklar oniy markazi aniglanadigan ba’zi holler

Tezliklar oniy markazining asosiv xususivatlaridan foydalanib,
quyidagi hollami ko'ramiz

| Tekis shakl ikkita A va N nuqtasi tezhiklarining yo'nalishi
ma’lum bo’lsin

(10.9-rasm. @)} M va N nuqalardan & va o, tezdik vekiorlaniga
perpendikul-yarlar o'tkazsak, wlaming kesishgan /7 nugtast tezliklar
oniy markazini ifoda-

lavdi.

2. M va N nuqtalaming tezlik vektorlan o’zaro parallel hamda
6, LMN  bolsa. tediklar omy markazni aniglash uchun tekis shakl
nuqtalari tediklari-ning miqdon  shu nugtalardan  aylanish ooy
markazigacha bo’lgan masofaga proporstional bo lishi xususiyatidan
foydalananiz. Bunday hollarda tezliklar oniy markazini aniglash 10.9-
rasm, @ va o da ko rsaulgan.

10.9-rasm. 10.10-rasm



3. Agarda o va o, vektorlari o'zaro parallel. lekin MV kesmaga
perpendikul-var  bo'lmasa.  bu  wvektorarga  o'tkazlgan
perpendikulyarlar cheksizlikda kesishadi hamda teliklar oniy markaa
mavjud bolmaydi (10 9-rasm, 2).

Hagiqatan ham (10.9) formulaga binoan
Uy €OS 0= Dy COS @,

Binobarin, i, = v, va (10.6), (10.5) munosabatlami nobalga olcak.
tekis sha-klning burchak tesligi berilgan onda nolga feng: w = 0,
Demak. berilgan onda tekis shakl ilgarilama harakatda boladi hamda
tezliklar omy markazi bo'lmaydi

4 Tekis shakl kontun biror qo'zgalmas sirl ushida sirpanmasedan
dumalasa

(10.10-rasm), har onda tekis shakl bilan sirt chizag ining unnish
nugtasi " ming tezligl nolga teng bo'ladi. Chunks sirt qo’zg almas
bo'lgam  uchun  wndagi har bir nuqla-ning.  jumladan  urimish
nuglasining tezhigi nolga teng bo'ladi. Urinish nug-tasi o'z navbatid
tekis shaklga ham taalluglidir. Demak tekis shakl  Konturinin
qo l-mas  chiziggn unmsh nugtasi tediklar only  markazin
tfodalaydi

10.1-masala. » = 0.5m radiusli giildirak 10'g'n chizigli yolda
sirpanib ¢il-divavdi, Goildirak markazining tezligi o®zgarmas bo'lib,
u =100 ¢ SO teng.

(1011 -rasm. «) Geildimakning O nugladan shakl tekishgiga
perpendikulvar ravishda o'tuveht gorizontal atrofidag  avlamish
burchak tesig w-12:'. Giildirak gardishidagi 4 va B nugtalarming
tezligi aniglansin

Yechish.G ildirak nugtalan  hamisha  rasm  tekisligida
harakatlangam tulinli uw tekis pa-rallel harakatda bo'ladi, 4 va 8
nuqtalarming tezhiklarin ikki usulda amglavmiz.

1. Quib uchun €2 nugtani olsak, (10.6) formulaga asosan 4 nuqta
teslign o - oo pateng bo'ladi. Bunda ; migdor jihatdan

v =rom=05-12=6atl4

bo'lib, 4 nugtada giildirak avlanishiga mos mvishda gonzontal
bovicha chap-ga vo'naladi (10.11-rasm, a). Quibning tezligis, ni 4
nugqtaga ko*chiramz. o




va _ vektorlari bir to'g'ni chizig bo'vlab garama-qarshi lomonga
vonalgani uchun ular algebraik go’shiladi:

U, =0, =0, =4nlx

w.>u, bo’lganidan i, vektori 4, vektori bo'vlab yvo'naladi,
A nuglaning tesligini
o, =0 +12

formula vositasida aniglavmiz. Bundad, nugdor  jihatdan
v, =r-m=6a/s bo'lib. # nugtada g'ildirak avlanishiga mos ravishda
vertikal bo'vicha pastga yo'naladi. Qutbning tesligi o, ni B nuglaga
ko*chirib. # nuqtaga qo'vilgan o°z-

aro perpendikulyar o, va o,
vig'indisi lo'g'n

vektorlami qo’shsak, ulaming

to'riburchak diagonali bo'vlab vo'naladi hamda & ning moduli
quyidagiga

10.01-pacu,
o, -'-\I." v =100+ 30 =1Lb0w ¢ tENE bo’ladi
2. Masalani tezliklar omiy markazini topish usuli bilan echish uchun
0 nug-tadan ¢, vektorsa harukat vo'nalishi bo'vicha to's'n burchak
ostida OK chizign o'thazgmiz (10 11-rasm, 6L R avlanish oniy
markazi O quibdan == Cv masofada votadi o, var, vektoran

mos ravishda P4 va PE ga perpendikulyar bo'hib. gildisk
avianadigan tomonga vo'naladi hamda ulaming moduli (10.10) ga
asosan aniglanadi

v, =Pd-@ =121 =duls
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10.2-masala.  Planetar Kulisa
mexamzimida (1 knivoship @ o'q
atrofida ™ burchak tedik bilan
avlamib, B/ sterjenga  sharmrli
bog'langan  satellitmi  ha-rokaiga
keltiradi  (10.12-rasm). BI" slerjen
o'zining harahatida doimo ko“zg‘al-
mas ( nuqtadan o tadi. OA4 knvoship
vertikal holatda. Qo zg'almas shestemya radiusi 2 qo'zg aluvchi
shesternva radiust » ga teng hamda - 300 cR10=90 10 -3 BE
sterjen ¢ nuglasining tezligi aniglansin

Yechish, B/ sterjen O nuglasining tesigi A va B nuglalar tezligign
boglig

bo'lgam wiavhi avval 4 va 8 nugtalar tezligini aniqlaymiz

A nugia o burchak teelik bilan aylanuvehi 04 knvoshipga tegishli
bolga-nidan ¢ 1 o hamda

S e |:\{rv.ﬂ‘ (2] =11e6uls

10.12-rasm,

o= m =3rm
1 satelht tebas parallel harakat giladi, bunda qozgaluvchi v
qo‘ze almas shesternyvalaming P unnish nugtasi satellitning teslikla
omy markas bo'ladi. Shuning uchun satelli B nuglasining 1, tesigi
£ atrofida satellitming aylanish yonahshiga mos ravishda 4 kesmaga
perpendikulyar vo naladi. To'g'n bur-chakli PAB uchburchakda:

=" L. L oyanas we
Proekstiy a usulidan fovdalanib # nugla ledigin aniglavmiz
N iy ot

=hrm, +

.I . i
Shunga ko'ra v, cosste =, voki W= L

B steren harakati ham tekis parallel harakatdan iborat. Sterjen-
mng ¢ nuglast doimo qo’zg almas nugtadan o' tgani uchun uning o,
ezl B nugta tezhgiga mos ravishda sterjen bovicha vo'naladi
hamda proekstiva vsuliga asosans. vadg, laming CB o'qdagi progks-
livalan o"zaro teng bo'ladi

7 TR T R T

Bu formulaga ko'ra v =p. -cos 300 =33, .




10.6 -§. Sentroidalar

Umumiy holda tezliklar  oniy  markaz
vaqning o'tishi bilan tekis shakining harakal
tekisligida 0"z holatim o"zgartira boradi. Agar
tesliklar oniv markazning har ondagi holatim
tekis shaklda va harakat tekishgida belgilab

10.13 - raam. borsak. ulaming geometrik  o'mi  ikkila

chizigni ifodalaydi. Tezliklar omy markazining tekis shaklning
harakat tekisligidagi geometrik o mi go ‘=g ‘almas sentroida deviladi

Tezliklar oniy markaziming tekis shaklga bog’lan-gan tekislikdag
geometnk o migo '=-g aluvchi sentroida deviladi

Masalan, qo‘zg'almas rels wustida sirpanmay  duma-layolgan
grildirak uchun qo'zg almas stentroida / to'g'n chizig. qo sz aluvel
stentroida g"ildirak gardishidagi /7 avlanadan iborat (10.13 - rasm).

Har onda qo*zg almas va qo'zg aluvchi stentroidalar tezliklar oniy
markazini ifodalovehi 7 nugtada umumiyv  uninish nuqgrasiga ega
boladi. Shu sababli gattiq jismning tekis parallel harakatini geometnk
tarzda quyidagicha talgin qilish mumkin: rekis shak/nig harakain
qo'zgaluvehi  stentrotdani  qo'zg'almas  sten-rroida ustida
sirpantirmasden dumalatish natijastda olish nuonkin

10.7-§. Tekis shald nuqtasi tezlanishini qutb usulida aniglash

Teorema. Tekis  shakl ity
nigtasining tezlanishi  qurbming
tezlanishi bilan mazkur mugtaning quib
atrofida  avlanishidagi  rezlanishining
Beomeirik vig tndisiga teng

Isbot. Tekis shakl A/ nuglasimng
tezlanishini aniglash uchun (10.7) ifo-
da-dan vagt bo'vicha hosila olamiz
(10, 1d-rasm)

ot e da = dp
. ; Pt
et ot ot df
1014 ~rasm. (10.13) .
Bunda™x 5 yq%_g mas
df dr
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ravish-da qo’zg almas O;xy koordinatalar sistemasi-
ga nishatan A/ va O nuqtalar tezlanishini, (9.14) dan ":;‘ =% =i,
i

— M nuglaning 2 quth atrofida «i burchak tezlik bilan aylani-shidagi

elaii —

chizigli tezligini, - tekis sha-Klning burchak tezlanishini

i
ilodalaydi.  # veklori (& vektori kabi) harakat tekisligiga
perpendikulyvar yvo'naladi.
Shunday qulib. M va O nuglalaming tezlanishlan orasida quyidag
munosa-bat o rinli bo*ladi:

d,, =d,+E % prdxil, (10.14)
Bunda
G =d, (1"]5)
B, =E (10.16)

(10 15) afoda M nugtaning € quib atrofida avlanishidagi avlanma
teztanishe-ni, (10016) ifoda esa M nugtaning O quib atrofida
avlamisiudagt markazga mil-ma tezlanishing ifodalaydi.

Shunday qilib, (1014} ifodan quyidagicha voza olamiz:

dy =, + g,y (10.17

Bu  formulada  avlanma  tezdanish - bilan  markpzga  intilmé
tesdamishlarmng geometrik vig'indist M nugtaning O qutb atrofida
aviamshidagi tezlamshim ifodalavdi:

a

o +
=l

Natygada (10.17) mi quyidag ko rimshda vosish mumbin:
=0 + Uy (1 18)
(10.17) formuladag @, aylanma texlanish vekton M nuglani O
quitb bilan  birlashtiruyeli OM chizigga perpendikulyar ravishda
vo'naladi; bunda @ va ¢ bir xil ishorali bo'lsa, @y, va v, veklorlari
bir vo'nalishda; turhicha ishorali bo'lsa. vo'nalishlan  garama-garshi
boladi (10 14-rasmda @ va & bir ail ishorah  bo'lgan hol
tasvirlangan), (10.17) dagr 4, markazga nulma tezlanish vekion
hamisha M nugtadan ¢ qutb tomon vo'naladi.
(9.17). (9.18) va (9 20) formulalarga asosan @i, @5, va dy, lam-
ing nugdori
Gy, = £-MO (10.19)
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Ahid

an, =m’ -MQ (1020)

Uy :ﬂd’rJv'r;:2+_r!'T (10.21)
d,,, ning yo'nalishi esa (9.21) ga ko'ra
&
B == (10.22)

o«
formulalar yordamida aniglanadi.

10.8-§. Qutb usuli bilan tekis shakl nuqtalavining tezlanishlari-
ni aniqlashga oid masalalar

Tekis parallel harakatdagi jism nuqtasining tezlamishini aniglashga
doir masalalarni asosan 4 xil guruhga bo’lish mumkin.

1 xil masalalar. Tekis shaklning burchak tezligi @, burchak
tezlanishi & hamda biror © nugtasining tezlanishi a, benlgan voki
ulari aniglash mumkin bo'lib. tekis shakl ixtvory A nugtasining
tezlanishini aniglash so’raladi

M nuqraning tezlanishini (10,17) dan fovdalanib. &, va di,
migdorlarini esa (10.19). (10.20) formulalar vordamuda amglavmiz
So‘ngra (10,17) ni o’ zaro

1, 15-rasm

perpendikulvar ikkita Ay va My vo'nalishga prockstiyalab «, ning

. & | - = .
migdorint @y =q/ay, +ay, formula  bilan aniglash magsadga
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muvofiqdir. «,, vo'nalishi esa vo'naltiruvehi  Kosinuslar orqali
topiladi.

10.3-masala. Radiusi K ga teng o’altakka £ uchi go'zg"almaydigan
gilib bog langan ngichka 1p o'ralgan (10.15-rasm, ) Galiak pasiga
tushishida uning o qi vertikal bo'vicha vo'nalgan v, =g/2  tezik
bilan harakatlanadi. Grallak  gardishidagi P, 4 B nugtalaming
teanishlari anmglansin. PH L AO.

Yechish. Graltak tekis parallel harakat giladi. Galtak markazidagi
€ nugtaning vertikal bo*vicha to'g'n chizigh harakati berilgan. Bino-
barin, @ nugtam quib deb tanlash uchun avvalo uning tezlanishini

aniglay miz
ll‘[J
L 8 iy
& it s

i, vektori vertikal bo'vicha pastga yonalgan

Ip osilib turgan gismining tezligl nolga teng bo'lganidan g*ahak /
nuglasining tezhgr ham nolga teng. va'ni £ nuqta g altaknmg tezlikl
oniy markaet bo -ladi. Shu sababli g altakning burchak tedigi
= :;{I =gt/2R

boladi. o, teshik vo'nalishiga ko'ra burchak tesikni soat strelkas:
harakatiga teshan vo nalgan voy strelkas: tarzada tasvirlash mumbin,

Gealtak burchuk tesligi vagining [unkstiyasi sifatida aniglangan,
Bmobann, g altakning burchak tezlanishi quyidagicha topiladi:

c=id= gl 2R

I

e ova ¢ bir xil ishorall botlgani uchun  graltakming burchak
tezlanishini 10.17- rasm, o da ko'rsatilgan voy strelkasi bilan
tasvirlash mumbin

€ nugtam quib deb olsak. (10.17) formulaga binoan tezliklar oniy
markaa P nugraning teslanish quyidag tenglamadan amglanadi:

a, =d, +d,,+a, [1§]

(I20) va (10.19) za ko'ma

a,, —f:-f'f.l=": (2)

b 3 e
 cptipoetis 3
ol kT @)
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bo'lib. dy, markazga intilma tezlanish vekion P dan O pa qarab,
d;  — avlanma tezlanish vektori esa OF ga perpendikulvar ravishda ¢
vov strelkasi yo'-nalishiga moslab vonaltinladi. 10, [5-rasm., ¢ dan
ko‘ramizki, @}, va 4, vekiorlari bir to'g’ri chiziq bo'vlab garama-
qarshi tomonga vo'nalgan hamda @, =a . Shunday qilib. (1)
ilodada @, = —d},, bo*lgani tufavli
Feli
4R

P nugia teslanishi £ dan © ga garab vo nalgan. A nugta tezlanishini
aniglashda vana € ni qutb deb olamiz:

G, =d,+d,+a, (€]

Bu ifodadagi «7, vektori 4 dan @ ga qarab, va'ni ¢, bilan bir to-
monga, ), esa Or o'qning musbat yo'nalishiga teskari vo'nalgan
AQ - OF =R bo'l-gani uchun.i) va ', nuigdorlari (2) va (3) tenghiklar
bilan aniglanadi,

(4) vektor tenglamani o'zaro perpendikulyvar €2 va Oy o'glarga
proeksivalaymiz

d,=dr, vau, =a), =

O, ==, —dy, =

B ap 1
==—(IR+x")
) ! 4R
dinobann, A nugta tezlanishining moduh

BT oy ool | 2R+ 1)
M S e L

d, ning yo'nalishi esa cosa - ‘_:' Cosf = ‘r formulalardan
. i
aniglanadi.

# nuqta tezlanishi ham A nuqlaning  teslanishiga  oxshash
aniglanadi.

1 xil masalalar. Vagining biror pavti uchun tekis shakl O nugtasi
tezlanishi-ning migdor va vo'nalishi, oniy burchak tezlik va boshqa
biror M nugtasi tezlani-shining vo'nalgan chizg't ma’lum. Tekis
shakIning shu pavidagi burchak teslanishi va M nuqlaning tezlanishini
amiglash talab etiladi,
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M nugta tezlanishini aniglashda (10.17) formuladan foydalanamiz
Undagi @, ning migdori (10.20) formula bilan aniglanadi. Binobarin
(10.17) tenglikning o'ng tomomdagi @, va i, vekiorlar migdor va
yo'nalish jihatdan ma’lum. d,,,. MO ga perpendikulyar bo'lib, uning
yo'malishi ma’lum emas. Odatda @, ni vo'-naltinshda M nuqtaning
O atrofida avlanishi tezlanuvechan deb qaraladi. (10.17) tenglamani
d,, ga perpendikulyvar vo'nalishga proekstivalash natijasida @}, ning
migdor amglanadigan bitta tenglamaga ega bo'lamiz Agar bu kattalik
manfiy qivmaiga ega bo'lsa. 4, ning haqigiy vonalish olingan
yo'nalishga  qarama-qarshi. ya'ni M ning O awofida avlamishi
sekinlanuvehan bo'ladi @, mi bilgan holda (10.19) £a asosan ¢ ni
aniqlavmiz (10,173 ni d,, ga perpendikulyar bo'lma-

gan o'qga proekstivalab. @, ni migdor va vo'nalish jihatdan
aniglay iz

Bunda @, ning ishorast uning vonalishing xarakierlaydi

10 4-masali.  Knvoship-shatunli mexanizmning  benlgan  holati
uchun 4 nug-taming tesdamishi aniglansin (10,16-rasm, @), Quyidagilar
benlgan: A#=!, OA=r.w Woaby, =8,

Yechish, OA knvoship o, burchak tedik va 5, burchak tezlani:
bilan aylanma harakatda bo'lgani uchun A nuglaning tesdik
tezlamishin quyvida-gicha amglash mumbkin

|'I LU r {l}
a, =i, i) 2)

Bunda
o, =g, oral =0k (3)

Bu vektorlaming vo'nalishi 10, 16-rasm, @ va o dagidek yo'naladi

1 nugtam quib deb olib. A8 shaiun B nuqiasining tezlanishin
(10T) ga binoan aniglaymiz (10 16-rasm, @)
a

d., +dy, vy,
voki

d, =d| +d +d,, +d;, (0]
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B nuglaning harakatini tezlanuvchan deb garab. &, ni i, bo'yicha

vo naltiranmiz,
(4)ifodada &}, =6,-AB=#,-La) =0's-AB=0%u.] (5)

\Jo*

—y

10, 16-rasm
bo‘lib, w,, va &, lar mos ravishda AF shatunning berilgan
payidagi oniy bur-chak tezlanishini ifodalavdi
dy, vektori B nuqiadan 4 quibga vo'nalgan, @, esa AR ga
perpendikulyar vo'nalgan. £ nuqtaning A4 quibga nishatan avlamishin
tezlanuychan deb faraz qi-lib, A8 shatunning /7 wesiklar oniy markaa
atrofida avlanishidagt oniy burchak tezlik yo'nalishiga mos ravishda
dy, ni 10 16-rasm, ¢ dagidek vo'naltiramiz. Shatunning berilgan hola-
ti uchun tezliklar omy markaz 2 nuglada bo'leam uchun
i1 @ r
== 0
=R )
(6) formula yordamida mexanizmning berilgan pavidagi holatiga
mos keluvehi A8 shatunning oniv burchak teshigi aniglanadi. Shu sa-
babli, £,, m {6) ni differenstiallash vo'li bilan amglab bo'lmavdi
&,, noma'lum bo’'lgam uchun ‘;_.-:._:I'll aniglashda (4) m @, vekion
vo nalishiga perpendikulyar bo*lgan By 0°qqa pro-ekstivalay miz
0 =aj -cos30F —a, -cos60° + aj,
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Bundan
B

(3) ni nazarda tuisak,

a,, =a cos60” — g cos30P

L, = :u.',, ~ w33 n

(7) dan ko'ramizki, «, >wiv3 bo'lsa, @, >0 va B nuqtaning 4
qutb atrofida omiy aylanishi tezlanuvehan bo'ladi va dy, vo'nalishi
10.16-rasm, 6 da ko'rsa-tilganidek goladi; &, <olJ3 holida 4}, ning

vonalishi - mazkur  rasmdagiga  qarama-qarshi  bo'ladi.  (5) ga
ko‘raa), =&, +d

bolgam  uchun By = ;‘J (=oi+3+e, ) m By o'gqoa
proehstivalasak,
- sard )
a,, =—a,, +a, eos307 + g% cos bl = —a’ a4 -’:l--e— <o

"

wor goryd coir ffof Lhik
i 3 —j{--:._[-j+|]+r..,\']]

z\;:ur! Wl el 4e ,\..‘\] ~0  bo'lsa, d, mng yo'nalishi Br nir

-
!
musbal, aks holda mantiy yo'nalishiga mos wshadi, Shunday qlib,
A e ey -]
u, :!m.i\ :—;!Il-r:..\l'lh.
11 xil masalalar. Vaquing biror payti uchun tekis shakl ikkita O
va A nuqtalanning tezlanishi migdor va vo'nalish jihatdan ma'lum

bo'lib, tekis sha-klning shu pavidagi burchak terhg, burchak

tedamshi,  shuningdek  ixtivoriy  nuglasiniig (ezlanishini aniglash
so'ralady

Masalant echish uchun tezlanishi ma'lum bo'lgan nugtalardan bin,
masalan O nuglani qutb deb olib, ikkinchi nuglasining lezlanishi
uchun(10:.17) ko'n-

mshdag  tenglamant olib, wni ikkita birbinga perpendikulyar
vonalishga  (odat-da OM  ya unga tk bo'lgan vo'nalishga)
prochstiyalanadi. Hosil bo'lgan ikkita tenglamadan iy va dlar
hamda (10.20) va (10.19) vositasidam  va £ lor aniglanadi. Bunda
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a, M nuqiadan O ga qarab vo'malgan. 6, vekloridl,gn
perpendikulyar ravishda (10.17) tenglik asosida vo'naltiriladi.

IV xil masalalar. Vaqgtning biror pavt uchun tekis shaklning oniy
burchak tesligi @ va O nugtasining teslanishi @, migdor va yo'nalish
jihatdan beril-gan. Ushbu tekis shaklning ixtivoriv M nuqtasi shakl
tekisligidagi biror O, qo’zg'almas o°q atrofida o burchak teslik
bilan aylanuvchi jismga ham taal-luglidir. Af nuqlaning tezlanishini,
tekis shakl, shuningdek, (), o°q atrofida ay-lanuvchi jismning burchak
tezlanishini aniglash so’raladi.

Bu xildagi masalalami echishda bir tomondan M nugtani tekis
shaklga (10.17-rasm) tegishli deb garab.(1(.17) tenglamani. ikkinchi
tomondan (J,

atrofida avinuvchi jismga taallugh
deb garab, (V.16) ga ko'ra

Gy =y, + &gy {a)

tenglamani vozish mumkin, (10.17)
va (a) tenglamalarmi o'ng tomonlarini
o'zaro tenglashtirsak.

= Tloy + 8y =iy, + Ly + 0% (D)
vektorli tenglama olamiz o va o,

berilgan bo*l uchun (]

tenglamadagi @7, @ . dl,  lami

: obls ; a,, vad;
o hisoblab topish mumkin: @l vad),

vektorlanning vo'nalishi A nuglaning
mos ravishda @, va O larga misbatan avlamshy teslanuy chan deb
taxmin  gilimb  tanlanadi.  (h)  ifodam  kki il vo'nalishga
proekstivalashdan  hosil  bo'lgan  tenglamalardan @,  va
aniglanadi. So'ngra M nugta tezlamishn moduli (9.20) oa asosan
a, = ‘,Jlrl('!.ll\‘: + Eﬂ':_,\ll &
burchak tezlamishlan esa (10.19) va (Y.17) ga ko'ra aniglanadi:
B - . a,,
CMOTT MO,
Bu holda M nuqia tezlanishining vo'nalishi (9.22) tenglikdan
fovdalamb topi-ladi

164



Qattig pism tekis parallel harakatiga doir hisob-grafik ishlari
variantlar 2-ilovaning 3- topshirig“ida benlgan.

10.9-§. Tezlanishlar oniy markazi

Terdanishi berilgan onda nolga teny bo‘lgan tekis shaklmng (voki
tekis sha-klga mahkam binktirlgan va u  bilan  birgalikda
harakatlanuvehi  tekislikning) nuqtasi fezlamshlar  ony  markaz
deyiladi,

Tezliklar oniy markaziga o'xshash ilgarilama harakatda bo'lmagan
tekis shaklning harakat tekisligida har onda telanishlar only markaa
mavjud bo -lishini isbotlash mumkin.

Teovema. HNarilama harakatda bo Imagan tekis shakining harakar
tekis=lieida har onda tezlamishbar omy markaze maviud ho ladl,

10 1 8-rasm 10.19-rasm.

Ishot. Tekis shaklning burchak tealigi @ burchak tezlanishi & va
avlamish vonalisht hamda O nuquasi (quib) ming tesanishi a,
benlgan bo'lsin, Tezla-mshiar oniy markazini © bilan belgilavlik. O
nuglaning holatim aniglash uchun (10.22) formuladan g burchakni
Lopami #

Ho=aretg r:=

o0
d, vekton bilan g burchak tashkil etuvchi ON 10'gn chiagni
o'tkazamiz; agar tekis shaklning aylanishi tezlanuvehan bo'lsa, p bur-
chak aviamsh vo'nahishi bo'vicha. sekinlanuvehan bo‘lsa avlanishga

teskan vo'nalishda qo'viladi (10 18-rasm. a. b). ON chiagda O
nugtadan
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00 =S (10.23)
T +a
masofada O nuglani olsak. bu nuqia tezlanishlar oniv markaz
bo‘ladi.
Hagiqatan ham, ¢ nugtani qutb deb olib, O nuqtaning tezlanishin
(10.18) ga ko'ra hisoblayhik:
d,=d, +d,, (10.24)
(10.21) formulaga asosan:

a,, =00-Je +o'

(10.23) ni 'tiborga olsak.

a, =

Ay ==& +0' =aq,
3 ;L' i '

tenglik kelib chigadi. .., vekton QO bilan g burchak tashkil

adi, ya'ni d,, vektor @, ga miqdor jihatdan teng. vo nalishi

ama-qarshi bo'ladizd., = 4. . Bum (10.24) pa qovib, d, =0
lishini ko ramiz. Shunday gilib. © nuqta tes-lanishlar oniy markai
2ladi

Tezlanishlar oniy markazi ¢ hamda tekis shaklning omy burchak
tezligi @ wva oniy burchak tezlanishi & ma'lum bo'lsa. tekis shakl
ixtivoriy A/ nugtasining tez-lanishi quvidagicha wiglanady (10.19-
rasm).

O nugtan quib deb olsak. (10.17) ea ko'ra

4, =d +dy, Hal,

Bunda d, =0 bo'lgamdan
f, =d., +dy (10.25)

tenghk o*ninh bo'ladi.

Shunday qilib, tekis shakl ixtivoriy nugtasining rezlfanishi shu nig-
taning rezlanishlar onty markazi arrofida avianishidagi weslanishiga
reng bo ladi

(10.21) va (10.22) ga ko'ra quyidagi formulalar o' rinh bo*ladi

a,, =MQ-\e’ +a (10.26)
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gu= =
s 2
a (10.27)

Tekis shakl boshga biror £ nuglast tezlanishining migdori (10.26)
ga asosan quyidagicha aniglanadi:

a, =L0:Ng +o' (10,26, )

vo'nalishi uchun (10 27) formula o’ zgarmay qolaveradi, va'ni fekrs
shakl nug-ratarinmyg  tezlanishi mazkur nugialarni teslanishiar onty

markazt bifan nashie-ruveht ehizighar bilan bir xil burchak ashkil
elad.
(10.26) va (10.26. a) dan
a £a R

Af

=% e
Moo e (10.28)

munosabaim olamz

Demak, rekts shakd nugralarining rezlanishiart shu nugralardan 1ez-
lamshiar omy markazigacha bo'igan masofalarga to'g'ri propors-
tional ol

10.5-masala. (24 krivoship Oy o'qda volganda krivoship-shatunli
mexanizm f polzunining va AR shaun o'riasidagi ¢ nuqlaning
ledamshlan aniglansin (10 20-rasm).

024 krivoship €2 nugta atrofidaw, =155' o'zgarmas burchak tezl®
bilan aylanadi. Krvoshipning vanligi 04 =04 shatunning wzunli
1B =2

Yechish. Shatun A va # nugialanning tezligis, va v, 0 zaro paralle
hamda A4 7 ga perpendikulvar bo'lmagani uchun tediklar omy
markas (6, va GO ga A4 wva B nugalarda  o'thaalgan
perpendikulyvaming hesishgan nugtasi) cheksiz uzoglashgan nugtadan
iborat bo*ladi. va’m berilgan onda @, =0 bo'ladi

B nugta to e chizigh harakatda bo'lgani uehun uning tezlanishi
v o'q bo'ylab yo'naladi. shatunning A nugiasi 04 kavoshipga ham
tanllugh bohib, €24 Knvoship tekis avlanma harakat qigani uchun a,
tezlamsh avlanish markas O nuglaga vo'naladi, uning qiymati
a, =040 =90u/s" pateng. w,=0
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bo‘lgani uchun A4 shatun tezlanishlarining oniy markaz 4 va §
nugialarda &, wva d,tezlanishlarea perpendikulyar ravishda
o' tkazilgan chiziglaming kesishgan O nuqtasida bo’ladi.

90 :
¢ W, = 0,8, =T = =57
| & “TAQ  JJ4-016
2 1 bo’lgani uchun B va € nugla-laming

r‘.;r:'rwﬂ—- = = +-x tezla-nishlan fagat tezlanishlnmmg
= 7 "’a ] oniv markazi () nuqa atrofidagi
# £ avlanma ;whmshd.m iborat bo’lad:
a, = BQ -5, =0.4-45.92 =1837uls"
10.20- rasm. j i

a,=C0 g, =1-4592 =4592/5 °
€ nuqtaning tezlanishi CQ ga perpendikulyar vornaladi.

Nazorat savollari:

. Tekis parallel harakatining xususiy atlarnt aytng.

. Tekis shaklning harakat tenglamasini y 021y

. Tekis shakl nugtasining tezligini quib usulida aniqlash
. Tezliklar oniy markazi va uni aniglash usullan
Tezliklar oniv markazi vordamida teelikami aniglash

5. Tekis shakl nuqtasi tezlanishi

7. Tezlanmishlar oniy markazi

L e b -

-
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11-BOB. QATTIQ JISMNING QO‘ZG*ALMAC NUQTA
ATROFIDAGI AYLANMA HARAKATI

Tayanch so‘zlar: qo’zg'almas nuqta, Eyler burchaklan, Eyler-
Dalamber te-oremast . oniy aylanish o'qi. aksoidlar, Eyleming
kinematik tenglamalan

11.1-§. Qattiq jismning go*zg"almas nuqta atrofidagi aylanma
harakat tenglamalari. Eyler burchaklari

Harakat  davomda  bitta  nuglast hamisha  qo ‘g almasdan
qoladigean gatiig -
smaing harakati go'zg‘almas mugla atrofidagi avlanma. harakat yoki
sferik hara-kat devifads

Bunday harakatda jismmng barcha nuglalan umumiy marka
qozgalmas nugla bilan ustma-ust wshuvchi sferalaming sirtlari
harakatlanadi

Tavanch tekishgidagt nuqlasi go'zg’almas bo'lgan pinildogning
harakau yo-ki birgina sferih shamirh bog lanish qo’yilgan jismning
harakati sferik harakat-ga misol bo*la oladi

Qo' zealmas (2 nugtaga ega bolgan jismuing O&C qo'ze almas
koordina-talar sistemasiga nisbatan holaim aniglash uchun jismga
biriktirilgan va u bilan birga harakatanuychic hamda Koordinatalar
boshi qo'zg'almas ¢ nuqia bilan ustma- ust tushuvehi Owz
gozgaluvel koordmnatalar sistemasini o' tkazamiz (11 1-rasm),

Qo' zg aluvehn hoordinatalar — sistemasining  qozg"almas
koordinatalar siste-masiga msbatan holatimi Eyler tomonidan (aysiva
etilgan va [yler Burchaklari deb ataluvehn uchta bir-biriga bog*lig

bo“lmagan burchuklar vositasida aniglash

e “t mumkin. Eyler burchaklar quyidagicha
B, Uy belgilanadi: Gy qo'eg’almas tekislik-
"'\‘_\V . g qozgraluvchi- Oxy tekislik  bilan

=3  kesishgan chizig'i ON rugunlar chizig'y
= “= deviladi. Tugunlar chizig'i biryo'la Oz va

5 e > ¢ ga perpendikulyar bo'lgant uchun by
E7) oqlar orqali o'tuvchi tekislikka ham

13.1-rasm, perpendikulyar bo'ladi. (&) qo'sg al-mas

tekislikda votuvchi, O¢ o'g bilan ON
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tugunlar chizig'i orasidagi burchak
bilan  belgilanadi va  prestessiva
hurchagi deyiladi.

Tugunlar chizig imng Ox
qo'zg aluvchi o'q bilan tashkil qilgan
burchagi ¢ bilan belgilanib, u sof

avlanish bhurchagt deviladi.
Qo' zealuvehi Oz o'q sof ay-lanish o g
deviladi.
Xy va Oxy tekisliklar orasidagi 11.2-T88T0;

burchak vo-ki ¢ qo’zg almas o°q bilan

0Oz go'zg'aluvchi o'q orasidagi burchak @ bilan belgilanadi va nu-

tastiya burchagi deviladi. w. o, ¢ burchaklar Ey-ler  burchaklar

deyiladi. Eyler burchaklarining musbat yo'nalishi uchun € . Oz va

ON o'g-laming musbat yo'nalishidan garaganda mos ravishda shu
o'qlarga perpendikulyar tekisliklarda  o'zgaruvehi w, o 0
urchoklaming soal strelkasi harakatiza teskan vo'nahishda ora
oradigan yo*nalishlarnn qabul gilanuz.

Jismning qo'zg*almas nuqgta atrofida ko'-chishign oid quyidag
teoremant ko'rib chi-gamiz

Eyler tearemasi. Oattly fismning go'zg 'almas nugra atrofidagt
ixtivorty ko-chishini mazkur go’zg almas nugtadan o'tveht tchie
o'y atrofida ketma-ket uchta avlanurish bidan bagarish mumkin,

Isbot. Qo'zg’almas nuglaga ega bo'lgan psmmng chekh vaqt
ichida ko'ch-gandagi holati Oz koordinmtalar  sistemasi  bilan
berilpan bo’lsin.

Boshlang'ich paytda gozgtaluvehi koordinatalar sistemasim Ol
qozetal-mas koordinatalar sistemasi bilan vstma-ust (ushgan deb
qaravhk. Mazkur qovzg’aluvehn koordinaalar sistemasini (0 0°q
atrofida 1 vo'nalishda ¢ bur-chakka avlanursah. w ONgC holam
egallaydi (11 2-rasm). So'ngra ONy< ho-ordinatalar sistemasi ON
0°q atrofida 11 vo nalishda ¢ burchakka avlantinb, ()N keordinatalar
sistemasini olamiz. Nihovat, ONpaz m Oz o q atrofida 11 yvonahshda
¢ burchakka burish natijasida o zgraluvchi (s koordinatalar
sistemasini olamiz
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Shunday qilib. bu teoremaga ko'ra go‘zg'almas nugta atrofida
aylanuvehi jismning istalgan payidagi holatini bir-biriga bog'lig
ho*lmagan uchta Eyler
burchaklari vositasida aniglash mumkinligini ko‘ramiz. Jismning
harakati da-vomida bu burchaklar vaqining uzluksiz funkstiyasidan
iborat bo*ladi:

W=l =0.e =gl (11.1)

Bu funkstional munosabatlar go ‘=g ‘almas nugta atrofida avlarm-
chi qai-tig jisoming  kinematik tenglamatari yoki sferik harakat
tenglamalari de-yiladi.

<

| 1.3-rasm
11.2-8. Eyler- Dalamber teorcmasi

Teorema. Uo =g 'almas megraga ega bo'lgan qantiq jismning bir
ho-latdan  ikkinchi holarga har ganday  ko'chishini qo'zg ‘almas
mugtadan o *tuvehi o'y arofida bir aylantivish bilan amalga oshirish
mumkin.

Ishot. Geometrivadun malumki, jismning fazodagi vaziyatini
uning bir to g ri chizigda yotmaydigan uchta nugtasining holati orqali
aniglash mumkin.

Sferik harakardagi jismning holati uning go*zg'almas O nugtasi bilan

bir to*g*-ri chizigda youmaydigan yana ikkita nuqlaning holati bilan
aniglanadi. O nugta-ni markaz qilib jismni kesib o'tuvehi ixtiyoriy
radiusli sfern o'tkazamiz (11.3-rasm, o). Bu sfera sirtida jismga
taallugli ikkita ixtivoriy 4 va B nuqtalarni ola-miz, U holda jismning
holatini 4 va £ nugialardan o tuvehi sfera Katta aylanasining yoyi AR
bilan aniglash mumkin.
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Aytaylik, qo*zg'almas () nugtaga ega bo‘lgan jismning ¢ vaqidagi
holati
sfera katta aylanasining yoyi A8 bilan aniglansin, r+Ar vaqudan keyin
mazkur jism bilan birgalikda ko'chib 4,8, holatni egallasin (11.3-
Tasm, a).

Teoremani isbotlash uchun A va A4, hamda & va B, nuqgtalami sfera
katta aylanasining yoylari bilan tutashtiramiz. 44, va BB, yoylaring
o'rlasidagi C
va D nuqalardan sferik perpendikulyar yoylar o°tkazib, ularning
kesishgan nuqtasini £ bilan belgilaylik. £ nugta .4 va A4, nuqtalardan
hamda B va B, nugtalurdan teng uzoglikda bo*lganidan AL = AE va
BE=BF. Jism absolyut gattiq bo‘lganidan AD = AB,. Binobarin.
AEB va AEB; sferik uch-burchaklar o‘zaro teng bo'ladi. Bu

uchburchaklari OF o‘q atrofida AEA = BEB .- a= burchakka -
lantirsak, AEB sferik uchburchak A£8, sferik uch-burchak ustiga
wshadi, ya'ni A8 sferik voy A8, holatni egallaydi.

OF o*q chekli avlanish o ‘gl deyiladi. 454, = BE8= A= burchak esa
chekli aylanish burchagi deyiladi,

11.3-§. Oniy aylanish o*qi. Aksoidlar

Eyler-Dalamber teoremasiga ko*ra jismning 4 paytda egallagan |
aalatidan # paytdagi |1 holatga ko*chishini jismni OF oq atrofida bir
aylantirish bilan amalga oshirish mumKkin.
Ammo bundan jismning Ar- 6 - vagl
ichidagi hua-qigiy harakati aynan  shunday
aylanma  harakatdan iborat bocladi  degan
xulosa Kelib chigmaydi. Hagigatda jism |
holatdan 11 holatga boshqa yo'l bilan harakat
qilishi natijasida o°tishi ham mumkin. Lekin
Az vaqu oralig'i Kichraya borgan sari jismning
I va Il holatlari bir- biripa tobora yaginlasha
boradi hamda chekli aylanish o'qi OF
atrofidagi A burchakka ko-chish jismning
haqiqiy ko*chishi-ga vaginlasha boradi. Agar
At npolga intilsa, u holda (F o°gining
vo'nalishi  bi-ror  OF  limit  holatiga TRtk
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vaginiashadi. A nolga intilganda OF  o'gning  limit  hola-tini
ifodalovehi OF o' q aviaish oniv o'qi deyiladi.

Qattig jismuing qo’zg almas nuqta atrofidagl harakatim ketma-ket
uzluksiz elementar ko' chishlardan tashkil topgan deb qarash mumkin.
Eyler-Dalamber 1eoremasiga binoan. bunday har bir elementar
ko"chishni avlanish oniy o°qi at-rofidagi oniy aylanma harakat tarzida
amalga oshinsh mumkin. Binobarin, bitta qo‘zg almas nugtaga eca
bo'lgan jismning har qanday  harakatini  aylanish oy o glar
atrofidagt ketma-ket uzluksiz oniy avlanma harakatlar to’plamidan
tho-rat deb tasavyur etish mumkin

Jismoing  harakat tekshinlavolgan  qo'zg'almas  koordinatalar
sistemasiga misbatan  avlanish oniv  o°glarining  geomelrik o'mi
g 'zg afmas aksord deviladi. Barcha avlanish oniy o'glar jismning
go'zgralmas nugtast orgali o'teani tufayli qoze'almas aksoid, uchi
go'zealmas nugtada yotuvehi konus sirtdan iborat bo'ladi.

Avlanish omiy o' qlanning jismga binktirilgan va u bilan birgalikda
harakat-lanwyehi qo’zg’aluvehi koordinatalar sistemasiga nisbatan
geometnih o'nn ko-nus sindan iborat bo'lib, go'ze alhivehi aksord
deviladi

Qo zgtaluvchi va qo'zgalmas aksoidlami volg'iz OF avlanish
omy o'gi-ning ko'chishi natyasida hosil qilingan wiayhi bu konuslar
har onda bir-biriga umumiy yasovehi OF orgali urmadi (11 4- rasm).

OF oniy o"gda votuy chi nuqtalarning tesliklan berilgan ondanolga
teng bo'lgam uchun jism  harakatlanganda qo'zg aluvchi aksoig
ko'zeralmas  aksoid  ustida  sirpanmay  dumalavdi.  Binobanir
o =g ‘almas nuglaga ega bo'lgan fism-ning harakatint qo'zg alvel,
aksotdni  qozgalmas  aksowd  ustida  sirpantivimay  dumalatish
matifastca amalga oshivish munkin

114-§. Qo'zg almas nugta atrofida aylanma harakatdagi
jismning burchak tezligi va burchak tezlanishi

Qo' 7t ulmas nuglaga ega bo'lgan jismning har ondagi harakating
avlanish oniy o°qi atrofidagi avlanma harakatdan iborat deb garash
mumkin bo'lgani wlayli bunday harakatni xarakterlash uchun oniy
burchak tezlik va oniv bur-chak tezlamsh tushunchalanni Kintamiz
Oniy burchak teikning migdorini At vagl ichida elementar avlanish
burchagi A orqali quvidagicha ifodalash mum-kin:
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w=lim—— (11.2)

Qaltiq jismning qo'zgalmas  nugla  atrolidagi  harakatini
o'rganishda oniy burchak tezlikni vektor tarzida ifodalash bunday
harakalning xususiyatlarim o'reanishn SUddﬂi:l!hlimtili_

Kelgusida qo'zg almas nuqiaga ega bo‘lgan jismning oniy burchak
tezligini qo*zg almas nugtaga qo'vilgan va avlanish oniy o°qi bo'vlab
vo'nalgan shun-day @ vekton tarzida ifodalaymizki, uning musbal
vo'nalishidan qaraganda kuzatuvehi jismning aylanishini soat strelkasi
aylanishiga teskan vo'nahshda ko“rishi kerak

Jism qo'zg‘almas nugta atrofida harakatlanganda aylanish oniy
o'quning yo'nahshi o'zgara boradi, shu sababh oniy burchak tezhgi

ham migdor va yo'-nahsh jihatdan o*zgara boradi,

Oniy burchak tezhk vektoridan vaqi bo'vicha ohngan hosila oy
burchak tezlamsh deviladi, va'mi

= il
E= i (11.3)
Shunday qilib, oniv burchak tezlanish vektorini oniv burchak
aligi vekton uchining tezligi tarada qarash mumkin Shu sababli
aiy burchak tedanish vekion oniy burchak tedik vektori uchining
chizgan chizigiga  (godografi) o'l-kazilpan  urinma  bovicha
vo'nalad, # vektormi ham go'zg'almas O nuglaga qo’vilgan deb
qaraymiz. Demak, umumiy holda bitta qo'ze‘almas nuqlaga ega
bo’lgan jismning oniy burchak tezlanish vektori bilan oniv burchak
tezlik vekton bir chizigda yotmay di

11L5-§. Qo*zgalmas nuqta atrofida aylanuvchi jism
nuqtasining tezligi

Yugonda ko' ruanimizdek, qo'zg"almas nugta atrofida avlanuvel
Jismiing har ondagi harakatini mazkur qo*zg“almas nugiadan o"vehi
aylanish oniv 0°qi atrofidagt eniv avlanma harakatdan iborat deb
garash  mumkin hamda avlanish oniy o'gida yownchi jism
nuqtalarining benlgan ondagi tesliklari nolga teng bo'ladi. Agar ay-
lanish oniy o°qi va jismning oniy burchak tezligi ma’lum bo*l-sa. bitta
gosgalmas nuqlaga eca bo'lgan jism ixtiveriv M nugtasining
beriloan ondagi tedligini aniglash uchun qo'zgalmas o'q atrofida
avlanuyehi jism nug-tasiming tezligi amqlanadigan Evler formulasi
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(9.14) dan foydalanish mumkin:

B e

p:m_wxr (11.4)
bunda 7 bilan M nuqtaning qo‘zg'almas nugtaga nisbatan radius
vektori belgi-langan (11.5-rasm).

7 radius- vektor migdor jihatdan gattiq jismning ikki nugtasi
orasidagi ma-sofani ifodatagani wiayli shu jism harakati davomida
uning fagal vo'nalishi o*zgaradi. Binobarin (11.4) formulani migdor
jihatdan  o*zgarmasdan, yo'nali-shi jismning qo‘zg'almas nugta
atrofida@  burchak tezligi bilan aylanishi tu-fayli o‘zgaradigan
vektorning vagt bo'yicha hosilasini hisoblash formulasi deb qarash
mumbkin,

(10.4) ga binoan A nugta tezligining migdori quyidagicha
aniglanadi:

N
v=gr s, Fl=o-h, (11.5)

bundali, = r sin(a,” ) bo*lib, M nuqladan aylanish oniy o'gi OF
pacha bo'lgan MN masofani ifodalavdi.

Shunday qilib, go'zg ‘almas nugta atrofida avlamvehi fism migtas-
ning tezligi migdor filadan shu mugradan avlanish oniy o 'gigacha
holgan masefaga proporstional bo ladi
vo'nalishi esa @ va ¢ vektorlarige
ibino-barin- MN  ga)  perpendikulyar
tarzda oniy o' atrofidagi aylanishga
mes ravishde vo ‘nalodi.

Agar aylanish oniy o'gining holati va
jism biror nugtasining tezligi &, ma'lum
bo*lsa, (11.5) formuladan foydalanib
jismning oniy burchak tezligini aniglash
mumkin:

[
H=—

11.5-mnsm, (11.6)
Oniy burchak tezlikning
gu'zg*aluvehi koordinuta o*qlaridagi proeksti-yalarini mos ravishda
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0,0, 0, hamda M nugilaning

koordinatalarini x, v, = bilan belgilasak,

(11.4) ni quyidagicha yozish mumkin:
I ik

WxF =lw, W, @ =|ml:—turj'}f +lex—a )] +

1 X ¥

11.6-rusti,

1,V = x)k.
Bu tenglikni qo*zg'aluvehi x, 3, = o'glarga proekstiyalab, tezlik
vektorining mazkur o*qlardagi v v, 0. proekstiyalarini hisoblaymiz:
U, = =)
[ (11.7)
U, = Y=l ¥
Nuddi shuningdek, tezlikning qo°zg'almas koordinata o°glaridagi
LU AL proekstivalari hisoblanadi:
v, =g =1
b= (11.8)
U =g
(11.7) va (11.8) formulalar Evler formulalari deyiladi.
Har onda aylanish oniy o'qi nugtalarining tezligi nolga tengligini
¢'tiborga olsak, v,,v,,0, lami nolga tenglab (11.7) dan
) =) y= lll
wx=mz=1
wy—wy=0
tenglamalarni olamiz. Bu tenglamalarni
S I

S (11.9)

LU ]

ko'rinishda yozish mumkin.
(11.9) formulalar aylanish oniv o 'gi-ning berilgan pave wclim
g0 =g alvehi ko-ordinatalar sistemasidagi tenglamalarini ifodalaydi.
Xuddi shuningdek, aylanish oniy o'gining Ogpl  go'zgtalmas
koordinatalar sistemasiga nisbatan tenglamalarini
- 2SS 3 (11.10)

W, o o
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ko*rinishda yozish mumkin.

. o0 0. lar vaqt funkstivasi sifatida o*zgarishini nazarda
tutib, (11.9) va (11.10) ifodalardan vagt 1 ni yo'qotish orgali mos
ravishda go'sg aluvehi va qo’zg'almas aksoid tenglamalarini olish
mumkin.

11.1- masala. Balandligi /i = 4 sm, asosining radiusi ® = 2 sm va
uchi gqo'z-g-almas ) nugltada bo'lgan konus porizontal tekislikda
sirpanmasdan yumalaydi (11.6- rasm), Agar konus asosi markazining
tezligio, = 18 sm/s = canst bo'lsa, konusning burchak tezligi hamda
qo‘zg-almas va qo*zg aluvchi aksoidlar topilsin.

Yechish. Konus tekislikda sirpanmasdan yumalagani uchun A

ning tez-ligi nolga teng. Masala shartiga ko'ra O nugta xam
zg*ulmas. Binobarin, Q4 to*gri chiziq aylanish oniy o'qi boladi.
s tekislikda sirpanmasdan yumala-ganida A4 aylanish oniy
ing qozg almas koordinata sistemasidagi geo-metrik o'mi shu
gorizontal tekislikdan iborat. Demak, qo*zg’almas aksoid gori-zontal
tekislik botladi. Od4 aylanish o'qining go'zg’aluvchi sistemadagi
geometrik o' rnini kuzasak, qo’zgtaluvehi aksoid uchi O nugtada
yotuvehi, asosi berilgan konus asosidan iborat konusning yon sirti
bo*lishiga ishonch hosil gilamiz. Bu Konusning uchidagi burchag

o= caom - 2 b ese ga teng bo'ladi. Endi konus oniy burcha

tezligining miqdor va yo'nalishini aniglaymiz. (11.4) for-mulag.
binoan o, - @=0C  bo'ladi. Shuning vehun o, kuzatuvehi tomonga
yo'nalgan holda @ vektori aylanish oniy o'qi bo*yicha A nuqtadan &
nuglaga qarab yo naladi. (11.5) formulaga asosan o, = w-cp  bo'ladi.

Rasmdan ¢~ jan . Binobarin, . % =:;=m,l

frsin :
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11.6-8. Qo*zg*almas nugqta atrofida aylanuvehi jism
nugtasining tezlanishi

Qo'zg'almas o'q atrofida aylanuvehi jism M nugtasining
tezlanishini aniqlash uchun (11.4) ifodadan vaqr bo'yicha hosila
olamiz:

=t By o (i
Bunda
e e .
o =U=EXF ai = £
bo*lgani uehun (11.11) ni
G=ExF+dx{@xF) (11.12)
yoki
d=EXF+axy (1112, a)
ko*rinishda yozish mumkin.
(11.12) da tezlanishning .
" =EXF (11.13)
tashkil etavehisi aylanma tezlunish,
3 =ixt= @@= F) (11.14)
tashkil etuvehisi esa o 'gga intilma tezlanish deyiladi.
Shunday qilib
B=dtvan (11.15)

(L1.15) ifoda Rival's teoremasini ifodalaydis go =g ‘almas nigta
atrofi-da aylanuvehi jism ixivoriy migtasining teslanishi aylanmea va
o' intifma teztanishlarning geometrik vig indisica teng.

(11,13} dan ko'ramizki, qo‘zgralmas nugta awrofida aylanuvehi
Jism nuqta-sining d”aylanma tezlanishi ¢ va £ orgali o'tkazilgan
tekislikka perpendikul-yar ravishda shunday vornaladiki. uning
uchidan qaraganda & vektorini 7 vekori ustiga tushirish uchun eng
kichik burchakka burish soat sirelkasi aylanishiga teskari yo*nalishda
ko'rinishi kerak (11.7-rasm),

Axlanma tezlanishning migdori
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: i
a" =g-r sin(€, F)=&-h

(11.16)
tenglikdan aniglanadi. Bu formulada /.
bilan M nuqtadan oniy burchak tezlani-shi
vektori yotgan chizigga tushirilgan MK
perpendikulyarmning uzunligi belgi-langan.

11.7-rasm. (11.14) tenglikka binoan & o'qqa
intilma tezlanish @ va ¢ vektorlariga perpendikulyar ravishda, ya'ni
M nugtadan aylanish oniy o*qi OF tomonga MN bo'yicha yo'naladi.
Orgqa intilma tezlanishning migdori

O T .
a” =wep sin(ed, 0)=mo0=o®h (11.17)

formuladan aniglanadi. (11.17) da & bilan M nugtadan aylanish oniy
o'gigacha bo’lgan MN masofa belgilangan.

Agpar aylanma va 0°gqa intilma tezlanishlar hamda ular orasidagi
burchak ma’lum bo'lsa, qo*zg‘almas nugta atrofida aylanuvehi jism
i tezlanishi-ning migdorini. kosinuslar teoremasidan foydalanib.
richa aniglash - ktn

quyi r
a= \[u ’ Fia”") +2q"a" cmla rr} (11.18)
Qo zetalmas nugta atrofida avlanuvehi jism nuglasining tezlanishi
g formulalar  qozgtalmas  o°q  awofida  aylanma
Jism nugta-sining tezlanishi topiladigan formulalarga
o'xshasada, umumiy holda ular bir-biridan whdan farq qiladi.

L 1.7-§. Oniy burchak tezlanish vektori

Agar qo'zgtalmas nugta atrofida aylanuvehi jism oniy burchak
tezlik vekto-rining birlik vektorinia® bilan belgilasak, u holda

=g
munosabat o*rinli bo*ladi. ¢ vektorining ta'rifiga ko'ra
Um0 O (11.19)
yoki
. _der g dai’
& =—0" 8, =0r— (1120
oot =R )

belgilashlarni kiritsak,
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£ =E+E, (11.21)
ko'rinishda yozish mumkin. . it

(11:21) da jism oniy burchak tezlanishining & tashkil etuvchisi
vaqgt o'tishi bilan oniy burchak tezligi o*zgarishini migdor jihatdan

ifodalaydi va %30 bo*lgan holda oniy burchak tezlik vektori

bo*yicha, d_r;'( 0 da esa unga qara-ma- qarshi yo'naladi.
&

Birlik vekioming vagt bo'yicha birinchi hosilasi o'sha birlik
vektorga  per-pendikulyar  yo'malgani tufayli oniy  burchak
tezlanishining , tashkil etuvchisi oniy burchak tezlik vektorining vagt
o'tishi bilan yo'nalish jihatdan o'zgarishi-ni ifodalaydi va oniy
burchak tezligi vektoriga hamisha perpendikulyar bo*ladi.

Alohida ahamiyatga ega bo‘lgan quyidagi ikki xususiy holni
ko*ramiz.

LJismning oniy burchak tezlik vektori yo'malish jihatdan
o'zgarmay fagat migdori o'zgarsin, Bu holda (11.21) da

i e

E=§= oz i
munosabat o'rinli bo*ladi, Binobarin, bu holda jismning qo'zg almas
nuga at-rofidagi aylanma harakati qo'zg‘almas o'q atrofidagi
aylanma harakatga ekvi-valent bo*ladi.

2.0niy burchak tezligining migdori o'zgarmay  fagat yonalishi

vzgarsin, U holda
f-_;-,,.—.,.‘i';i (11.22)
Wt
munosabaini olamiz. Bunda bevosita burchak tezlanishning burchak
tezlik  orqali ifodasi  #= {;— dan foydalanamiz.  Yuqorida

ko rganimizdek, migdor jihatdan o*zgarmas bo'lib yo'nalishi jismning
qo*zgalmas nuga atrofida@ burchak tezligi bilan aylanishi tufayli
°_‘Qmﬂisan vektorning vaqt bo'yicha hosilasini (11.4) formula bilan
hisoblash mumkin. Xuddi shunga o*xshash & ni migdort o*zgarmas
bo*lgan radius- vektor deb qarasak,

e dih

—— = {i}, X0} (11.23)

it
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munosabat o'rinli bo*ladi. (11.23) da & orqali @ vektor yo'nalgan ay-
lanish oniy o*gining burchak tezligi belgilangan.
Bu holda burchak tezlanish vektorining migdori

&= w,-wsintay, ) (11.24)

formuladan aniglanadi.

11.2- masala, Uchidagi burchagi2a = &* bo‘lgan | doiraviy konus,
uchidagi burchagi 2/ - 120 bo*lgan qo*zg almas 1 konus ichida sirpan-
may dumalaydi (11.8- rasm, ). | konus asosining markazi o'zparmas
mo=04dwiv  tezlikka ega. | Konus asosining radiusi =02m. |
konusning oniy burchak tezligi. oniy burchak tezlanishi va uning A
hamda 2 nugtalarining tezlik, tezlanishlari topilsin.

Yechish. | konus 11 konus ichida sirpanmasdan dumalaganda uning
uchidagi (} nugta go*zg'almasdan goladi hamda | konusning 11
Kkonusga tegib turgan (24 vasovehisida yotuvehi barcha nugtalarning
tezligi nolga teng bo*ladi, ya'ni O chiziq | konusning aylanish oniy
o qgini ifodalaydi,

Agar C nugtaning tezligi msm tekisligidan  kuzatuvehi tomonga
ab yonal-gan deb olsak. oniy burchak tezlik vektori unga mos

11.8-pacu.

ko*rsatilgandek yo*naladi.
€ nugta tezligi berilgani tufayli konus oniy burchak tezligining
migdorini ( 1 1.6) formuladan foydalanib aniglaymiz:

i, b,
= —=—n
CM rsin 60"

=2.54c", (1
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A nugta aylanish oniy o'gida yotgani uchun uning tezligi nolga
teng, ya'ni v, =0
(11.5) ga asosan B nuqtaning tezligi
v, = e BK (2)
bunda BK bilan B nugtadan aylanish oniy o*gigacha bo*lgan masofa-
oniy aylanish radiusi belgilangan. AOB uchburchak teng tomonli
bo*lgani uchun, OB uchburchakdan
B = 2rsin2a = 0,350, (3)
(1) va(3)ni(2) gaqo'ysak, v, =089 /5.
B nugtaning tezlik vektori rasm tekisligiga tik ravishda kuzatuvchi to-
monga yo'nalgan. @ vektori migdor jihatdan o‘zgarmas bo*lgani
uchun(11,23) ga asosan konusning oniy bur chak tezlanishi
PP ()
formula yordamida aniglanadi. (4) da @ bilan (4 oniy o'qning ( B
atrofidagi aylanish burchak tezligi belgilangan. €' nugta tezligini w
orgali quyidagicha ifodalash mumkin:
o=, O,
Binobarin, iy e ook S
(O rsin 607
@ vektorid.ning yo'nalishi- ga mos ravishda 11.11- rasm, & dagi-
dek veriikal pasiga }‘O'n_nigdi_ 4) ga ko'ra &= o, wsin 2a = 5,59 : bo'lib,
évektori (4B uchburchak tekisligiga perpendikulyar ravishda o ga
parallel yonaladi.
(11.15) ga asosan 4 nuqtaning tezlanishid, = +d, tenglikdan
topiladi.
= Ex04 aylanma tezlanishni 4 nugtaga qo'yilgan va
2,01 vektorlar yotgan tekislikka perpendikulyar hamda
£ ming yo'nafishiga mos ravishda yo'nalgan vektor tarzida 11.8- msm,
6 dagidek tasvirlash mumkin, @ vektori Q4B uchburchak tekisligida

yotadi va 04 ga perpendiku- Iyar yo'maladi. (11.16) ga
ko“ra, u Wy mE M e g-2r =220/ s ga
teng.

A nugta aylanish oniy o*qida yotganligi wfayli 4 -0 (11.17) ga
fil-:nﬂﬂn ©0'qqa intilma tezlanish @ ning migdori ham nolga teng bo*la-
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Shunday qilib. 4 nugtaning tezlanishi fagat aylanma tezlanishdan
iborat bo*ladi:

d, =y, ya'nia, =2M4uis",

(11.15) ga ko*ra B nuqtaning tezlanishi a, =4} + 4} ifodadan topi-
ladi.

a; = & 0Baylanma tezlanish vektori B nuqtaga qo'yiladi hamda 7
YO*-na- lishiga mos ravishda OB ga tik yo'naladi. Uning migdori
dy = &0 =& 2r = 224057 ga teng. d; =dxil, 0'qqa intilma tezlanish
vektori (4 aylan- ish  oniy o'giga perpendikulyar ravishda BK
bo*ylab yo'na-ladi hamda

ay =" - BK = 2rsin60%= 2234 /5%

dy vadl larmi geometrik Ko'shib,d, ni ularga qurilgan pa-
rallelogramm diagonaliga teng vektor sifatida aniqlaymiz (11.8- rasm.
@) (11.18) go asosan

a, = o) + (_x:',_}"_:iu?:;-; costa; a)) =2.24m/ 5",
11.8-§. Eylerning kinematik tenglamalari

Agar  jism  oniy burchak tezligining qo‘zgtaluvehi  yol
ko*zgralmas koordi-nata o*qlaridagi proekstiyalari. ma’lum bo'ls:
(1170 va (11.8) formulalar yorda-mida jism ixtiyorty nugtasi
tezligining koordinata o’ glaridagi proekstiyalarini aniglash mumkin.

Jism burchak tezligining go*zg aluvehi va qo'ze'almas koordinata
o'glarida-gi  prockstivalarini aniglash uchun oniy burchak tezlik
vektorini 02, Oz, ON o'glar bo*yicha yo*nalgan tashkil etuvchilarga
ajratamiz:

@ =, + @, + o (11.25)

Agar0c, 0=, ON o*qlarning birlik yo'naltiruvehi vektorlarini mos
ravishda © & s bilan belgilasak (11.9-rasm), (11.25) quyidagicha
yoriladi,

D=w.l ok +wi (11.26)

11.1-§ da bayon etilgan Evler teoremasiga ko'ra (11.26) dagi
@@ o, lar mos ravishda y.e.0 burchaklaming vaqt birligi ichida
o*zgarishini ifodalavdi:



W0 0y
m"..ﬁ w.m,—df ity o

Binobarin. (11.26) ni

Bl gk s fi=ego (1127
ko' rinishda yozish mumkin.

Avval burchak tezlik vektorining qo‘zg'aluvchi O, v, )z
oqlardagi pro-ckstiyalarini aniglaymiz. Buning uchun Oz( va Ovy te-
kisliklarning kesishgan chizig'ini OL bilan belgilaymiz ( 11.9-rasm, ),
i# ni OF va z o'qlar bo*yicha yo*nalgan tashkil etuvehilarga ajratamiz:

Y= psingd spreosof (11.28)
bunda/ bilan (L o*qning birlik vektori belgilangan, (11.28) ni naza-
rda tutib, (11.27) ning ikkala tomonini O, Oy, 0= o*glarga prockstiva-
lnymiz:

w, = (4 cos ) cos 907 + (47 Sin 0) cos(N” — ) + eos g + @eosv0®,|

o, =(cos ) cos90% + (i sindlcos @+ Deos(90° + ) + eas90°, |
= grcosd + feos90° 4 ¢
yoki soddalashtirsak, quyidagilar hosil bo*ladi:
@, =yrsindsing + @ cos o,
w.'—'-uifsinh'msm—ﬁsinw_r (11.29)
o, =treost + ¢ l
(11.29) tenglamalar Evlerning kinematik tenglamalari deyiladi.
Agar Eyler burchaklari w.p.# lar vaqining funkstivasi sifatida ma’lum
bo'lsa. Eyleming kinematik tenglamalari vositasida qoze*almas nuqua
awofida aylanuvchi jism oniy burchak tezligining  koordinata
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o*glaridagi proekstiyalari aniglanadi.
Bu proekstiyalarni hisoblab, oniy burchak tezlikning miqdor va
vo'nalishi-ni ¥
w=\Jwl vl o =i+ 0+ + Jgeosd, (11.30)
cosu =, [oncos i=o w0y =o (o (11.31)
formulalar yordamida aniglaymiz
Xuddi shunga o°xshash. oniy burchak tezlik vektorining
go*zg'almas !»fo-ﬂrdin:ila o'qlaridagi  prockstiyalarini  hisoblash
mumkin. ¥ vaé vektorlarning O Oy, O o'qlardagi proekstiyalari
osonlik bilan hisoblanadi. ¢ vektorning qozgtalmas o'qlardagi
prockstiyalarini hisoblash uchun bu vektomni O va €=  va
tekisliklarning kesishgan chizig'i OM hamda O o'qlari bo'ylab
vo*-nalgun tashkil etuvchilarga ajratamiz (1 1.9~rsm, &);
o= sinllm® 4 peos L0 (11.32)
bunda ai* bilan QM o'qning birlik vektori belgilangan. (11.32) ni
¢"tiborpa olib. (11.27) ni go* zz"almas o*glarga proekstiyalasak,
@ = psindsin g+ Ocosw,
@, =—psinfcosy -r{jsinw. (11.3.
o, = greos 8+
formulalarni olamiz.
(11.33) ni (11.29) bilan solishtirib, oniy burchak tezlikning moduli
= .\Iu_-J" ta! e = \l'.J,':"‘ ﬁﬂ@}_+ Jypeos 0,
har ikkala holda ham aynan bir xil giymaiga ega bo'lishiga ishench
hosil gilamiz,
Burchak tezlik vektorining qo'zg*almas o*qlar bilan tashkil gilgan
burchakla-ri (11.31) formulalar kabi formalalar bilan aniglanadi,
(11.29) va (11.33) dan Ko'ramizki, Eylerning kinematik
tenglamalari Evler
burchaklari va ularning vaqt bo‘yicha hosilalari bilan oniy burchak
tezlik  vektori-ning  qo'zglaluvehi  va  qo'zgialmas  o'glardagi
prochstivakari orasidagi bog* lanish-larni ifodalaydi,

Nazorat Savollari:
L. Qattiq jismning qo‘zg almas nugta atrofidagi aylanma harakat
tenglamalari,
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2. Eyler burchaklari.

3. Eyler-Dalamber teoremasi.

4. Oniy aylanish o*qi. Aksoidlar.

5. Qo'zg*almas nugta atrofida aylanma harakatda burchak tezlik
12-BOB. ERKIN QATTIQ JISMNING HARAKATI

Tayanch so‘zlar: Erkin jism harakatining kinematik tenglamalari.
erkin jism nugtasiniig tezligi. erkin jism nugtasining tezlanishi

12.1-§. Erkin jism harakatining Kinematik tenglamalari

Erkin jismning biror Owivs go'zgtalmas  koordinatalar
istemnsiga nisbatan holati uning bir to*g'ri chizigda yotmaydigan 3 ta
uglasining holati bilan anig-lanadi. Bu nugtalarni o'zaro to'g'ri
hizig kesmalari bilan tutashtirsak, uchbur-chak hosil bo*ladi. Jism-
dng holatini aniglovchi mazkur uchburchakning harakati  gattig
jismning fazodagi harakatini batamom xarakterlaydi.

Erkin jismning ko‘chishiga oid quyidagi Shal (1793 —1880)
teoremasini is-botlaymiz.

Teorema, Erkin fismning fazodagi har ganday ko ‘chishini quh
uehum olin=gan nugtaning bir ilgarilama ko ‘chishi va qubdan
o'tuvehi a'q atrofidagi bir aylanmia ko'chishdan tashkil topaan devish
ki, i

12.2-rasm.

Isbot. Erkin jismaing ¢, paytdagi | holati OAB uehburchak holati
bilan anig-lansin: 1; paytdagi I1 holatda esa mazkur uchburchak 1,8
uchburchak holatini olgan bo*lsin (12.1-rasm). Jismning 1 holatdan 11
holatga o'tishini quyidagicha bajarish mumkin, Avvalo jismen
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shunday ilgarilama ko‘chish beramizki, uning O nuqtasi O, bilan
ustma-ust tushsin, u holda 4. B nugtalar 4, B, holatga o*tadi.

So*ngra Eyler - Dalamber teoremasiga ko'ra O nuqtadan o*tuvehi
biror o*q atrofida bir aylantirsak, jism ikkinchi holatni oladi.

Albatta, jismning bir holatdan ikkinchi holatga o'tishini bunday
ikki harakat vig‘indisidan iborat deb qarash uning haqiqiy harakatini
tasvirlamaydi.

Erkin jismning haqiqiy harakati davomida bu ikki harakat bir
vagining o zida sodir bo*ladi.

Shu sababli erkin qattiq jismning hagigiy harakatini quyidagicha
tasvirlash mumkin: erkin kattiq jismning harakatini jismda qutb uchun
tunlab olingan nuqta bilan birgalikdagi ilgarilama harakat hamda qutb
atrofidagi aylanma harakawdan tashkil topgan deb garash mumkin. Shu
jumladan, quib atrofidagi harakami maz-kur nugtadan o‘tuvehi oniy
orglar arrofidagi ketma-ket uzluksiz cheksiz Kichik aylanishlardan
tshkil topgan deb tasavvur gilish mumkin,

Jismning holatini aniglash uchun uning biror O nugtasini qut’
uchun  tanlab  olamiz hamda qutb orqali Oz, go'zg'alm:
koordinatalar ~1~t-.‘m.|su.‘1 hami-sha pmll-.l ravishda harakatlanuvel
(én¢ koordinatalar sistemasini va jismga mahkam biriktirilgai Oxyz
koordinatalar sistemasini o*tkazamiz (12.2-rasm).

12.3-rasm.

Qo*zetaluvehi Oxyz  koordinatalar  sistemasining  qo‘ze’almas
yx vz, koor-dinatalar sistemasiga nisbatan harakatini o*rganish erkin

jismning Oz, koor-dinatalar  sistemasiga  nisbatan  harakatini
o'rganishga  ekvivalendir.  Oxz  qo'zg'aluvehi  koordinatalar
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sistemasining  qo‘zg'almas  koordinatalar sistemasiga  nisba-tan
istalgan paytdagi holatini aniglash uchun O qutbning koordinatalari
.05, ni vaqtning funkstiyasi sifatida ifodalash kerak. 11.1- § da
ko'rganimizdek, Oxyz koordinatalar sistemasining Q&g koordinatalar
sistemasiga nishatan holati ma’-lum bo‘lishi uchun uchta Eyler
burchaklari ¥, ¢, 0 ni vagining funkstivasi sifa-tida ifodalash kerak,
Binobarin, erkin gattiq jismning qo‘zg‘almas Ox=; koordinatalar
sistemasiga nisbatan holati oltita: x,, ..z, vt koordinatalar bi-lan
aniglanadi.

Erkin gattiq jism fazoda harakatlanganda mazkur koordinatalar bir
giymatli, uzluksiz va kamida vaqt bo'yicha ikkinchi hosilasi mavjud
funkstivalardan iborat bo’ ladi, ya'ni:

5 =Sl v = £z, = 404
w=Le=hine=fm |

Bu tenglamalar erkin qattiq jismning istalgan paytdagi holatini
aniqlaydi v erkin qattig jism wnumiy harakatining  Kinemerik
fenglamalari deyiladi.

(12 )tenglamalarning birinchi uchtasi vositasida jismning il-
garilama harakati aniglanadi, Jism twrli nugtalarining koordinatalari
turlicha bo‘lgani tufayli bu tenglamalar qutbning tanlab olinishiga
bog'liq bo*ladi.

(12.1) tenglamalarning qolgan uehtasi erkin qattiq jismning har
ndogi sferik harakatini ifodalaydi va quibning tanlanishiga bog*lig
o'lmaydi. Hagiqatan ham jismning O va (' nugtalarida o zaro
parallel bo'lgan Oxi=  hamda O%'y'=' koor-dinatalar sistemasini
o'thazsak, bu koordinatalar sistemasining mos o*qlari jism harakati
davomida bir-biriga parallelligicha qoladi: O va O nugtalardagi Evler
burchaklari bir xil boladi (12.3-rasm).

Erkin qaiq jismning burchak tezligi deganda uning  biror
nuqtasida olingan va jism bilan birgalikda ilgarilama harakat qiluvchi

koordinatalar ~ sistemasiga  nisbatan hisoblangan  burchink  tezlik
tushuniladi.

Erkin qatiq jismning burchak tezlanishi tushunchasi ham xuddi
shu usulda Kiritiladi.

Erkin qattiq jismning quib atrofidagi  harakati  quibning

tanlanishiga bog'liq bo‘Imagani uchun erkin qattiq jismning aylanma
harakatidagi burchak tezligi va burchak tezlanishi ham qutbning

(12.1)
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tanlab olinishiga bog‘liq bo'lmaydi, ya'ni O yoki " nugtalarni qutb
uchun tanlab olsak, u holda erkin qattiq jismning mazkur quiblar
atrofidagi aylanma harakat burchak tezliklaria va @, shuningdek, &
va & burchak tezlanishlari mos ravishda teng bo*ladi.

12.2-§. Erkin jism nuqtasining tezligi

Erkin qgattig  jism ikkita nuglasining tezlikiari  orasidagi
munosabatni ifoda-lovehi formulani keltirib chigaramiz.

Agar erkin jism biror € nuqtasining tezligi ma’lum bo’lsa, shu
nugtani qutb uchun qabul gilamiz. Quibning qo'zg'almas Qs
koordinatalar sistemasiga nisbatan radius-vektorini £, jism ixtiyoriy
M nuqasining mazkur koordinatalar sistemasiga nisbatan radius-
vekiorini ¢ hamda M nugtaning () quthga nisbatan ra-dius-vektorini
# bilan belgilasak (12.4-rasm), erkin jism harakati davomida hami-
sha

Pk o+ p {122
munosabat o'rinli bo'ladi, Jismning @ va M nugtalari orasidagi
masoli o' zgarmas-dan golgani wayli p = const bo'ladi. ya'ni p vek-
tori migdor jihatdan o*zgarmas bo'lib, harakat davomida uning fagat
yo'nalishi o*zgaradi.

M nugtaning tezliging aniglash uchun (12.2) vektorli tenglikdar
vagt bo*vicha hosila olamiz:

» dF df, d
il

. III' m o
(125

hundaf%: ~ii,- M nugtaning tezligi.
!

];', <15, qutbning tezligi.

Erkin qattig jism hardkati davomida
o vektorning migdori o*zgarmay, faqat

E = o dp -
124 rasm. yo-nalishi o*zgargani uchun d_T hosila

M nugtaning O qutb atrofidagi sferik ha-rakat tezligini yoki O quibdﬂ"_
o'tuvchi aylanish oniy o'gi awofidagi aylanma hara-kat tezligini
ifodalaydi. (11.4) ga binoan
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ﬁ-‘rrr}xﬁ-iiw (12.4)

Natijada (12.3) ni quyidagicha yoza olamiz:
Uy =i, +@x P (12.5)
yoki
v, =8, + i, (12.6)
Shunday qilib, erkin gaitiq fism ixtivo-riy M nugtasining tezligi
quibning tezligi-ga teng bo'lgan igarilama harakat rezligi bilan
Jismning shie quibdan o'tuvehi  ay-lanish omiy  o'qi atrofida
aylanishidagi mazkur nugta tezligining geometrik yi-g “indisiga teng.,

12.3-§. Erkin jism nuqtasining fezlanishi

Erkin jism harakatining umumiy holida uning biror M nugtasi
tezlanishini aniglash uchun mazkur nugtaning tezligini ifodalovehi
(12.5) formuladan vagt bo*yicha hosila olamiz:

di, _ il_r dheir dp

12.7)
R T el 3 ;
Bunda
il [0 il R - T
;_" =4, ':_ n,,.‘—&g:-'-:,'—r:f-mxp-uw
botlgani wfayli (12.7)
"::;' %.%.,..m..m‘,p (12.8)
yoki
d, =d,+ &% p+ixi,, (12.8a)
ko*rinishni oladi,

Erkin gattiq jismning texlanishi uchun chigarilgan (12.8) ifodani
(1112) bilan solishtirsak, #xd+a@xi@=g) yvio‘indi M nugta
tezlanishining jism € qutb atro-
fida oniy aylanma harkatda bo*leandagi tashkil  ctuvchisini
ifedalashini ko'ra-miz. Tezlanishning bu tashkil etuvchisini @, bilan
belgilasak.

Gy =iy + diy (129

{I3_.'»‘) dan ko' ramizki, umumiy holda erkin qattiq jism ixtivoriy M
nuqusi-ning  wzlanishi 0 quibning tezlanishiga teng  bo‘lgan
ilgarilama harakat tezlani-shi bilan jismning @ quib atrofida
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avlanmishida Af nuqla olgan tezlanishlarining geometrik vigiindisiga
leng
Nazorat Savollari:
. Erkin jism harakatiming kinematik tenglamalari
Erkin jism nugtasmig lezligt
Erkin jism nuglasming tezlamshi
13-BOB. NUQTANING MURAKKAB HARAKATI

b -

Tayanch so'z va iboralar: Nuglaning murakkab harakati,
nisbiv, ko chirma va absolyut harakat, tediklari qo'shish, ko chirma
tlganlama harakat. Ko'chirma avlanma harakat, Evler formulasi,
texlanishiami qo®shish, Koriohs tezalnishi,

13.1-§. Nuqtaning nishiy, ko*chivma va absolyut harakatlari

Shu pavigacha nuqianing  harakatini qozg almas koordinatalar
sistemasiga msbatan tekshinsh bilan shug ‘ullandik, Lekin mexanika
masalalanni echishda ko'pincha nuglaning harakatini bir vagining
o'zida ikkita koordinatalar siste-masiga nisbatan tekshinsh magsadg
mu-volig  bo'ladi Bu holda  koordinata  siste-malaridan  biri
qo’ g almas deb gabul gilamiz va uni asosiy koordinatalar sis-temas
deb ataymiz

Masalan,  o'zgarmas ek bilan  to'g'n  chizig  bo*vicha
harakatlanavotgan  samo-lvotdan  boshlang'ich tezliksiz tashlangan
vukning  harakatimi Yer bilan  bog'langan asosty  koordinatalar
sistemasiga hamda samolyotga binktirilgan koordinatalar sistemasiga
mshatan tekshinsh mumkin. Bunda har bir koordinatalar sistemasiga

nisbatan  nuqglaning  trackioriy asi

e o w o o lulicha bo'ladi Haqiqatan ham,
e ez L S havoning qarshiligr hisobga
vl olinmasa, samolvolda  otirgan

1 Kuzatuvchiga nisbatan yuk to'g'ri

| chizigli  harakat  qilayolgandek

I tuvuladi, Hagigatan ham

o | samolvotdags kuza-tuvchi ©04,0,,0,

B B

holatlami  egalloganda  wuk  shu

nuqtalar bilan bir vertikal to'g'ni
13.1-rasm.
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chiziglarda votuveln M, ALM, holatlami egallavdi. Yerda turgan
kuzatuvchi esa, tashlangan yukning parabola bo*vlab harakatlanishini
kuzatadi (13,1 - rasm)

M nugia biror Ogz koordinatalar
sistemasign msbatan harakatlansin 0”2
navbatida bu keordinatalar sistemasi
qo'zg'almas deb olinadigan <
asosty  koordinatalar  sistemasiga
mishatan  hara-katlansin.  Odaida  har
ikkala koordina-talar sistemasi  ham
ma'lum pismlarga  birikunlgan  deb
qaraladi Aksanyat hol-larda
qo'ze'almas  koordinatalar  sistemasi  Erga  bog'lab  olinadi
Qo'zg'aluvchi ko-ordinatalar sistemasi esa mashina va mexanizm
qismlari, kema. samolyol. poezd kabi harakatdagi ob’ekilar bilan
bog langan deb qaraladi

Nugtaning qo’zg ‘alwvehr koordinatalar  sistemasiga  susharan
harakati mishiy hara-kar devifad.

M nuglanmg  qo’zealuveln Imwdinnm!:;r sistemasiga misbatan
radivs-vektonini ¢ koor-dinatalarimi x, . = hamda qo‘ze aluyehn
'Loordmmao glarining birlik yo'nal-tiruvchi vektorlarmi mos ravishda
>0 daigaad) bl belgilasak,

pexi+ ik (13.1)

13.2- 1asm.

tunosabal o"nnli bo'ladi.
M nugtaning nisbiy harakat tenglamala-rining  Dekart hoordinaia
rglandagr ifodast quyidagicha vosladi
x=x(l), p=p, ==z (13.3)
Nugqtaning nisbiy harakati qo'zg’aluvehi koordinatalar sistemasi
bilan bi_rgn-likdn harakatlanuvehi kuzatuvehi tomonidan qavd qilinadi
Nuglaning  qo'zg"a-luvchi  koordingtalar  sistemasign  nisbatan
traeklonyasi  mishiy  raekioriya  deviladi.  Nugraning  bunday
harakatdagi teshik va tedamishi mos ravishda mishiv exlik va nisbiy
tezlanish deyiladi hamdae. va @ bilan belgilanadi
Qo zg aluveh koordinatalar sistemasining va u bilan 0" zgarmas
ravishda bog*langan fazo nuqtalarining qo*za*almas koordinatalar sis-
temasiga msbatan harakati ko'chirma harakat deviladi Ko chirma
harakat wshunchasi nisbiy bara-katdagi nuqiaga ham taallugli bo lishi
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mumkin,

Bunday nugianing biror ondagi ko ‘chirma harakari deganda xuddi
shu onda qozg‘aluvehi koordinatalar sistemasining berilgan nugta
bilan ustma-ust tushuv-chi nuqtasining qo‘zg'almas koordinatalar
sistemasiga nisbatan harakati tushuni-ladi.

Nugtaning berilgan ondagi ko*chirma harakatini talgin qilish
uchun nuqta-ning shu ondagi nisbiy harakatini fikran e'tiborga olmay,
uni  go'zgtaluvehi  ko-ordinatalar  sistemasi  bilan  birgalikda
qo*zg almas koordinatalar sistemasiga nis-batan harakati qaraladi,

Shu sababli nugraning berilgan ondagi ko ‘chirma tesligi va
ko'chirma  tezla-nishi  deganda xuddi shu onda qo‘zg‘aluvchi
koordinatalar sistemasining berilgan nugta bilan usta-ust tushuvehi
nugiasining tezligi va tezlanishi wshuniladi. Ko'-chirma tezlik o,
ko*chirma tezlanish @ bilan belgilanadi.

Qozgraluvehi koordinatalar sistemasining turli nugtalari hap xil
tracktoriya boylab harakatlangani tufayli umumiy holda Af nugtaning
ko*chirma harakat tracktorivasi tushunchasini kiritish mumkin emas.

Nugtaning qo*zg*almas koordinatalar sistemasiga nisbatan harakati
absolvur harakar deyiladi. Nugta bir vagtning o*zida ikki yoki undan
ortiqg harakatda ishtirok etsa, bunday harakat murakkab harakat deyila-
di. Nugtaning absolyut harakati o'z navbatida nishiy va ko'chirma har-
akatlardan l.l'\hl\ﬂ topgani wilayli nugtaning absolyut harakatini mur-
akkab harakat deb aash mumkin,

Absolyut harakatdagi nugtaning tezlik va tezlanishi mos ravishda
absolvur teztik va absolvur tezfanish deyiladi. Absolyut tezlikni 6, ab-
solyut tezlanishii «. bilan belgilaymiz.

Nugtaning nisbiy va ko*chirma harakatini bilgan holda uning abso-
Iyut harakatini, binobarin, absolyut harakat tezligi va tezlanishini anig-
lash nuqgta murnkkab  harakati kinematikasining asosiy masalasi
hisoblunadi.

13.2-8§. Murakkab harakatdagi nuqtaning tezliklarini qo*shish
haqidagi teorema

Qo'zg'aluvehi  Oxyz  koordinotalar  sistemasi Oy asosiy
koordinatalar siste-masiga nisbatan ixtiyoriy ravishda harakatlansin
{13.2-rasm). Yugorida ko'rgani-mizdek. M nuqianing harakatini
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qo'zg'aluvchi va asosiy koordinata sistemalari-ning har biriga
nisbatan aniglash mumkin. Bu paragrafda nugtaning tanlangan koordi-
nata sistemalaripa nisbatan tezliklari orasidagi munosabatni aniqlay-
miz.
Agar M va O nugtalaming qo*zg"almas koordinata sistemasiga nis-
batan radius-vektorlarini mos ravishdar’ va bilan belgilasak. rasmdan
r=rn+p (13.3)
munosabat o*rinli bo*lishini ko'ramiz.

(13,1) ni nazarda ttib, (13.3) ni

F=Rexi+y+zk (13.4)
ko'rinishda yozish mumkin.

Agar M nugtaning nishiy va ka'chirma harakati ma’lum bo®lsa,
ya'ni maz-kur nugtaning nisbiy koordinatalari x, y, = va qozg aluvchi
koordinatalar siste-masi  boshining radius-vektori £ vagining
funkstiyasi sifatida hamda i.J.k larning vagt o'tishi bilan yo'nalish
jihatdan  o'zgarish qonuni berilgan  bo'lsa, nugtaning  asosiy
koordinatalar sistemasiga nisbatan harakati ham  berilgan  deb
hisoblash mumkin.

M nugia absolyut tezligini aniglash uchun (13.4) dan  hosila
olamiz:

Sl e ae el ke ]
—_—adl o 4 2 @ e . = 3
dat e Jr”-"'“'J'H‘u‘lr”ufr T (13.5)
. I i,
Bu mnghkdaj =0, M nugtaning absolyut tezligini. == Yo esa
+

qo°z-g*aluvehi koordinaalar sistemasi boshidagi O nugtaning tezliging
ifodaluydi.
(13.5) da quyidagi belgilashlarni kiritamiz:
O, =50 40 43k (13.6)
el dE Lk
[N ﬂu,,+_'{-d;1-.t"?‘+_ ;h {(13.7)
(13.6) dan ko'rinib turibdiki, rezlikning®, tashkil ctuvchisini
hisoh‘lmehdn nugtaning fagat nisbiy koordinatalariginn o' zgarils, 7.
f-fki vektorlar o*zgar-mas deb qaraladi. Shu sababli 6 mglaning
nishiy fezligini ifodalaydi.
(13.7)da %352 qatnashmaydi, ya'ni &, ni hisoblashda nugtaning
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nisbiy harakati e’tiborga olinmaydi. Shu sababli ©, M mugraning
ke 'chirma tezliging ifodalaydi.

Shunday qilib, quyidagi tenglik hosil bo*ladi:

0, =0, +0, (13.8)

(13.8) tenglama murakkab harakardagi migtaning  tezliklaring
qa'shish ha-gidagi teoremani ifodalaydiz nugtaning absolvur te=ligi
mazkur nugta nishiv va  ko'chirma  tezliklarining geometrik
yigindisiea teng.

Shunday qilib, nugtaning nisbiy va ko'chirma tezliklari miqdor va
yo'nalish jihatdan ma’lum bo'lsa, absolyut tezlikning moduli nisbiy
va ko*chirma tezlik-larga qurilgan parallelogrammning diagonali bilan
i‘rcdulmmdi. Absolyvut tezlik-ning moduli kosinuslar teoremasidan
foydalanib aniglanadi (13.3-rasm),

133 . msm, 13 4.rasm.

o= ‘-'p_' O :_’u::_!r_cusu (13.9)
bunda @ bilan nisbiv va ko'chirma tezliklar orasidagi burchak
belgilangan.

Nususan nisbiy va ko'chirma tezlik vektorlari o*zaro perpendi-
Kulyar  bo'lsa, tezliklargn  qurilgan  parallelogramm  to'g'ri
1o riburchakdan iborat bo*ladi. Shu sababli bu holda

v, = v o (13.10)

Apar nugtaning nisbiy va ko'chirma tezliklari bir to'g'ri chizig

bo*ylab bir tomonga yo*nalsa.

v, =,Jul +ul + 20 =p, +1, (13.11)
qarama-garshi tomonga yo*nalsa,
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= U+ -2, Z!l)l -u | (13.12)
munosabatlar o*rinli bo*ladi.
Nuqtaning ko'chirma tezligini aniglash ustida to'xtalamiz. Agar
gqo'zg aluv-chi koordinatalar sistemasining berilgan ondagi burchak
iodf di
tezligi @ ma'lum bo'l-sa, u holda % 2 %
ravishda 7./.K birlik vektorlaming uchlarldagl nugtalarning tezligiga
teng deb qarash mumkin, Shu sababli Evh.r formulasiga ko' ra ushbu
E’i;;&u‘ﬁ-nﬁ T sk (13.13)
T ot
tengliklar o*rinli boladi.
(13.13) ni (13.7) ga qo"yib. (13.1) ni etiborga olsak.
U, = U, + @, xlx!u_u-.l.j-u‘.uu % (13.14)
formula o' rinli bo*ladi (13.4-rasm).

kanaliklarni mos

13.3-§. Murakkab harakatdagi nuqtaning tezlanishlarini go*shish
hagidagi Koriolis teoremasi

M nugtaning absolyut tezlanishi @, mazkur nugtaning absolyut
tezligi U, dan vaqt boyicha olingan hosilaga teng bo*ladi:

g, ==
(135)d:.n\'&ql bo*yicha hosila olsak, quyidagi ifoda Ilu-.ll bo* ladi:

o=l ._tf_f__n‘;_dl TR BT -
W SR e A i) ((13.15)
(13.15) da quyidagi belgilashlarni Kiritamiz:
d, =i + jj + ik (13.16)
e 4
], Bty L g .
Coar xd'i" ) dr? =5 (ff (13.17)
ol o
"'_‘[".ﬂ“d}* dr (13.18)

(13.16)dan ko'rinib turibdiki. tezlanishning d, tashkil etuvchisi 7,
L.k larning hosilalariga bog'liq emas: 4. ni hisoblashda 7, i./.k
lar o'zgarmus, fagat x. ¥, = largina vagming funkstiyasi sifitida
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o‘zgaradi deb qaraladi. Shu sababli &, nugraning nisbiv tezlanishini
ifodalaydi. Nugqtaning nisbiy tezlani-shini hisoblashda go*zg aluvchi
koordinatalar sistemasining harakati e*tiborga olinmaydi.

(13.17) da 4, ni hisoblashda M nugta nisbiy koordinatalarining
o*zgarishi ¢’tiborga olinmaydi, ya'ni berilgan onda

X=COnsE, Y=Const, Z=Const
deb garaladi. Boshqacha aytganda 4, ni hisoblashda berilgan onda
nuglani qo‘z-g-aluvchi koordinatalar sistemasiga nisbatan tinch
holatda deb garab. uning qo*zg*aluvehi koordinatalar sistemasi bilan
birgalikda harakati tezlanishi nazar-da tutiladi. Shu sababli 4,
ningtaning ko ‘chirma tezlanishini ifodalaydi.

(13.18) dan ko'ramizki. tezlanishning @, tashkil etuvchisi tarkibiga
nuqin  nisbiy  koordinatalarining  hosilalari  bilan  bir qatorda
qo zgtaluvehi koordinatalar sistemasining birlik vektorlaridan olingan
hosilalar ham gatnashadi. Shu nugtai nazardan garaganda @, ni nisbiy
tezlanish tarkibiga ham Ko‘chirma tezlanish tarkibiga ham Kiritib
botlmaydi. 4, Koriolis tezlanishi yoki qo*shimcha tezla-nist
deviladi,

Shunday qilib, nugianing absolyut tezlanishi uchun quyic
tenglikni ola-miz:

G, =8 +E (13.

(13.19) tenglik murakkab harakatdagi nugtaning tezlanishlarin.
qo*shish ha-qidagi G. Korielis (1792~ J843) teoremasini ifodalaydi:
murakkal harakatdagi nugtaning absolvut tezlanishi wning nisbiy,
ko ‘chirma va Koriolis (yvoki go'-shimeha) teztanishlarining geomerrik
vig indisiga teng,

Agar ko*chirma harakat ilgarilama harakuatdan iborat bo'lsa, u
holdn  go*z-graluvchi  koordinatalar  sistemasining 7.7k birlik
vektorlari harakat davomida o*ziga parallel ravishda ko*chadi. (13.17)
va (13.18) da 7./.& vekiorlardan vagt bo'yieha olingan birinchi va
ikkinehi tartibli hosilalar nolga teng bo'lib,

.=t =0
munosabatlar o‘rinli bo*ladi. Binobarin, ko'rilayoigan hol uchun
(13.19) quyi-dagicha yoziladi:

d,=d, +d, (13.20)
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(13.20) tenglik ko ‘chirma harakati ilgarilama harakatdan iborar
bo'lgan  muglaning  tezlanishlarini  go'shish  hagidagi teoremani
ifodalaydiz nugraning absolyul tezlanishi uning nishiy va ko'clirma
tezlanishiari geometrik vig ‘in-disiga teng.

Agar nugtaning nisbiy va ko'chirma tezlanishlari migdor va
yornalish ji-hatdan ma’lum bo'lsa, u holda absolyut tezlanishning
moduli  nisbiy va  ko'-chirma  tezlanishlarga qurilgan
parallelogrammning diagonaliga teng bo*ladi:

.1.=‘Ir; va' + a4, cosa (13.21)

Shu sababli (13.20) tenglik tezlonishlarning  parallelagramm
qoidasi deyiladi.

13.4- §. Murakkab harakatdagi nugtaning nisbiy, keo*chirma va
Kori-olis tezlanishlari

Nuktaning nisbiy tezlanishini bevosita (13.16) formula yordamida
yoki go*zg‘aluvehi koordinatalar sistemasini fikran qo*zg almas deb
qarab, 8.4-§ da chigarilgan formulalar yordamida aniglash mumkin.

Nugtaning  ko'chirma  tezlanishi  (13,17)  dan  lovdalunib

2
hisoblanadi, Bu  formulada dkrl =&, qoizetaluvehi  Owz

wordinatalar sistemasi boshining tezlanishini ifodalaydi. (13.13) ni
2'tiborga olib (13.17) hadlarini quyidagicha o' zeartirish mumbkin:

£ -:[m’] drsioa A, = o i ;
Sl e m— ey X} )m—Lxl dgh K—= L %[ 4d0, X2 i)

¢ dildi ) e di di
bu tenglikdag - "'T‘:,. bilan berilgan ondagi ko*chirma harakat burchak

tezlanishi belgilangan, Xuddi shu singari ";-' ':.‘ lammi hisoblash
& 4
mumbkin:
=8 X [+, x(d x ),
e % e ?
- "E:E. Xk w(a v k)
ar’
Natijada
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dj |k

dt
T + il % (@, % p)
/ tenglikni olamiz.
ok Shunday qilib, ko'chirma tezlanish
uchun quyidagi ifoda hosil bo*ladi:
4 =d, +&xp+a x(d xp)
(13.22)

(13.22) va (12.8) tengliklarni solishtirib, (13.22) tenglik Oxiz
koordinatalar sistemasining berilgan onda Af nuqta egallagan holati
bilan ustma- ust tushuvchi nugtasining tezlanishini ifodalashini
ko*ramiz.

Binobarin, ko‘chirma harakat tezlanishi 4@  go'zgaluvchi
koordinatalar siste-masining boshidagi © nuqta tezlanishi 4, hamda
aylanma tezlanish @ ~&xp  bilan o'qga yoki markazga intilma
tezlanish @ = @, «(@ = #) ning geometrik vig'indisiga teng bo'lad’
va'ni

13.5mzm.

a, =iy +d, +a° (13.23

(13.13) ni nazarda wiib, Koriolis tezlanishini ifodalovehi (13.18)
tenglikni quyidagicha yoza olamiz: 5

dy = 2 &t 1)+ e, x P2, x k) 3[!-1)(“1- iy 4 k)|

Koriolis tezlanishini ifodalovehi bu ifoda (13.6) ga ko'ra quyidagi
kot rinishni oladi:

a, = Elm". mi,] “3‘243

Demak. murakkal  harekatdagi nugianing  Kori-olis tezlanishi
qo'zg'aluvehi Oxy= koordinatalar  sistemasining  berilgan  ondagi
hurchak ie=ligi bilan nugtaning nisbiy tezligi vektorli ko 'paytmasining
ikkilanganiga teng.

Koriolis tezlanishining moduli (13.24) tenglikka binoan

a, = 2mw, sin(el,", ) (13.25)
formula bilan aniglanadi.

4, ning yo'nalishini aniglashda quyidagi Jukovskiy qoidasidan
foydalanish mumkin: Koriolis tezlanishining yo'nalishini anig-lash
uchun A/ nugtaning nisbiy tezligi o, ning be-rilgan ondagi ko“chirma
harakat  burchak tezligian  ga perpendi-kulyar 1T tekislikdagi
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proekstivasi 0, ni mazkur tekislikda ko‘chirma harakat yo'nalishida
90° burchakka burish kerak (13.5-rasm).

13.5-§. Nugtaning murakkab harakatiga oid masalalar

Nugtaning murakkab harakatiga oid masalalami echishda avvalo
qo'zg'almas va qo'zg'aluvchi koordinata sistemalari tanlanib,
nugtaning absolyut harakati nisbiy va ko'chirma harakatlarga
ajratiladi.

Murakkab harakatdagi nugtaning tezligini topishda (13.8) formula
bilan  ifo-dalanadigan  tezliklar  parallelogrammi  qoidasidan
foydalaniladi.

13.1. masala. Radiusi r=03m bo'lgan disk vertikal diametri
atrofida p=(26+0,3") rad qonunga binoan aylanadi (13.6-rasm, a). M
nugta disk gardishi bo'ylab o4 < s <01z sin :‘ u tenglamaga muvofig
harakatlanadi. 1 =4, = %s bo*lgan paytda disk rasm tekisligida yotadi.
M nugtaning 1, paytdagi absolyut tezligi va absolyul tezlanishi topilsin.

:

T

13.6-rasm,
. V“h_is!'- Qn".rg'uimas. (héig va qo*zgraluvehi Oxyz Koordinatalar
sistemmasini 13.6-rasmdagidek tanlab olamiz. M nugtaning » radivsli
aylana yoyi bo*ylab

Oxwy= koordinatalar sistemasiga nisbatan s 01240 % qonun bo'yicha
F 3
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harakati nisbiy harakatdir.

Diskning ¢=(2:+0.31*) qonunga binoan O, o'q atrofidagi aylanma
harakati ko*chirma harakatni ifodalaydi. M nugtaning Oyl koordina-
talar sistemasiga nisbatan harakati murakkab harakatdan iborat.

Dastlab M nugtaning 1, paytdagi holatini aniglaymiz:

5 0=3. =0lzsin 28 w=0,057w
! 34
;M yoy o*zi tiralgan markaziy burchak a bilan ham o*lchanadi:
Sou=r-a. Binobarin, q=""% 2T (13,10- rasm, a).
=

]

. M nugraning absolyut tezligini (13.8) formula vositasida aniglay-
miz:

=0 +0

By ifodadagi nisbiy tezlikning algebraik giymatini (8.28) ga asosan
aniglaymiz:

= iy IJ,'I.'.:“":_:‘ n
RTT ) 4

f=tda w -021w/5-0  bo'lganidan nisbiy tezlik moduli
v, =021y yo'nalishi esa M yoy  koordinatasi - ortadigan

vo'nalishda A/ nuquada diskning gardishiga o'tkazilgan urinma
bo*yicha vonaladi.

M onugia ko*chirma tezligining moduli
BT @
formuladan topiladi. (2) da « bilan ko'chirma harakat burchak tezl
gining moduli belgilangan, Ko*chirma harakat burchak tezligining @
gebraik giymati (9.4) formulaga ko'ra topiladi: =
o, ==2+0,60 6
2

r=t da w 24+06:=

L1

245 "= 0.Demak, o =245 *13.6-rasm, G
dan:

ML = ¢ con = 0,3-0,866 =026 “)

Shunday qilib. (2) dan o -, ML-062u/s  Kelib chigadi. &

vektori Oy o'qga parallel ravishda kuzatuvehi tomon yo'malgan va
nisbiy tezlikka tik bo*l-gani uchun
. \'FIJ__":Tf = 0,654 3/ 5.
v vektori disk tekisligiga perpendikulyar tekislikda joylashadi.
Ko'chirma harakat O o'q atrofida aylanma harakatdan iborat
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bo'lgani uchun M nuqtaning absolyut tezlanishi (13.19) tenglama
vositasida aniglanadi. Uni quyidagi ko*rinishda yozamiz:
d,=a +ar+alva'+d, (5)
M nuqta nisbiy harakatining urinma va normal tezlanishlarini
aniglaymiz:
a = -‘E“—‘ = —Mn’ainf
Cd [ 4
t=1, da @ =-0)w/¥.a <0 bo'lgani tufayli. < vektoris
yo'nalishiga  qarama-qarshi  yo'naladi va  fal|=00ad st
S T
i
vektori MO chizig bo'yicha M dan () markazoa qarab yo'naladi
(13.6- rasm.f),
M nugtaning ko‘chirma harakatdagi urinma tezlanishi moduli
a =M-g,
bunda, =|¢ |ko'chirma harakat burchak tezlanishining  modulini
ifodalaydi, v (3) dan vagt bo'yicha hosila  olib topiladi:
£ =i, =0,6=consi >0 Binobarin, & =¢_=06c" bo'lib. M nugtaning
ko'chirma harakati tezlanuvehan bo‘ladi, Shunday qilib, -« da
al = MLeg =006/
£, »0bo'lgani wiaylid vektori Ox 0°qqa parallel ravishda kuzatuvehi
tomon yo*-naladi,
Berilgan onda M nugtaning ko*chirma harakatidagi normal tezla-
nishi moduli
al =ML = 1Sy’ gateng bo'ladi.a vektori M nugtadan O ay-
lanish o'qiga perpendikulyar ravishda ML bo'ylab yosnaladi (13.10-
rasm, ),
M nugtaning Koriolis tezlanishi (13.25) ge ko*ra aniqlanadi. Beril-
gan paytda
a1 = =56 bo'lganidane, = 2w v sin{x/6)=05u/s" ckanligi
kelib chiqadi. Jukovskiy qoidasiga ko'ra Koriolis tezlanishi 4, M
I’:;!Tﬂdﬂ kuzatuvehidan disk tekisligiga perpendikulyar ravishda yo*na-
i
M nugtaning absolyut tezlanishini proekstiyalash usuli bilan anig-
laymiz. (5) ni x.p:z o'qlariga prockstivalaymiz: a,, = a) ~a, = 0340/ |
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= |uj |msh0“ +af 03P+ =158/ " ’

! |cos30% - g cos60F = ~0,6m/ 8"
Binobarin,

[E00 0 s i
4, = i ) e = Wi Wk R

M nugta  absolyut tezlanishining koordinata oqlaridagi

prmk»m‘.llaru,.l ko*-ra vo'nalish kosinuslarini topish qiyin emas.
aning  murakkab harakatiga doir hisob- grafik ishlari
variantlari 2-jlova-ning 4-topshirig*ida keltirilgan.

Nazorat savollari:

1. Murakkab harakatdagi nuqtaning absolyut tezlik vektori ganday
aniglanadi?

2. Murakkab harakatdagi nuqianing nisbiy tezlik vektori qanday
aniglanadi?
3. Murakkab harakatda ko*chirma tezlik vektori ganday belgilana-
di?

4. Murakkab harakatdagi nugtaning nisbiy tezlanish vektori ganday
aniglanadi?

5. Murakkab harakatdagi nuqia korchirma tezlanish vektori ganday
aniglanadi?

6. Murakkab
day aniglanadi?

7. Murakkab harakatdagi nugtaning absolyut tezlanish vektori gai
day aniglanadi?

8. Koriolis tezlunishining moduli va yo*nalishi ganday aniglanadi?

harakatdagi nugtaning Koriolis tezlanish vektori qan
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14-BOB. QATTIQ JISMNING MURAKKAB HARAKATI

Tayanch  so'zlar:  Jismning  ilgarilama  harakatlarini
qo‘shish.jismning kesi-shuvchi o glar atrofidagi aylanma harakatlarini
qo'shish,jismning ikkita parallel o'q atrofidagi aylanma harakatlarini
qo'shish,stilindrik tishli vzatmalar.

14.1-§. Umumiy mulohazalar

Texnikada ko*pincha qattig jismning harakatini bir necha koordi-
natalar siste-masiga nisbatan o'rganishga to°g'ri keladi. Odatda, beril-
gan jism bilan bog'lan-magan koordinata sistemalaridan biri, masalan,
,&y¢ ni go'zg'almas deb qabul qilinadi. Shuningdek, berilgan jism
bilan bog' lanmagan va o'z navbatida go*zg"al-mas koordinatalar siste-
masiga nisbatan harakatlanuvehi Oxyz koordinatalar sistemasi olinadi.
Masalan, sun'iy yo‘ldosh ichidagi jismning Yerga nisbatan harakatini
ofrganishda Yer bilan boglangan O:8p  koordinatalar sistemasini
qo'zgal-mas deb olinadi; go*zg*aluvchi Oxyz koordinatalur sistemasi
uchun sun’iy yo'l-doshga mahkam biriktirilgan koordinatalar sistema-
s olinadi,

Jismning qo*zg'aluvehi Oxi=  koordinatalar sistemasiga nisbatan

harakati nishiy harakar deyiladi,

Yugorida ko'rganimizdek, qo'zgtaluvehi Oxy= koordinatalar siste-

masining qo*zg almas Ond koordinatalar sistemasiga nisbatan hara-
kati ko“chirma harakawni ifodalaydi. Bunda qo*ze*aluvchi koordinata-
lar sistemasining  harakati deganda, v bilan bog'langan fazoning
qotzg almas koordinatalar sistemasi bilan bog* 1.lm_.m fazoga nishatan
harakari tushuniladi, Qattig Jismning berilgan ondagi ko ‘chiroie hara-
kari deganda, uning shu ondagi faqat qo*zg aluvehi koordinatalar sis-
temasi bilan birgalikda qo’zg‘almas O.éne Koordinatalar sistemasiga
nisbatan harakati nazarda tutiladi,

Jismning qo'zg'almas O, koordinatalar sistemasign nishatan
harakati mu-rakkab harakat yoki absolyur harakar deviladi, Shunday
gilib, gattiq jismning absolyut harakatini nisbiy va kochirma harakat-
lardan tashkil topgan deb qarash mumkin,




14.2- §. Jismning ilgarilama harakatlarini qo‘shish hagida
teorema

Qattiq jism Oxyvz koordinatalar sistemasiga nisbatan o tezlik bilan
ilgarilama harakatda bo'l-sin. Oz navbatida Owyz koordinatalar
sistemasi ham go‘zg almas &yl koordinatalar sistemasiga nisbalan
o, tezlik bilan ilgarilama harakat qilsin (14.1- rasm), Jismning (28n¢
koordi-natalar  sistemasiga nisbatan harakatini, ya'ni absolyut
harakatini aniglaymiz.

Nisbiy harakat ilgarilama harakatdan iborat bolgani uchun
jismning barcha nuqualari  birdek & =6 nisbiy tezlik bilan
harakatlanadi. Xuddi shuningdek, jismning ko'chirma harakati ham
ilgarilama harakatdan iborat bo*lgani tufavli uning barcha nugtalari bir
xil o, =¢. ko'chirma tezlik bilan harakatlanadi,

Jism biror M nugqtasining absolyut tezligini aniglash  uchun
tezliklarni go*shish 1eore-masini ifodalovehi

6.=0 +6 (14.1)
tenglikdan foydalanamiz, Ko*rilavotgan hol uehun bu formulani
0 =1 40, (14.2)

ko'rinishda  yozish mumkin. (14.2) dan ko‘ramizki, jism barch
nugialarining  absolyut tezliklari bir xil, ya'ni jismning absolyuy
harakati ilgacilama harakaidan iborat bo*ladi.

—_— Shunday qilib, quyidagi teorema
/.t«-‘ I isbotlandi: agar fismuing nishiy va
‘-:__ ko'-chirma  harakatlari  ilgarilama
harakatdan  ihorat  bo'lsa, jismning
absolvut  ha-rakati ham  ilgarilama
harakatdan  iborat  bo'ladi hamda
absolvue harakat  tezligi nishiy  va
ko'chirma  havakat  tesliklarining
geametrik vig indisiga tengdir,

Agar jism bir vagning o‘zida

14.1-rasm, 1 sy, tezliklar  bilan  sodir

bo'ladigan  n  ta  ilgari-lama

harakatlarda gqamnashsa, u holda jism ixtiyorly nuqtasining absolyut

tezligi  4,.0,,..., 80, ilgarilama  harakat tezliklarining  peometrik
yigtindisiga teng, ya'ni

i

%
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B.=0 40, +.+0, =36, (143)

bo'lishiga ishonch hosil gilish mumkin.

14.3-§. Jismning kesishuvchi o‘qlar atrofidagi aylanma

harakatlarini qo‘shish

Jism go*zg‘aluvehi Oxy= koordinatalar sistemasiga nisbatan O: o°q

atrofidam, burchak tezlik bilan, o'z navbatida () o'q qo*zg‘almas O
o'q awofida aylanma harakatda bo'lsin(14.2-rasm). Boshgacha
aytganda jism qo‘zg'aluvchi Oz o'q atrofida @, = @ burchak tezlik bi-
lan nisbiy harakatda hamda qo'zg'almas OO o'q atrofida & =,
burchak tezlik bilan ko'chirma hara-katda ishtirok etsin. ) nugta jism
harakati davomida qo'zg'almasdan qolgani sababli  jismning
qo‘ze‘almas O&)C koordinataga nisbatan harakati O nugla atrofidagi
sferik harakatdan iborat bo'ladi. Jism absolyut harakatining oniy
burchak tezligi ganday bo*lishini ko'rib chigamiz.

Jism ixtivorly A nuqtasining radius-vektorini 7 bilan belgilab. bu
nuqtaning absolyut tezligis, ni aniglaymiz, Ko'rilayotgan hol uchun
(14.1) da

U, =a X7 0, =0 X F
ekanlinini ¢'tiborga olsak,

Uy = XF + @y % F = (0 +@, )% F
bo'ladi.

M nuqtaning absolyut harakat tezligini Evler formulasi vordamida
ham aniqlash mumkin:

Ty = aXF {14.4)
Bunda @ bilan absolyut harakat burchak tezli-
gi belgilangan,

Oxirgi ikKita tenglikni solishtirib, quyidagi
munosabatni olamiz:

WRF = (i + ) F
A nugta va uning radius vektori F ixtiyoriy
bo*lgani uchun
WXF = () + o, )% F (14.5)
tenglik a*rinli bo*ladi. Shunday gilib, absolyut
harakat burchak tezligih  va @ Jarga

14 2-maem,
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qurilgan paralle-logrammning 04 diagonali bilan ifodalanadi. (14.5)
tenglik burchak rezliklarning parallelogramm goidasi deyiladi.

04 diagonal orgali o‘tuvchi o'qdagi jism nuqalarining radius
vektori @ bilan bir to°g*ri chizigda yotgani uchun (14.4) ga ko'ra bu
nuglalarning tezli-
gi nolga teng bo'ladi, ya'ni mazkur 0°q aylanish oniy o'gidan iborat
bo*ladi.

Natijada quyidagi teorema isbotlandi: agar jism bir vagida O
nuqtada ke-sishuvehi ikkita o'q atrofida avlanma harakarda ishiirok
etsa.  holda jismming absolyut harakati O migtaden o ‘tuvehi aylanish
oniv o'yi atrofida oniy avlan-ma harakatdan iborat bolib, absolyur
harakar oniv burchak tezligi nishiv va ko'chirma harakar burchak
tezliklarining geometrik yig “indisiga teng,

Agar jism bir vagining o'zida O nuqtada kesishuvehi n ta o'glar
atrofida  @,,é.,....  burchak tezliklar bilan aylanma harakatda
bolsa, u holda jism-ning absolyut harakati € nugtadan o*tuvchi oniy
07 atrofidagi oniy aylanma harakatdan iborat bo'lib, absolyut harakat

i @, A b, o, =Y

oniy burchak tezlik bilan sodir bo*ladi.

14.4-§. Jismuing ikkita parallel 0*q atrofidagi aylanma
harakatlarini qo*shish

Jismning nisbiy va ko*chirma harakatlari o‘'zaro parailel o'gle
atrolidagi ay-lanma harakatdan iborat bo*lgan hollami ko®ramiz.

Jism qotzgraluvehi = o°q atrofida @ -, burchak tezlik bilan
nisbiy hara-katda, oz navbatida O o'q o'ziga parallel bo’lgan
qotzetalmas (0 o*q atrofida @ =@, burchak tezlik bilan ko'chirma
aylanma harakatda bo'lsin (14.3-rasm). Bu holda jism nugtalari nisbiy
harakatda ham, ko'chirma harakatda ham Oz va O, o'qlariga perpen-
dikulyar tekisliklarda harakatlanadi. Shu sababli jismning bunday
harakatini tekis parallel harakat deb garash mumkin. :

Binobarin, bu holda jismning absolyut harakatini o‘rganish jismni
Ozva O,
o'glarga perpendikulyar bo‘lgan I1 tekislik bilan fikean kesish
natijasida hosil bo*lgan § yuzaning harakatini o rganishga keltiriladi.
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Aylanma harakatlar bir tomonga va qarama-garshi tomonga
yo'nalgan hollari alohida ko*rib chiqamiz.

1. Nisbiy va ko‘chirma aylanma harakatlar bir tomonga
yo'nalgan hol, Jism ( shkiv 1) gorizontal tekislikda harakatlanuvehi
krivoship 2 ga mahkam-langan vertikal = o'q atrofida @, =, burchak
tezlik bilan nisbiy harakatda, o'z navbatida krivoship = o°qqa parallel
bo‘lgan qozg'almas { o'q awofida @, = . burchak tezlik bilan
ko'chirma aylanma harakatda bolsin (14.4-rasm). Aytaylik. nisbiy va
ko'chirma harakatlar = wa ¢ o‘glaming musbat yo'nalishidan
qaraganda soat strelkasi aylanadigan yo'nalishga teskari yo'nalishda
sodir bo'lsin,

@, va a, burchak tezliklami rasmda ko*rsatilganidek tasvirlaymiz.
Jismning absolyut harakati ganday bo*lishini ko'rib chiqamiz Shkivn-
ing Syuzasi orqali = va o*qlarga perpendikulyar [T tekislikni o"thazib,
o*qlarning mazkur tekislik bilan kesishgan nuqtalarini mos ravishda
va O, bilan belgilaymiz. § yuzaning OO chizigdagi C nugrasining
absolyul tezligh uning Oz o'q atrofidagi aylanma harakatdagi nisbiy
tezligi 6, hamda O, o'q atrofidagi o ko'chirma tezliklaming
geometrik  yigtindisign teng bo'ladi, Bu ikkiw tezlih 00 ga

perpendikulyar ra-vishda bir- biriga qurama-qarshi yo*naladi. Shu sa-
babli

v =p -0, =000 -0,0C.

C nuqtani shunday tanlaymizki. bu nugta uchun o, CO - @0

0 )uki
4
SE
o= bz
a | i ik
i 'l
4 x
14 3-8, 14 d-raem
1
BAG 28, (14.6)
0 o
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tenglik o'rinli bo'lsin. U holda €
nugtaning absolyut tezligi nolga teng
bo'ladi. Xuddi shuningdek, €' nugta
orqali @ va o, larga parallel bo*lgan
1 o*qda yotuvehi jism nugtalarining
7 absolyut tezligi ham nolga tengligiga
L T T ishoneh  hosil  gilish  mumkin.
Binobarin, ' absolyut harakatdagi

aylanish oniy o*qini ifoda-laydi,

(14.6) dan ko*ramizki, ko'rilayotgan holda (4 aylanish oniy o'gi
0.0 kes-mani ichki tomondan nishiy va ko'chirma harakat burchak
tezliklariga teskari  proporstional bo'laklarga bo'ladi. €4 o'q
atrofidagi absolyut harakatning oniy burchak tezligini aniglaymiz. ©
hugta O o*q atrofidam, burchak tezlik bilan aylangani, shuningdek,
O nuquaning absol-yut harakati C4 oniy 0°q atrofidag oniy burchak

tezlik bilan sodir bo'lgani wiayli, quyidagi tengliklar o*rinti boladi:
Uy =, <O 0= ()

Bu tengliklarni solishtirib. absolvut harakat oniy burchak tezligini
aniglaymiz;

LT & N0 o s |
a0 0C+00 [ag
=g, =g e _.r.,__l_.l__..+]
o (&%) A0
yoli (14.6) ga asosan

| o
o= — 41
i,

= q, +ah, {N"

Shunday qilib, agar jism bir vagtda ikkita parallel 0'q atrofida
mos ravishda o va o, burchak te=liklar bilan bir tomonga avlansd,
fismning absolyur harakati xuddi shu vo'nalishda w=o, + o, oniy
burchak tezlik bilan mazkur o ylarga parallel bo'l-gan va (14.6)
tenglik vositasida aniglanadigan ayvlanish oniy o'qi atrofidugi oniy ay=
lanma harakaidan iborar bo ladi.

2. Nisbiy va ko'chirma harakat burchak tezliklari migdor
jihatdan har xil, vo'nalishi garama-garshi bo*lgan hol. 14.3 yu_kl_
1dd-rasmlarda tasvirlangan § yuzaning I tekislikdagi harnkanm‘
tekshiramiz (14.5-rasm), O*qning musbat yo*nalishidan qaraganda
yuza Oz o'q atrofida soat strelkasi harakati yo'nalishida @ burchak
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tezlik bilan, 0, 0'q atrofida esa unga qarama- qarshi yo'nalishda o,
burchak tezlik bilan aylansin, Avtaylik. o >w.  bo'lsin. Xuddi
oldingi holdagi-dek, 00 kesmaning davomida yowvehi § nugtaning
absolyul tezligini aniglay-miz:

=0, - =e0 -w00,

C nugtani shunday tanlaymizki.

o =w,0,C.
yoki

0c _m

e (14.8)
bo'lsin. U holda o, =0 hamdad, ga parallel bo*lpan '8 o°q aylanish
oniy o'gi-dan iborat bo* ladi.

(14.8) dan ko'ramizki, ko‘rilavotgan holda CB oniy o'q 00
kesmani tashgi tomondan nisbiy va Ko'chirma harakat burchak
tezliklariga teskari proporstional bo*laklarga bo®ladi.

CB o'q atrofidagi absolyut harakat burchak tezligi @ ni
aniglaymiz. Buning vchun  yugoridagidek mulohaza  yuritib, ©)
nugtaning tezligi aniglanadigan

t, = w0 00 =@ 00
tengliklami olamiz, Bu tengliklardan foydalanib, absolyut harakat
oniy burchak tezligini aniglaymiz:

@ OC =, 0,0,
oo 00X PO
W= el M= =1
X o X
(14.8) ni ¢’tiborga olsak
o )
HI'.'ﬂl.‘l—l 1= -,
| Eei|
yoki
o= - (14.9)
tenglik xosil bo*ladi.

Shunday qilib, agar jism bir vagrda ikkita parallel o'y atrofida
migdor fihatdan bir-hiriga teng boTmagan va o, burchak tezliklar
bilan (e > e.) garama - garshi tomonga avlansa, fism absolyur ha-
rakati katta burchak w=lig yo'nalishida o = o, - o, oniv burchak testik
bilan mazkur 0'glarga parallel bolgan va (14.8) tenglik vositasida
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aylanma  harakatdan iborat bo ‘ladi.

Aylanish oniy o'gining O o'giga

nishatan holatini aniglash uchun (14.8)

dan foydalanib, hosilaviy proporstiya
e tuzamiz:

146 s, 9e-oc =[M]

oc )y

voki
00 (e~
oc | o,
Bundan quyidagi tenglikni olamiz:
Ul'::.!,u‘[—"”-‘—] (14.10)
i) = ity
3. Nisbiy va ko'chirma burchak tezliklari migdor jihatdan
teng, yo'nali-shi garama-qarshi bo*lgan hol. Agar qatiq jism ikkita
parallel 0°q atrofida mig-dor jihatdan teng, yornalishi qurama-garshi
bo*lgan burchak tezliklar bilan ay-lansa, bunday harakat jufi avlanish
deyiladi,
H."“ voki 14.4-rasmlarda tasvirlangan § yuza 1T tekislikdagi juft
aylanishda ishtirok etsin (14.6-rasm). U holda § yuza ixtiyoriy M

nuqln:-jnlinp absolyut tezligi uchun
U =0, 48, =@ x5+, xF

munosabat o'rinli bo'ladi. Bunda #bilan M nugtaning O nuqt

nishatan radius-vektori belgilangan. Qaralayotgan holda @ = -

bo*lgani uchun:

0, = i (F = £ ) =i % 00, - 00% 4, (14.11)
bunda
00=5 -

(14.11) tenglikdan ko' ramizki. M nugtaning absolyut tezligi uning
holatiga bog*lig bo*Imasdan, berilgan onda jismning barcha nugtalari
migdor va yo'nalish jihatdan bir xil bo'lgan absolyut tezlik bilan
harakatlanadi. ya'ni jismning absolyut harakati ilgarilama harakatdan
iborat bo'ladi.

<00 vektor ko'paytma & vektoming (0 nugtaga nisbatan
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momentini yoki (i , @, } jufining momentini ifodalaydi. Shu sababli

'ja i, “?n’l‘a}lj
munosabat o*rinli bo'ladi. U, ni jufi avlanish moementi deb ham atala-
di.

Binobarin, juft aylanishda ishtirok etayotzan Af nugtaning absolyut
tezligi @ va @, lar yotgan tekislikka perpendikulyar ravishda yo'nala-
di hamda migdor jihatdan v =, -0,0 =w, - gateng bo*ladi.

Bunda / bilan @ va @, vektorlari orasidagi eng gisqa masofa bel-
gilangan bo*-lib bu masofa jufi avlanish elkasi deyiladi.

Shunday qilib, quyidagi teorema isbotlandi: juft avlanish ilgarila-
ma harakatga ekvivalent bo'lib, ilgarilama harakat tezligi juft avlan-
ish momentiga teng.

14.1-masala, Yerning sun'iy vo*ldoshi doiraviy orbita bo’ylab ek-
vator tekisligida harakatlanadi va Yer atrofini 1,5 soatda aylanib chi-
qudi. Quyidagi ikki holda: 1) sun’iy yo'l-dosh sharqdan garbga
uchayotganda, 2) p*arbdan sharqqa uchayotganda uning Yerga nisba-
tan burchak tezligis hisoblansin,

Yechish. Yer g arbdan sharqqa qarab 24 soat ichida o'z 0°qi airofi-
da bir marta aylanadi. Sun'iy yo'ldoshning Yer bilan birgalikdagi har-
akatini ko'-chirma harakat deb garasak. ko'chirma harakat burchak te-
ligi

o, = o, -'-'ﬁu}'.‘l’mur =ﬁnxb.wﬂ- =0,727+10 ‘s " ga teng bo*ladi,

Sun'ly yo*ldoshning absolyut harakat burchak tezligi berilgan:

= éﬂ_ﬂ:’ym = E-‘_:—j‘:ﬂ"-,nn!.-'wi 1162910 s,

Yer va uning sun'iy yo'ldoshi parallel o'qlar atrofida aylanadi.
Sun'iy yo'ldosh sharqdan g*arbga uchayotganda uning nisbiy burchak
tezligi @, ko'-chirma harakat burchak tezligi &, ga qarama-garshi
yonaladi. Shu sababli (14.9) ga ko'ra

=, =y
Bundan @« w0, .—I-liv%z--n.ms‘g-f soat = 12,356 10"y

Sun’iy yo'ldosh g'arbdan shargqn uchayotgandas ning yo*nalishi
. bilan bir xil bo*lgani uehun (14.7) ga asosan o = + o , Bundan
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i, = ) — i), = hipadlo 0,624av! ! soar = 1096210 *s ",
T | i

14.2-masala. OO, krivoship I va Il tishli g'lldiraklaring © va 0,
o*glarini birlashtiradi, g'ildiraklar  o'zaro,  14.7-rasmda
ko'rsatilgandek, tashqi  tishlar  bilan ilashadi. 1l g'ildirak
qozg'almaydi. (krivoship @ burchak tezlik bi-lan aylanadi.
Grildiraklamning radiuslari 7 va # bo'lsa, 1 gildirakning absolyut
burchak tezligi » va uning krivoshipga nisbatan burchak tezligi o
hisoblan-sin.

Yechish. | g*ildirak bir vaqtning o'zida @ va @, nugtalardan rasm
tekisligiga tik ra-vishda o*tuvchi o*zaro parallel @z va OC o'glar
atrofida aylanma harakatlarda ishtirok etadi. | g*ildirak krivoship bilan
boglangan vz koordinatalar sistemasiga nisbatan (4= o'q atrofida
d. =@ burchak tezlik bilan, ©C atrofida (0, krivoship bilan
birgalikda @ - @ burchak tezlik bilan avlanadi. @ vaa, vektorlari
o*zaro parallel va bir tomonga yo*naladi.

Grildiraklar ilashgan € nuqtaning tezligi nolga teng bo*lgani
tufay i shu nugtadan rasm tekisligiga perpendikulyar ravishda o*tuvehi
o'q ayvlanish oniy o'qini ifodalaydi. Shu sababli (14.6) ga ko'ra
G voki i = m.r"
nom, n

I prildirnkning absolyut harakatdagi burchak tezligini (14.7) g
binoan aniqg-laymiz:

I+,

o= k= a-—i

%

14.5- §. Stilindrik tishli uzatmalar

P Ul Silindrik  tishli  g'ildiraklardan

(shesternyalardan)  tashkil  topgan
: uzatmalarni kinematik nuqtai nazardan
<. hisoblashda avvalgi  paragrafdagi
1 *  natijalardan foyda-lanish mumkin. Biror
valning aylanma harakatini unga parallel
bo*lgan ikkinchi valga uzatishda tishhi
uzatmalardan  foydalaniladi.  Tishli
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uzatmalar g'ildiraklar-ning harakat turiga garab oddiy. planetar va
differenstial uzatmalarga ajratiladi.

Ketma-ket ilashgan tishli g'lldiraklarning  aylanish  o*qlari
go'zg'almasdan qolsa, bunday uzatma eddi uzatma deyiladi (14.8-
rasm, @ va 6), Oddiy wzat-mada g'ildiraklardan biri. masalan, tishli
gildirak 1 etakchi, qolganlari esa etaklanuyehi hisoblanadi. Yetakchi
gildirak burchak tezligi m ning etakla-nuvchi giildirak burchak
tezligh  w, ga nisbati uzatish soni deyiladi. Uzatish sonini 7, bilan
belgilasak,

munosabat o°rinli boladi. Oddiy uzatma ikKita tishli g*ildirakdan tash-
kil topgan bo*lsa, g*ildiraklar urinadigan C nuqtada ularning tezliklari
teng bo'ladi:

B

&

14 g-masm.

o = e
Tashqi ilashgan tishli g'ildiraklar qarama-qarshi tomonga (14.8-
rasm, a), ichki ilashgan tishli g*ildiraklar bir tomonga ( 14.8-rasm, )
aylanishini hamda g*lidiraklaming tishlar soni =, va =2 ulamning
radiuslaris va « ga to'g'ri propor-stional ekanligini ¢’tiborga olsak,
uzatish soni uchun quyidagi munosabatlar o*vinli bo*ladi:
e (14.12)
. s
Ichki ilashgan g'ildiraklar uchun bu formulada musbat ishora,
tashqi ilashgan g*ildiraklar uchun esa manfiy ishora olinadi.
Ketma-ket ilashgan tishli g'ildiraklardan biri qo*zg almas bolib,
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qolganlari mazkur gtildirak o'qi atrofida aylanuvehi A8 krivoshipga
o‘rnatilgan bo‘lsa. bun-day uzatma planetar uzatma deyiladi (14.9-
rasm),

Agar planetar uzatmadagi qo*zg*almas g'ildirak ham o'z atrofida
AB kri-voshipga daxlsiz ravishda aylana olsa, bunday uzatma
differenstial uzarma deyiladi.

Planetar voki differenstial ~ uzatmalarning  kinematik
xarakteristikalarini  anig-lashda quyidagi usullardan  foydalanish
mumkin,

1. Burchak tezliklarni go*shish usuli. Planetar yoki differenstial
wzatmalar-dagi g'ildiraklarning aylanish o'glari parallel bo'lsa, u
holda (14.7) voki (14.9) formulalar vositasida absolyut harakat
burchak tezligi aniglanadi. Absolyut harakatning burchak tezlik vek-
tori aylanish oniy o*qi bilan ustma-ust tushadi,

2, Tezliklar oniy markazi-
dan foydalanish usuli, Planetar
va differenstial uzatr
gildiraklar tekis pe
katda ishtirok egan
tlab berilgan g'ildin
zliklarning  oniy

formula yordamida uning absolyut harakat burchak tezligini aniglay-
Nisbiy harakat burchak tezligini (14.7) voki (14.9) formulalar
vositasida aniqlash mum-kin.

J.To*xtatishy usuli yoki Villis usuli. Bu usulning mohiyati
shundan iborat-ki. planetar yoki differenstial uzatma oddiy uzatmaga
keltiriladi - va  unga mos bo*lgan  Kinematik  munosabatlurdan
foydaluniladi, Buning uchun planetar yoki differenstial uzatmaning
krivoshipi fikan 1o statiladi va uzatma tarkibiga Kiruv-chi barcha
gtildiraklzarga migdor jibatdan krivoship burchak tezligiga teng, yo'na-
lishi unga garama-garshi bo'lgan burchak tezlik beriladi. U holda
krivoshipning burchak tezligi nolga, g'ildiraklaming bur-chak tezligi
esu, daustlabki burchak tezligi bilan krivoship burchak tezliklarining
ayinmasiga teng bo'ladi
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Bu usullarni qo*lashga oid quyidagi masalani echamiz.

14.3- masala. Charx toshini tez aylan-tiruvchi ilashma
quyidagicha tuzilgan: IV sterjen maxsus dasta vositasida (), 0'q at-
rofidas, burchak tezligi bilan aylantiriladi (14.10-rasm). Sterjenning
0, uchidagi barmoqqa r, radiusli 11 g*ildirak erkin kiy-gizilgan. Dasta
aylantirilganda 11 g'ildirak qo‘zg'almas 111 gildirak ichida sirpan-
masdan aylanadi. Bunda ishqalanish hisobiga 11 geildirak charx o'gi
bilan mah-kam bog'langan | g-ildirakni sirpantirmasdan aylantiradi.
Il glildirakning radiusi # berilean deb. 5 ning shunday qiymati

topilsinki, =12 bo'lsin, ya'ni chars, uni harakatga keltiruvchi
p i,

dastaga qaraganda 12 marta tezroq aylansin.
Yechish, 1. Masalani burchak tezliklarni qo‘shish usulida echish
uchun g'il-diraklar absolyut burchak tezliklari qiymatini mos ravishda
oo g =0 bilan belgilaymiz. Geildiraklaming IV sterjenga
nisbatan burchak tezliklarini o .o, bilan belgilasak, (14.7) ga
+ hinoan
= =, i, =, = -, n
Bunda e, bilan (2 sterjenning burchak tezligi belgilangan
w0'lib, u ko*chirma harakat burchak tezligini ifodalaydi.
I va Il gildiraklar tashqi. 11 va 11 geildiraklar ichki ilashgani
afayli bu glil-diraklarning nishiy harakat burchak tezliklari orsida
quyidagi munosabatlar mavjud boladi;

L L Y -
G 2)
(130 (2) ga qo'ysak,

o Bt S S L
&-a no-m b

Bu tengliklami o*zaro ko paytir-
sak,

__
=
=%

=

yoki = 12 bo lgani uchun r - -'1]- "
,

2. Masalani tezliklar oniy marka-
zini aniglash usuli bilan echamiz. 11

14.10-rasm.

216



glildirak 111 g*ildirak ichida sirpanmasdan dumalagani sababli bu g'il-
diraklarning ilashgan P nugtasi 11 g*ildirak uchun tezliklar oniy marka-
zini ifodalaydi. 11 g*ildirak markazining tezligini
U, =on(h ) (3)
formula yordamida aniglaymiz.
I va II g*lldiraklariing ilashgan ' nuquasi ikkala g'ildirakka ham
taallugli bo*lgani uchun
b =2, 4)
V.= ()

(3} (<h) va (5) dan foydalanib ushbu munosabatmi olamiz:
2a,(r+ 1) =

bundan
o Hr+h) lﬁ)
il 3
i 2 2 . +
L=12 ni (6) ga qoysak, 12=20E) e _3. yoki 2n=r -1
, r
bo*lgani uchun  » = -li]-r..

J.Masalani o xtatishy vsuli bilan echish uchun [V sterjenni
fikran to‘xta-tamiz va barcha gUildiraklarga miqdor jihatdan
sterjenning burchak tezligi o, ga teng. yorpalishi unga garama-ga
botlgan burchak tezlik beramiz ham-da mos burchak tezlik
quyidagi jadvalga yozamiz.

Erawnu IV]__ Futamy
Sl CICPNCHE
T¥xTamviua iy a aly iy
Tonranrasina ueflio ] =ty 8 —d -8y
|
Hasmmem Typu irggy RO

1T va 11 grildivaklar ichki, 1T va 1 grildiraklar tashqgi ilashganligini
e"tiborga olib, (14.12) formulaga asosan ushbu tengliklarni olamiz:
o W e

i
ey =w, r'o-m R
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Bundan f}; :il yoki %ﬂ! bo‘lgani uchun & =—r,

14,6+ §. Jismning ilgarilama va aylanma harakatlarini qo*shish

Qattig jism bir vagining o'zida i tezlik bilan ilgarilama harakatda
hamda bi-ror o'q atrofida & burchak tezlik bilan aylanma harakatda
ishtirok etsin. Ulardan qay birini nisbiy harakat yoki ko“chirma
harakat deb olish shamiyatga ega emas. Chunki har ondagi
tezliklaming tagsimlanishi tashkil etuvchi harakatlaring  o’rin
almashishiga  bog'liq bolmavdi. Quyidagi uchta holni  ko'rib
chigamiz.

1. Ngarilama harakat tezligi aylanish o‘qiga perpendikulyar
yo'nalgan hol (i la), Aytaylik, gattiq jism go‘zg'aluvehi Oxys
koordinatalar sistemasiga nisbatan @ burchak tezlik bilan €z atrofida
aylanma harakatda  bo'lsin. O'z nav-batida  Oxpz  koordinatalar
sistemasi go'zg'almas (g koordinatalar sistemasiga nisbatan o
vektorga perpendikulyar vo'nalishda i tezlik bilan (masalan, arava-
cha bilan birgalikda) ilgarilama harakatda ishtirok etsin (1.1 1-rasm).
Bu holda jism = o'qqa perpendikulyar 1 tekislikka nisbatan tekis
parallel harakatda boladi. Agar quib uchun © nugtani olsak. u holda

ismning harakatini qutbning tezligiga teng si=d,  tezlih bilan

Igarilama hamkat hamda quth atrofidagi @ burchak tezlik bilan sodir

T{;;digﬂn aylanma harakatdan tashkil topgan deb qarash mum-kin
(10.3- §).

Jismning absolyut harakatini aniglash uchun ilgarilama harakat
tezligi @ ni shunday(a’, @) juft aylanish bilan almashtiramizki, juil
aylanishni tashkil etuv-chi burchak tezliklar o - g~ @  shartlamni
qanoatlantirsin, Bunda (4= d masofis v = od  tenglikdan aniglanadi:

d=2

w

yoki a'= w, bo'lgani uchun
(14.13)
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@ va @' vektorlaming yig'indisi
nolga teng bo‘ladi. Natijada ko'ri-
layotgan jismning harakatini AP atro-
fidagi @'=w burchak tezlik bilan so-
dir bo*ladigan oniy aylanma harakat-
dan iborat deb qarash mumkin.

Shunday gilib, quyidagi teorema
isbotlandi: agar jism bir vagining
g ) o'zida Oz o' atrofida @ burchak
tezlik  bilan  avlanma  harakatda hamda &  burchak tes-likka
P "'r‘”"f"_“'rjh"‘.r-"”" bolgan @ teztik bilan ilgarilama harakarda ishtirok
elsa, jismning H'h.\-;l.{'l.'{[f havakati O= o ‘Y ;’?d'r:l”t‘f o fean va wnddan
d= ::- masofada

1411 -mam.

Yotuvehi o'q atrofida migdor va vo'walish jihatdan bevilgan @
burchak tezlikka teng bo lgan burchak te=lik bitan sodiv bo Tadigan
oniy avlanma harakatdan iborat ho “ladi,

L. Ngarilama harakat tezligi aylanish o'qiga parallel bo'lgan
hol (i[). Vint harakati, Agar jismning absolyut harakati Oz 0'q
atrofida @ burchak tezlik bilan sodir bo ladigan avlanma harakatdan
{T'Ilh-l‘l_\ harakaidan) hamda - 0'qqa pa-rallel [m‘|g;||;g;l =i tezlik bilan
sodir boladigan ilgarilama  harakatdan {ko‘chir-ma _harakatdan)
tashkil opgan bo'lsa. jismning bunday xarakati vint fiarakari de-yiladi
(14. Il-r-'l-l.n‘l. Aylanish sodir hu'ladig-an (= 0°q vint o'qi deyiladi.

I Vint harakatida bo’lgan jismning
ixtiyoriy Af nuqiasidan vint o'qigacha
bo'l-gan ¢ masofa o'zgarmasdan qolad’
Shu sababli vint harakatida jismning
nuglasi

v radiusli doiraviy stilindr sirtida v
chizig'i deb ataluvehi traektoriyd borylac
harakatlanadi.

Agar @va avektorlari Oz o4
bo*yicha bir tomonga yo'nalsa, o 1g Vil
- M12emem, qarama- qarshi tomonga yo'nalsa, <iap
vinini tashkil etadi,

Jismning vint o'qi atrofidagi bir marta aylanish vagtini T bilan
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belgilaylik. Agar berilgan onda M nuqta stilindming AB yasovchisida
yatsa, bu nugta
2z
T=:L
w
vaqt o'tgandan keyin yana AR yasovchini kesib o'tadi hamda bu ya-
sovehi bo'ylab
i (14.14)
()
masofaga ko*chadi. h masofa vine qadami deyiladi.
Ilgarilama harakat tezligi { ning aylanma harakat burchak tezligi o
ga nisbati vint parametri deyiladi va u r bilan belgilanadi:
i
o
(14.15) ni (14.14) ga olib borib go*ysak, vint gadami bilan vint par-
ametri orasidagi quyidagi murlos:l:?.‘lmi olamiz:
=2
M nugta vint o'qi atrofida moduli v=wr gn teng nisbiy tezlik
hamda stilin-dr yasovchisi bo'ylab -6 ko'chirma tezlik bilan
harakatlanadi. Tezliklami qo'shish hagidagi teoremaga ko'ra M
nuqln.nmg absolyut tezligi quyidagiga teng:
| _'fi t H
yoki ko'rilayotgan holdas, Lo bo*lgani uchun absolyut tezlikning
moduli

(14.15)

b= fra 1tJ =N e ] p e ( 14.16)
formula yordamida aniglanadi.
Absolyut tezlikning stilindr yasovchisi bilan tashkil gilgan
burchagini  bilan belgilasak. u holda
fope e OO T (14.17)
munosabat o*rinli bo*ladi.
Agar harakat davomida p= const bo*lsa, u holda (14.17) ga binoan
gy = const
bo*ladi. Shu sababli stilindmi biror yasovchisi boyicha kesib,
tekislikka yoysak, u holda wint chizigi bu tekislikda stilindr
yasovchisi bilan » burchak tashkil etvchi to*g ri chiziglardan iborat
bo*ladi (14.13-rasm). Rasmdan b = 2scny
ifodani olamiz.
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141 3-ra=m. 14,1 4-rasm,

3. Hgarilama harakat tezligi aylanish o'qi bilan ixtiyoriy burch-
ak tashkil etgan hol . Oniy vint harakati, Bu holda ilgarilama
harakat tezligi 4 ni o bo*-yicha yo'nalgan @ va unga perpendikulyar
yo'nalgan @ tashkil ewychilarga aj-ratamiz (14.14-rasm.);

W= leos o't = wsin o

I-holda ko*rganimizdek, @ burchak tezlik bilan sodir boladigan
aylamma harakat va " tezlik bilan sodir bo‘ladigan ilga-rilama
harakatlami qoshish natijasida Oz ga parallel bo'lgan AP o'q
atrofidagi oniy aylanma harakatga ega bo'lamiz. Bunda Oz va AP
ayla-nish o glari orasidagi masofa ( 14.13) ga ko'ra

D4 =gt Yeing (14.18)
m (L)

formuladan aniglunadi. Natijada jism AP o'q atrofida @'= 8 burchak
tezlik  bilan  oniy aylan-ma harakatda hamda w'=ucosa tezlik bilar
ilgarilama harakatda ishtirok etadi. Shu sababli jism nugtalarining
n ondagi tezligi AP ot atrofida i'=a burchak tezlik va
ilparilama harakati o= peosa  tezlik bilan sodir bo‘ladigan vint
harakatidagi  Kkabi aniglanadi. Jism harakat-langanda AP o°q o'z
holatini o*zgartira boradi. Shu sababli bunday harakat cniy vint
harakati deviladi.

Shunday qilib, jism bir vaquing o'zida & burchik tezlik bilan
aylanma  ho-rakatda hamda o burchak tezlikka perpen-dikulyar
bo*lmagan @ tezlik bilan ilgaritama harakatda ishtirok etsa, jismning
absolyut harakati & vekiori yo'nalgan O= o'qqa parallel ravishda
undan (14.18) formula yordamida aniglanadi-gan o masolada o*tuvehi
AP o'q atrofidagi oniy vint harakatidan iborat bo*ladi.
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14.4-masala, Kub shaklidagi qattiq 2
jism berilgan onda 4B qirrasi atrofida A
w=1'  burchak tezlik bilan aylanadi va e gl

A0 dingonal. bo'ylab n=€ur.r tezlik ['_ﬁ'

bilan ilgarilama harakat giladi. Agar
kubning tomoni a=05s bo‘lsa, berilgan
onda kubning absolyut harakati aniglan-

sin (14.15- rasm). R _
Yechish. llgarilama harakat tezligi & o

ni @ vektori yo'nalgan kubning 48 ham-

da unga perpendikulyar bo*lgan AD girra- 14.15-rasm.

lari bo*yicha @ va @ 1ashkil etuvchilarga ajratamiz. Bu tashkil ctuy-
chilaming moduli quyidagicha aniglanadi:

= peos 45° = {-g l_': =050/ 50" = usin 457 = 0,50/ 5.
" ilgarilama harakat tezligini shunday(e',@")  juft aylanish bilan
almash-tiramizki, @=@.0"=-d  bo'lsin. 3- holda ko'rpanimizdek,
kubning berilgan ondagi harakati A8 o*qdan

.S
J="—="l;'=l=,5_u =t
N

masofada, ya'ni £ dan o'tuvehi EK atrofidagi vint harakatidan iborat
bo*ladi,

Shunday qilib, berilgan onda kubning absolyut harakati EX gireasi
atrofida w'=1s"  burchak tezlik bilan aylanma harakatdan hamda
w'=05u /s tezlik bi-lan sodir bo*ladigan ilgarilama harakatdan tashkil
topgan oniy vint harakatidan iborat bo* ladi,

14.5-masala. Parman < 1204 min burchak tezlik hamda o - 0020
ilga-rilama harakat tezligi bilan yint harakatda bo‘ladi. Agar avlanma
harakat bur-chak tezligi @ va ilgarilama harakat tezligi ¢ parma
bo'ylab birtomonga yo'-nalgan bo'lsa, vint qadami va vint parametri

aniglansin,

Yechish, Parma rr=lir£!nlm burchpk tezlik  bilan ay lanadi.

(14.14) va (14.15) formulalarga asosan vint gadami va vint parametri-
ni aniglaymiz:
m
= ”—” =00Lx, p = ': K6
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Nazorat savellari:
1. hismning ilgarilama harakatlarini qo*shish
2. Jismning kesishuvchi o'qlar atrofidagi avlanma harakatlarini
qo’shish
3. Jismning 1kKita parallel o'q atrofidagi aylanma harakat larini
qo'shish
4. Stilindrik tishli uzatmalar.
5 hismning ilganlama va avlanma harakatlarini qo“shish
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1T QISM. DENAMIKA
15-BOB. DINAMIKANING ASOSIY QONUNLARI

Tayanch so*zlar: Dinamika, kuch, moddiv nugta. dinanmika asosiy
qonunlan, mexanik o' ichoy birliklan,

15.1-§. Dinamika predmeti

Dinamika yunoneha wdyiamicss— kuch so'zidan olingan. Dina-
mikada moddiy nugta. moddiy nugtalar sistemasi va absolvut qatiq
Jismning harakati shu harakatm vujudea keluruvehi kuchlar bilan bir-
galikda o rganiladi.

Yugorida psmlaming bir-binga o” zaro mexanik ta'sin kuchm 1fo-
dalashini  ko'rgan edik  Statiknda  asosan  o'zgarmas  Kuchlar
o rganilgan edi. Dinamikada o' zgarmas kuchlar bilan birgalikda mug-
dor va vo'nalish jihatdan o"zgarayvehi kuehlar ta’sin ham o rgamladi
Masalan, moddiy nuqtaning tebranma harakatida unga ta'sir etuvehi
davny uvgotwvehi kuch vaguing funkstivasidan iborat bo' la-di.

shuningdeh, reakiny dvigatelning tortish kuchi yogilg'ining yonish
vaguga bog'liq: planetalaming tortishish kuchi yoki pruginaning el
GkIik Kuchi jismlaming holatiga bog'liq, nugtanmg harakatiga mu-
hitning ko'rsatadigan  qarshilik kuchi nuglaning teshmea bog g
bo*ladi

Umumiy holda kuchlar vagiga. kuch qo'vilgan nugtaning koordi-
natalanga va tezligioa bogliq bolishi mumkin

F=Fux vs o5

yoki
F=Ff e

Mexanikada kuchlarming fabiati o'rganilmaydi, bunday masala
bilan fizika-ning elehtrodinamika, qattiq jism nazarivasi va boshqa
bolimlanda shug ullani-ladi

Ishgalanish kuchi twshunchasi kintilganda ko'rganinuzdeb.. ba'zan
tinch tur-gan jismga Kuch ta'sir etsa ham u harakatea kelmavdi 1ar
qanday jismning hara-kali unga ta’sir etuvehi kuchlardan tashqan,
malerivaning asosty sususivatlandan  biri hisoblangan  jismning
meriligi voki inerstivasiga bog'liq bo'ladi. Kuch (a'sir elmaganda
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Jsmning o'z holatini voki harakalini saglashida. kuch ta'sir etgamda
€51 o'z harakatini  birdaniga emas, balki jism I.'lsh!_\i_l %upgzm
moddaning migdoriga bog'liq ravishda asta-sekin o' zgartirishida bu
xususiyat namovon bo'ladi. ]
Qattiq  jism  tashkil topgan moddaning miqdori bilan
xarakterlanuvchi va ji-smning inerthk o‘lchovini ifodalovehi
Kattalik imerstion massa deviladi. Jism tashkil topgan moddaning
migdori jismning og'irhgiga bog'liq bo'ladi. Ma’-lumki, jismning
ogirligi jism turgan jovning geografik kengligi va dengiz sat-hidan
balandhigiga bogliq fakiorlar bilan aniglanadi, lekin jismdagi mod-
da-lamning migdori bu faktorlarga bog'lig bo' Imaydi Ku;_uushk-._m-
ing  ko'rsatishi-cha, Yer sirtiga yaqin masofadagi  jismning
ogtithgini uning erkin tushish tez-lanishiga nisbali R ZEArmAs
bo'lib. kuvatish joviga bog'hq bo'lmaydi, va'mi ji-smning
ogtirhgine 22, erkin shish tezlanishini g bilan belgilasak,
P—m—'srm.\.' Uﬁ”
£ X
bo'ladi. Jismning fizik xususivatlariga bog'hq bo'lgan va “Z‘_”
formula yorda-mida amglanadigan  m Katalikka  gravirastion
messor deviladi "
Odatdags sharoitda (jismlaming tezligi vorug'lik texligidan
ancha kichik  bolgands hamda  gravitastion maydom L:u.chlt
bo'lmaganda) ko'plab  o'thazil-gan tajribalar asosida olingan
natgalarga ho'ra, gravitastion massa va inerstion massa 0 zaro ten’
bo'lishi isbotlangan. Bu holat A Eynshieynning nisbivl]
nazanyasida muhim o'rinni egallaydi va wekvivalentlik priastp.
deb vuritila-di
Shunday qilib, massa jism fashkal topgan moddaning _”"'i"’”""-f'
o'lchov bolishi bilon berga merstiva o'lchovint ham U".‘f"'"“-‘f"l"
binobann,  dinanukada  ji-smning  moddivhk  va  inerstiya
xususivatlan namoyon bo'ladi . Sk
Nishivlik nazariyasida jismning massasi m uning tezligiga
boplig ravishda ushbu

.. (15.2)

fz

wam,

lari-

1dan
chk;

chki

0.1y
shki

).2)

1.3)
L5311
Y
chi
thk

mng




tinch holatdagt massasi: v —jismning tezligi va ¢ - vorug'lik tes-
lig. Klassik mexanikada jismlaming tezhigi vorug'hk tesligidan

ancha kichik deb qaraladi. Shu sababli . Kaualik birga nisbatan
5

juda kichik bo‘lgani uchun uni e’tiborga olmay ji-smning massasi
o'zgarmas deb qaraladi. S1 birliklar sistemasida massa: kilogramm
(kg) bilan o*lchanadi.

Dinamikada dastlab moddiy nuqtaning harakati o'rganiladi,
So'ngra olin-gan natijalar moddiy nugtalar sistemasi va qatlig
Jismga tatbiq qilinady

15.2-§. Klassik mexanikaning asosiy gonunlari

Dinamika asosida tajnba va kuzatishlar vositasida amglangan
gonuntar votadi. Bu qonunlar XVII asrda G Galiley va [ Nyuton
tomonidan kashf gilingan hamda Nyutonning «Natural falsafaning
matematik asoslany asarida (1687 v.) bayon gi-lingan.

Klassik mexanikaning birinchi qonuni Galiley tomonidan kashl
gilingan bo*-lib, jismlaming inerthk xususivatim afodalaydi va
inerstiva goma devilad,

Fgonun  (imersitva qonunt). Tashgl o 'sirdan  tanholangens
noddiy megta: fuch fa’sic emaguncha o zining nnch. holatone voki
0@ vl chiziglt 1ekis harakaiing saglayd

Inerstiva qonuniga binoan moddiy nugtaning 10°g'ri chiagh tekis

harakali imersual harakar yoki fnerstiva bo'vicha harakat  deviladi
Inersual harakatdagi nuquaning tezlanishi nolga teng bo'ladi. -
qonunga Ko'ra. agar nugla tinch holatda bo'lsa, u o acha siljy
olmavdi voki inerstinl harahatdagi nuqla o'z - o'sicha hara-kat
tezligining migdor va yo'nalishimi o'zgartim olmavdi  Moddiy
nugtaning tez-hgini o'zeartinsh uchun biror tashgi ta'sir bo lisht
kerak Boshqa jismlaming berlzgan nuqgtaga 1a'siri. va'ni kuch ana
shunday ta’sirnt ifodalavdi. Kinematika bo'li-muda nugtaning mexanik
harakati boshga biror jism bilan bog'langan va sanoq sis-temast deb
atalgan koordinatalar sistemasiga nisbatan organildi. Aear tanlangan
sanoq sistemasi uchun inerstiva gonum  o'rinli bo'lsa,  bunday
koordinatalar siste-masi inerstial ststema deviladi. Inerstial sanog
sistemasiga nisbatan tekshinlavot-gan harakat absolvut harakat deb
qaralach.

226



Tajribalarming  ko'rsatishicha,  koordinatalar  boshi  quyosh
markazida olingan va o"qlari uchta «qo'zg"almas» yulduzlar tomonga
vo'nalgan peliostentrik  siste-mam inerstial sistema deb qarash
mumkin Texnikada uchravdigan ko'pgina masa-lalamni echishda
inerstial sistema uchun Yer bilan bog'langan koordinatalar siste-masi
olinadi. Bunda Yeming sutkalik aylanishi hamda Quyosh atrofidagi
egri chi-zgli orbita bo'vlab harakati e"tiborza olinmaydi.

2-qonun fdinamkaning asosty gommi). Moddiy nuga harakat
migdorining o'zgarishi harakatlantiruvchi kuchga proporstional va
kuchning ta'sir chizig 't bo vicha sodir ho ladi.

Moddiv nugtaning massasini uning  berilgan  ondagi tezik
vehlonga ko'pavi-masiga teng vektor mugraning harakat migdort
devilacs

§ =mi (153)
M nuglaning  harakat  migdon  markur ’5
nuglaga qo'vilgan ¢ vektor bilan ifoda-lanadi s
(15 1-rasm) 4
Nyvuton ikkinehi gonunining vektorli ifodasi L&
quyvidagicha voriladi; 4

o s 5
(i) =F (15.4)
it

1% TrmEm.
Agar vagl o"tishy bilan nugtaning massast
ar-masdan qolsa. u holda (15.4) ni quyidagicha yoash mumkir
g = (13,

bunda o ‘::; nuglamng tezlamishim ifodalaydi.

N'vutonning  2- gonummi ifodalovehi (15.5) tenglama mugta
dincimikastning asosty  genglamast da‘\'iladj Bu tenglnmndan
kotramiski.  moddiy nugramng  iner-stial - sistemaga  nisbatan
tezlanishe  nugraga ta'sie etvehi kuchga proporstional bolib.
mackur kuch bo vicha yo ‘naladi

Bu tenghhkdan ko ramizki, ta'sir etuvehi kuch mugdor jihatdan
o zgarmas bo'lganda nugtaning massasi gancha kaita bo'lsa, uning
tezlanishi shuncha ki-chik bo'ladi, ya'ni massa moddiv nugla
tesigiming o zganshiga monand bo’la-digan qarshilikni (iertligini)
ifodalavdi.
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3qonun  (ra’sir va aks tasir

» qonunt).  fkkua  moddiy  nugraning
2 @ 'zaro ta sirt migdor jthatdan teng va
shu nuqgralarni tutashtiruvchs 10°g'ri
5 _
= chizig ho ‘vlab qa-remia-garshi
‘\% tomonga yo naladi.
15 2asm. Masalan. 4 nugta B nuqtagal,

) kuch bilan ta'sir etsin; B nuqta esa A
nugla-ga F, kuch bilan ta’sir etsin (15.2-rasm). 3-gonunga ko'ra
F,=-F, (15.6)

tenghk o'nnl bo'ladi. Kuchlardan ixtiyoniy  bittasi  wia'sirs,
ikkinchisi esa saks t'sirn deb ataladi. Bunday 1kkita kuchlar o zaro
muvoranatda bo*lmaydi.chunki ular moddiy nugtalar deb tasavvur
qilinadigan boshga-boshqa jismlarga go-vilad.

4- gonun (kuchlar ta strining o'zaro musiagillik gonunil. Agar
maoddiy nugraga bir nechta kuch ta'sir etsa, muganing tezlenisin har
bir kuchning alohida ta sividan nugia oladigan rezlanishilarnimg
geometrik vig indisiga reng bo lad

M moddiv nuqtacr, . F,) kuchlar ta'sirida bo'lsin. Bu kuchlar
sistemasi fa'sindan nuqtaning olgan tedamishim har bir kuchning
alohida ta’sindan nugta-ning oladigan teAdanishlarini « g, .o bilan
belgi-lavlik. U holda 4-gonunga asosan

d=d, +d, +. 4 d, (157)
M moddiy noglaga 40, kuchlar
ta'str etsin (15 3-rasm, aniglik uchun rasmda »

3 bo'legan hol tasvirlangan). (15 7) ning har
ikki tomonini  nuqlaming  massasi w0 ga
ko'pavtirsak,

LR TR T S T {158)
tenghk xosil bo'ladi
2-qonunga ko'ra
md =Py omi, =F, . mi, =F

Shu sababli (15.8) ni qu_udu-_mchlu vozish

13.3-msm,

18



mumkin:
= J':; +.‘:‘, i ﬁ.
voki
mi =3F (15.9)
Bu vektorl tenglama kuchlar sistemasi ta siridagi mugla uchun
dinamikaning  asosty tenglamasini  Hodalapdi. (159) m (155)
korinishda vozish uchun nuqtaga ta’sir etuvehi (5, £, ) kuchlami
ulaming geometrik yig indisign (va'ni bosh vektoriga) teng bo'lgan
teng ta’sir etuvehi kuch bilan almashtinish kerak.
ma'=F (15.10)

Nazoral savollari;

Dinamikaning asosiy tushunshalan.
Dinamikaning asosiy qonunlarini ayting
Mexanik o°lshov birliklar sistemasini sanang
Dinamikaning ikkinchi gonuni.
Dinamikaning uchinchi qonuni.

G Dinamikaning to°rtinchi qonuni
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16-BOB. ERKIN MODDIY NUQTA HARAKATINING DIF-
FEREN-SIAL TENGLAMALARI VA DINAMIKANING IK-
KI ASOSIY MASALASI

Tayanch so‘zlar: Moddiv nugta xarakatiming  difTerensuial
tenglamalari, bog'-lanishdagi moddiyv nugta xarakatining differensual
tenglamalari, dinamikaning asosiy masalalari.

16.1-§. Erkin moddiy nuqta harakatining differenstial
tenglamalari

Massast m ga teng bo’lgan M erkin
moddiv nugla (7, . ..F,) kuchlar 1a’-
sinda  Oxy= inerstial to'g'n burchakh
Dekart  Koordinatalar  sistemasiga
nishatan harakatlansin. Bu nugta uchun
dinamikaning asosiv tenglamasi

mia =Y I

voki
: mi =
161 msm ko' rinishda yoaladi. Bunda I© - nugta-
2a qo -yilgan kuchlaming teng ta’sir etuschisi, dnuglaning teslpmsh
(16, I-rasm)

Nuqla harakatining differenstial tenglamalarini turli formada 1fo-
dalash mumkin Shulardan avnmlanm keltiramiz

LErkin moddiy nugta harakatining vektor formadagi diffe-
renstial teng-lamasi. Nugtaning teelanish vekton & tesik vekion-
dan vaqt bo’yicha olingan binnchi hosilaga voki nuglaning radius-
vektoridan vagl bo'vicha olingan ikkinchi hosilaga teng bo'lean
uchun oxirgi tenglamani quyidagicha vozish mumkin
Jnnhl: (16.1)

I
yohki
TP s
W= (162
di’
(16.1) yoki (16.2) renglamalar erkm mod=diy nugta harakarinng
vektor formadagi differenstial tenglamast deviladi
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2. Erkin moddiy nugta harakatining Delart lwo_rtlinalt::
oglaridagi differenstial tenglamalari. (16.2) ni Oxyz inerstial

koordinata sistemasi o'qlariga proekstivalab, ushbu tenglamalami
olamiz:

d*x TN
== == m—=F
¥ di Sy e dr*
voki
mi=F = mE=F, (16.3)

Bunda y, y, = harakatlanayotgan M nuqgtaning koordinatalan, .5, —
nugla tees- " o 1a'sir
lamshining koordinata o'qlanidagr proekstivalan: £ F, F leng d
: ‘ : < .k mata
eluvchi huchning proekstivalari. Agar # kuchlarning Luor—dm‘n"
o'glandagi proekstiva-larini 1,z bilan belgilasak. feng 10s
eluvehining Koordinata o' qlaridagi proekstivalari uchun
L=F Y\ F=FY Fe¥i
munosabatlar o*rinli bo'ladi. Shu sababli (16.3) ni 16.4)
"”_Z\.--"“"ET- ms = E’f. (s
ko' rnishda vozish mumkin
: ; iny
(16.3) yoki (16.4) tenglamalar erkin moddiy mugra "”;a::;,g:”:
Dekart  ko-erdmata o'qlaridagr  differenstial - fengla
Hodalavdi et
- " ta’sir
Yuqonda ko'rganimizdek (15 1-§), umumiy holda !?um:ﬂluuluri
etuvehi kuchlar vaqt r ga, harakatlanuyehi nugtaning Loff-l';\-umrigﬂ
Y. Ve = 53 va nugla teigining koordinata o glaridagi proeistt
bog hq bo'ladi. Shu sababli umumiy holda (16.3) m
m¥=F (v i)
A,
mE = (120 2,3043)
ko ninishda vozish mumkin ing
ot M5 : 16.3) ning
Agar moddiy nugta Oxy tekisligida harakatlansa, {
bininchi ikkitasi o°rinli boladi-

{16

mi = I (4x, ¥,

{16.6)
mi =g mi =1

‘Jsa. Ox o'qmi harakal
Agar nugla to'g'n chizigh harakatda bo'lse. uxl.il:i:g harakats
trnektonyvasi bo'viab vo'naltiramiz _Bu hulda_lnuﬂ
(16.3) ning birinchi tengla-masi bilan ifodalanadi:
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ik =, (6.7

Bu tenglamaga megra (o 'g're chizigli harakatimng differensual
tenglamasi deyiladi.

3. Evkin moddiy nugta harakatining tabiiy Koordinata
o'glaridagi diffe-vensiial tenglamalari. Agar A/ nuqtaning harakat
tracklonvasi berilgan bo'lsa, nugtadan Mt - wrinma, A - bosh
normal va Mb bimormal labiiy koordinata o'glarini  (8.4-§)
o'tkazamiz (16.2-rasm). Kinematikadan ma’lumki

= =I}'. 2 En"u_

P ult

bunda v, tedikning algebraik qivmat  (tezlik  vektorinng

unnmadagi proek-stiya-si), & - nuglaning vov hoordinatasi, p -

traeklorivaning M nugladam egnlik radi-usidan iborat. Teng 1a'sir

etuvehining urinma, bosh normal va binormaldag proekstivalanni
mos ravishda £, . Fy bilan belgilab, erkin moddiy nugra

haraka-tining  tabity  koordinata  o'glandagi  diffe-renstial

tenglamalarini quvida-gicha vozish mumkin:

=50 =0

16.2-rasm

16.3-rasm.

ma‘=f”_,m“ =K 0=F (16.8)
p

{16.8) lcnglumulu.rg:l erkin H!Uifl.ﬂ'_l' nugrta  harakatining  rabiy
koordinata  o'q-laridagt  dimamik  tenglamalars  deviladi.  Bu
tenglamalar itk bor L. Eyler tomoni-dan chiganlgan '

(168) ning oxirg tenglamasidan ko‘ramizki. erkin nuqlaga
qo'vilgan Kuch-laming teng ta'sir etuvchisi © (xuddi teslanish
\cL;zﬁ kabi) M nuqiada traekto-rivaga o' tkazilyan egnibk tekisligida
yotad
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4.Erkin moddiy nuqta harakatining qutb koordinaialaridagi
differensti-al tenglamalari. Agar moddiv nugta /7. ,F kuchlar
ta'sinda bir tekishkda harakatlansa, u holda kutb koordinatalar sis-
temasini o'tkazib, (15.10) ni quib radiusi va unga perpendikulvar
yvo'nalishga proekstivalaymiz (16.3-rasm). Teng 1a'sir etuvchi
kuchning bu o glardagi proekstivalarini £, bilan belgilasak,
ma, =F ma, =T, (16.9)
hosil boladi. Bundaa, =7 —r¢*.a, =r¢ + 2% mos ravishda radial va
ko nda-lang teslanishlami ifodalaydi. Shunday qilib, (16.9) ni quyi-
dagicha vozamiz:
I

¥
’:_‘::_ir:-iﬂ‘—f*; (16.10)
(16.10) tenglamalar bir tekishkda harakatlanuveht erkin moddiy
nuqia haraka-tning  quth  koordinatalar - sistemasidagt — harakat
differensucd  tenglamalarom tfodalaydi. Ularga erkin: moddiy nugta
Irarakatinmg quib koordmatalaridagr dinamik tenglomalari deyiladi.
Dinamikada ham boglanishdagi nuqianing harakatini o'rganish
uchun bog'-lamshdan bo*shatish aksiomasidan foy dalanamiz.

miF = rip* )= g+ 2ipy = F, yoki 4 2= ‘;{r"qirl ekanligini
"

e’ltborga olsak, i —rp*) =1,

16.2- §. Moddiy nuqta dinamikasining birinchi
asosiy masalasi

Moddiy ymagra dinaonikastng birmchi asosiy masalasi, nuglaning
massast va kinematik harakat tenglamalan benlganda shu harakatmi
vujudga keltirgan kuch-laring feng 1a'sic etuvchisini aniglashdan
iborat. Bu masalaga nugia dinamkasi-ning to ‘g vl masalasi deviladi.

Kuchlaming teng ta'sir etuvchisim amiglash uchun moddiy
nugtaning hinema-tik harahat tenglamalari qanday usulda berilishiga
qarab. nugtaning vektorli. De-kart koordinata o'qlandagi. tabiiy
koordina o glandagn voki egn chizaigh koor-dinatalardagi dinamik
tenglamalaridan foydalanamiz. Barcha hollarda ham masa-lani echish
nuglaning kinematik tenglamalaridan tezlanishni aniqlashga keltirila-
di

1 Agar massasi m ga teng moddiy nugianing harakati

r=rit)
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vektor usulida benlsa. nugtaning radius- vektondan vagt bo*vicha ikki
marta hosila olib, nugtaning tezlanishini. so'ngra (16.2) ga asosan teng
ta’sir etuvehi kuchni topa-miz:
md:f-—'f‘.' {16.11)
dr?

2 Agar massasi m ga teng moddiy nugla kmematk harakat

tenglamalarining Dekart koordinata o qlaridagi ifodalan
X=Xy = L) 2==(1)

ma'lum bo'lsa, ulardan 1kki marta vagt bo‘vicha hosila olib,
tezlanishning koordi-nata o'qlandagt proekstivalanni. so*ngra (16.3)
ga ko'ra teng 1a"sir etuvchi kuch-ning proekstivalarini aniglaymiz:

wR=F i =F mE=F, (16.12)
Natijada teng ta’sir etuvehi kuchming modulin
F= \'FI" +FF + I-;: (16.13)
vornaltinavehi kosmuslanni
cos(F, x) = 1} wos(F. vy = i’ Jeos(F, 2)= ': (161
formulalar vositasida topanuz

3 Agar massasi m ga teng moddiv nugtaming harakati tabiy usulda
berilsa, u holda teng 'sir ewvehi kuchning by Koordinata
o'qlandagl proekstivalanmi (16.8) tenglamalardan aniglaymiz Teng
ta'sir etuvehi kuchning modulini

F=yFi +F (1 15)
yo'nalishin
Jg,u::" L (16.16)
)" ()

formulalar vordamida lusoblaymiz. Bunda g orqali & bilan uning nor-
mal tashkil etuvehisi #, orasidagi burchak belgilangan

4. Agar massasi m ga teng moddiy nugianing kinematik. harakat
tenglamasi

r=rit), @=yplr)

quib hoordinatalanda berlgan bo'lsa, (16.10) ga asosan huchning
benlgan koordi-nata o'glaridagi proekstivalarini, so'ngra teng ta'sir
etuvehi huchming modul va vo'nalishini

F=yi'+F, Igp = (1617
a
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ifodalar orqali aniglaymiz.

Ba'sda moddiv nuguaga 1@'sir etuvchi kuchlardan  birortasing
{masalan, noma’-lum reakstiva Kuchini) topish falab gilinadigan
masalalarm  echishga to'g'n Keladi Masalan. massast 1 gn teng
nuqtaga/’ kuch ta’sir etadi. Nugtaga # kuch bilan birgalikda qanday
(0,,0,.0,) kuch qo°vilganda nugta

x=filny=_filthz=Li(0) {16.18)
qonun bo vicha harakat giladi?

(16.4) 2a asosan

wiE =N O mE =1 40, mE =240,
Bundan izlanayotgan kuchning keordinata o'qlaridagi proeksuyalan
aniglanadi.

16.3- §, Moddiy nuqta dinamikasining bivinchi asosiy masalasini
vechishga doir masalalar

Moddin nuqta dinamikasining birinchi asosiy masalasi quyidagi
tartubda vechiladi

1 Moddiy nugtaning harakat qanday usulda berlishiga qarab unga
mos koordinatalar sistemasing tanlab olamiz.

2 Nuqlaga ta’sir etuvehi berilgan kuchlami tasvirlaymiz Ag:
nugtaga bog -lanishlar go'vilean bo'lsa, bog'lamshdan bo‘shati
haqidagi  aksiomani  qo’llab.  bog’lanish  reakstiya  kuchlan
ko' rsatami s

Benlgan Kinematik harakat tenglamalandan tezlanishni yoki un-
ing tankangan koordinata o qlaridag proekstiyalarim amglaymiz

Tanlangan hoordimatalar sistemasiga mos bo*lgan harakat difTe-
renstial tenglamalarin twzamiz va ulardan izlanavotgan noma’lum
kuchlarm anglavmz

16.1-mnsala. Mas m gn teng ¥

bo*lgan moddiv nuglaning harakati M
F=af coski +bj sinkt (n /-: h#
vektorli tenglama bilan i

benlgan Bunda . b, &k o'zgarmas N z
migdorlar  (16.4-rasm).  Nugtaga
ta’'sir etuvehi kuch aniglansin

Yechish.  Koordinata  o‘glarini 164 -reeni;
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rasmda  ko'rsatilganidek olamiz. (1) ga ko'ra M nuqla
x=acosht, y=hsnke  {englamalar bilan ifodalangani uchun maskur
nugla varim o'qlan a va b ga teng ellips bo'vlab harakatlanadi.

(1)  danyagt bo'yicha ikki marta hosila olamiz:

JTr = —aki sin ki + bkj coskt
dt

H
:';—'l{ = -k*(ai coski +bjsinki) 2
(16.11) ga asosan nugtaga ta'sir etuvchi kuch

I = m%{— =—mk* (ai coskt + by sinkt)
voki (1) m etiborga olsak.
F=—mkF
ifodadan topiladi.

Binobarin, nugtaga doimo uning radius vekiori ; pa teskarn
yo'nalgan, ya'ni @ markazga tortuvehi kuch fa'sir etadi. Bunday
kuchga markaziy kuch dey iladi.

16.2- masala. Umnhgr [/ ga teng
cho zlmavdigan ipea bog langan va og'itligi I* pa
teng Af moddiv nugta ¢ nugia atrofida

ST

p=gsin, 1
qonun bo'vicha Kichik tebranma harakat giladi
(16.5-rasm). bundayp, - boshlang ich ogish bur-
chagi. M nugla eng pasthi holaldan o'tganda ipn-
ing reakstiva huchi amglansin

Yechish. M nuqtaning harakatini

r=l=con@=gp s, 5

Vi

quib koordinatalanda berilgan deb qarash mumkin. Quib o' glarini
rasmda ko' sa-tilgandek y o naltiramiz

Moddiy nugtaga vertikal pastea yo'nalgan ogiirhik  kuchi
qo'vilgan M nugta uchun 1p boglanish vazifasini o tavdi
Boglanishdan boshaush aksiomasiga asosan ipning nugtaga ta’siim
taranghik kuchi 7 bilan almashtiramiz

M nugla eng pastki holatdan o'tgan payida Fva 7 bir to'g'n
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chiziq bo'viab qarama- qarshi yo'naladi. Shu holat uchun (16.10)
ning binnchi tenglamasini tuzamiz  m(F= ') =P =T bunda

!'_-ll.rf!—-\"::rp" ..-.»;\’:: hamda nuqtaning ko'rilayotgan holati uchun

cus1l er =1 bo'lgani sababh 7' = £+ meg’ = Ml +¢)

16.4-§. Moddiy nuqta dinamikasining ikkinchi asosiy masalasi

Muckdiy mugter dinamikasining tkkinchi asosty masalesi, nuglaning
massasi va unga ta’sir etuvehi kuchlar berilganda nuglaning kinematik
tenglamalanni anig-lashdan iborat Bu masala nugra dimamikasining
teskary masalas deviladi.

Ikkincht asosiv masalani echish uchun (162), (16.3), (16.8)
vokit1o.10) ko n-mshdagi ikkinch tartibh differenstial tenglamalami
integrallush kerak. Nugtaga ta’sir etuvehi kuchlar umumiy holda vagt,
nugtaning holati va tezligiga bog'liq bo*lgani uchun bu differenstial
tenglamalarni umunuy holda integrallash mumkin emas. Moddiy
nugta dinamikasining ikkinchi asosiy masalasi ayrim xususiy hollar-
daging aniq echimga ega. Shy sababli texnikada  uchraydiga
mrakkab masatalar mtegrallashnmng sonb usuli vosita-sida elekirc
hisoblash mashinalanm gollab 1aqnban echiladi: Nugtaning saraka
ganday  vsulda amglanishiga qarab, ikkinehi masala  quyidagich.
echiladi

I Agar nuglaga  (@'sir etuvehi huchlaming teng 1'sir eluvchisi
vagt, nugtaning radius-vekton va radius — vektordan vagl bo'yicha
olingan hosila (ledib)mng fonkstyasi sifabda ma’lum bo’lsa. u holda
(16.2)m

wir =FULEr) (16.19)
ko'nmishda vozash mumkin. Bu vektorli ikkinchi tartibli differenstial
tenglamani integrallab, uning umumiy echinuni topamiz:

7 =#(0,C,.60) (16.20)
bunda ¢ va ¢, bilan vekiorli integrallash doimivlan ko'rsatilgan,
(16.20) dan ko“-ramizki, /- Kuch ta’sinda nugta son-sanogstz qonunlar
bo'vicha harakatlamishi mumkin, chunki har gal €, va € ni
o zgartirib, vangi harakat gonunini olamiz Shu sababli (16.19) ni in-
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teerallash uchun konkret dinamik masala uchun boshlang‘ich shartlar
deb ataladigan qo’shimcha shartlar berilgan bolishi kerak. Vagt-ning
boshlang'ich paytida, ya'ni +=r, da nuqgta radius-vektori va tezligi
gabul giladigan

F=F. =i, (16.21)
giymatlarga vektorli ko'rinishdagi boshlang'ich shartlar  deyiladi,
Xuddi shuningdek. boshlang'ich shartlami Dekart koordinatalarida

pry yep yer fai = icd (16.22)
va labiiy koordinatalarda
s=8 0=i, (16,23)
ko*rinishda ifodalash mumbkin.

(16.20) dan vagt bo'vicha hosila olib. integrallash doimivianga
bog'hg 53
i =o(rC.0)) (16.24)
nuglaning teeligni olaniz.
Harakatning boshlang ‘ich shartlan(16.21) ni (16.20) va (16.24) ga
qo'yib, in-tegrallash doimivlan ¢ va ¢, aniglanadigan
7 =G |
g, =i(t,,C.60)
kkita vektorli tenglamam olamiz Bu tenglamalarmu echib, ¢ 7 5 ning
unkstiya-sidan borat integrallash dormiy lanm aniglaymiz
I:"I -f’,l.',r.u',ll [
C =07 0)
Bularm (16,19) tenglamaning umumiy integeali (16.20) ga qo vib,

(16.21) boshlang'ich shartlarga mos bo‘lgan xususiv intecralim
aniqlaymiz

PR,

Yuqorida ko'rganimizdek, nuqtaning  dinamik  tenglamalarini
umumiy holda integrallash qivin. Lekin ba'zi hollarda harakaming
umumiy  xususivatlinn  xarak-terlavdigan  (16.19)  differenshal
tenglamaning binnchi integralini aniglash mum-kin /() ming har
qanday qivmatlanda (16.19) ni qanoatlantiracigan

D=0
munosabatea (16,19) differenstial tenglamaning el integralf
deviladi



Agar (16.19) ning bir-biriga bog’liq bo"lmagan 1kkita

(1,75 =C,

i, 7 =0
birinehi integrallar ma’lum bo'lsa. bu vektorli tenglamalardan 7 tez-
likmi yvorgotib,

QULFCLC)=0

munosabatni olamiz. Bundan nuqtaning radius- vektorini amiglash
mumkin;

F=r@.C.CL)

Shunday qilib. (16.19) ning ikkita bir-biriga bog'liq bo‘lmagan
binnchi integ-rallant ma’lum bo‘lsa. (16.19) ning umumiy integralini
oddiy algebraik amallar vordamida topish mumkin.

Agar  nuqtaga  boglanishlar  qo'vilgan  bo'lsa,  (16.19)
tenglamadagi kuchlar-ning teng ta'sir etuvchisi # ning tarkibiga
nomalum  bog-lamsh  reakstiva kuchlari ham  kiradi Bu no-
ma’tumlari dinamik tenglamalardan vo°qotish usuli analitik me-
sanika bo'himida Ko'riladi. Lekin ba'z sodda hollarda mos koordinata
oglann tanlab - olib,  boglamsh  reaksuva  kuchini  skalvar
ko'nmishdags aynm tenglamalardan vorgotish mumkin

2 Agar I oteng ta'sir etuveln kuchning koordinata o'qlaridagi
prockstivalart £ 5 F ma'lum bo'lsa, (16.5) ko'rinishdagi uchta ik-
kinchi tartibhi difTerenstial tenglamalarm integrallab, oltita mtegrallask
dommiylan €'y €7 O €' C Oy ga bogthq

= O C L LT
=G O Oy (16.25)
#=z(C CR O EaE

ko'nnishdag umumiy echimini topamiz.
Konkret dimamik masalami echish uchun (16.25) ga qo'shimeha
mvishda (16.22)  ko'nmshdagr boshlang'ich shartlar benlishi kerak
(16.25) dan vaqi bo“vi-cha hosila olsak, 6 ta mtegrallash dormivlanga
bog'lig quyvidagi uchia funkstiva hosil bo'ladi
¥ = 2 OO e
i = O G O

G CL GG
(16.22) boshlang’ich sh:mlarnl (16.25) va (16.26) ga qo'vib. 6 1a
integrallash doimiylari qainashadigan 6 1a tenglamalar sistemasing
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olamiz. Bu tenglamalar sis-temasini birgalikda echib, 6 ta integrallash
doimiylarini amiglaymiz:
C) = Cilly X ViznFa i (F=16) (16.27)

Integrallash doimiylanning topilgan bu qivmatlarini (16.25) ga
qo'vib, (16.22) boshlang’ich shartlarga mos bo'lgan nuglaning Dekart
koordinatalaridag: kinema-tik tenglamalanini olamiz

x=x(r)y=wr)z=z(r)

3. Agar nuqlaga quvilgan teng ta’sir etuvehi kuchning tabiiy koor-
dinata o'qla-ndagi proekstivalan va (16.23) ko'nnishidagi bosh-
lang'ich shartlar benlgan bo'l-sa, nuqta dinamikasining teskan masa-
lasimi echish uchun (16.8) tenglamalardan foydalanish kerak. (16.8)
dagi birinchi tenglamaning umumiy echimini

1 =5(1.C,.C,) (16.27)
korinishda yozish mumkin. Bundan vagt bo'yicha hosila olsak,
integrallash doi-miylari ., ga bog'liq

i =100, C0 (16:28)
nugtaning tezhigim aniglaymiz (16.27va (16.28) ga harakatning
boshlang'ich shartlari (16.23) ni qo'vib. €., integrallash doi-
iy larini aniglaymiz:

€ =0 (s, |
(16.29
O =0y, 8 1] )
(16.29) ni (16.27) pa qo'vib, nugtaning voy koordinatasini vagtning
funkstiyasi si-fatda ifodatay mize
s=5(f)

16,5-§, Moddiy nugta dinamikasining ikkinchi asosiyv masalasini
echishga doir masalalar

Maoddiy nugta dinamikasinimg ikkinchi asosiy masalast quy idagi
tartibda echi-ladh:

1. Moddiy nugtaning harakatint aniglash usulim tanlab. unga mos
koordinatalar sistemasini o’ thazamiz

2. Nugtaga ta’sir etuvchi benlgan kuchlar va boglamish reakstiva
Kuchlanni tasvirlavnnz

3, Dinamik tenglamalarni tuzamiz va ulami integrallay miz

4 Harkating boshlang'ich shartlanni  aniglaymuz  va bu
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shartlardan foyvdala-nib integrallash doimiylarini fopamiz

5. Integrallash doimiylanining topilgan qivmatlarini o'miga qo“yib.
moddiy  nugtaning  kinematk  tenglamalarini  olamiz  va  bu
tenglamalardan izlanayotgan no-ma’lumlami aniglaymiz.

16.3-masala, Qovaning temir vo'l o'tgan o' ymalanda kyuvetlami
ularga mi-shabliklardan tosh ko chkilarining tushishidan himova qilish
uchun 1" "supa” qili-nadi

Toshning nishablikning eng yugon nuqtasi A4 dan tushishi
mumkinligini e’liborga olib va bunda uning boshlang ‘ich tezligini v=0
deb hisoblab, supaning eng kichik eni » va unga toshning tushish tezligi
v, aniglansin. Tosh nishablikning gorizont bilan o burchak tashkil
qiluvchi va uzunhgm / bo'lgan A8 gismi bo'ylab +s. davomida ha-rakai
quladi

Masalani  echishda toshning 4B qismdagi sipamish  ishqalanish
koeflistienti / o'zgarmas, deb hisoblansin, havoning garshilig esa
e'liborga olinmasin,

Benlgan: o =, a =60% /=4 m; ¢ 1. fz0.h=5m, =75 bva
v amg-lansin,

Yech i sh. AR qismda toshning harakatini
ko'nb cligamiz. Toshni moddiv nugia deb
ohb. wnga st giluveln  Kuchlam
ko'rsatamiz (16 6-rasm ). oghirlik kuchi 6.
normal reakstva kuchi X va  sipanish
ishqalanish kuchi #. Toshning A8 qismdagi
harakat differenstial tenglamasini tweamiz:

gy =3 N, o, =Gisina —F.
Ishgalanish kuchi
FIN

bunda
N Geosa
Shunday qilib,

mix,  Cisanie = JUicon

I\'I\LI
X = gsina = fircose,
Differenstial tenglamani 1kki mania integrallab, quyidagilami olamiz
X, = gising - feosa +0,,
v = |glsno - feona) l}‘ +C -+l
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Integrallash ~ o°zgarmaslarini aniglash  uchun  masalaning
boshlang ‘ich shartlari-dan foydalanamiz.
=l dax =0, 5 =0
Bu boshlangich  shartlami  yuqomida  integrallab  topilgan
tenglamalarga qo'vib, o' z-garmaslar uchun quyvidagr qrvmatlami olamiz;
€, 0.0, =0
U holda
X = gising = f cosa N,
£ = ((sina = feosa) 2

Tosh Al qismini tark etgan ¢ on uchun

H=vg H=d,
va'n
= gisnag - f cosufr,
Imfglsan - Feosa) 2
bundm

vy =27 VAN v, =2:4/1 =% M/S,

Toshmig # nugladan €' nuqiagacha bo'lgan harakatini qarmymiz,
Toshga ta'sir qi-luvehi ogirlik Kuchi G ni ko'rsatib, uning harakat
differenstial tenglamalarini tusami 2

iy =), =0,
Masalaniig boshlang‘ich shartlan
=0dax=0, p=0,
oty NG, Ve U st
Differenstial tenglamalami ikki marta ntegrallaymiz:
F=Uy  p=prel’,)
x=Of 0y W=y I2e a0,
Bu erga boshlang ‘ich shartlami go'vib, quyvidagilami topamiz
Cy=meosa;  Cp=p, mma
C=0, (=0
Toshning tezhgr prockstivalan tenglamalarin
X¥alcona, ¥ow gl b U, s,
va uning harakal tenglamalanng:
X=pg ot yegr24n, st
olamiz.
Tosh (rmektoriyas:  tenglamasini  harakat  tenglamalandan
parametmi vo'qolib topamiz Binnchr tenglamadan ¢ mi aniglab va
uning qevmatini ikkinchisiga qo'yib, parabolaning tenglamasini hosil
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qilamiz
¥=gvt (20] costa ) + iga

Toshning tushish omida y~h x~d bo'ladi, unda traektonyaning
tenglamasidan ushbu qivmatlami topamiz:

dy 2011m; dy=-7,75m.

Toshming harakat traekloriyasi parabolaning musbat absstissali
nugtalar tar-mog*1 bo’lgani uchund 2,11 m,

Supaning minimal emi b - ED d-h'1g75° voki h=0.77 m

Toshning harakal teng.lﬂmﬂs'j X =trp coser -} dan Iﬂ}'dﬂlmh, uning B
nuqtadan € nuglagacha bo'lgan harakat vaqu 7'ni topamiz.  7=0, 53
§

Toshning  {ushayolgandag  tesligiming  koordinata  o'qlangag
proekstivalan

Tl oS, e el o+ iy SIn
orqali quyidagi formuladan topamiz: v = x* + 3
Toshning tushish oni 1~ 7 0.53 5. u = (v, cosel’ +(gl +unee)’ yohi
ve =128 mfg

16 4-masala. Yer sirtidamt Af  nugladan
yverming mdiusipa perpendikulvar ravishda o,
boshlangich teslik bilan raketa uchirilgan.
Yermng torish kuchi rake-tadan ver markaza O
gacha  bo'lgan masofa  kvadratiga  (eskan
proporstional ra-vishda o’zgaradi. Yersirudagi
erkin tushish tezlanishi g=9.81m/s®  Yeming
radiusi £ 6370 km ga teng Havoning
garshiligim  hisobga olmay, raketani moddiy
nugla deb qarab, uning harakat tenglamasi
aniglansin (16.7-rasm)

Yechish. Raketaning boshlang'ich payidagi tezligis, bilan
verning tortish kucht © bir tekishikda yotgani (ufayli raketaning
harakatt doimo shu tekislikda sodir bo'ladi, Raketaning harakatim
quib koordinatalanda amglaymiz. Boshlan-g'ich payida qutb o'gini
My boryvicha vo'nalitramiz. Rakelaning ixtivoriy M holat uchun bu
o gqning birlik vektori ~ rasmda tasvirlangan,

Raketaga doimo yeming markazd O nuglaga vo'nalgan lorish
kuchi ~ ta'sir etadi, va'ni rakela markaziy kuch ta'sinda
harakatlanadi Masalaning shartiga ko'ra bu kuch O markazdan rake-

167 rasm,
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tagacha bo'lgan masofaga teskan proporstional ravishda o*zgaradi;
han
¥ = i t j l

r
bunda m — rakelaning massasi, & — aniqlanishi lozim bo'lgan pro-
porstionallik koeffistienti
Yeming sirtlidar=r, =R var«p-me ekanliging ¢’tiborga olib. r va
I ming bu givmatlarini (1) ga qo'ysak. &-g#® munosabat o'nnli
bo'lishim ko'ramuz Natjada (1) ni quyidagicha vozish mumkin:
F= "‘:““ @)
Moddiy nugtaning qutb koordinatalandagi dinamik tenglamalan

(16, 10) ni tuzamiz
o

b
F kuch r  o'q bowicha # ga qarama-qarshi vo -nalgam

uchun#, =-F., =0. (2) m e'tiborga olsak, © =- '":E-\N: U holda (3) ni

wii-rpt1=1,. "5 (Fpr = F, (3
-

r-n;ﬁ--“r?‘.;u:.nan (B]
ko'rinishda voash mumkin. (4) ning ikkincht tenglamasim
integrallasak,

Faal (5)

¢, ni aniglash uchun harakaming  boshlang'ich  sharlandan
foydalanamiz, va'ni
tu0 da gy i =0 (6)
bo‘lzanda raketa boshlangich payida A6, holatni egallaxdi. bundan
tashqari boshlang'ich paytda v, tezlik ¢ ga perpendikulyar bo'lzani
uchun
o ml g = '“' (N

(6) va (7) m e'tiborga ohb. (5) dan ¢ ni aniglavmiz - o
Shunday qi-hib, (5) ni Fp=&e, voki
Ro, ()

o=
-
ko rimishda vozish mumkin
() ning binnchi differenstial tenglamasint inteprallash uchun
re@IVA  pepll) ekanligini nazarda tuisak ». 90

o i J
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U holda (8) gako'ra
ar Ky, dfl
S sl ) &
& & dp o
d dp dt T dp
bo'lgant (ufavli (8) va (9) ga asesan »  uchun quyidagi iodani
olamiz;

munosabat orinli bo'ladi. Bundan tashgan -

RoZ o (1
= r;. rf-‘:;:'.r] “0}
7 va ¢ laming qivmatini (10) va (8) dan (4) ning binnchisiga qo*yib,
d* I'I] 1 g
3 Kt i
dp* e} r owg
tenglamani voki i belgilash kiritib,
d'a '
d‘ﬂ:d-n-q:. (1)

lenglamani olamiz

(11) ni integrallab, raketaning izlanayotgan harakal traekloriyasini
aniglavmiz, Bu differenstial tenglamaning umumiy echimini

0= Myt i (12)
ko nmshda telaymiz. Bunda g
4% =0 (13)
g

Lo nnishdagi bir jinsli tenglamaning umumiy echimini. 1> esa bir
jinsli bo’lma-gan (11) tenglamaning xususiy echimini ifodalaydi (13)
ning xaraktenstih tenglamasi  #+1-0 ko'rinishda voaziladi. bun-
dan; -+ Binobann.

1=, cosyp+ C sin @

(11) ning sususiv echimmi

ko' rinishda olamiz. Shunday qilib,
s eonp + O sinp+ -H.
1."'
voht ' bo'lgani uchun
: r
! i, cosp 4O mnpr % (14)
r W

echimea ega bo"lamiz
[edll o mtegrallash doimuylarinn aniglash uchun (14) dan vaql
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bo’yicha hosila olamz
= Lo gunp=Cacsp (15)

e
(6), (7) boshlang'ich sharilami (14) va (15) ga go'vib, > va O ;
lami topamiz
=d=pt e =0,
Rl

€ va € ; laming givmatlanni (14) ga go'vib, um r  ga nisbatan ech-
sak,
e, (16)
T+ egonyp
hosil boladi, bundap« '; egri chiagning parametrini.
P e (17
I
uning eksstentrisitetini ifodalaydi
Analitik geometrivadan ma’lumki. (16) tenglama ikkinchi tartibl
chiziglaming quib koordinatalandagr tenglamasini fodalavdi. Bu
ikkinchi tartibli chiziq: a) ¢ = 0 bo‘lsa. avlana; b) e< | bo'lsa. ellips:
v} e = | bo'lsa, parabola; g) ¢= 1 bo'lsa, giperboladan iborat bolads
Bu hollami alohida ko' ramiz.
u) rakela avlana bo'vlab harakatlansa. ¢ — 0 bo'lib, (17) ga asosan
U, = ‘.g.H; (1%)
Bunda g=9.81m/s” . K = 6370 km = 6,37 10" m ekanhgim ¢ tiborga
olsak.
(DL L ETRCE S T (1
Bu tezlik birinchi kosmik etk deviladi
b)  rmketa ellips bo'viab harakatlansa, ¢< 1 bo'hb, (17)
danu, < J2gk va'ni
v, =179 8w 1 200 5 (20
Bu tealik ikkinc/i kosmik tezlikdeviladi.
Avlana ellipsning limit holan bo'lgani wifayl. raketa ellips

bo'vlab harakat-lanishi uchun boshlangtich tesdik o quyidag
tengsizlikni ganoatlantinshi kerak.
VR < b, < ek !ud-kl Fhun g€, <1L200 s {21)

viraketa parabola bo'vlab harakatlansa, ¢ 1 bo'lib. (17) ga
asosan boshlan-g*ich tezlik uchun

Wy =y 2eR =1 12em 8 (22)
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migdomi olamiz.

g)raketa giperbola bo'vlab harakatlansa, ¢> | bo'ladi va (17) dan

v, >y2pk  voki w, > 1125w 3 (23)
ekanligini aniglaymiz

Shunday gilib. raketaning boshlang ich tezligi 790 s < u, <1120 s
sharini  qanoatlantirsa, raketa aylana voki ellips bo'yicha
harakatlanadi hamda vemning sun’iv vo'ldoshiga avlanadi. Agar
v, 2 112k0 ¢ bo'lsa, raketa pamabola voki giperbola bo'yicha
harakatlanib yerdan uzoqlasha boradi. v, <79xu'c  bo’lsa. raketa
verga gulab tushadi,

Moddiy nugta harakati differenstial tenglamasini echishga doir
hisob-grafik ishlar variantlar 3-ilova 1-topshiriqda keltirilgan.

16.6-§. Moddiy nuqgtaning sodda hollardngi to'g'ri chizigli
harakat dif-ferenstial tenglamalarini integrallash

Moddiy nuquaning harakal traektorivasi ¥ 0°q bilan usima-usl
tushsa, harakat davormiday =z =0 va p=2=0 bo'ladi. ya'ni
nuglaning tezligi ¥ o'q bo'vicha vo'naladi voki nolga teng bo‘ladi
Bundan (ashqari 7-2-0 bo'lgani wchun nug-taning Dekart
Loordinata o*qlandag dinamik tenglamalari (16.3) ga asosan

¥ =£=0 (16.30)
shartlar aynan bagariladi.

Agar koordinatalar boshini nugtaning boshlang ich holatida olib, x
a'qni nugta-ning boshlangtich tezhgi bo'vicha vo'naltirsak, u holda
(16.30) shartlar bajanladi, binobann,

my =l mi=0
bo'ladi. Bu tenglamalarm ikki marta mtegrallasak.

valls A=l
yeCp+C,: ¥=CusC, (16.31)

Y o'qning tanlab  olinishiga ko‘ra boshlang’ich shartlar

quvidagicha bo'ladi

o Odayy 0, 20, 3, =05 =0
Bu shartlarm (16.31) ga qo'vib, ¢
ko ramiz

(16.7) ga asosan nugta to'g'ri chizigh harakatining differenstial

Ll =0 bo'lishini
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tenglamasini

m¥ =X (xu1) (16.32)
ko'rinishda yoaish mumkin. (16.32) tenglamaning umuniy echimida
tkkita integ-rallash doimiysi gatnashadi:

e=v(.0,.C.) (16.33)
Bundan vaqt bo’yicha hosila olamiz:
=i CL0) (16.34)
Harakatning boshlang’ich shartlan quyidagicha bo’lsin:
t0daxy 0, vy 0 (16.35)

(16.35) ni (16.33) va (16.34) ga go'vib, .. ni aniglaymiz

(16.32) tenglamant integrallash mumkin bo'lgan sodda hollami
ko'raniz.

1. Moddiy nugtaga migdor va yo'nalish jihatdan o*zgarmas
bo‘lgan kuch ta'siv etsin. Nuglaning boshlangich teshigi # kuchning
ta'sir chizighida vowsin. x o'gmi kuchning 1a'sir chizigi ho“vlab
vo'naltiramiz U holda (16.32) ni quyidagicha yozish mumbkin:

= F (16.36)
bunda 7 bilan kuchming algebralk givmati ko'msatilgan. (16.36) da

r=": ekanligini e’tiborga ohb, o'zgaruvchilanu ayratish vo'h bilan
il

integrallaymiz;
di=""ur (1637)
m
E e {16.38)
m
(16.38) ni ham o'zgaruvchilarm ayratish usuli bilan inteerallay miz
dy ('Pr*l'.vr;_ (16.39)
m
r--f-:’lt',rd': {1640y
"

(16.40) 1foda (16.36) ning umumiy echimidir

Harakatning boshlangich sharlan (16.33) ko*rinishda bo‘lsin U
holda (16.35) ni (16.38) va (16.40) ga qo'vib intesrallash doimiviaring
anig-laymiz: ¢, .« 5. Bu qiymatlami {Iﬁ.ss:;__:a qo'yib, nuqlaning
harakat qo-nunini amqlavmiz:

[ =)
e o (16.41)
"
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(1641) dan  ko‘ramuzki, nugla
0 #garmas kuch la"sirida lekis
o'zgaruvehan harakatda bo'lar ekan. Bu
natijant  nuqgta  dinamikasining  asosiy
tenglamasi (15.5) dan ham olish mumkin.

16.5- masala. Ogr psm gonzolga
a=30° burchak ostida og'gan silliq giva 16 8 Tasm.
tekislik bo'vlab pastga tushadi. Agar jismning tezligi boshlang ich
payida 2 m/s ga teng bolsa, jism 9.6 m vo'lni gancha vagida bosib
o-tishi topilsin (16.8-rasm)

Yechish. Ox o°gni tekislik bo'vlab vo'nali-iramiz Jismga vertikal
pastea vo -nalgan og"irlik kuchimg va qiva tekislikka perpendikulyar
yo -nalgan normal re-akstiya kucht & ta’sir etadi. Og'irlik kuchining
-{ll_\.’.l tekislikka perpendikulyar vo'nalishdagi tashkil etuvchisi normal
reakstiva kuchi bilan muvozanatlashadi.

(16.32) tenglama quyidagicha voziladi

ML = s o

O zgarayehilami ajratsak,

sl = g san analt ()
Harakaning boshlang®ich shartlan quvidagicha benlgan:
rOdax-0, c 0 m's 2)

(23 m nazarda b, (1) ni integrallavmiz

[ s = gnmnlJJ‘

v=24gtsma YOKI dhe=(2+grsm ik
So‘nge lenglaman berilgan boshlang’ich shartlarda integrallavimie:

Juto= (20 gramyd,

or®
a2+ E sina
.|

Bunday - 96w ¢ - 981w/ s 0 - 300 ekanliping nazarda tutib. ¢ ni aniglash
uchun quy idagr tenglamani olamiz:
ORL* + R -8 A=)
bundan ¢eints ¢ i aniglashda kvadrat ildiz oldida manfiv ishora
olinmadi. chun-ki vaql musbat qivimaiga ega.

2. Moddiy nugtaga fagat vagtga bog'liq kuch ta'sir eigan hol.
Bu holda (16.32) m quyvidagicha vozish mumkimn

249

=Y

am,

fri-
dan
hki

hikt

L1y
hki

3)
i
F!
i
1k
g



mE=X{r)
voki to'g'ri chizighi harakatdas = v, 4 = '2: bo'lgani uchun

m

du _ vy (16.42)
et
Bu tenglamada o'zgaruvchilami ajratsak,
mlv = X (e (16.43)
Boshlang'ich ¢, =0 payida nuglaning tezligi ©, ga teng bo’lsin,
(16.43) n1 bu boshlang‘ich shartlarda integrallaymiz:
mu -, = i.\-lf yadt (1644)

Xty ma'lum funkstiva bo'lgani uchun oxirgr integralni hisoblab,
vagining funkstivasidan iborat biror /) funkstivani olamiz natijada

(1644 m
mu— s, = f(r) ({16.45)

ko'rinishda yvozish mumkin. (1645) dan nugtaning tezligt v ni
aniglaymiz
=+ -I--_,ﬂn
i
voki

|
=p,+=f{1)
et m

yoki o zgaruvchilami ajratsak,

de=|o + ! f’[n]u’:

m |
hosil bo*ladi.
Boshlang ich #, -0 pavtda nugtaning absstissasi v pa teng devhik

Bu bosh-lang"ich shartlarda oxirgt tenglaman integrallavmiz

e B i :fr:.-.:.;‘:

m

voki

F=x 0t ! i,r'u!‘f;
ms
Bu tenglama  vagiga bog'liq  funkstiva  tarada  berilgan
o'zgaruychan kuch w'si-ndagi nuglaning 10'g'n chiagh harahat
gonunini ifodalaydi
16.6-masaln.Massast m ga teng moddiv nuglar - F con (bu
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erdar va o — o'zgar-mas miqdorlar) qonunga muvofig
o’ zzaruvehi kuch ta'sinda to'g ni chizigli harakat giladi. Boshlang'ich
pavida pismning tesligis=o,  bo'lgan. Nugia harakatining tenglamas
topilsin.

Yechish. Boshlang'ich paytdagi nugtaning holatini koordinata
boshi uchun qabul gilib. x o'qni nugtaning harakat tracktorivasi
bo yicha vo naltiraniz

Nuqgtaga  vagqining funkstivasidan iborat Kuch ta'sir etadi
Nugtaning harakat tenglamasini (16.42) ko' nnishda tuzamiz:

di

ol F eviet
ar

o' zgaruvehilami ajratib,

aides = I coeatdi
boshlang'ich ¢ = 0 paytdas - shartni e’tiborga olgan holda bu
tenglamant integ-rallay miz.

¥
e -, = = san o
o

voki
iy
= 4 s o
e
voki
aly i o
— B+ sim o
l ey

o zearvehilarmt aratib,
de={n_+ : sl it
ot

tenglamani olamiz
Boshlang'ich sharilami ¢’tiborga olib, bu tenglamani integrallay-
miz
X= g+ £ : —conol
s "

3. Moddiy nugtaga lfagat nuglaning holatiga bog‘liq kuch ta'-
sir etsin. Bu holda (16.32) mi
w™ =y (16.:46)
et
vohi

*Y T

-
lan
hki

Nkt
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O

e dt

= X {x)
ko'rinishda yozish mumkin, Bmdai =p bo'lgani uchun
mu f;: = Xix) (16.47)

Orzgaruvehilarm ajratsak,
mindis = X ix)dv (16.48)
tenglama hosil bo'ladi
Nugtaning fo 0 paytda  absstissasi », tezligi ¥=v, pa teng
bo'lsin. Bu bosh-lang"ich shartlarda (16.48) ni integrallaymiz:
. .j.\'u_m- (16.49)
(16.49) ning o'ng tomonidag integralni 773/ bilan belgilaymiz
my mu /i
%,
So'ngg tenglamadan nuglaning tezligmi aniglaymiz.
p=2 k4 -2 fixd
]

} A

1x)

yoki
-
:i: = t,‘uf t ;r fix)
o'zearuvehilami qratsak,
v
+ W =ufy
‘lr_: . .r;r fix)
bo“ladi

Nugtaning 1, -0 pavida absstissasi x ga tengligini ¢ tiborga olib.
bu tengla-mani integrallab, x ni vagtong funkstivasi sifanda aniglash
mumkin.

4. Moddiy nuqtaga ta'sir etuvchi kuch fagat nugtaning
tezligign bog'liq bo'lsin. Bunday hollar odatda qarshilil kuchini
tisobga olganda uchraydi v= ) botlgan  holda  nuglaning
to°e’n chizigh harakat tenglamasini ikki usulda integrallash mumbin

1 Moddiy nuqgta harakatining differensiial tenglamasing

o
m u-_run (16.50)
it



ko rinishda olib, o’ zgaruvchilami ajratamiz:

micfiy

FiC 0

Nugtaning f, 0 pavida tezligi & =u, ekanligini ¢'tiborga olib, bu
tenglamani integrallaymiz:

=df

* odi
= 16.51
m;[ S i { )
(16.51) ning chap tomonidagi integralni hisoblab. olingan ifodam
v ga nisba-tan echsak,

45 =y (1652)
n'!

bo'ladi. Boshlang'ich t, 0 paytda absstissa x, ekanhigini e’tiborga
olgan holda bu tenglamam integrallab. nuquaning harakat qonunim
aniglaymiz
x=x + j:_nit Vel
11 Nugta harakatining differenstial tenglamasini yana quyidagicha
vozish mum-hin

du -
m =

iy
O zearuvehilami ajratamiz;
mixie
= dbe
iy
Bu tenglamani yugondagi boshlang®ich sharilarda integrallasak.
Smnxdy
j —=X—x, (16
5 )

(16.33) ning chap tomomdagi integralni hisoblab. olingan teng-
lamani o ga misbatan echsak, tezlikni masofaning funkstivasi sifatida
aniglaymiz

i -
imeesdl x)
PBundan
& =di
ywix)
Bu tenglamani yuqondagi boshlang‘ich shartlarda integral laymiz:
[ (16.54)
L px)
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(16,54) ning chap tomonidagi integralni hisoblab. olingan teng-
lamani & ga nis-batan echsak, x ni vagning funkstivasi sifatida
ifodalash mumkin.

Nazorat savollari:

1. Moddiy nuqta harakatining differenstial tenglamalanini yozng.

2 Bog'lanishdagi moddiy nuqta  harakatining  differenstial
tenglamalarini yozing.

3 Dinamikaning asosiy masalalanni aving.
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17-BOB. MODDIY NUQTANING TO'G‘RI CHIZIQLI
TEBRANMA HARAKATI

Tayanch sozlar: tebranma harakat, erkin tebranma harakat. elastik
Jism bikrligt, so'nuvshi tebranma harakat, majbunty tebranma harakat,
resonans.

17.1-§. Umumiy mulohazalar

Bu bobda modddty nugraning harakat turlandan biri bo'lgan va
texnikada alohi-da ahamiyatga ega bo'lgan tebranma harakat ustida
1o stalamiz.

Tebranma harakatlar turh tabiatga ega bo'hshi mumkin. Masalan.
mshootlar  povdevoriming  tebranishi, mashina  va  mexanizm
qismlanning tebranishi, tovush (o'lqinining tarqahshi jarayonidagi
tebramishlar  mexanik hamkat natijasida sodir bo'ladi; tebranish
Lontun, radioto’Iginlar kabi tebranishlar elekir va magnit may-donlan
kuchlanganhgi o’ zgarishi bilan bog*hq bo’ladi. Shunga garmmasdan
tebra-nishlar bir xil qonuniyatga bo'vsunadi. Masalan, mayatnik,
prujinaga osilgan yuk va vagon kuzovining lebranishlan,
konturidagi tebranishlar yoki suvdagi ke-maning chayqalishi
differenstial tenglama bilan 1fodalanisht mumbkin,

Nugiamng tebranma harakauni o' rgamishda

1) harakat differenstial tenglamalanni tuzish;

2) tebranma harakat qonunim aniglash;

3) tebramsh davrini hamda muvozanat holatidan eng katta
owishini isoblash kabi masalalar bilan shug ullanamiz,

17.2-§.  Moddiy nugtaning evkin tebranma harakati

Moddiv - nuglam  muy ozanal

AL o M AL x
holangan  qavtanshga  antiluveln : ]—_-1
kuchga gaviaruv-che kuch deviladi —[__l_ o
Nuglaga uning muvozanat S i

holatidan  og-shiga  proporstional
bo‘lgan chizigh gaytaruvchi kuch ta’sir etgan holm ko'ramiz. x
o'qni M nuquaning to'g'ri chizigli harakat tracktoriyasi bo'y-lab
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vo'naltiramiz. Koordinatalar boshi € ni M nuglaning muvozanaida
bo'lishi mumkin bo’lgan holatda olamiz (17.1- rasm).

Agar nugia muvozanat holatidan x masofaga og*dirilsa, u holda
unga x o°qi bo'vlab hamisha O nuqglaga vo'nalgan qaviaruvchi F
kuch ta’sir eladi. Bu kuch-ning x oqdagi proekstiyasi quyidagicha
aniglanadi;

X =-cx {(7.n
bunda ¢ proporstionallik keeffistientini ifodalaydi

M nugtaning qaytaruvchi# kuch ta'sindagi to’g'n chizigli harakat
difTerensti-al tenglamasini tuzamiz:

mi=-cx
yoki :. =4* belgilash Kiritsak,
E4lkx=0 (172

(17.2) tenglama mugraning erkin tebran-ma harakas dfferensoal
fenglamasi deyiladi.

Shunday gihb, moddiy nugltaning qaytaruvehi koch 1o siridagi
harakati ikkinchi tartibh bir jinsh o zgarmas koeffistentli differenstial
tengluma bilan ifodalanadi

Bu differenstial tenglamani integrallash uchun uning xarakienistik
lenglamasing (usamiz:

Ak =0

Bu tenglama i, =ik, i =& ildizdarga ega bo'lgani uchun  (17.2)

tenglama-ning umumiy echimi quyidagicha voziladi
v = eoshr + O, smky (17.3)
bunda ¢, bilan integrallash doimy lan belgilangan

(17.3) dan vagt bo'vicha hosila olib. nuguaning  tezligmi
ifodalovehi

t==Ck smAr+ C_keoskr (17-4)
munosabatn olamiz

€., integrallash - doimuslarini aniglash  uchun  boshlar
shartlar berilgan  bo'lishi herak. Avtavlik, boshlang'ich shanlar
quvidagicha bo'lsin:

1ich

t~Ddaxox, #=2 (17.5)
(17.5)ni (17.3) va (17.4) ga qo*vib.
. A
=il =
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ehanligimi kelurib chigaramiz C,.C.ning bu giymatlarini (17.3) ga
go'vib. M nug-taning harakat gonunini aniglaymiz:
v, coske + ;" sin ki (17.6)
Nugtaning harakatini vaqqolroq tasavyur qilish uchun € .C.0'miga
C, =awsina, C, = acosa
tengliklar vositasida aniglanadigan a va @ yang doimivlarmi Kirita-
miz U xolda (17.3) m
r=asn{ki +a) (17.7)
ko'nnishda yozish mumkin. Bu tenglama nugtammng garmonik re-
hranma harakarin ifodalavdi (8.5-§ pa qaralsin).
Harakat teligini aniglash uchun (17.7) dan vagt boyicha hosila
olamiz
% = ak cos(he +a) (17.8)
@ va am harakaming boshlang’ich shartlaridan foydalanib anig-
lash mumbkin. Aytaylik, harakatning boshlang’ich shartlan (17.5)
ko' rinishida berilgan bo'lsin. (17.5) ni (17.7) va (17.8) ga go-ysak.
x, = asma, §, = akeose
hosil bo*ladi
Bundan o va alar aniglanadigan

o= 5 l = *“ , (179

NS SR S (17.10)
342 Rty
| galrs i

munosabatlarmi olamiz

M nugtaning @ tebranish markazidan eng katta og’ishiga teng
bo'lean a ma-sofaga tehranish amplitidast deyiladi. M nuqlaning
berilgan ondagr holati va undan
keving harakat vo'nalishini

1

n
ifodaloveht kt argument 3 e
tebramish furzasi deviladi, o l L‘t\ L-\ ;
Boshlang’ich  1=0 payldagi —fE—— 5
. . o /

fazaning quvmati « rebramishfarning \\-/ \-/
hosh-lang ‘teh fazasi deyiladi

Nugtaning  erkin - lebranma 17 2-3a4m,
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harakat gra-figt 17 2-rasmda  tasvirlangan: bunda  x, = asinw
nuqlaning boshlang‘ich payi-dagi og'ishini ifodalaydi. Nugta bir
marla to’liq tebranishi uchun Lelgan T vaqt reb-ranish davri
deyiladi. Sinus funkstivasining davn 27 ga teng bo*lgani uchun
ki +T) v -kt + ) =27
ifodadan tebranish davn aniglanadigan quyvidagi formulani olamiz
7=% <2r ™ (17.11)
[

Tebranish dayrining leslan giymatiga teng bo‘lgan va nugtaning

bir sekund-dagi tebramshlar sonini ifodalovchi

K T (17.12)
katalikka rebranishlar chastotaxt deyiladi.
(17 12)dan ko ramizki,
-='1.:;2:r (17.13)

kattalik 27 sekund vaqt ichida nugtaning to'lig tebramshlar sonim
tfodalaydi, Bu kattahk tebranishlarning dotraviv chasioiasi deyiladi
Bu lormulalardan koramizki, erkin tebramishlar chastotasi va
tebranish  davn  boshlang'ich shartlarga  bog'lig  bo'lmay, Tagat
nuqinnmg massasi va ¢ koellistient-ga bog*liq bo’ladi,
17.1-masaln. Massasi m ga teng bo'lgan A yub
bikirligi ¢ go teng prujinaga ostlgan (17 3- rasm)
Pm}innning cho'zilmagan holdagi uaunligi s -1, un-
! ga osilgan yuk boshlang'ich tezliksiz qo'vib vubonl-
gan,  Prupnaning  stauk muvozanat  holandag
cho'zilishi i, ni ma'lum deb qarab, vukning te-
branma harakat qonuni, tebranish davii va prujina
elastiklik kuchimng eng katta qivmau aniglansin
i Yechish. Koordinatalar boshi uchun  vukning
173mam.  og'irlik kuchimg va prujinaning elasikhik kuchi sta-
ik muvozanatlashgan € nugtant olamiz. ¢ nugtada

g =cd, (1
munosabat o'nnli bo'ladi. Shunday qilib, @ Koordinatalar boshi B
nugtadan 2, -"¥ - masofada yotadi Ox ogni veriikal pastga

vo'naluramiz Yukning ixtivoriv holatini Af bilan belgilab, unga ta'sir
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etuvehi kuchlami rasmda ko' rsa-tilganidek tasvirlavmiz Yukka uning
og'irlik kuchi mg va prujinaning elastiklik kuchi 1a’sir etadi. Guk qo-
nuniga ko'ra prujinaning elastiklik Kuchi unmg cho’zi-lishiga pro-
porstional bo'ladi. ya'm #=ci  bunda ¢ - bikirhk Koeffistienti.
Bom b=l iy vx vukning A4 holatiga mos bo'lgan  prujimaning
cho’zilishi. Shu sababli prujina elastiklik kuchiming x o’ qdagi proeks-
tivasini F, =-e(2+x)  formula vordamida aniglash mumkin.
Y ukning harakat difTerenstial tenglamasini tuzamiz:
ner=nig —ol A, +x) (2)

Statik muvorzanal holatida (1) tenglik o'rinli bo'lgani uchun (2) mi
quyidagicha vozish mumkin

my=—gx
voki

Rl (3)
(3) tenglik erkan tebranma harakat differenstial tenglamasidir. Bino-
bann, prujina osilgan vuk garmonik tebranma harakatda bo’ladi.

= f
Ko'rilavotgan  holda tebramish chastotasi uchun f= /€ - (£
Ve (4
tebranish dayn uchun esa (17.12) ga asosan
=l i+

Yz
munosabat o rinh bo*ladi,
(3)  differenstial  tenglamaning  umumiy  echimini (17.3)
ko nimshida olamiz

w= 7 cowhi + 0 sin bt (5)
bundan
o ks ke 4 Ok conde (6)
Masalaning shartiga ko'ra boshlang*ich sharilar quyidagicha bo'ladi-
=0 da x= =i, 20 7N

(7) m (5) va (0) ga go'vib, ¢, «-2_¢. =4 bochshini aniglavmiz
Shunday qilib yuk
¥ = =4 conke (8)
gonunga ko'ra harakatlanadi.
(%) dan ko'ramizki. vukning tebranish amplitudasi @ prujinaning
statikh cho'-zlishi 2 ea teng bo'ladic =4 _. Shu sababli pryjinaning
eng katta cho® alishi uchun

Sy

an-
fan
hki

Ikt
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A =+ h =24,
munosabat o'rinli bo'ladi. Binobarin, prujinaning eng katta elastiklik
kuchi
Foo=eh,  =2ch_=2mg
ya'ni Py yukning og'itligi mg dan ikki baravar katta boladi,

17.3-§. Tezlikning birinchi darajasiga proporstional bo‘lgan
garshilik kuchi ta'sividagi moddiy nugtaning erkin tebranma
harakati

Yugonida nuglaning erkin tebranma harakati ko' nlganda muhining
qarshiligt (ishqalanish, havoning garshiligi va hokazolar) e'tiborga
olinmagan edi, vaholanki. texmbhada uchravdigan real masalalami
echishda qarshilik kuchini hisobga olishga to'g'ri keladi. Qarshilik
kuchi tebranma harakat xarakteriga pddiv ta’sir ko'rsatadi. Masalan,
bir uchi mahkamlangan va erkin uchiga vuk osilgan prujinani cho'zib,
so'ngra qo'yvib vuborsak, yuk bir necha mara tebranganidan kevin
havoning gar-shilik kuchi tulayhi to°xtavdi.

a Moy O 0°q bo'vicha harakatlanuvehi A moddiy

F * v onuqlaga £ qaytaruvchi kuchdan tashqan
11"«-11@: nuqtaning tezligi o ga qarama-garshi vo'nalgan
i & qarshilik kuchi 1a’sir etsin (17 4= rasm)
Nugtaning techigi uncha Kotta bo'lmaganda  garsilik  kuchim
tezlikning birinchi darajasiga proporstional deb qarash mumbin:
R=—pi
Bunda ¢ qarshilik koeffistientin ifodalavdy. £ qarshilik kuchimmng x
o'qdag proeksiyasi
=

# va R kuchlar ta'sindagi nuqaning harakat differensuial tengla-
masini fwsamis

My = ~ox — Jie

Bundan
¥4 2 e kiv=0 (7. 14)
ko ninishdagi tenglamaga ega bo'lamuz, bunda
Logt # =n
m L

(17.14) tenglama gaviaruvehi kuch va nugta tezliginmg hrincht
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darajasiga proporstional bo lgan qarshiltk kuchi 1a siridagt moddiy
muegraning  harakat  dif-ferenstial  tenglamasini  ifodalavdi, Bu
tenglama ikKinchi tartibli chizighi bir jinshi tenglamadic  Uning
xarakteristik tenglamasi 4, =-nxyvn® —4° ildizlarga ega.

Moddiy nuqta  harakatining  xarakteri bu ildizlaming qabul
giladigan qivmatlariga bog'lig bo'ladi Agar n & (garshilik uncha
katta bo'lmagan hol) bo'lsa, xarak-teristik tenglamaning ildizlan
qo shma kompleks sonlardan. n>k (qarshilik katia bo"lgan hol) bo'lsa,
hagigiy sonlardan iborat bo®ladi.

Bu hollarm alohida-alohida ko nb chigamiz:

|. Muhitning garshiligi uncha katta bo*lmagan hol (n &)

Bu holda &% -»" =47  belzilash kiritsak, xaraktenstik tenglamaning
ildizlari 2. =-n+ik, bo'lib. (17.14) tenglamaning umumiy echimi
quvidagicha bo'ladi:

v=e (0, cosh+ O, smki) (17.15)

Agare’ . integrallash doimvlan o*miga

O, wasmir ) = acosie
tengliklar vosiasida amqglanadigan o va @ o zgar-maslami kirisak,
nugtanimg harakat qonum
7 x=ae ™ smikr+a) (17.16)
tenglama bilan odalanady.

(17.10)  tenglama  nugtaming  garmonik  tebranma  harakat
tenglamasidan « = ho'paytuvchist bilan farq giladi. Bu ko'paytuvchi
vagtning o'tishi bilan nolga m-tiladi. va'm 1 —+= da ¢* -0 Shu
subabli (17 16) gonun asosida sodir bo'la-digan harakat se muvehi
tehranma harakar deviladi. Bunday harakat chastotast £, nuglaning
massasi m, proporstionallik koefMistienti ¢ bilan bir gatorda muhitning
qarshilih KoeMisuent # ga ham bog'lig
boludi

Sonuvehi tebrunma  harakal graligi
17.5-rasmda asvirlangan,

(17.16)  dasmidg+ei<1  bo'lgant
uchun x koordinataning absolyvut givmat

| W
shartm qanoatlantirad Binobarin,
so'nuyehi  tebranma  harakat  graligi «
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o0°qqa nis-batan simmetrik joylashgan
v=oe” VA x=-oe
chiziglarga galma-gal unnadigan sinusoida bilan ifodalanadi o va «
integrallash dommiylanni aniglash uchun (17.16) dan vaqt bo'vicha
hosila olib, nuglaning tezligini lopamiz:

w=ake " eos(hf +a)—ane " smiky+a) (17.17)
Agar boshlang’ich shartlar + -0 da x-x,. ¥=uv ko'rinishda berilgan
bo'lsa, ulami (17.16) va (17.17) ga go'vib. ushbu tenglamalar
sisiemasini hosil gilamiz
l"‘ = (ISIir,
tr, = ak, oS — i,
Bundan @ va « lar aniglanadigan

| o o, 4,
a= I+ — (17.18)
\ K
sn‘lu'_'-‘-' » um‘:u__-ru.r_ (1719
i ak,

munosabatlam olamiz
So‘nuvehi tebranma harakal chastolast

k =k =’ (17.20)
harakat davn esa
D= (17.21)
T 2

formula vordamida aniglanadi
(17.21) ni gquyrdagicha yozsh mumkin
o L e (17.22)
Eji=l 2]
| f,x I f
bunda T=i‘ bilan nuqtaning erkin tebranma harakat davn
belpilangan.

(1722) dan ko'ramuzki, sonuvchi tebranma  harakat  davn
nuglaning erkin teb-ranma harakat davrdan birmuncha katia boladi
Lekin qarshilik Kichik bo'lganda bu farq uncha katta botmavdi va
bunda 1 =7 deb olish mumkin. Binobarin, uncha katta bo'l-magan
mubitning qarshiligi erkin tebranish davriga devarli ta”sir etmavdi
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Maddiy nuglaning muvozanai
holatidan u yoki bu tomonga har gal
tebrangan-dagt maksimal og’ishi
so nuvehi tebranma harakar amplitudast
deviladi.

Agar bu amplitudalar ketma-ket qiy-
matlaridan tashkil lopgan a.a,. .44,
qatormi olsak, bu qatorning ketma- ket

@, hadlan vagming « va f_‘:ll-bl' 176,

paytlariga mos keladi (17.6- rasm). Ya'ni :,k—r_;]:'- bo'lib, nuqta

ity oa,a,,. larga op'gandagi vaqtlar avirmasi & ga teng arifme-
2
ik progressivani tashkil etadi hamda
‘i '._
e e (17.23)

i o™

muncsabat o'nnli bo'ladi. “ nisbat o'zsarmas bo'lgani tufayli

u,

I
amplitudalaming  ketma-kel qivmatlan. masraji ¢ ga teng
kamayuveln geometnk progressivam tashkil efadi ¢ % ga teng bo’lgan
abstrakt son tehramsh dekrement deyiladi. Dekrementning natural
lagan fmi moduliga teng kavalik Jogarifimk dekeement deviladi va u D
bilan belgilanad

Deline t="h o B (17.24)
2 k-

Migdon n pa leng bo'lgan Koeflistient semish koeffisienti
deviladi

Shunday  qilib, uncha katta bo'Imagan qarshilikming  moddiy
nuqtani erhin teb-ranma harakatiga ta’sin, vaqining o'lishi bilan
tebranish amplitudasining kamayi-shi bilan xarakterlanadi

2. Aperiodik harakat (7 k) Bu holda o’ ~4' =& belgilash Kirii-
sak. haraktenstik tenglamaning ildizlan

Ay ==t =k ==nth

haqigiy. manfiy va trlicha qivmatlarga ega bo'ladi. Shu sababl
(17 14) tenglama-ning umumiy echimi quyvidagicha yozladi
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= MO+ 0 ™) (17.25)
Agar €0, integrallash doimivlan o miga
AL E L ACE
¢, = =
2 3
tengliklar vositasida aniglanadigan yangi A va 8 doimiylami kinitsak,
(17.25)m

= o

* e

r=e (dE = +BE :‘ 1}
ko'rinishda voza olamiz Bu tenglamada
] - Ju -
IO ehu).t T =)

giperbolik funkstivalarmi kiritib, uni guyidagicha ifodalay miz:
v=e “[dchthe) + Bshihn)] (17.26)
Nugtaming harakatini vanada yagqolrog tasavvur gilish uchun 4 va
B o'zgar-maslar o'miga
A = asher, B = aclo
tengliklar vordamida aniglanadigan a va o o’ zgarmaslami kirtamiz U
holda (17 26) o'miga
x=ae sl ) (17.27)
tenglamani olamiz,
(17.27) dan ko'ramizki, #n &  bo'lgan holda nugia tebranma
harakatda bo'l-mavdi, chunki giperbolik sinus funkstivasi davny
funkstiva emas. Bu tenglama apeniodik harakatni ifodalavdi. Bunday

harakat erafim boshlang ich
S shartlaming ganday bo'lishiga garab,
X L 17 T-rasmda tasvirlangan

grafiklaming birortasi habi bolad

Agar nugta boshlang“ich pavida x
o’qming musbal yo'nalishi bo'vicha
vo'nal-gan boshlang'ich v, teslikka
ega bo'lsa u holda bu teslik hisobiga
nuqgta dastlab muvozanat holaidan
wsoglasha boradi. so'ngra
qavtaruvehi Kuch ta'sinda muvo-
sanal hn!ullgu asla-sehin _\nqllll:i::h:]
boradi (17 7-rasm. a).

Agar nuqta boshlang'ich paytda
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x o'qya garama-garshi yo‘nalgan o, boshlan-g'ich teslikka ega
bo'lsa. harakat grafipi 17 7-rasm. 0, ¢ dawdek bo'ladi. Bu hol-da
nuqtaning  boshlang'ich tezhigt  etarlicha katta bo'lsa. nugla
muvozanal holati-dan bir marta o'ub, so'ngra bu holalga asta-sekin
vaqinlasha boradi (17.7- rasm. g).

3.Chegaraviy holdagi aperiodik harakat. Bu holda xaraktenstik
tenglama-ning ildizlan o'zaro teng: hagigiv va manfiv givmalga ega
bo-ladi:

A=A =N
Bu (17.14) tenglamaning umumiy echimini
r=e¢ (Cr+C.) (17.28)
Lo nmishda yozish mumbkin. Bu holda nugtaning tezligi
F==ne " (Ct4C)+eC, (17.29)

formula vordamida aniglanads,

¢, ni topish uchun harakatming boshlang ich shartlandan foyda-
lanamiz Aytaylik, boshlang ich 1 = 0 payida nugia x —x; helaini egal-
lusin va ¥=u texlikka ega bo'lsin. Bu shartlarni (17.28) va (17.29) ga
qocy sak.

M=C000, = -+ 0 = -t + G
bundan
C =0, +x,

ehanligt topiladi

Co larming givmatlanni (17.28) pa qo'vib, nuqtaning harakat
gonunini quyi-dagicha voza olaniz:

v=¢ ‘|\'_+r_u +m‘d:i|

Bu tenglama vosuasida amglanadigan harakat ham so'nuvchi
aperiodik harakat-dan tborat bo’ ladi.

17.2-masaln. Massasi 2kg  bo'lgan M
nuqlaga  OM=r masofaga  proporstional, O
nuglaga  vo'nalgan,  Fhuch va nuglaning
tezheiga  qarama-qarshi yo'nalgan  hamda
tezlikning  binnchi  darajasiga  proporstional
garshilik  kuchio  ta'sir etpanda nuglaning
harakat qonunt  anig-lansin  (17.8- rasm).
Fhuchmng  proporstionallik Koef-fistienti ¢=
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98fLm, 0 kuchmng proporstionallik  koel-fistienti  y < 10474«
OC=2lsm, R=40sm.

Yechish. Qaytaruvchi kuch x ga. qarshilik Kuchi ¢ tezlik o ga
qarama-qarshi vo'nalganligini nazarda b, nuglaning harakat
tenglamasini quyida-gicha vozish mumkin

mi=X+0,
yoki
2§ =98¢ - 0%

Bu differenstial tenglamani

¥4 +kie=0
ko'rinishda vozish mumkin. Bunda 21 = 5, k=7,

Xarakteristik tenglama tuzib. uning ildizlarini aniglaymiz:

A= ii:t\'n.: —.‘t P2 5461444

Xarakteristik tenglama ikkita mavhum qo'shma ildizga ega
bo‘lgani uchun A/ nugtaning harakati tebranma harakatdan iborat
bo'ladi hamda (17 16) ga ko'ra nugtaning harakat qonunini

=g “sm{kg )
ko“rinishda yozish mumkin

Nugla 0 day, =R (X =034600, %, =0 boshlang“ich
shartlarda harakatlanishimi ¢“tiborga olsak, (17.18) va (1719 ga
ko'ra

v, %6
sner= Y= " 07061, =025
T

Shunday qilil, M nuqa =040 " duo it 0 25 00 gonunga ko'm
so’nuvehi tebranma harakatda bo-ladi

17.4-§. Moddiy nuqtaning majburiy tebranma havakati

Moddiv nugtaga qaytaruvehi kuchdan tashgari vagining daviy
funkstivasi-dan iborat bo'lgan uyg otuvelt kuch ham ta’'sir etsa, u
majburiv tebranma hara-katda bo'ladi. Davey kuch manby o'z
tabiatipa ko'ra turlicha bohshi mumkin. Yogilg®i vonishi notjasida
hosil boladigan gazlaming ichki yonuy dvigateli porsheniga (a'sir
huchi, elektromagnitlaming  o'zgaruvchan torush  huchlart ana
shular jumlasidandir
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Avtaylik, moddiy nuqtaga ta’sir etuvehi @ uvgotuvchi
kuchning x o*qdags
prockstivasi ¢, = Hsinipr+8) ga fteng bo'lsin. bu erda H—
uyg otuychi kuch-ning amplitudasi. r — uning dotraviy chastotasi.
& - boshlang*ich laeza

£ qaytaruvchi va O uygrotuvchi kuchlar ta’sindagi moddiy
nuqtaning ha-rakat differenstial tenglamasi quyidagi korinishga
epa bo’ladi:

iy = —ce + s pr+d)

voki
¥ fe= 01, sini pt +8) (17.30)
Bunda
et ,H,,:H
m m

(17.30) tenglama moddiy nugtaning inajburty rebranmea harakar
renalamast deviladi. Bu tenglama koeffistientlani o zgarmas bo*lgan
ikkinchi tartibli bir jinsh bo’lmagan chizigh tenglamadan iborat.
Uning vmumiy echimi &4 &%r=0 bir jinshi tenglamaning umumiy
echimix, = asinghs +a) va (17.30) tenglama-ning  xususy
mix ning vig indisiga teng:

XXX (17.31)
Agarp=h  bo'lsa. (1730) tenglamaning xususiy echimim
quyvidagi ko' ri-nishda olamiz.
v, = Asmi pr +8) (17.32)
Bu tenglamadagt A4 doimiy kattalikni aniqlash uchun (17.32) dan
vaqt bo'si-cha thkr marta hosila olib, # =—p*sm{pr+d8). x va &
larmng qvmatini (17.30) tenglamaga go'vib,
1k 2yl g+ -il:ff_nlnt;r! ) (17.33)
so ngra smi pe+5) oldidagt Koeffistientlar o zaro teng bo*lishidan
g e (17.34)
K =pF

munosabatni olamiz
(17 349 mi (17.32) ga qo'yib. xususiy echim uchun

i, .
= SSmipl o)
ki - P

ifodaga ega bo'lanuz
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Shunday qilib. (17.30) tenglamaning umumiy echimi quyidagi
ko'nnishda voriladi:

A‘:n:&m[.ﬁ.’.‘+:n+-k—f_"_"f’isnum+rﬂ (17.35)

Binobanin, moddiy nugtaga bir vagining o zida gavtaruveht va
wvg ‘oluvehi kuchlar ta’sir etsa, mazkur nugta & chastora brlon sodir
ho ladigan erkin tebran-ma harakat hamda p chastotali uvg ‘onochi
kuch  bilan sodir ho'ladigan majhiu-riv tebranma  harakatlardan
tashkul topgan murakkab harakatda ishitrok etads

(17.35) dagi @ va « doimuylar harakaning boshlang‘ich shartlari-
dan aniglanadi. Bu tenglamadagi nuqtaning majbury tebranma hara-
katini ifodaloveht oxirgi hadda imegrallash natjasida hosil boladigan
doimiylar qainashmavdi. Binobann, maghuriy tebranma harakat, nig-
ta harakatiming boshlang ich shartlariga bog Tig bo Tmaydi,

Nugtaning
¥, = !H_ csmipr 483 (17.36)

k=g
gonun asosida sodir bo'ladigan majbuny tebranma harakaiini batafsil
tekshiramiz.

Majburiy tebranma harakat amplitudast

1,

A= (17.37)
M

tenglikdan aniglanadi,
o

3

17.9-rasm. 17.10-rasm

Majbuny tebranma harakat tenglamasini uning amphitudas: orgah
quyidagicha tfodalash mumkin:

ks p bo'lsa, x, = A sin pr+8)
k< p bo'lsa, x, == s pr+8) =4 smi pr+d—x)

Osirgt ikKita tenglikdan ko*ramizki, agar & > p bo'lsa. maybuny
tebranma ha-rakat fazasi, ©, = i sin{ e +6) uvg otuveh kuch fazasi
bilan ustma-ust (ushadi (17.9-rasm): agar & p bo'lsa. mabuny
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tebranma harakat va uvg'otuvchi kuch qa-ramuo-qarshi fazaga egn
bo'ladi, ya'mi majbury tebranma harakat fazasi uyg otuv-chi kuch
fazasidan = ga orqada qoladi (17 10-rasm),

Majburty tebranma harakat amphiudasini chastotalar nisbati orqali
quyidagicha ifodalash mumkin;

i, 1, .
A= T
B -2

I o 4

(17.38)

H . 5 v .
bundax_ = ‘_:' bilan  nuglaga uvg'otuvchi kuchning maksimal
qivmatiga feng kuch ta'sir etganda uning muvozanat holatidan statik
ogiishum ifodalovehi Kattahk belgilangan, Agar "_" nisbatm # orqali

belgilasak.

n=-k= = (17.39

n kavalk diamkiik kocffisnentt 1
deviladi:  bu  koeffistient  maburty  «

lebran-ma  harakat amplitudasi  stauk |l
og ishidan necha marta ortiq bo*lishim ] [
tloda-laydi. 17 11- rasmda ifodalangan |
(17 39) ifodaning grafigidan ko‘ramizki, = |
i' +1 da dinamikhk koeffistienti juda i |
katta qiymaiga enshadi. |
i ) O (N )
1 2 3k
17 M-rasm.

17.5-§. Nugtaning tepkili tebranishlari
{17.30) tenglamaning umunuy echimini  yana quvidagi

ko'nmshda yozish
mumkin;

v =, coskl 4 C skt + J'_”" sin( pr 6) (17 440)
—p
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¢, Cointegrallash doimiylanini amglash uchun (17.40) dan vaqe
bo’vicha hosila olamiz;

¥ = —Clin kit + Ckcoskt + k-‘!’";’__ COR(pi8) (17.41)
Avtaylik, harakatning boshlangich shartlari quyidagicha bo’Isin;
=0 dax=xp £=%, (17.42)
(17 42)ni (17.40) va (17.41) ga go'vib €€, ni aniglavmiz;
- i,
Ciagx, - R LS
B T NS
(:—‘ i J‘:_P:Ll':(ﬁ

,.C.ning bu quymatlanni (17.40) ga go'vib. tenglamaning (17.42)
boshlan-g"ich shartlardagi umumiy echimini olamiz:
. 2 i, -
x = x, 005kt + 1 mnu—‘,_- L (sind - coshr
i (17.43)

B i ain k)b s pr +5)
A #

‘?
(17.43) dan ko'ramizhi, 2=0, & =0 boshlang’ich shartlarda ham
nuqtaning uye'otuvchi kuch ta’sinda
- zf'f‘ :lsm:l'-ulsk.'-i-f cosd kT
1

qonun asosida sodir bo'ladigan tebranishlan  erkin  tebramishlar
chastotasiga leng chastola lan ebranma harakatda boladi hamda
bu tebranishlar amplitudasi  boshlang'ich  shartlarga  bog'lig
bo'Imaydi

Majbuny tebranma harakat chastotasi o erhin tebranish chastotasi
& bilan devarli usima-ust wshganda, bir xil ampliwdali va qarama-
qarshi fazali ikKita bir-birga vagin chastotali harakatlam goshish
natyasida nuqianing  fepkili teb-ramsh  (bieme) deb  ataladigan
harakati sodir bo*ladi.

Avtaylik, :tl lekin (4" =p* = ) bo'lsin, u holda x4, & =0

boshlan-g“ich shartlarda (17.43) mi quyidagicha voza olamiz

v= .”' < [sing pr + 5 —sing ke + r»‘l[
K=p
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voki £ '_:'-k-= p deb qarab,

: - a+fi
sine —sn ff=2sm- > 'Hm:s--T"i-

formulani go* llab, umumiy echim uchun
ar,  (p-k )
X = -_-:im{ — ¢ feos( gt + ) (17 44)
&' = 2
tlodam olanuz
Agar

_ 2, . (p=k )
'“”-L‘—p’hm:l = ¢ (17 45)

belgilash Kiritsak, (17 44) n
v = A )ons(pr +8) (17.46)
ko rinishda vozish mumkin. Bunday harakat grafigi 17.12-rasmda
tasvirlangan
(1746) dan ko'ramizki. tepkili tebramshm chastotasi p. davn
* pa teng hamda amplitudasi vaqiga bog'liq (17.45) tenglik

bilan ifodalanadigan davriy go-nun asosida o'zgaradigan tebranma
harakatdan 1borat deb garash mumkin,
Bu holda amplitudaning o° zgansh davri
2r ix
o =l
vop-k p=k

-

formula bilan 1fodalanach

i i 2
gk bolgani uchun amplitudaning o'zgarish davii r==" ga
v

nisbatan ancha katta bo’lad

7.12-rasm
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17.6- §. Rezonans hodisasi

(17.33) dan ko'ramizki, p=4 bo'lganda (17.32) Ko'rinishdagi
xususiy echim mavjud bo'lmaydi. Bu holda xususiv - echimni
quvidagicha tanlab olamiz:

X == .H"- S s pi — s At )
ki =p

Bu echimni (17.35) tenglik bilan ifodalanadigan umumiy echim-
dan a, @ vao kaitaliklar

- _”' ca=08=0
Py
qivmatlami gabul qulgan holda kelurib chiganish mumkin. Agar p- &

=

bo'lsa, mazkur xususiy echim '[: ko' ninishidagi anigmashikdan iborat

bo'ladi Bu amig-maslikni vo'qotish uchun Lopital qoidasidan
loydalanamiz:

d (s pr —smr) |
st B (o =—Teastr o (174D
I diﬁ:—p"l y =k =
edp __F
Shunday qilib, p - & holida (17.30) tenglamaning  umuwmiy
echimini
v =asiihi par)- L Fnm’.r (17.48)

ko*rimishda yozish mumbkin.

17.13-rasmdax;
Tunkstiyv aning graligi
lasvirlangan  bo'lib, p k
bo'lganda va-ging o tishi
ilan tebramsh  amplitudasi
vagiming chizigh funkstivasi

. 13 T
b1 ; sifatida cheksiz ona boradi
1713 -raem. % Hi, Bu hodisaga FCZONNTS
L2 s devilad
Rerzonans hodisasini

e'tiborga olmashk natjasida
ba'zida insho-otlar to*saidan buzilib ketishi mumkin, Masalan, osma

s
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ko'prik ustidan soldatlar bir xil gadam tashlab o‘t-ganda askar
gadamlarining chasto-tasi ko'pnkning  tebranish chastotasi  bilan
ustma-ust tushganda rezonans hodisasi ro'y beradi va natijada ko®prik
buzilib ketishi mumkin. 1850 vilda Anjer osma ko'prigt ustidan 500
kishilik franstuz pivo-da askarlari bataloni bir me'vorda qadam
tashlab o'tib boravolganda bu ko'prik burilib kelgan va natijada 226
kishi halok bo*lgan

Akustika va radiotexnika hamda trli inshootlaming loyihasini
dinamik hisob-lashda rezonans hodisasi alohida ahamiyaiga ega.

17.3- masala. Bikirligi c <1964« bolgan prujinaga massasi 100
g bo'lgan magnit stegent osilgan. Magnitning pastki uehi J = 204 ger
A4 qonun bilan o zga-ruvchi tok eqadigan g aliakdan o'tadi. ¢ — 0
pavidan boshlab sterjenni solenoidga tortuvehi ok o'ta boshlaydi:
shu payiga gadar magnil sterjen prujinada qo®zp al-may osilib tur-
gan (17 14- rasm). Magnit bilan g-altak orasidagi o zaro ta'sir ku-
chi#wo0test Magnit slegeni  cho almagan  prujinaga osilib.
boshlang ich texliksiz go’yib yubonlganda u qanday qonun bo'vicha
harakat qihishi amglansin

Yechish, Magnit steqem 10°g ni chizigh harakatda boladi. Unga
P=ug og'ulik  Kuchii  F - cr=lapy elasuklik  kuchi:
e 0006m -03205 0 = — mag-nil stegeni bilan gtaltak orasidagi
uvgotuvehi kueh ta'sir etadn

Koordmatalar boshim magnit stefjenining statih muvozanat hola-
tda olib. ha-rakat difterensual tenglamasint quyidagicha vozamiz:

i = —eov 4 0320 sm 8
voki
#kv=H sinpt (1
' H 03X« " .
Bunda & 196,04 : W05 (ke pusn . pak  boleani
m " (1%} =

uchun reronans hodisasi ro’y bermaydi,
(1) tenglamanmg umumiy echiminix=x + v,  ko'nmshda izlav-
miz. Bunda
v, =L, conkr w0, sim ke (2)

(1) tenglamaning xususiy echimini
&y o= dsin pr (3)



Lo rinishda olamiz. ,;:’;:’f};x:.nmn . Demak. magnit sterjenining
majburiy tebranishi

x, =—0,023sin 8z = 0,023sin(8m — 2)
gonun asosida sodir bo'ladi. Bu tenglikdan ko'ramizki. majburiy
tebranma harakal fazast uyg'otuvehi huch fizasign qurama-qarshi
bo'ladi,

Shunday gilib, (1) tenglamaning umumiy echimi uchun
%= C cosldt+C, s | dr = 0,023 s 8w (4)

ifodani olamiz. =
€,y integrallash doimivlanni  aniglash uchun (4) dan vagt
bo'vicha hosila olamiz
e=- |4(",».1|||-Ir + 140, cos T4 — (0,57 8 sim By (5)
Masalaning shartiga ko'ra boshlang'ich = 0 pavtda magnil sier-
jem
mg

X, =—d, =——==-D05u

€
holami egallaydi vai =1 =0 Bu boshlang®ich shartlarm () va (5) ga
qovib. €.C% i aniglay iz
C,=-005,C, =00413
Shunday qilib, magnit sterjeni harakat gonum
x==005cos [4¢ + 0041 35 Hr = 002350 8o )

bo‘ladi.

Moddiv nuqta tebranma harshatiga  doir  namunaviy  masala
echimi va lisob-grafik ishlan vanantlan 3-tlovaning 2-topshing ida
keltinlgan

Nazorat savollari:

1. Moddiy nuqta tebranma harakau deganda nimani wushunasiz

2 FErkin tebranma harakatga misollar

3. Bir nechta elasuk jismlarga ekvivalent elustih jpsm bikrlig

qanday topilad.

4 So'nuyshi tebranma harakatea misollar kelunng

3. So*nuyshi tebranma harakat diffeniisial tenglamast vosng

6. Magbuniy tebranma harakaiga misollar kelurimg

7. Majbuny tebranma harakat dilferinsial tenglamasini yozing
8. Majbuny tebranma harakalga rezonans
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18-BOB. BOG*LANISHDAGI MODDIY NUQTANING
HARAKATI

Tayanch so‘zlar: bog'lanishdagi nuqia dinamikasining asosiy
tenglamasi, qo'zgalmas silliq sit ustidagt nuqlaning  harakati.
Lagranjning  birinchi xil tenglamalari, silliq egn chizig bo'viab
harakatlanuvchi nuglaning harakati
18.1-§. Bog‘lanishdagi di ikasining iy tenglamasi

Agar nuqgianing harakai bog’lanishlar bilan cheklangan ho*lsa.
bunday nugla bog lanishdagi nugta deviladi.

Statika bolimida ko'reanimizdek, jismlar sirl, ip. zanjr, slerjen
voki shamirlar vositasida o‘zaro bog'langan bo’lishi mumkin. Am-
mo bog’ lanishlar qanday predmetlar vositasida amalga oshinilishidan
gat’i nazar bog*lanishlarni analitik usulda ifodalash mumkin,

Bu bobda akuy kuchlar ta’sindagi nugtaning qo”zg almas sirl us-
tidag voki bertlgan egri chizig bo'vlab harakau o'rganiladi Mazkur
STl wL1 eeri t,llle‘]qlllllj, tenglamasi bog fanish renglamasi deviladi,

Bog lanishd: nugianing  harakatini  o'rgamishda stauka
bo*hmida ko nlgan bog-lanmishdan bo’shatish pnnsll]nd:m foydalani-
ladi. Bumng uchun bog lamish-ming Af nugtaga ta'sirini bog lanish
reakstiva kuchi & bilan almashurib. mazkur nugtam aktiv kuchlam-
ing teng la'sir etuvchisi © va bog'lanish reakstiva Kuchi &
ta'sindagi werhin nugay  deb garaymiz U holda Nvutonning
ikkinchi gonuni-ga Ko'ra bog'lamishdagi nugta  dinamikasining
asosiy ganum

ma =47 + R (18.1)

ko*rinishda vozlad
Agar moddiy nuqta harakatlanadigan sirt yoki egri chiziq ideal
silliq bo lma-sa, u holda boglanish reakstiva kuchi £ m normal
reakstiva kuchi v va dinamik ishqalamish kuchi 7 dan tashkil top-
ean deb qarash mumbin, Shu sababli ideal sillig bo’lmagan sirt voki
chiziq bo'vlab harakatlanavolgan nugta uchun (18.1) ni quytdagicha

yoramiz

mia=F 4N+ F2 (18.2)

b
-1
n



Dinamik ishqalanish kuehi /™ nugtaning tezlik vektori i ga
qarama-qarshi yo'naladi.

Agar moddiy nuqta ideal silliq sirt yoki egri chizig bo'vicha
harakatlansa, di-

namik 1shqalanish kuchi bo*Imaydi va bunday nugta uchun

mi=F+N (18.3)
tenglama o‘rinli boladi.

(18.2) voki (18.3) tenglamalar vositasida nugtaning massasi, unga
ta'sir etuv-chi aktiv kuch va nugta harakatlanadigan sirt yoki egri
chizigning  tenglamasi  be-rilganda  bog’lanishdagi  nugta
dinamikasining asosiy masalalarini echish mum-Kin.

18.2-§. Qo‘zg*almas silliq sirt ustidagi nugtaning harakati.
Lagranjning birinchi xil tenglamalari

Agar M nugta biror qo'zgalmas sillig sirt ustida harakatlansa. u
holda M nugtaning koordinatalan
fix,x2)=0 (I84)
sirtning lenglamasini qanoatlantinshi kerak
(18 3) m Dekart koordinata o'glariga proekstivalay miz

me=X 4 \l
=Y +N_ } (18.5)
mE=L+N

f funkstivaning gradienti sirga o“tkazlgan normal  bo'vicha
yo nalgam uchun
Ngradf
boladi. Bunda
df = df - df
sl = 4 4
wrdl JI'J o J;*
bo-lib. .F!'.-{J"Iu‘f
dr dv ds
o'qlandagi proek-stiyalann ifodalavdi. Shu sababl v va prad £ mng
Kollinearlik shartng

xususiv hosilalar grad /  ning koordinata

N =demdf voki Ni+N j+Nk=i i A (18 0)
Y iy o dr J
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ko rinishda vozish mumkin. Bu erda 2 - proporstionallik koeffistienti
bo'lib. hog -
lanish ko pavaevehsi deyviladi.
(18.6) dan. N, N .V, larni aniglab, (18.5) ga qo’ysak.
R e L e
e =2\ +.4‘:‘_,mf|-} +/.‘!\_.m.—{.' +/.J: (18. 1)
tenglamalami olamiz. Bu tenglamalar qo'zgalmas  sirt ustida
harakatdagl negra wchun Lagranjning birinchi xil tenglamalarini
ifodalay di
(18.7)va (18 Hdan toritax, 3.z, 2 topiladi
{18 6) ga asosan reakstiva kuchining normaldagi proekstiyasi
oo () (4] (4]
formuladan amqlanadi

18.3- §. Sillig egri chizig bo*ylab harakatlanuvehi nugtaning
harakat dif-ferenstial tenglamalari

M nugta Oxyz koordimatalar sistemasiga misbatan qo'zgalmas
bo*lgan sillig egn chiziqda harakatlansa,bu chizigni ikkita
filx, wmiz) =0, filx v 2= (8.9
sirtlaming kesishgan chizigny deb qarash mumkin. Bu sirtlarni ideal
sillig deb qa-rasak, u holda moddiy nuqtaga ta'sirini N, N normal
reakstiva huchlan bilan al-mashtinsh mumkin. Sillig egri chizigmng
normal reakstva kuchn & V. laming yvig'indisiga teng bo’ladi. (18.3)
tenglamant quyvidagicha vozsh mumKin:
mii=F+ N, +N, (18.10)
(18 10) m koordinata o glanga proekstivalab, nuqamng maskur
o'qlarga ms-batan harakar differenstial tenglamalanni olamiz:
m¥=X+N,, u_\'__‘.\
mi =1 +N, +N,, (18.11)
mE=L+N_ +N,.. |
N, N, normal reakstiva kuchlan mos ravishda grad f; va grad f
ga kollinear bo’lgani tufavli
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g L . dff ¢
.\’|=p1gnn#'|=f.'[{{;¢ +-:g—-.; + (&j*)

’ ’ i (18.12)
N, = 4 grdf. EA‘[‘::: .-'-1-:!{? ,“1’1{: .f.']
(18.12) ni nazarda tutib, (18 11) i
mi‘=.\'+z.1[‘g ]-— ;‘j‘ }
mp =1 HI f]“[,}: ] (18.13)

o y (44 = :f{; |
mf—£+4,['tjif.,[ = J
ko nimshda vozish mumkimn.
(18.13) tenglamalar go zg'almas sty egri chizig boyicha
harakatlanuvehi nugta wchun Lagramming birincht xil ienglamalaring

odalaydu.
(18.13) (18 9) dan noma'lumlar x. v, =, 4 va 2 lar topiladi

(18 12) ga asosan bog'lanish reakstiva kuchlarimingn, va . nor-
mallardagt proekstivalar
N A
N =41 ol =+ + +
1 = 4 e ) Lﬂ L) :
u.;r ] _ ,rf (Y]

\ e

(s 14)
=34 eradf, —;r
formulalar vordanuda nniq!nnmlu

18.4- §. Berilgan egri chizig bo*ylab haralatlanuvchi nugia
harakat differenstial tenglamasining tabiiy koordinata
o*qlaridagi ifodasi

Nugta ko'zg'almas egni chizig bo'viab harakatlangandn uming
harakatini ta-bity koordinata o'glariga nisbatan o rgamsh qulay
bo'ladi. Af nugta akuv kuch £ ta'sinda qo'sgtalmas sillig. egn
chiziq bo'ylab harakatlansin. Bu egri chizig-da biror ¢ nuqtani
sanog boshi sifatida olamiz va vov koordinatasimng musbat va
manfiv vonalishini korsatamiz. A7 nuglada unnma ¢ . bosh
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normal # va binormal & lardan
tashkil topgan tabiiy koordinata
o'glarimi (8.4-8) o'thazamiz (18.1-
rasm) va M nuqtaning egri chizig
boyvlab  harakatini  ifodalovehi
{18.3) tenglamani tabiny koordinata
o'glaniga proekstivalay miz

ma, =8 ma, =F, + N_.ma, =TI +iv,

voki tezlanishning o = 4 :.‘:’.‘?’-_ =i, =0 prockstivalanni
) il ot
e tiboren ol-sak,
ny = I':Au.-‘:-— =F +N,0=F+N, (18.15)
’_‘}

(18 15) tenglamalar go'zg‘almas sifhg egri chizig  bo vicha
harakatlanuveli nugianing  tabiny keordinara o 'glaridagt  harakat
differcastal tenglamalar! deviladi

Bu tenglamalaming (18.11) tenglama-larga nisbalan  afzalligt
shundan  iboratki. (18.15) tenglamalar vordamida nugta ha-rakat
gonunini va boglanish reaksuva kuchlanini alohida- alohida aniglash
mum-kin.

Avtavlik, moddiy nuqla bir  tekislikda yotuvel go zg almas
sillig. egn chizig bo'viab harmkatlansin, U holda ( 18.15) m

0

ms=F .m = +N, (18.16)
';)
ko*rinishda vozsh mumkin

18.5- §, Matematik tebrangich

Vertikal tekishkda jovlashgan silhig avlana bo‘vlab oghirlik kuchi
lw'sinda  ba-rakatlanuveln moddiy  nuqta matematik  tebrangich
deviladi, Masalan, bir uchi mahkamlangan cho®zilmaydigan va
og'irligh hisobga olinmavdigan ipga osilgan M moddiy nugtani
matematih tebrangich deb qurash mumhkin. M nugtining  holatim
iping vertikal bilan tashkil gilgan @ burchagi bilan aniglaymiz.
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Aytaylik, nuqta  massasi  m. ipning
uzunligi { bo'lsin, Af nugqlaga uning og'ir=

lik kuchi 77 va ipning reakstivasi ¥ 1a’sir
etadi (18.2- rasm),

M nuqtaning  harakat  diflerenstial
tenglamasim tuzish uchun

v=s=lg . p=l
F =P =-mgsing F, = P, =-mygcosip
18 2-rasm. bo'lishini e’tiborga olamiz. U holda (18.15) m
quyidagicha voza olamiz:
mig = =mg s,
mlgy’ =-mgeosq + N,
Bu tenglamalarm
q.ﬁ".'a:.'i'ln{{l:“ (18.17)
N, =ml§* +mgcosp (185.18)

ko' rinishda ifodalash mumbkin. (18,17) tenglama vositasida matematik
tebrun-gichning haraknt qonuning, (18.18) vordamida ipming reakstiva
Kuchini aniglash mumkin.

(18 18) dan ko'ramizki, ipning reakstivasini aniglash uchun ¢
kattalikm ¢ bur-chaknng funksuvasi sifatida iodalash Kerak. Buning
uchun

2 Hrgﬁ dyp ) .qu\t-' i I
T o
munosabat o'nnli bolishini nazarda tatib, (18 17) m quyidagicha
yosamiz:
1“-:"'— s qdip

Boshlang ich shartlar r =0 da ¢ .. ¢~ ¢, integrallaymiz

[

z.f!efm' 2 —_u,-fsimww

voki
Iip* =2 g(cos = cosg, )+ g (18,19
(I8 19) ni (18.18) gaqo'yib, N, ni aniglaymiz
N, =mig’ + me(Fcosg - 2eosq, )

Agar nuqtaning boshlang“ich tezligi v, = /¢, bo'lsa ipning reakstivasi
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A _-‘":" Fmg(3cosg - 2eosg,) (18.20)

(18.17) tenglama chizigsi# differenstial tenglama-dan iborat bo'lib
uning echimi-ni elementar funkstivalar orgali ifodalab bo’lmaydi.
Tebrangichning smgp =@ sha-rini qanoatlantiruvelt  Kichik tebranma
harakatini tekshiranuz. Bu holda tebrangich-ning harakat differenstial
tenglamasi quyidagicha voziladi:

,_};.f,p;:: (18.21)
Bu erkin tebranma harakatdagi nuglaning harakal difTerenstial
tenglamasiga o'xshashdir. (18.21) ning umumiy echimi quyidagicha
ifodalanadi:
At
:p:usm[\‘:fr-ru ! (18.22)

'

Shunday qilib, matematik tebrangichning kichik tebranishiart
garmonik feh-ranma  harakatdan thorai bo'ladi. Tebrangichning
Lichik tebranishlar davn

= D 1 5

7= e (18.23)
formuladan aniglanadi. (18 23) dan ko'ramizki. tebrangichning kichik
tebranishlar dave boshlang’ich og'ish burchagi @ ga  bog'lig
bolmavds

Nazorat savollari:
1, Bog lanishdagi nuqta dinamikasining asosiy tenglamasi
2 Qo spalmas silliq sirt ustidag nugtaning harakati
3. Lagranyning binnchi xal tenglamalari
4. Sillig ezn chizig bo'vlab harakatlanuychi nuqlaning harakat
3. Matematik tebransich.

e
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19- BOB. MODDIY NUQTANING NISBIY HARAKAT DI-
NAMIKASI

Tayanch so'ziari: nisbiy harakat differenstial tenglamalari,
ko‘chirma va Ko-niolis merstiya kuchlari. klassik mexanika, nisbivlik
prinstipi, nugtaning nis-biy muvozanati, vasnsizlik,

19.1-§. Moddiy nuqianing nisbiy harakat dilferenstial  ten-
slamalari. Ko*chirma va Koriolis inerstiya kuchlari
Yugoridag boblarda moddiv nuqtaning harakati inerstial siste-
maga nisbatan o'rganildi. Lekin ko'pincha nuqtaning harakating jx-
tivoriy ravishda harakatlanuyvchi obekt bilan boglangan Koordinata-
lar sistemasiga nisbatan tehshirishga 10°g'n keladi. Masalan. nugian-
ing harakatini tezlanuyvchan harakatdagi raketa. samolyot voki kos-
mik kema bilan bog'langan koordinatalar sistemasiga nisbatan
o'rganishga ehtivoj tug tladi. Nugtaning inerstial bo'Tmagan bunday
sistemaga mshutan harakati uning nisbiy harakatini ifodalaydi.
Bu bobda massasi m bo’lgan va benlgan
s kuchlar w'sindagi M nuganing  qo'z-
gralmas O, 5y¢C merstial sistemaga nisbatan
ma'lum  qonun  asosida  harakatlanuvchi
qozg'aluvcht Oxyz koordinatalar sistema-
o= Sigu nisbatan harakotim ekshivaniz (19.1-
rasm). Kelpusida O, 508 merstial sistemant
‘ qo° 22 almas deb qaravmiz
P — Bog'lanishdagi  nugla  dinamik asiming
qo zg almas koordinatalar sistemasiga mis-
batan asosiy fenglamasim

mi=F+ Rt (19.1)
korrimishda yozamiz. Bunda  # aktinv kuchlar-ning teng ta'sir
eluvchisi, £ — boglamish re-akstiva kuchi

Koriolis teoremasidan (13.3- §) foxdalanib. nug-taming absolyut
tezlanishint uming nisbiv, ko'chirma va Konolis teslanishlan orgali
odalaymiz

d, =d +d, +d, (19.2)
(19.2)ni (191) 33 qo‘yeak,

ma, +ma, +ma, =F + &
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vokia .4, gatnashgan hadlami o'ng tomonga o'tkazsak,
i, = (—amed 4+ (=mid, )+ 5+ R (12.3)
tenglama o"rninli boladi.
(19.3) da quyvidagi belgilashlami Kirttamiz:
i =—mai, (19.4)
@, =—mi, (19.5)

Miqdor jihatdan nuqtaning massasi bilan uning  ko‘chirma
tezlanishi kupaytmasiga teng va ko'chir-ma tezlanishga garama-
qarshi vo*nalgan & vektori ko ‘clitrma nerstiva kucht deyiladi.

Migdor jihatdan nugtaning massast bilan uning Kornolis tezlanishi
ko'paytma-siga teng. vo'nalishi Korolis teslanishiga qarama-qarshi
bo‘lgan @, vektori Kort-olis gerstiva kuchi deyiladi.

Natijada (19.3) m quyidagicha yozish mumkin,

md. =@+, + I+ 1 (19.6)

(19.6) tengloma  nugraning  inerstal ho Imagan  sistemaga
wishatan harakae differensnal tenglamasini yoki misbiy  harakat
differenstial tenglamasint ifoda-laydi.

Demak. nisbiy harakat differenstial tenglamasi (19.6) mi tuzish
uchun nug-taga ko'vilgan aktiv kuchlarning teng ta'sir etuvchisi
va bop-lanish reakstiva kuchlan £ qatoniga ho'chirma merstiya
kuchi & va Konolis merstiva kuchi o, larmi qo shish Kerak.

Ko'chirma va Korolis inerstiva  kuchlanm  hisoblashda
kinematika  bo'limi-da  chigarilgan  ko'chirma  tezlanishni
ifodalovehi (13.22)

d, =, +E, x 4+, x (a6, x p) (19.7)
hamda Koriolis tezlanishi aniglanadigan (13.24)
d, = 2|, xv, | (19.8)

formulalardan fovdalangmiz

(194), (193), (197) va (19.8) formulalardan Ko'ramizki,
ko'chirma va Koriolis merstiva huchlan nuglaning boshga ob’ektlar
bilan o zaro 1o siriga emas. balki nuqtaning massasi hamda nisbiyv
va ko'chirma harakatigagina  bog'hq bo-ladi.  (19.6) ni
koszz aluvchi koordinata o'qlanga proekstivalab. misbiy haraka
differenstial renglamasin Dekari koordinata o'qlaridagi ifodasin

olamiz
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mE=d, +D, +F, + R,

mi =, + B, +F, + R, (19.9)
mi =, 4, + F 4R,

19.2- §. Klassik mexanikaning nisbiylik prinstipi

Aytavlik, ko'chirma harakal o, =const ©'zgarmas teslik bilan
sodir bo'ladi-gan to'g'ri chizigh ilgarilama harakatdan  iborat
bo'lsin, ya'mi Oxyz ko'zg'aluv-chi koordinalalar sistemasi ham
merstial sistemadan iborat bolsin. U holda  ko'chirma harakay
tezlanishi & =0 bo'lad, shuningdek, ko'chirma harakat 1o0'g'n
chizigli ilgarilama harskatdan iborat bo’lgani wehun @ =0 vy
Koriolis tezlanishi 4, =0 bo*ladi. Bmobann,

rj'}_ —.:]'}‘ =}
barlib, msbiy harakat differenstial tenglamasi (19.6) ni
uiu'_:u':+f{' (19 10)

ko'ninishda yozish mumkin  Bunda nisbiy harakat differenstial
tenglamasi bilan absolyut harakat differenstial tenglamasi (19.1) bir
il ko rinishga epa bo'ladi

Agar M nugta Qyén¢ va Oxvz mmerstial sistemalarga nisbalan
harakatlansa hamda ulaming ikkinchist binnchisiga nisbatan e teshik
bilan to*g*n chicigli 1l-garilama harakatda bo*lsa, u holda nuglaning
mazkur sistemalarga misbatan radi-us-vektori gquvidiag munasabat
bilan bog'lanadi:

Fo=Fanig (RN
Bunda tkkala sistema uchun vaqt bir xilda o' tadi. va'ni

L=t (19.12)
deb qaravmiz (19.11) va (19.12) formulalar Galrley almashiirisi
deviladi Biror mersual sistemadan boshga nersual  sistemaga
o'tishda dinamika gonunlari bu almashunshga nisbatan myarant
bo'ladi. Bu natija Masstk mexanikaning aishiviik prinstipr. deb atala-
di. Bu prinstipga ko'ra, barcha inerstial sistemalarga nishatan mod-
div nugta bir x1l qonun asosida harakatlanadi
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19.3-§. Nugtaning nisbiy muvozanati. Vaznsizlik

Agar moddiy nugta go’zg-aluvehi Oxyz Koordinatalar sistemasiga
nisbatan tinch holatda bo'lsa. u holda uning nisbiy tezligi. nisbiy
tezlanishi hamda Kori-olis tezlanishi nolga teng bo*ladi. Shu sababli
(19.6) dan quyidagi ko'rinishdagi nisbiv muvozanal (englamasini
olamiz’

@+ FrR=0 (19.13)

Bu tenglamadan ko'ramizki, nugra msbiy muvozanaida bo'lsa
nuglaga qo=vilgan akiv va reakstiva kuchlare ko chirma inerstiva
ket bilan muvazanatla-shadi. ;

Olingan natijadan foydalanib og'irlik kuchi mavdonida vertikal
boylab tes-lanuvchan (voki sekinlanuvchan) harakatlanuvehi jism
vasnining ortishi yoki kamayishini tushuntinsh mumkin

Jisoming  uni tutb  uruvehi  gorizontal  lavanch  ekishgiga
Lo'rsatadigan bosim kuchiga uning vazni deviladi.

Masalan, vukning tarozi pallasiga Ko'rsatadigan bosimi yukning
vaemint ifodataydi

Agar jism qo'vilgan taghk vertikal
bovicha tezlanuvchan harakatda bo'lsa. u
holda mazkur jismga ta’sir etuveln Yer tor-
tish kuchi (ogarhk kuchi) P =mg va jismn-
ing vaeni bir-binidan farg gilishin quyvidagi
misol vordamida izohlash mumkin, Agar
lifi kabinasi vertikal bo'vichad tezlanish
bilan yugonga qarab harakatlansa, bu tez-
lanish ko chirma tezslanishdan iborat bo"lib,
ko chirma inerstiya kuchi @ = ~ma  mayjud
bo'ladi. Lift habinasi polidag jismga ver-
tikal past-ga yvo'nalgan uning og'irlik kuchi
hamda kabing polining reakstiva kucht ¥
ta'sir etadi (19 2-rasm). (19.13) pa asosan
bunday jismmng muvozanat tenglamasi

@ kmg+N =0 (19.14)

Lo nmishda vosladi. (19.14) ni lift harakatlanayolgan yo'nalishga
proekstiya-lasak,
g+ N =ma=0




munosabat o'rinli bo'ladi. Bundan
N = mig+a)

ifodani olamiz, Binobarin, ko'nilayotean holda yukning vazni ortadi,
Bu hodisa ortigcha yuklamish deb ataladi

Start holatidan vertikal yuqoriga tezlanuychan harakatlanay olgan
kosmik ke-ma ichidagi passajirlar ortigeha vuklanishga duchor
bo'ladi.

Agard tesanish vertikal pasiga vo'nalsa. u holda  ko'chirma
inerstiya kuchi o, yo'nalishini o"zgartiradi hamda

N=mig=a)

bo'lib, yukning vazni kamavadi. Xususan, @ g bolsa, vamsiziik
holarga duch kelamiz.

Kosmik kemalami uchirishda ortigeha yuklamish va viensizikng
hisoblash alohida ahamivalga ega

19.4-§. Jismlarning muyvozanati va harakatiga
yer aylanishining ta'sivi

Yeming o'z 0'qi atrofida

= e = (OO0 728
243600
burchak teslik bilan aylamishi, Er siriga vagin psmoimg muvozanati
va harakotiga ganday tw'sir etishim quyidagt ikki holda konb
chigamiz

1. Yer sirtiza yagin nugqlaning
nishiy muvoranati. Ipea osilgan va
massasi | ga teng M nuqglaming ver siri-
oo vaqin tinch  holating  tekshiramiz
(19.3- rasm)

Qo'zgaluvehi  koordinatalar  siste-
masi boshim Yerning markaadag ©
nugtada olib. Oz o gmi shimoliv quibga.
Oy oqni M nuglaga taallugh
mendianning ekvator bilan kesishgan
19:8: axy. nuglasiga. (x o'gni esa mazkur men-
dian tekisligiga perpendikulyar

vo naltiramis
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M nugtaga Yeming markaziga vo'nalgan F(F =mg .8, - gravitas-
tion tezlanish) tortish kuchi va ipning taranglik kuchi Fta'sir ela-
di(19.14) formulaga asosan, M nugla nisbiv muvozanatda bo lish
uchun £ va ¢ kuchlar qatoriga ko'-chirma inerstiva kuchi o, mi
qo’shish kerak. va'ni:

F4T+d) =0 (19.15)
Yerning sutkalik aylanish burchak tezligi o*zgarmas bo’lgani wfayh
@ huch fagat avlanish o'qiga perpendikulyar yo nalgan @ normal
tashkil etuvchidan (markazdan gochirma inerstiva kuchidan) iborat
bo‘ladi hamda bu kuchning moduli quvidagicha amglanadi:
@7 = mw’ R, = mm; Reosd
bunda & bilan A nuqiaga mos geografik parallelniig radiusi
belgilangan. Natija-da (19.15) ni

F+T +dir =0 (19.16)
Lotrinishda vozish mumkin:

/' kuchmng migdorini o’lchash uchun ipni dinamometr bilan

almashtinish mumkin. Dinamometr vordamida
P=mg=-T (19.17)
nugta og'irlik kuchiming migdorini aniglaymiz. Buni nazarda tutib.
(19.16) for-muladan quyidagi munosabatni olamiz:
P=mg=F+d (19.18)

Shundav qilib. Yer sietiga vagin nugramng og'irlik kuche Yerning
tortish kol bilan markazdan  gochirma inerstiva: kuchiarining
geometrik vig ndisiga teng bolod

19 3-rasmda geostentrtk kengltk @ bilan belgilangan. M nugla
Yerga nisbatan tinch holatda bo'lganda ipning taranglik Kuchi bi
vornalgan chiziq hagigiy veritkal deb ataladigan yo*nalishni ifoda-
Tavdi. Bu vo'nalish bilan ekvator tekisligi orasidagi @ burchak geo-
grafik kenglik deviladi

19 3-rasmda ko ramizki. haqiqiv vertikal bilan Yer radiusi or-
sidagi bur-chakni y bilan belgilasak,

p=+y

munosabat o rinh bo*ladi
(1916) m ipga  perpendikulyar bo'lgan MK yvo'nalishga

proekstivalaymiz
Fsmy -+ sngp=0
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Bunda F=mg,, & =mo Reost bo*lgani uchun

sy = m;_.'? s cosil
munosabat o'rinli boladi.
Yeming burchak tezligio, =00000729y ', radiusi R =6350000u8 va

og'irlik kuchining teslanishiz, =98Lu/s" bo*lishini e’tiborga olsak,

oR =003
8.
binobarin, y=¢-@ burchak juda kichik bo'ladi hamda tagriban
smy=y= '!,‘-"'-"-fa'inw
2,

deb yozsh mumkin. 9 =45° bo’lganda » maksimal qiymatga ensha-
di.

(19.16) mi ipning vo'nalishi MH ga proeksuyalaymiz

T'=Feosy + @] cosp =10
bunda® =g, 0 =mo Reost va 3 burchak geografik kenglih gpn
mishatan juda kichik bo'lgandacosp =cost ehanhgini e'tiborga ohb,
ipning taranghk ku-chi 1" ni aniglay miz:
T=ng, - mm Reos® p=mig, - Reos’p) (19 19)

(19.17) ni nazarda tutib, (19 19) dan Yer sirtidagi os’ithk kuchin-

ing tezlanishini aniglaymz

L
g=p0-"—cos*p)
°
Binobann, g katahk nugtaning geografik kenglign ¢ ga bog'lig
ravishda
o zgarad.
Quyidagi jadvalda turh geografik kengliklarga mos og'irlik kuchi
tezlanishi g ming givmatlan kelurilgan.

150 } 45° ‘ 60" 75° | 90°
5!.’?':@3_[ 97931 0806| vs19] osas| 0§32

2, Erkin tushayotgan jismning vertikaldan og*ishi. Havoning
qarshiligini hisobga olmay, Yer sirtiga vagin masofada erhin tu-
shayotgan moddiv nugtaning harmkanga Yeming o'z o'q atrofidagy
avlanishi qanday w'sir etishini ko'rib chi-qamiz.  Buning uchun
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ka'zg aluvchi Oyxyz koordinatalar sistemasi
boshini  Af nuqtaning boshlang'ich holau
My volgan vertikalming Yer sirti bilan Ke-
sishgan jovida olamiz (19 4-rasm). O
o'gni hagigiy vertikal bo'vicha yuqoriga,
(x ogmi meridian tekisligida Oz ga
perpendikulyar ravishda janubga hamda
(2 o°gni sharqga yo naltiramiz

M nugtaga Yer tortish kuchi# =mg,.
ta’sir etadi. Nugtaming msbiy  harakat
tenglamasini  twzish uchun bu  Kkuchga

ko'chirma  inerstiva  kuchi & =" 19.4 rasm,
vakoriolis inerstiva kuchini qo’shamiz
mii, ="+ = 2milad, =03, ) (19.20)

Yugorida ko rganimizdek. Yerning tortish ku-chi bilan ko'chir-
ma inerstiva kuchini og'irdik kuchi P=mg bilan almashiinb,
nuqtaning nisbiy harakat tenglamasini quyidagicha yozish mumkin:

mid, =mg — 2milal, <17 )
_\OI\I
@, =g=2n, <) (19.21)

Birinchi yagqmlashishda Yeming avlanishini ¢ tborga olmasak,
nugta ver-tikal bosvlab g tezlanish bilan harakatlanadi.

Konols inersiva kuchi @, nuqgtaning og'irhik kuchi / ga
nisbatan ancha Kichik bolgant uchun ikkinchi yaginlashishda
nuglaning nisbiy tesdigi o ol vertikal
bo'vicha pastga vo'nalgan deb  garash
mumkin. Yeming 0’2 oqi atro-Nidagt
aylanish burchak teslik vektoni o ver
avlanish o'qi bo'vlab janubdan shimolga
vo'naladi. U holda  Koriolis fezlanishi
g, = 2w, <) NOS mendian tekisligiga
perpendikulyar ravishda garbga. Koriolis
merstiva kucht  esa sha-rgqa vo'naladi,
Shundav gilib, ikkinchi  vaqinlashishda 19 $-musm.
nugia vertikaldan sha-rqga og'adi (19.5-
rasm). Bu og'ishning migdorini hisoblayvmiz
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w, ning koordinata o’ glaridagi proekstiy alan
a,, =m, cosp.a, =0m =0, smp
tengliklar vositasida amglangan sababli
I Fi i
al,xtl, = = cos@ (0 @ sing
i S
munosabal o'rinli boladi. Buni nazarda wiib, (1921) ni x, y =
qo‘zg aluvchi
koordinata o*qla-riga proekstiyalaymiz
&= 20w, s
¥ = =20k, smp + 2o, cosg) ¢ (19.22)
F=—g £ 2pm, cosg |

Nugia harakatini quyvidagi boshlang'ich shartlarda tekshiramiz:
e

=0y B
- (da o0 vens=0 [ (19.23)
(19.22) mi (19.23) boshlang ich shartlarda integrallaymiz:
i=2va snp l
= =2, Surg+zin, cosg) {19.24)

Fo—gl+ 20, cos

Bunda integrallash dotmivlan nolga teng bo lishim  isbotlash
mumkin.

Yeming burchak tedigi  mugdor jihatdan juda kichik bo'lgam
uchun birinchi vaginlashishda (19.24) da qamashgan hadlarmi hisobgea
olmaymiz, U holda

=0 3=02==g
Bu tenglamalami (19.23) boshlangich shartlami ¢ tiborea olib inte-
arallasak,

x=0p=0z=H—g" /2 (19.25)

Bu tenplama Yeming o'z o'qi atrofidagi suthalik avlamshini
e'iborga  olmagan  holdagi nuqlaning  erkin  ushish  gonunim
ifodalavdi. x, v = laming (19.25) vosita-sida  aniglanadigan

qiymatlarini (19.22) ga qovamiz

¥=0¥=2m gicosp. 5 =g
va hosil bo'lgan tenglamalami (19.23) boshlang'ich shantlarda
integrallab, ikkinchi vaginlashishda erkin tushuvehi nugtaning harakat
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qonunini aniglayvomz
x=0,p= irrl,gi’ursrp.: =i —grf2 (19.26)
(1926)  dan vagn ¢ ni vo'qolib, nugia tracklonyasining
tenglamasini aniglaymiz
2= gy Yo (19.27)
O
(19.26) dan ko'ramizki. N balandlikdan bosh—lnn_g'ich a_!.fjiks'u_
tushavotgan M nugta Yeming o'z o' qi atrofida aylamshi natijasida

! .
v= gt eos
L ].“ LR eosg

gonun asosida sharqqa og'adi. Nugta Yerga tushgan payidagt uning

vertikaldan og'ishiO s, ni v, bilan belgilasak, shu paytda =z - O
bolgam uchun (19.27) dan fovdalanib v, mi aniglay miz:
Y

V, = Lm RS [
¥y SO e

Nuazoral savellari

1. Moddiy nuglaning nisbiv harakat differenstial tenglamalar.

2 Ko'chirma va Konolis inerstiva kuchlan

3 Klassik mexanikaning nisbivhk prinstip,

4. Nugtaning msbiv muyozanati.

5 Vamsizhih

6 Jismlaming muvozanati va harokatiga ver aylanishi qanday
ta’sir qgiladi?
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20-BOB. MEXANIK SISTEMA DINAMIKASIGA KIRISH

Tayanch so‘zlar. mexanik sistema, mexanik sislemapa 1 sir
etuyshi kushlar, me-xanik sistemaning harakat dilTerensial tenglamasi,
sistemaning massalar markaz, massalar markazi koordinatalan. iner-
SIva, inersiva momenti. jismning inersiva momenti. oddiv shakllar in-
ersiva momenti,

20.1-§. Mexanik sistema. Mexanik sistema nugtalariga ta’siv
etuvehi kuchlarni Klassifikastiya qilish

Mexamik sistema (voki qisqacha sistema) deb shunday moddiy
nuglalar topla-miga aviiladiki, uning har bir nugiasining hamkat va
holati sistema tarkibiga ki-ruveli boshga nugtalaming harakati va
holatiga boglig boladi

Mexanik sistemaning qanday tanlab olinishi biaung ixtivor mizea
bog'lig; ma-salan, avtomoebilni mexanik sistema deb olish mumkin
voki uning motorini, tor-mozlash sistemasini (voxud vlaming ayvim
evenolarini) alohida-alohida mexanik sistema deb qarash mumkin
Shuningdek, stalgan jismm camalar (nuglalar) o p=lamidan iborat

mexanik sistema deb tasayyvur gilish mumkim

Agar jismlar (nugtalar) bir-binga o”zro ta'sie etmasa (masalan,
suvdagi kema, uchavolgan samolvol va harakailanayotgan poesdlar
bir-biriga o*7zaro fa’sir etmay-di), bunday jismlar o plami mexanik
sistema bo“lmavdi

Agar mexanik sistema nugtalan orasidagt masolalar o zparmasdan
qolsa (ma-salan, absolyut qatig psm), bunday sistema
mexarik ststema deviladi

Mexanik sistema nuqtalanga ta'sir etuvehi kuchlanmi chki va
tashqi kuchlarga jratiladi. Mexanik sistemani tashkil etuvehi nugualar
(yoki jismlar) ning o"zaro ta'sir kuchlan ol kech-far deviladic Ma-
salan, Quvosh sistemasidagi planetalar-ming o*zaro 1a'sir kuchlap
ichki kuchlardan iborai. Mexanik sistema tarkibiga Kirmaydigan
nuqta yoki jismluming berilgan sistema nugtalanga ta'sir kuchlar
tashqt kuchlar deviladi Masalan, kemani mexanik sistema deb qa-
rasak. kema gismlarining ogaulih Kuchi, suvning garshilik kuchi
tashq Kuchlami ifodalavdi. Odatda, tashgi kuchlar /7. ichki kuch-
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lar £ bilan belgilanadi.

Mexanik sistemaming  qanday  tanlab
olinishiga qarab bitta Kuchning o'z vo
tashqr. yo ichki kuchdan iborat bo'lishi
mumkin, Masalan, avtemobil motorida
porshen. shatun va Grsakli valni mexanik
sistema deb qarasak. gazlaming porshenga
ta’sir kuchi  tashgi  kuchlardan  iborat
bo’ladi. vaholanki, motorm mexa-nik sis-
tema deb qarasak, bu kuchlar ichki kuchlardan iborat bo ladi

Mexanik sistema nuglalanming harakati ichki kuchlarga ham.
tashqi kuchlarga ham bog hq boladi.

Nyutonning uchinchi gonuniga ko ra mexanik sistema nuglalar-
ea fa'sir etuvehn ichki kuchlar jufi-juft ravishda miqdor jihatdan
teng, vo'nalishi gara-ma-qarshidic. Shundan kelib' chigib. 1chki
kuchlaming quyidagi ikkita muhim xossalarint olamiz

| Sistema barcha ichki kichlarining geomerrik yig'indist (ichki
kuchlarmng bosh vektort) nolga reng

20.1-rasm.

A

t

CFE=0 201
Bunda /7 bilan nomen «  ga teng nuglaga ta'sir etuveh ichki
kuchlar-
ning teng t'sir eluvchisi belgilangan, N - mexanik sistema
{arkibiga  kiruvehi nuqtalaming som Kel-gusida N ta nugla
bo'vicha wigiindi  olinganda  yi-g'indi chegaralarini  tushirib
VOAIMIZ
© 2 Sistema barcha ichki kuchlarmimg ixtiyoriy nigraga pis-
betan momentlarinmg  geometrik vi-gtindest (ichke kuchlarning
hash momenti) nolga teng.

ML=Y M, F)=0 (20.2

yold : _
M= =l =0 (20.3)
Sistema ikkiah/, A nugtalardan tashkil topsa, bu xususivatlami
aconlikeha isbotlash mumkin. Xagigatan ham. A, Af, nugtalar £ 5
ichki kuchlar bilan o'zare 1a'sir etsa, Nyvulonning  uchinchi
qonuniga ko'ra F'=-F  bo'lgani uchun F/+F=0 (enghk
bajariladi, ) nuqiaga nisbatan ikhala kuchning yelkasi /i ga teng
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bo‘lgani uchun bu kuchlaming © nugtaga misbatan momentlan ham
migdor jihatdan teng. yo'nalishi garama-qarshi bo'ladi (20, I-rasm).
. natijada

ohis MEY MY =0

sist tenglik o' rinli boladi. .
sive Mexanik sistema N ta nugladan iborat  bo'lganda  ichkj
arei kuchlaming binnchi va ikkinchi xususiyatlarimi isbotlash uchun
ichki kuchlar sistema tarkibiga jufi-juft bo'hb Kinshini e'tiborea
olish kerak.
(20,1) va (20.2) m koordinata oqlariga proekstivalab quyvidag
tenglamalarni olamiz: : .
2 Tx=0, EN=g, ZZog
:$ YMEY =0, XM (F) =0, Y M (F') =g
hol: Bu tenglamalar fazodagi kuchlar SISlemasining  muyosanal
tenglamalari  (646) ga o'xshasada, 1chki  Kuchlar  sistemas
bog muvozanallashmaydi, chunki ich-ki Kuchlar sistemaning turli
yok nuglalariga qo'vilgan va  bu Kuchlar w'sinidan  sis-temaning
e nuqtalari bir-biriga misbatan ko'chishi mumhin,
20.2-§. Sistemaning massalar markazi
Mexanih  sistemaning  harakatim
o rganishda mazkur sistema nuqualan
mas-salarining tagsimlanishing
xarakterlovehi kaualiklami amglash
it kerak bo'ladi
e Bu Kattalik lar massalar
geameirivasida o reaniladi
tasl Mexanik sistema Nt nuqtadan
(vo tashkil  topean va  massalari
_SQL' 20 2-rasm, mam, oy, Baleng bo'lsing Sistema
ich nugialari M M A/ ning Oxyz
:::i‘ Rourd‘inalatar sislema-siga nisbatan radius-vektorlanim 7 5.7,
e koordinatalarinl (v .2 )05 vz (0,20 bilan belgilaymiz
tas! (20 2-rasm). Sistema tarki-biga kiruvehi nuglalaming massalari
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yig'indisiga teng

M=Y¥m,
kattalikka sestemaning massast deviladi. Radius vekton
o 9
7, = 204
o=t ( )

formula vordamida aniglanadigan geomeink ¢ nuqta sisfemaning
mrassalar markazi deyiladi

(20:4) ni Deekart koordinata o*glanga proekstivalab, sistema mas-
salar markaznmg koordinatalan anmiglanadigan formulalarn olamiz,

Y= AN V= Zm.y, 350 = e (20.5)
7T M M

Sistemaning massalar markazi sistemaning biror nugtasi bilan
ustma-ust tushmashigi ham  mumkin. Masalan, bir jinsli halgaming
massalar markax uning geometrik markazi bilan ustma-ust tushadi
lekin halgaga wallugli bo*Inavdi

(204) va (20.5) formulalardan ko'ramizki, berilgan mexanik sis-
tema massalar markazining holat unga ta’sir etuvehi kuchlarga emas,
sistema nuqalon massala-nning tagsimlanishiga bog'lig boladi.

(204) mng o'ng tomonidag 1fodaning sural va maxrajini g ga
ho'payiirsak.

. X om gy

T
voki o

s 1‘-:‘ (20.6)
bo'ladi. Bunda/! = g bilan sistema nugtalanning ogtirligi belgilan-
aun

7 2-§ da ko rgammizdek. (20.6) formula vordamida og"irlik kuchi
maydonidag gattig psmning og'wehik markaz aniglanadi. Binobann,
qattig jismming yohi o zgarmas mexanik sistemaning ogirlik markaza
uning massalar markazi bilan ustma-ust tushadi.

Lekin bundan og'irhik markaz va massalar markas aynan bir xil
ushuncham ilfodalavdi. degan xulosa kelib chigmaydi. Berilgan
o pearmas mexanik sistema og’irhk Kuchlanning teng ta’sir etuvehisi
qu';llgml nugta uning ogirlik markazint ifodalavdi. Binobarin.
og'telik markazi tushunchasini fagat oghirlik kuchi maydonidag:

95



el
sist
s1vi
ersi

g
hol
hol

boy
vol

{Jo
e

Las
(v

o zparmas mexanik sisiema (xususan, gatliq Jjism) uchun go'llash
mumkin, Massalar markazi esa qanday kuchlar a’sir etishidan qat’i
nazar. istalgan mexanik sistema (xususan. deformastivalanuvchi jism)
uchun ma’noga ega bo'ladi.

20,3- §. Inerstiva momentlari

Sistema  massalar markazining
holat sistema massalarining tag-
simlanishini to°liq xarakieray ol-
maydi. Masalan. bir xil A4 va 8 shar-
larming markazlandan aylanish o qi
0= gacha bo'lean i masolalarni
bab-ba-ravar orttirsak (20 3-rasm),

A u holda A va B sharlardan tashkil

topgan sistemanmg massalar mar-

kaa o zgarmaydi, birog sistemaning massalan boshgatha tagsimia-

nadi va nalijada sistemaning harakati o zgaradi (boshga shartlar

o' rparmaganda aylanish sekinroq sodir bo'ladi). Shu sababli mexani-

kada sistema massalarining tagsimlanishini xarakierlash uchun siste-
maning inerstiva momenti twshunchasi kiritiladi.

Moddiv nugtaning massasini biror 0" quacha bo'lgan masofy kyva-
dratign ko'pavtmasign teng Kattalih nuganing  o'gga  nishaian
anersiya moment deviladi

Sistema  nugtalanning  massalanni o'ggacha  (nugla voki
tekislikkacha) bo'l-pan  masofalar  Kvadratiga  ko'pavtmalanining
vig'indisiga teng skalvar Kattalik mos ravishda sistemantng o 'gga
(rugpta yoki fekistikka) nisharan imerstiya momenti deviladi

Nugqtaga nisbatan merstiva momentt ko pmcha gurbga nisharan
rerstiva mo-mentt deb ham ataladi .

Agar [ o'qqa, O nugiaga va [T tekislihka msbaian sistemaning
inerstiva mo-mentlanini /.7, val, bilan belgilasak, ta'rifea ho'm

i .::m.h.:_f” = im’_a;" i \_rrrl il (20.7)
formulalar o'nnli bo'ladi. Bundaw,  sistema  V/,  nuquasining
massasini, fio d lar esa mos ravishda W nugiadan [ o'qqa
nuqiaga va Il tekisikkacha bo'lgan masofalam ifodalaydr

S1 birdiklar sistemasida inersuya momentining olchanu kg m)
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bo*ladi.

Agar mexanmik sistema gattiq jismdan iborat bo'lsa. bu jism iners-
tiva  mo-mentlanni aniqlash  uchun  jismni massasim, ga
lengi(v =12 N} bo'lakehalar to°p-lanudan iborat deb qaravmiz va
(20.7) formulatarda m, lar o’miga Aw, lami qo'-vamiz. So‘ngra jism
tashkil topgan bo'lakehalar sonini orttira boramiz va N —» =, Am, —» =
da limilga o' tamiz

1= ]:1_1‘32::1_.*-;' :“[r.ll'ﬁbn (20.8)
bunda integral butun jism massasi bo'vicha olinadi,

Hajmea ega bo'lgan jismning 0°qqa misbatan inerstiva momenting
aniglash uchun (20.8) da dw =, munosabat o'rinli bo'lishini
e'tiborga olamiz Bu erda Ju jism bo'lakchasimng hajmini, p zichli-
gim bildiradi

Bir jinsh jism uchun p consr  bo'hishim e uborga olsak, o qqa
nishatan iner-stiya momenti uchun yana quyvidag ifodani olamiz:

A= f.‘{";‘\rn' = p[h"-ﬂ f {20.9)

Bu integral butun jism hajmi 1 bo*vicha ohinadi
Agar jism galinligi # ga teng (b const) yupga sirtdan iborat
bo'lsa. Jis=hds  deb garab (bunda ds sint bo'lakchasining yuzi),
(20.9) ni quyidagicha yozish mumbkin:
Ji=ph Ih:nf.t = ]h:dx (20.10)

Mazkur integral butun sirt  bo'vicha olina-di va p, =ph sint
achhgini (sirt bo’lakchasi massasining uning  yuziga nisbatini)
odalay-di

Xuddi shuningdek. ko'ndalang kesim yu-zasi § ga teng (v =
const) ingichka sterjenning o qga misbatan  nerstiyva  momenting
hisoblashda v = sditdl - sterjen bo'lakehasining weunligr) bo'lishim
¢ tiborgn olamiz

1= ps [ 1t = p, [t (20,01

iy
Ko rilavotgan holda integral sterjen kesmasi (sterjen 0'qi) bo'yiche
olinadi hamda p. = v sterjenning achliging ifodalaydi.
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Mexamk sistemaning.  jumladan,
qaittiq jismning Oxy= Dekant koordinata

o'glariga nisbatan nerstiva
momentlarini  hisoblaymiz.  Bunine
uchun Ixtuyony (0] nuqiada

koordinatalar boshini olib. sistemaning
massasi M, ga leng ixtivorly A/
nuqtasining koordinatalarimi (v .y =)
bilan  belgilasak, maskur  nugiadan
koordinata  o°glarnigacha bo'lgan
masolalar kvadrati mos ravishda
MAY=y+2)
MR =242
(M= t‘.'. ¥
formulalar yordamida aniglanadi (20.4-rasm), Koordinata o'qlaniga
nisbatan nerstiva momentlanni /.7 ./ bilan belgilasak. u holda

ular uchun

L=Fm (5 + '."I,}
I=%mx 20 (20.12)
L=%mixi+v)
munosabatlar o rinli boladi. \
Koordinatalar boshiga misbatan sistemaning inerstiva momenti
quyidagicha aniglanadi
L=Tmps =Fm (3 420 (20.13)
Bu erda «° bilan massasi m_ga teng \f nuqtadan koordinatalar bo-
shigacha bo'lgan masofa kvadrat belgilangan.
Xuddi shuningdek. koordinata tekisliklariga misbatan inerstiva
momentlan /.7, ¢, uchun ushbu formulalar o'nnli boladi

s ml= Y =Y o (20.14)
20,12). (20.13) va (20.14) dan quyvidagt munosabuatlami olanuz
I+1 1 =21, (20.15)
Ll + 1. =1 (20.16)
L=l +l d =1+ 1 =1_+I_ 20.17)

(20.15) sistemaming uchia Dekart Koordinata o°glanga nisbatan
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inerstiva mo-mentlarining vig“indisi mazkur sistemaning koordinata-
lar boshiga nishatan mer-stiva momentining ikkilanganiga tenghgini;
(20.16) sistemaning uchta koordinata tekishklanga misbatan inerstiva
momentlanimng vig'indisi mazkur sistemaning ko-ordinatalar boshiga
msbatan inerstiva momentiga tengligini: (20.17) esa biror o'g-qa
nisbalan sistemaning nerstiva momenti mazkur sistemaning shu 0°q
bo'yicha kesishuvehi ikkita o'zaro perpendikulyar tekisliklarga
nisbatan inerstiva moment-lanning vig'indisiga tengligini ifodalaydi,
Ko pincha sistemaning o°gqa nisbatan inerstiya momentini

I'=Mp (20.18)
ko rinishda vourladi, IJunda A — butun sistemaning massast. Iner-
siva momenti kgm® o'lchamga ega bo'lishim nazarda tutsak,
o, weunlik birligida o'lchanishiga ishonch hosil qilamiz Bu wzunlik
sistemening o 'gga nishatan inerstiva radiust deviladi. Agar siste-
maning o'qqa nisbatan inerstiva momenti ma’lum bo'lsa, inersliya ra-
diusi

15
L (20.19)
formula vordamida amglanadi.
(2018) ga  ko'm, mershva radiusi  psmning  massas
n'.u;.m:lmlaqiu_an nuqta-dan = o’'qgacha bo'lgan shunday masofaki,
bu nuglaning = o'qqa msbhatan merstiva moment shu o’qqa nisbatan
butun jismning inerstiva momentiga teng

204-§. Jismming parallel o*glarga nisbatan inerstiya momentlari
hagi-dagi Gyuygens-Shieyner teoremasi

Dismning massalar markaa orgali
o‘tuvchi o'gqa parallel bo'lgan o'qqa
misha-tan inershiva momentini hisoblashni
ko'nb chigamiz. Avtayhik, o zaro parallel
bo'lgan Oxyz va Cvy's’ Dekan koordi-
nata sistemalan benlgan bo'lsin, bunda ¢
nugla sistemaning  mussalar - markazida
jovlashgan (20.5-rasm),

O qqa misbatan nerstiya
momentining ta nifign ko'ra

299



el
sist
sive

ersi

nug
hol:
hol:

oir-
8isl

qol
me.

Las!
(ve
sal
1ch
i
Tas

L=Ymx +y

L=Fm( +¥)]
bunda m, bilan A, nuqlaning massast x.v.z va x ..z bilan
mazkur nug-taning Ovpz va (y's Loordinnlnlar siste-masiga
nisbatan koordinatalan belgilangan. Agar Oxy= koordinaalar sjs-
temasiga nisbatan massalar markazining koordinatalaring Vebien,
:::n belgilasak, u holda A, nugtaning koordinatalari

(20.20)

A R I e P
munosabatlar  bilan bog'langan  bo'ladi. Koordmalalnming bu
qivmatlarini (20.20) ga qo’yib. soddalashtirsak,
L=Fm (¢ +p) 20 Xm =20, Ty, + (e 447) S

ifoda hosil bo‘ladi. o

Bu ifodada Y (x+3)  pismming massalar markas orgali
o'tuvchi 0’gga misbatan inerstiya momenti: ¥m - o/ - butun Jism
massasi; Yy =Mc =0 va¥my =8 =0 chunki sistemaning
massalar markazini ifodalovehi € nug-ta (v y= I\;mrnimm;u;;
sistemasining hoshida olingani tulavli v = v =0, Bundan tashqari
wiapi=d® (d — Oz va &' o'glar orasidagi masofa) ekanliging

¢’liborga olsak.

=1+’ (2021

formula hosil bo*ladi.

Bu formula Ghmygens-Shieyier teoremasini lodalaydic hiror
0 ‘gyga nishatan Sistemaning inersuya momentt sistemaning massalar
markazt orqall shu o 'gqa parallel pavishda o 1gan o 'gga nisharan
inerstiva momentt bilan sistema massasint o ‘glar orasicdagi masofy
kwadratiga ko paytmastrung vig indisiga teng 3

(20.23) formuladan ko'ramizki. sistemaning massalar markan
orgali o°tuv-chi o’qqa nisbatan hisoblangan inerstiyva momenii unga
parallel bo'lgan o*qlarga nisbatan hisoblangan merstiva momentlar
ichida eng Kichik qivmatga ega bo'-ladi
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20.5- §. Bir jinsli ba'zi jismlarning inerstiya momentlarini
hisoblash

Ko'pincha murakkab shaklga ega bo’lgan jismni oddiy shaklh
Jismlarga aj-ratish usuli bilan uning inerstiva momentini aniglash
qulay bo'ladi. Bunday ji-smning inerstiva momenti uning bo’laklan
mnerstiva momentlarining vig“indisi-dan iborat deb garash mumkin.

Bir jinsh oddiy shaklga ega bo'lgan ba’zi jismlarning inerstiva
momentlari-ni hisoblashni ko rib chigamiz

I. Bir jinsli sterjenning
inerstiyva momenti. x o'qm ¥ o £ i "l
uzunhgi / ga teng in-gichka A8 ;€ ‘ e i oo i
stegen  bo'vlab  vo'naltiramiz /
(20.6-rasm),  Stegenning A4 7
uchidan o’tuvehi va uning o qiga =0 6 rasm.
perpendikulyar  vo'nalgan =
o’ qqa nisbatan inerstiva momentini hisoblaymiz.

e
=

2 E

»

: = > . M
Aviavlik, sterjenning massast A, zichhg p,= 7 ga teng
bo'lsin. U holda  sterjen ¢ bo'lakchasining massasiam = p e
chanligini nazarda tutib, (20 11) ga asosan quyidagini olamiz:
- ) LA O
.‘,_—;-,!r';h—- Py = ‘.m- (20.22)
O'gqa parallel ravishda stejenning massalar markazi orgali
wiuveht €= 0 qga mishatan merstiva momentini Gyuygens-Shieyner
leoremasiga asosan aniglaymiz

Io=1_+Ml
bunda
I A (&
= = —
[ —| 5 _.' == 2
Binobarin,
I r I r
! | M- =M el =i 20,
5 )z 4 3 4 12 (20:25)
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2 2. Ingichka doiraviy halganing iners-
tiya momenti. Massasil/va radiusi A ga
teng doiraviy halqaning markazidan uning

(' Al tekisligiga perpendikulvar ravishda o tuvechi
= (Cz o'qga nisbalan nerstiva momentini hi-
'-_‘_‘ | ¥ ot

soblaymiz (20.7 —rasm). Halganing barcha
nugtalari Cz o*qdan bir xil /i, = R masola-
B da jovlashgani tufavli (20.7) ga asosan
LaYmiE=Em R =M (20.24)
bo‘ladi, bunda ¥ m, =/ halganing massasi,

(20.24) formula massasi A/, radiust R ga leng vupga qobigh
stilindming markaziv  bov-lama  o'qiga  msbatan inerstiva
momentini to-pish uchun ham o'nnli bo*lady

3. Bir jinsli doiraviy diskning in-
erstiva momenti. Massasi A/, radius
Rt doiraviy diskning O nugtaga nisbatan
inerstiva momentini hisoblaymiz (20 8-
rasm), () qu-tbga nisbatan diskning
merstiva momenti shu nugiadan dish
tekisligiga  perpen-dikulvar  ravishda
o tuvehi (25 0" qaa nisbatan
hisoblangan inerstiva momentiga teng
bo'ladi. Diskda radivslan » va rodr
g ga teng aylanalar orasidagt doiray

halgam  gratamiz. Bu  xalganing

Massas:
dm = 2y
ga teng Bu erdap, = }f diskning zichligin fodalavdi (20.8) ga
Bl
asosan
T AT ’
]r Sl Jn 2erpdr =2, [ e =25, h\ 'l:' (20.25)
Bu I'urmul:l radiusi R ga teng doiraviy stilin- drming  markaziy
bo*vlama o'qiga nisbatan inerstiva momentini topish “uchun ham
o'rinh boladi.
Disk tekisligida Ox va Oy o°qlarga misbatan nuqtalari simmetrik
jovlashgani uchun / =/, (20.15) ga asosan 2/, =/ +/ +1, lekin
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1. =1, bo'lgani uchun
1 MR?
L=l =y ==

4. Quvurning inerstiya momenti, Massasi
M . tashqi radiusi R, va ichki radiusi R, ga teng
quvurning markasy  bo'ylama o'qi = ga
msbatan merstiva momenti radiuslan £, va R
oa leng domraviy stilindrlaming mazkur o'qqa
nisbatan inerstiva momentlanning ayirmasiga
teng bo'ladi (20 9-rasm), Shundan kelib chigib,
(20.25) ga ko®ra quyidagini olamiz;

e

e =M SmAL S

(20.26)

(20.27)

bunda A/, va AL, bilan radiusi R va R ga leng
stilindrlaming massasi belgilangan:

M, = pHizi M, = phli (20.28)

Buerda # quvuming uzunligi. (20.28) ni (20.27) ga qo’ysak,
lo= —1- pa MR — RY)
lekin quyuming massasi\/ X
M =M, =M, = p=tt (R} = R])

ga tenghigini e'tiborga olsak, quyumning markasy bo'vlama o'qi €z
ea nishatan inerstiya momenti uchun quyidagi tenglik o rinli bo'ladi:

b=\ R {20 29)

iz =g
5. Sharning inerstiva momenti.
Massast A . radiusi & ga teng sharning
markazi va  shu  markazdan  o'tuvchi
koordinata  o'qlanga  nisbatan  nerstiva
momentlg-rini  hsoblavmuz  Shar chida
radivsi # va qalinligi o ga teng shar
gobiz'ini fikran  ajratamiz  (20.10-rasm).
Uning massasi om pdv ho'lib, bunda
M M
| 4 =&
ajratilgan shar qobig ining hajmini ifodalaydi Natyjada
dnt = pdv = plartdr

I Achlikni;  do = 4o dr
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tenglik o'rinli bo*ladi.
Sharning markaziga nisbatan inerstiva momenti

< r B A V)
= Ir"u‘m = -'lzp_[r dr=4xp ';; = __‘.'n R, (20.30)

formuladan aniglanadi,

Shaming markasidan o'tuvchi hoordinata o’ glariga nisbatan iner-
stiya mo-mentlanni hisoblashda bu o’glarga misbatan shar nugtalari
simmetrik joylashgan-hgini nazarda wisak. 7, =7 =7, munosabat
o‘rinh bo'ladi. (20.15) ga ko'ra

2=l w1 =31, =31, =31
Binobarin.
3 ]
f.-fﬁf_.=_,‘f. = MR (20.31)

20.6-§. Jismning berilgan nugtadan o*tuvehi o*glarga nishatan
inerstiyn momentlari

Jismning biror O nugtasi orqah xv. v. = Dekart koordinata o’qlarin
hamda ix-tivoriy / o'gni o‘thazamiz [ o'qning & v, = o'qlari bilan
tashkil gilgan burchaklari-ni a. /2y bilan belgilavmiz (20 1 1-rasm)

Jismming [/ o°qga nisbatan inerstiva momentini hisoblay i
(20.7) ga ko'ra jismning [ o*qqa msbatan inerstiva momenti

{L=%mh (2033
formuladan aniglanadi. bu erda & A/, nugiadan ¢ o*qqacha bo'lean
masolh. L

e,

CORM, to'g'n burchakli uchburchakdan
B =1 = (0K, ¥, (20.33)
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bunda ¢’ =+ +7+27 bo'lib. x,,,z lar M, nugtaning koordinatlarini
ifodalay-di. OK, kesma ¢ =xi+y +sk  radius-vekioming Of
o'qdagt  proekstivasini ifodalavdi £  vektoming O  o'qdagi
proekstivasini aniglash uchun bu vektomi mazkur oqning birik
vektori (" =7coser 4 feos 1+ K cosy ga skalvar ko' pavti-mmiz:
OK, =¢ " =(x i 1, _:'+:_.i.' ) coser+ J cos f) +£:cmir] = (20.34)
v o+ v eosff 4z cosy
(20.33) da 57 m nuglanng koordinatalari orqali ifodalab, uni
cos’ar+eos’ fi+cos’y =1 pa ko pavtirsak. quyidagini olamiz:
W= 07+ 20 e0s" o +eos” i +cos’ y)—(x, cose +y, cos fl+
+3, cosy) =(1 + 2 )eos @+ () +27 )c0s” i +(x) 430 )cos’y = (20.35)
=2y z cos floosy — 2y, z_cosa cosy - 2y, x, cos fleosa
(20 35) m1 (20.32) ga qo'vsak,
£ o=eox’ @ m 07 42 1 reos’ {6l + 25 ) beos Ym0 407 -
Teos freosy 3om v, 2, — 2eosercosy T m x5, - 2eosfeosa i m, y x,
Bu tenglikda (20 12) ga ho'ra
T (4= =0, Tm (5 +27)=1,  Em ( ws)=F,

e

maos ravishda x. 1 = o'qlarga nisbatan inerstiva momentlan,

e =l Y mr s =1 Yo =T (20.36)
lar esa markazdan  qochirma nersuya  momentlar  ekanligmi
etiborga olsak, ji-smning [ o'gga misbalan nerstiva momenti
quyidagiea teng bo'ladi:

1, =1 eos a4 0, eos’ 41 cos® p =20 cos fieosy -
; bl = (20.37)
2 cusereosy - 21, cos fleosa
Jismming / o”gga nisbatan inerstuyva momentun aniglash uchun g,y
burchak-
Jardan tashgan O nugladan otuvely x v, 2 o'glarga nisbhatan
£ 000 0,0, olita anerstiva momentlanmi ham bilish  kerak,
(20.37) da e fy larga tuchicha givmatlar benb, € nugtadan o tuychi
o'glar dastasiga nisbatan jismning inerstiva momentlanini aniglash
mumkin
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20.7-§. Inerstiyn ellipsoidi

i, fi.y burchaklarga mos ravishda jismning
/ ©0°qqa nisbatan inerstiva momenti qanday
o'zgarishini aniglash uchun mazkur o'qda @
nuqtadan uzunlig

ON=- (20.38)
i,

ga teng kesmani qo vamiz (20,12-rasm)

N kesmaning vo naltiruveh kosinuslan:

x
COSr = =xyl,,

N
v i 0 34
§ = =y (20.39)
o | o vyl
(o ni:\ =24l

bunda x.y. = — N nuqtaning Koordinatalan. (20.39) ni (20.37) ga
qo'vib, [, ga qisqartiramiz:
Lt + =20 e =2 =2 =1 (20.40)
(20.40) tenglama « /.y burchaklar o' zgarganda (20.38) sharim
qanoatlan-tiruvehi N nugta ko'chadigan sirtni ifodalavdi. Bu sin
ellipsoiddan 1boral bo'ladi, chunki 7,20  boleam uchun (200 38)
formula vordamida aniglanadigan ON ma-sofa chekli bo'ladi Bu
ellipsoid mersnva ellipvoids de-viladi. Jismning har bir nuqgtasi vehun
o ziga varasha imerstiva ellipsoidi mavjud bo'ladi. Aear koordinata
o'glarini sirtning O nugtadan o'tuvehi o°zaro perpen-dikulvar bosh
diametrlani  bo'ylab  yo'naltirsak,  ellip-soidmng  tenglamas:
soddalashadi. Bunday o'qlarga mersiya bosh o 'glare deviladi
Jismmung  massalar mar-kaziea  nisbatan
yasalgan  inerstiva  ellipsoidi  markaziy
inerstiva ellipsordi devila-di. Markaziy iners-
tiva ellipsoidiming bosh o qlari murkaziy -
erstiva bosh o glary deb aialadi
Agar .7 hoordinata o'qlan wchun
merstiya bosh o glanm olsak (20 13- rasm),
ellipsoid  fenglama-sida  Koordinatalaming
ko*payvtmalan gatnashmasligi analitik
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geometriva kursidan ma’lum:
I, .\'|:+."I_3f+!=:,:=1. (20.41)
Bunda/, ./, . lar inerstiva bosh momentlanni ifodalaydi.
Agar € nugta orgali (2 th.0= bosh o'qlar bilan mos ravishda
. .7 burchak tashkil etuvchi / o'qni o'tkazsak, u holda (20.37) ga
binoan bu o qqa misbatan inerstiva momenti
1 =1, cos’a+l cos’ ol cos (20.42)
formula vordamida anmiglanadi
Agar xususiy holda ikkita inerstiva bosh moment-lan o' zaro leng
bo‘lsa. u holda inerstiva ellipsoidi aylanma ellipsoiddan 1borat
ho‘ladi. Uchta inerstiva bosh momentlari teng bo'lsa, merstiya ellip-
sondi sferadan 1borat bo'ladi.

20.8-§. Inerstiya bosh o*qlarining xususiyatlari

Inerstiya  bosh  o°qlanning  quyvidagi  xususivatlanni  ko'nib
chigamiz

| Berilgan nmugra orgali o tuveht Dekart koordmata o glaridan
bir ushbie nugra wchun inerstiva bosh o grdan thorar bo'lishe uchun
shu o'gga mos  koordinare gamashadigan markazdan goclinma
merstiva momentlart nolga teng bo li-shi zarne wa etarlidiy.

Zarurdigi. Avaylik. Oz 0°g O nugta
uchun vasalgan erstiva ellipsoidining
hosh o'qidan iborat hamda x va v
oglan ixtivorly  bo'lsin, u holda
merstiva el-lipsoidining har bir Mx. v
=) nugtasiga unga simmetnk bolgan MY
f~x. =v. =) nugla mos keladi (20.14-
rasm).

(20040 tenglamaga  dastlab M
so‘ngra M nugtaming koordinatalarini
qo'vib,

Tty w2 =2 v =21 s =2 _xy=|

LxP 4T 3 41 25 + 20 ye + 20 e =21 agr=1
tenglamalami olamiz Bu tenglamalarming ikkinchisidan birinchisini
ayirsak,
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A yz4dl =0 voki = p+1.x)=0
tenglama o rinli bo'ladi. M nugqtaning koordinatalan x. y. = lar noldan
fargli bo*l-gani uchun oxirg: tenglama faqat
I.=00.=0 (20.43)
bo"lgandagina o°rinli bo’ladi.

Yetarliligh. Agar  (20.43)  baojarilsa.  merstiva  ellipsoidi

tenglamasint
X+ + 12 =2 =
ko‘rinishda yozish mumkin. Bundan ko ramizki, = o'q inerstiva bosh
o'gidan iborat bo’ ladi.

2. Agar bir jinslt jrsm simmerriva tekishigiga ega bo'lsa, inerstiya
hosh o 'qlaridan birt simmetriva tekisligiga perpendikulyar bo lad:
hamde golgan ikkata inerstiva bosh o glari shu ekistikda yoradi.

Simmetniva tekisligida jismning ixtivory ¢ nuqiasini olib. Oz
o qni simmel-

riva tekisliniga perpendibulyar yo'naliramiz . U holda har bir m,
massali M, (X, Vo) nugtaga bu tehislikka simmetrik bo'Tgan xuddi
shunday massali Affx. V. - =) nugta mos keladi. A, va Af
nugtalaming koordinatalant fagat = koordinatasining ishorasi
bilan farq giladi.
Markazdan qochirma inerstiva momentlad /- va [ .. uchun

quvidagi tengliklar o*rinli bo"ladi:

I =Fmyz =Xmyz +3m (-2 )=0,

L= mEs =Ymzx v m (~2)5 =0

chunki jismning (1) gismiga musbat =, koor-dinaty, (1) qismisa -
=, manliy koordinata mos keladi.

1. va I ., markazdan qochma inerstiya momentlari nolea tene
bo‘lgani uchun Oz inerstiva bosh o*gidan iborat bo'ladi. Qolgan Or
va (O o'glan Oz ga tik bo'lgant uchun simmetnya tekishgida votadi

3. Agar bir pnsh pism simmetriva o'qiga ega bo'lsa, hu o'y
tnerstiva hosh o ‘qidan ihorat boladt,

Agar simmetriva o°q) uchun = o qni olsak, har bir © v > musbat
koordina-tali, w, massali nugtaga xuddi shunday massali, lekin . ¢
o'qlarga mos koordi-natalan manfiy bo'lgan —« ~v = nugta mos

keladi (7.6-rasmga qarang) ham-da
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f, =¥ mz

G = 2o, s, 4+ s, (=) =0
i oy

chunki (1) va (11) vig-indilar faqat x. oldidagi ishora bilan bir-biridan
Tarq gilad:

Shunga o°xshash /- = 0 bo’lishini isbotlash mumkin

Binobann, simmetriva o'qgi = inerstiva bosh
o'gidan iborat bo‘ladi  Jismning massalar
markaz simmetriva o qida votgani tufayli = 0'q
markaziv inerstiya bosh o'qi bilan ustma-ust
tushadi

4. Markaziy inerstiva bosh o'qi shu o ‘gda
yotuvehi barcha nugtalar nchun mersuya bosh
o guddan thorat bo ladi.

Agar Cz o'qm markaziy inerstiya bosh o°qi
sifatida olsak (20.13-rasm),

L.=%mzx=01 =%mzy=0

et Yoz, S0 Ty, =0
i M R

bo“ladi. Bunda ¥ m, = \f bulun jism massasi

'z o*gda stivony O nugtani ohb, bu nugtada Cxyz ga parallel
bo*lganik vz, koordimatalar sistemasini o' thaza-miz. U holda OC =
fr helgilash kinub (20.5) ni ¢'tiborga olsak. 7, va 7., markazdan go-
chirma merstiva momentlan quyidagicha hisoblanadi:

1, =¥ m (s -y, =Fmax —hilx, =0,
I, =¥miz, -y, =X mzy -y =0

Bimobarin, ¢z, 0°q ham merstiva bosh o’ qudan tborat bo'ladi,

20,1- masala. AR vertikal valga hamda
o zaro perpendikulvar bo'lgan r uamlikdagi OF2
v O sterjentar vositasida bir xil 2 va D vuklar
piriktinlgan (20 16-rasm). Sterjenlar va valning
massasini hisobga olmay va vuklarm moddiy
nugta deb qarab. sistema massalar markaz ' to-
pilsin hamda /.1, .7, markazdan gochirma iners-
tiya momentlan hisoblansin.

Yechish. Koordinatalar boshini O nugtada olib, ¥ o'qni OF sterjen,
v orgni (2D sterjen bo'ylab. = o'qni esa AB val bo'vicha yo'naltiramiz,
Asar yuklaming massalanni m bilan belgilasak. [ (, 0, 0). D (0, r. 0)
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bolgam uchun (20.5) ga ko'ra £ va D nuqtalardan tashkil topgan sis-
tema massalar markazining koordinatalan quvidagicha aniglanadi:

Yo s Fa
o mr_r L o, .
A= =S z e e T =0,
om, L st o 3m,
=] i e

Binobarin. sistemaning massalar markazi ('i\ir.ir_r!] nugtada yotadi,

= o'q sistema nugtalari yolgan xv tehislikka perpendikulyar

vo'nalgani uchun u inerstiva bosh ogidan iborat bo*ladi, shu sababh
1. 1, markazdan qochirma inerstiva momentlan nolga teng

1,=0,1_=0
Shuningdek. [ (r. 0. 0). D (0, r, 0) bo*lgani uchun

I.=%mxy =0

et

Shunday qilib. 1, =7 =1, =0

20.2- masala. Massasi Af , tomonlan
a@ va b ga teng to'g'n to'riburchakh bir
Jinsh plastinka diagonallanidan biri orquh
o'tuvchi = o'qqa binkunlgan (20 17-
asm). = va ¥ o'qlari rasm tekishigida
voladi deb garab, s,/ ./, markasdan

20.17-rasm, gochir-ma inerstiva momentlari
aniglansin.

Yechish. Koordinata o'qlarimi plastinkaning massalar markazidag)
¢ nugla orqali 20.17- msmdagidek vo'naltiramiz. Bunda v plastinka
tekisligiga perpendikulvar vo'nalgan va uning massalar mark i
orqali o'tgani uchun markazy inerstiva bosh o'qidan iborat boladi
Shu sababli

I =1 =0
boladi. 7 markazdan qochirma inersiva momenn (20 38) pa ko'ra
l=Ymyz Yoki I = [szdm i

formuladan aniglanadi. 7, m hisoblash uchun 02 vangi koordinata-
lar sistemasiga o'tami2. BundaZ o'qx bilan ustma-ust wshadi; 4 o'
to'e'n to'rburchakning A& tomomiga pamallel, . o'q  unga
perpendikulyar vo'naladi. Ox va o2 ustma-ust wshganlig wilavh o
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0'q markaziy inerstiva bosh o'qidan iborat bo'ladi. of va oc
o'glari plastinkaning massalar markazi O nugta orgali o tgan va
sim-meiriva o°glandan iborat bo“lgamt wchun bu oglar ham
markaziy inerstiva bosh o’qlaridan iborat bo'ladi. Binobarin, 0zq2
koordinaialar  sistemasi € nugla  uchun vasalgan inerstiva
ellipsoidiming bosh koordinata o'glanidan iborat bo'ladi. Oz vaog
o'qlan orasidagt burchak
rg.-r=b 2)
a
formuladan anmglanad.
Analith  geometrivadagi  koordinata  o'glanini  burish
formulasidan foydala-nib, v va = koeordinatalarmi n.2 koordinatalar

orgah tlodalaymie:
v=2 coser = sma,)

: (3)
= sna Hcose
v, = laming bu givmatlarini (1) ga qo*ysak,
7 \II'I“:" I Pt TR Jr;’a&u} PR ol et T (4)
= Lin ikt sy
«2:yz hosh koordinata o glandan iborat bolgani uchun
jrj..'uﬁu i (5)

(4) dagiccy va o tekisliblarga nisbatan plastinkaniig inerstiva
momentlar gquvidagicha '.miqlnnndi:

[. .au- ”- .f.,.iu-i (6)

_[u]ﬁn- ”q g = (7)

(5), (6) va (T)ni (4) ga qo'ysalk,

M ) a M

@ 1] . v 2 Y
S e s e e T i)
Ml o = b°
13 a2l
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Nazorat savollari
i 1. Mexanik sistemami ta riflang va misollar keltinng
2. Tashqi vaichki kushlaming ta'rfi.

L 3. lIehki kushlaming xossalari,
el 4. Massalar markazi bilan ogithk markaz bir xilmi?
sisle 5. O"zgarmas mexanik sistema (a'rifi.
siya 6. Erkin mexanik sistema ta' rifi
ersi: 7. Bog'lanishdagi mexank sistema ta'rifi.

. Sistema massasi formulasim keltiring,

9 Inersva momenti nima’

10. Sistemaning inersiva momentlan qanday aniglanadi?

11. Gyvuygens-Shievner teoremasini aving.

12 Sodda shaklli jismlaming nersiva momentlarini hisoblash
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21-BOB. DINAMIKANING UMUMIY TEOREMALARI

Tayanch so‘zlar mexanik sistema harakat miqdori, harakat
miqdori o'zearishi hagidagi teorema. sistema harakat migdorining
saqlanish qonuni, quvvat. kuchning ishi, teng tasir etuychining ishi,
kinetik enerpiva. sistema kinetik energivasining o'zgarishi haqidogi
teorema kuch maydoni, polensial energiva.

21. 1-§. Mexanik sistemaning harakat differenstial tenglamalari

Avtayhk, mexanmik sistema M, M., =z
My nugualardan  tashkil  topgan
botlsin. Massasi £, biror ko'zg'almas
Oxyz koordinatalar sistemasiga misbatan
radius-veh-lon ¢ ga teng sistema istal-
gan M, nugiasiga qo“yilzan tashqi kuch- g e
laming teng ta’sir etuvehisini £ - barcha  ,.°
ichki kuchlarming teng ta'sir etuvchisim RIRECEE
J'= bilan  belgilasak (21 l-rasm). bun-
day nugta harakal differenstial lenglamasining vektorh ifodasi

YR oy 21.1)
oy

",

; o' i : s
ko rinishda yosladi. Bunda “'.' =a, mazkur nuglaning tezlanishi

Sistemaning har bir nugiasi uchun (21.1) tenglama o' nnli bo*ladi
dF

SR i
iri,(f.r.l' T S |
ot €21.2)
", rf.'i" Fr oy R
i’
Bu tenglamalarmi gisqacha quyidagicha yozish mumbkin,
d’F - -
> =il =N 2
M, w . 0 ¥ i (21.3)

(21.3) tenglamalam go*zg almas (Oxyz Dekart koordinatalanga
procksuyala-sak,
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(21.3) voki (21.4) tenglamalar mexanik sistemaning harakat dif-
ferensnial tenglamalari deyiladi. Umumiy holda sistema nugqtalari-
ga ta'sir etuvehi kuchlar vagl. sistema nugtalanining koordinatalan
va tezliklanning lunkstiyvasidan iborat bo*lgani uchun bu tenglama-
lar birgalikdagi tenglamalar sistemasini tashhil etadi. Binobarin,
sislema nuqlalarimng massalan va ularga ta'sir etuvchi kuchlami

bilgan holda berilgan boshlang®ich shartlarda mexanik sistemaning
harakatini aniglash uchun (21.3) korinishdagi NV ta vektorli ten-
glamalar sistemasi voki 3N ta 1kkinchi tartibli (21 4) skalvar ten-
olamalar sistemasini integrallashga t0°'g'n Keladi.(21 4) tenglama-
lar sistemasini inteprallash nanjasida harakaining  boshlang*ich
shartlaridan  aniglanadigan 6N ta integrallash doimivian  hosil
bo‘ladi. Vagtning biror pavtidagi sistema nuqtalanining koordinata-
lari va tezliklarining quymat mexarmk sistema wchm bosilans ich
sharilarni ifodalavdi. 3
Umumiy holda (21 .3) yoki (21 4) tenglamalaming aniq echuni-
ni aniglash hatto mexanik sistema bitta nugtadan tashkil topeanda
ham muammodir Agar mexanik sistema nugialariga bog* lanishlar
ko*vilgan bo’lsa. bunday mexanik sistemaning harakat differensual
tenglamalarini integrallash vanada qiyvinlashadi
Odatda mexanik sistemaning harakatimi aniglashda bevosigg
sistemaning harakat differenstial tenglamalanni mtegrallash bilan
shug*ullanilmaydi. Ko'pincha sistema dinamikasiming masalalaring
echishda mexanik sistemaning avrim xaraktenstikalar 1o’ planing
aniglash etarli bo’ladi. Bunday xaraktenstikalar 1o plami (21.3)
voki (21.4) tenglamalardan Keltirib chiganladigan va dinankaning
wpnimiy fearemalert deb ataladigan teoremalar vositasida aniglana-
di. Harakat migdonming o zgarishi haqidagi teorema, kinetik mo-
mentning o’ zganshi haqidagl teorema va Kinetik energivaning
o'zganishi hagidagi teoremalar ana shular jumlasidandir Aveim
hollarda bu teoremalardan foydalanib. siste-maning harakat difTe-

3



renstial tenglamasi binnchi integrallarini (ya'ni Koordinatalardan
vagl bo'vicha olingan ikkinchi hosila gatnashmaydigan munosabat-
lami) olish mumkin.

Agar harakat differenstial tenglamasining avrim birinchi inte-
grallari ma’lum bo'lsa. bu birinehi integrallar sistemaning haraka-
tini to°hq aniglamasada. butun sistemaning harakatini xarakierlashda
muhim ahamiyaiga ega

21.2- §. Moddiy nugtaning va sistemaning harakat migdori.
Kuch impulse

Mexanikada moddiy nugta va mexanik sistemaning harakat
o*lchovlanidan bin sifatida uning harakat migdori olinadi. (15 3) dan
ma’Tumki,

o = mui
veklor mugraning harakat migdorim i\fodalavdi.

Nugta harahat migdonining koordinata o qlandagr proekstiyalar

quyi-dagicha amglanadi
g, = Mmoo, =W =,

Mexanik  sistema nugtalari harakat migdorlarining  geometrik

yig'indisiga teng veklor

J=Ympu, (21.5)
sestemantig  harakat mgdort (yoki harakat migdorining bosh vekio-
) deviladi.

Hrl:

r' =i, (F nuglaming ingrstial - sistemaga nisbatan radius-vektori)
wt

hamda sistema nuqalarining massalan o zgarmas bo’lgani uchun

B
Q=T 5= i, F
TR o (.’.rl'"'r'

(204) ea asosan® w5 = M (M— butun sistemaning massasi,
7. - massalar markazning radius- vektori ) munosabat o'rinli bo'lgani

uchun
o - il
O=—(Mi)=M == Mij
=l 1 o k
bunda +, sistema massalar markazining tezligini ifodalaydi. Demak.

U= (21.6)
bolib, sistemaning harcdat .-nrqdurl butun sistema massasi bilan sis-
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tema massalar markazi tezligining ko pavimasiga teng

(21.6) ni boshqacha quvidagicha talgin gilish ham mumkin:
sistemaning  ha-rakar  migdort  butwn  sistemaming  massasi
mujassamlashgan deb qaraladigan sistema massalar markazining
harakat migdoriga reng,

(21.5) va (21.6) ga ko'ra, sistema harakat migdorining koordinata
oglaridagi proekstivalanini aniglash mumkin:

Q. =¥ mu, =Mv,,

Q, =¥ mu, =My,

Q. =Y mu, =Moo,
Sistemaning harakat migdonini
hisoblash uchun Oxyz inerstial
koordinatalar  sistemasi  bilan  birga
sistemaning  massalar  markazi  orqali
otuvchi  va unga paral-lel ravishda
hamkatlanuvehi Cxpy 2 Koordinatalar
sistemasini kiritamizs (21 2-rasm). Natijada
sistema nuglalanning  harakaoimi Cypgy <
bilan birgalikdagi ko -chirma (ilgarilama)
harakatdan hamda bu koordinata o'qlariga nisbatan nisbiv  ha-
rakatdan iborat deb garash mumkin. Shu sababli sistemaning harakat
migdonni  ham  ko'chirma  va  nisbiy  harakal migdorlanning

vig'indisidan iborat deb olamiz:
Q=0 +0"

Harakatdagi koordinatalar sistemasining boshi sistemaning mas-
salar markazi bilan ustma-ust tushgani sababli nisbiv harakatdas” - o
boladi. Binobarin, (21.6) ga ko'ra ¢ = Afi” =0

Shunday qilib. sistemaning  haraken mugdort uning massalar mer-
kazt bilan bir-galikdag dgaridama ko ‘chirma farakating xarakterlad

Masalan, massalar markas orqali o'tuvchi go'se'almas o'
atrofida aylanuy -chi jismning harakat migdor vekton

{5—(_1' =14tk =0
bo'ladi. chunki massalar markazi ko'zg'almas o'qda votadi va uning
tezligi bo'l-mavdi
Mexanik harakanung vektorli o'lchow sifatida harakat migdor
olinadi.

21 2- rasm.
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Berilgan nuqtaga boshqa moddiy ob’ekilaming har ondag mex-
anik ta'sirini xarakterlovehi o*lchov sifatida Ancht olinadi. Lekin kuch
ta'sinning effekti wning har ondagi migdor va yo'nalishigagina
bog'lig bo*lmay, balki uning ta’sir vagtiga ham bog*hq bo'ladi.

Migdor va yvo'nahsh jihatdan o zgarmas bo'lgan/ Kkuch bilan
uning ta’sir vaguining ko paytmasiga teng

S=F (21.7)
vektor fnchmimg impudst deviladi

Kuch impulsining vo nahshi kuchning vo‘nahshi bilan bir xil
bo*ladi.

Kuch 1mpulsi o zaro mexainik ta'siening o lchovi deyiladi va
berilgan vagt ichida moddiv nugta (voki sistema) ga boshqa moddiy
ob'ektlarning ta’sirini ifo-dalaydi

SI birliklar sistemasida kuch impulsi N.s bilan o lchanadi

Agar ta’sir eluvchi kuch vaginmg funkstivasidan iborat bo'lsa,
kuchmng o vagt ichidag ta’sin kuchimag elementar tmpulse deb ata-
ladigan

dS=F i (21.8)
katalik bilan amglanadi

Kuch elementar impulsining koordinata o qlaridagi proeksiiyalari

dS, = X dedS, =Y i, dS, = Z -dt

ifodalardan, chekli v vagt ichidag kuch impulsi esa

S=[Fd (21.9)

formuladan amglanadi
Kuch mmpulsinmg  koordinata  o'qlaridagi  proekstivalari
quyvidagicha anigla-nadi

8 =[N dns, =¥ a5, _j',-f di (21.90)
21.1-masala. Vertikal 07 atrofida
fezlanuvchan  avlanma harakat  giluvehi
markazdan  qochirma  regulvatoming  harakat
migdon lusoblansin. Bunda ¢ bur-chak g -yt
qonun asosida o'zparadi va OA4. OB sterjenlar
avlamshi natjasida 4 va B sharlar ko'tanladi,
Sterjenlaming uzunligt QA =08~ AD = BD |
Massast My ga teng D muftaming massalar mar-
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kazi = o'qda yoladi. Har binning massasi M; ga teng 4 va A sharlar
nuqta deb garalsin. Sterjenlaring massasi hisobga olinmasin (21.3-
rasm).

Yechish. Markazdan qochirma regulyatomi 4, B sharlar va D
mufiadan iborat uchta moddiv nugiadan tashkil topgan sistema deb
qaraymiz Shu sababli i =,

Q=0+t vl
bundag,d,.0, —mos ravishda A.B sharlar va ) multaning harakat
migdori (15.3) ni sistemaning xar bir nuglasi uchun qo’llaymiz.
Q=M +MgG, +Mpb,

Sistema nuglalan = o°qga misbatan simmetnk jovlashgam
wlayli siste-maning massalar markaz shu o°'qda votadi. Shu
sababh

0, = Em.lr,, « Moy, =0, |

Q, =T mu, =My, =0, (14]
o =£Mul,; mdi, =Mz = Mz, #0002, + M2 |
Agar sterjenlar ol tekisligida volsa,
2, = leosep, 3, =deosp.z, = Avosp. tengliklarni olamiz Shu sababli
b, = 2N =) L20ne [ (2)

(2) mi (1) ga qoysak
0, = 200, M, Nygsin @

21.3-§. Nugta harakat migdorining o‘zgarishi xagidagi tcorema

Nyutonning ikkinchi gonunini (15.4) ko*nmshda vozb,
o - 4
= (i) =F
uni o ga ko' pavirsak,
dim)y=ldy 1201
vohi (21.8) ga ko'ra
d(miiy=cly (21.11)
formula o rinli boladi.
(21,10) yoki (21.11) tenglama mugta harakat  nngd rining
o 'zgarisht hagida-gi woremaning  differenstial ko rishidir, U
quytdagicha o'qilad:: nugta harakar  miqdorinmg  differenstialy
nugtaga (a 'sir etuvehi kuchning elememtar impulsiga teng
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{21.10) ni koordinata o'qlanga proekstivalab,
dimv, )= X -didimu, ) =¥ -did(mv,) =7 -di (21.12)
voki
lf-\{_ = (l’ff’,dq. =dl|'“fﬂ\.x :ﬂ' s (2' 13)
tengliklami olamiz Demak. nugta harakar migdort hiror koordinata
o ‘gidagi prockstivasining differenstiali nugtaga ta'sir etuvehi kuich
elementar impulsining mazkur o 'gdagt proekstivasiga teng.
Chekli vaqt ichida nugta harakat miqdorining ozgarishini
aniglash uchun (21.10) mi integrallay mix
h

mti =mti, = [ -dt (21.14)

voki
mii i, =8 (21.15)

Bunda o, orqalis, =0 boshlang'ich paytdagr tezik, ¢ bilan
istalgan ¢ payvida-gi tezhk belglangan

(21.14) vohi (21.15) tenglama nugra harakat migdorinmg chekl
vagl ichi-da o ‘zgarishi xagidagi  teoremam  ifodalaydi: nugra
harakar migdoriming chekli vagr ichida o zgarishi nugtaga fa’sir
etivehd knchning shu va gt n,'.i'mi".-_i‘q tm-pu Isiga teng,

(21 15) dan 1stalgan ¢ payidagi nuglaning tezligi

B

=4 Ve (21,16)
M

formuladan amqlanadi

Nugta harakat migdon o' sgarishining hoordinata o' qlandagi
(skalyar) ifo-dasini quyidagicha yozish mumbkin

mu, —m, =S e, —ne,, =N, =, =S, (21.17)

Demak, nugta harakat migdorining biror koordinata o'qi bo'yicha
chekli vaql ichida o zgarishi shu vaqt ichidagi nuqlaga ta’sir
etuvehi huch impulsining maskur o' qdagi proekstivasiga leng.

Quyvidagi  hollarda  harakat migdonning o zgarishi  xagidagi
teoremadan  foy-dalanib.  nuqlaning  harakat  differenstial
tenglamalan (16.1) yoki (16.3) ning bi-rinchi miegrallanm amqlash
mumkin

DAgarf =0 bo'lsa, ya'ni nugtaga hech qanday kuchlar ta’sir
etmasa (vo-hi ta'air etuvehi kuchlar nolga ekvivalent bo'lsa), u
holda (21 10) ga ko'ra
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d(mi)=0
binobarin,
i =¢ = const (21.18)
yoki (21.14) ga ko'ra
mii = mu, (21.19)
tenglik o*rinli bo*ladi

(21.18) yoki (21.19) tengliklar harakar mrikdorining saglanish
gonunint bildi-radi va nuqgta harakat differenstial tenglamasi (16.1)
ning binnchi vektorl integra-lini ifodataydi.

(21.18) da massa o zsarmas bo’lgani uchun © = const  bo'ladi.
ya'ni nuqla to'g'ri chizighi tekis harakatda bo'ladi, Bu natja
Nyutonning birinchi qonuni {iner-stiva gonuni) ni ifodalavdi.

2) Agar kuchning biror o*qdagi proekstiyasi nolga teng bolsa

X=0
uholda (21.17) ga asosan

mu, —mo, =1},

binobarin.

b, =y, =C, (21.20)
voki

=0,

ko'rinishdagi (163} lenglamaning  birinchi integealini  olamiz
(21.20) dan ko'-ramizki, ta'sir etuvchi kuchning biror o qdags
proekstivasi nolga teng bo'lsn nuqgta tedigining mashur o qdaw
proehstivasi o' zgarmasdan goladi.

3) Agar ta’sir etuvchi huch hamisha 0°2 vo'nalishini saqlasa. ma-
salan, = 0’qqa parallel bo'lsa. vholda X' ¥ =0 bo'ladi va 2- holdagi-
dek i

e=CL =0, (21.21)
birinehu integrallar mavjud bo*ladi.

(21.21) ning birinchisiniv  ikkinchisini e ga kopavurib, olingan
tengliklarni solishtirsak.

Cp=Cp
munosabat  o'nnli bo'ladi. Oxirgi tenghkni mtegrallab quvidagini
olamiz: :
Cyp =Cyr = const
Bu tenglama = o'qqa parallel tekislikda voluvehi egri chizgning
lenglamasimi  ifodalavdi.  Binobarin,  ushbu  holda IILI\]EHIIIII::‘.
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tracktoriyasi hamisha z o’qqa pa-rallel T
tekislikda votadi.
21.2-masala, Og'irligi » N bo'legan F[ ¢ V¥ *
avtomobilni ¢ s. vagt ichida tezligini -
wdan o m/s pacha kamaytirish uchun ”ﬁa"'ﬁw
qanday kuch bilan tormozlash kerak?
Yechish. Aviomobil to'g'ni chizigh 214 1asm.
harakatda deb qaraymiz (21.4 rasm). Av-
tomobilga uning og’irlik kuchi £ normal reakstiva kuchi
v tormozlash kuchi £ qo°vilgan bo'lib, barcha kuchlar yo -nalish
va migdor jihatdan o’ zgarmasdir.
(21.17) ming birinchi tenglamasidan fovda-lamb. x o'qqa
nisbatan xarakat miqdorining o'z-garishi haqidagi  teoremani
quyvtdagicha yozish mumkin:

=11 ) = —F1

voki
P, -u
2 N.
x i
21.3- masala, Snaryvad

boshlang'ich € holatdan eng baland
M holatga o'iganda  Kelgan vaqt
whida unga 1a'sir giladigan barcha
kuchlar teng t'sir etuvchisining im-
pulst topilsin (21.5-rasm)

Benlgan
w=500m/ s, a,=060% 0= =200 ms,
snanvad massasi g = 100 kg

Yechish. (21.17) dan fovdalamb. barcha kuchlar teng ta’sir etuvchisi
impulsining ko-ordinata o glandag proekstiyalanni aniglaymiz:

o ey s 8= OO0 - S00cosol*) = —SNON 5,

mu = = 8w 1005005 60") = <1 3300N.s

Harakat nugdon o'zganshi  0°g'risidagi teorema  tadbigiga  dowr
hisob-grafik ishlar 3-ilovaning 3-topshirig‘ida berilgan
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21.4-§. Sistema harakat miqdorining o*zgarishi hagidagi teorema

N ta moddiy nuglalardan tashkil topgan sistema nugtalariga ichki va
tashqi kuchlar ta’sir etsin. U holda (21.3) da
d°r e d =
m,——=md = —m o L =12 N)
i’ i | !
ekanligini nazarda tutib. sistemamng harakat differenstial tenglama-
lanni quyidagicha vozish mumkin
4 () =F +F =12V} 21.23)
‘

(21.22) tenglamalami qo’shamiz:
‘:f}:lmgi. =TI+,
bunda (21.5) ga kora¥(mii =0 sistemaning harakat migdonn
bildiradi. lchki kuchlaming xossasiga kora T =0 bo'ladi
3 i = R tashgi kuchlaming bosh vektorini ifodalashini nazarda tut-
sak.
i = =
) = {21.23)
munosabat o nnli bo’Tadi.

(21.23) tenglama sistema harakat migdorimng o 'zgarishi hagi-
dagt  teorema-ning  differenstial  ko‘rimishidie. U quyidagicha
o qiladi: sistemaning harakat migdoridan vagr bo vichea olingan bi-
rinehi hostla sistemaga fa sir eouvehi tash-qi kuchlarning bosiy vok-
roriga leng

(21.23) tenglamada ichki huchlar gatnashmaydi. Hagigatan ham
ichki kuchlar sistema ayvrim nugtalanning  harahat  migdon
o zgarishiga (a'sir etsada, sistema harakat muigdonining o zzanshiga
bevosita emas, balki bilvosita, tashqi kuchlar orqal 1a"sir etad:

Masalan, aviomobilmi sistema deb qarasak. akselerator pedatim
bosgan san (bunda hosil bo“ladigan kuch ichki kuchdan thorat) gy -
tomobil dvigatelining avlamshlar som oria boradi. agar ayvtomobil

sillig muz ustida turgan bolsa, dvigatel avlanshlan har gancha kat-
ta bo’lsa ham etakehi gildiraklar bilan muz ustidagi ishgalanish Lu-
chi (1tashgi kuch) kichik bolganda aviomobil jovidan siljrmavdi,
ya'mi avtemobilning harakat migdoni nolga teng bo‘ladi I\n'puicha
mashing va mexanizm qismlaniga (a'sir e chi ichki Luchlar no-



ma’lum bo‘ladi Sistema harakat mugdorining o*zgarishi hagidag
teoremaning amaliv afzalligi shundan iboratki, bu teoremani
qo’llashda ichki kuchlar butunlay etiborga olin-maydi. Sistema ha-
rakat migdorining o°zgarishi hagidag teoremadan suyuqlik va gaz
dinamikasida xamda o*zgaruvehan massah jism dinamikasida sama-
rah fovdalaniladi.
Agar sistemaga tashqi Kuchlar ta’sir etmasa voki tashq kuchlam-
ing bosh vekton nolga teng bolsa(f* =0y, (21.23)ni
dg
dr
ko rinishda vozish mumkin. Bundan
0 =donsi (21.24)

o

munosabatni olamiz,
Shunday gilib, 21 24 ni quyvidagi ko‘rinishda yossh mumkin:
-:.3_-(_3 (21.25)

(21.24) wvoki (21.25) tengliklar  mexanik  sistema  harakat
migeloriimg sagla-mish gonuni deb aaladi hamda sistema harakat
differensuial tenglamalan (21.3) ning birinchi vektorli integralini
odalavdr, Bu tengliklardan ko‘ramizki, agar sistemaga fa'sir
ciwvele tashapt kuchlarning bosh vektori nolga teng bo'lsa, sis-
temanmng harakat mugdor vektorr nngdor va ye'nalish pihatdan
o 'zparmas be'-ladt,

(21.23) m Dekan koordimata o'qlariga proekstivalab, sistema
harakat  migdo-tining  o*zganshi  xagqidagy  leoremaning  skalyar
iodasin quyidagicha yozish mumbin

d0, L 40, d)
it =K. di =f i =& 31208

(21.26) quyidagicha o'qiladi- sestema frarakar migdorining biror
o'gdeagt prochsuvasidan vagr bo vicha olingan hostla, sistemaga
ta'sir etvelu tashgi kuchlar bosh vektorining mazkur o 'qdagt
prockstvasiga teng.

(21 23) tenglamaning ¢hap va o'ng tomonini o ga ko“pay b, in-
tegrallasak

0-0, = [Ra (2127)

(21 .27) tenglama sistema harakar migdorining cheklt vagr tchida
azgarishi hagidagi  teoremant  ilodalaydr.  sistema  harakar
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migdorining chekl vagr ichida o zgarishi sistema nugtalariga fa s
etuvehi tashgi kuchlar bosh vektorining shn vage ichidagi impulsiga
teng.

(21.27) mi qo"zg almas Dekart koordinata o°glariga proekstivalab,
quyidag tenglamalarmi olamiz:

0,-0, =Rt

Shunday qilib, chekli vagt ichida biror qozg'almas koordinata
o'glart bo-yicha sistema harakat miqdorining o ‘zgarishi xuddi shu
vagt ichida sistemaga ta’sie etuveli tashgt kuchlar hosh vekior:
impulsining mazkur o'gdagi procksti-vasiga teng bo ladi

Agar 1ashgi kuchlar bosh vektorining biror (masalan. () o*qdagi
proekstiva-si nolga teng bo'lsa(k; =01, (21.28) ning binnchisidan

0. -, =0
tenglikni olamiz. Binobann,
o =0

=comt {21.29)
boladi.

(21.29) tenglik berilgan o'y boviche sistema  harakat
migdorining sagla-nish  qomenm  Wodalavdi.  sistemaga  tasie
emveht rashgi kuchlar bosh vekiori-ning biror o gdagt prockstiyas
nolga reng bolsa, sistema harakar migdorming  mazkur o ‘gdagi
prockstyvast o 'zgarmas bo ladi,

r g i 2L 4-masala. Inerstivast bo'yichag,
tezlik bilan harokatlanuvehi ponzonial
— + A platforma bo*vlab B telejka « mishiy

tezlik bilan harokatlanadi (21 6-rasm)

Ma'lum vagqida telejha tormozlanadi,

Agar M —oplatforma massasi, m
telegha massasi ma’'lum bo’lsa, telejka to'stagandan kevin uning
platforma bilan birgalikdagi tezligi amglansin

Yechish. x o'qm platformaning harakal vonalishida olamiz
Platforma va telgjkant sistema deb qarasak, sistema nugalanea ver-
tikal pastga vo'nalgan 7.7 ogtirlik kuchlan ta’sir etadi. Shu sababli

216 msm,



tashqi kuchlar bosh vektorining x o'qdagi proekstivasi nolga teng
bo'ladi, va'nt & =0.

U holda x o°q bo'vicha sistema harakat migdonning saqlanish
gqonum (21.29) ga asosan

0,=0,
tenglik bilan ifodalanadi, bu erda
O, =i, 4 1)+ M0, = (M 4 mjo
bo*lgam uchun quvidagt hosil bo'ladi:
O s e, wown 3+ Ay

Bundan izlanayotgan tezlikni topamiz: v =u, + "’: .

21.5-8. Si lar markazining harakati hagidagi teorema

Sistemin harakat  migdon o'zgansh  hagidagi  teoremadan
foydalanib. sistema  massalar markazning  harakati  hagidag
leoremant keltinb chigaramiz

(21.0) dan & ming givmating (21.23) ga qo'vamiz:

3y e _ i (21.30)
dr
yoki
A =R' (21.31)
s : i
bu erdaa, : sislema massalar markazning tezanishi.

(21.30) yohi (21.31) tenglamalar sistema massalar markazining
farakan hagefagi reoremant (odalavdy: sestenianing massalar miy-
I\.'l'f;'f LR I"HFNH Atslcma massasiga reng va sistema .IIH{)'J'H!E?F]K{!
ta st etvehi tashgi kuehlarming bosh vektorl ta'sirtdagt moddiy
mugpter kabi harakatlanadi

Sistema massalar markazining harakati haqidagi teorema va sis-
tema harakat migdonining o° zpanshi hagidagi teoremalar bitta teore-
maning turh ko*ninishlan-dir,

(21.30) voki (21.31) tenglamalarda schki kuchlar gatnashmaydi.
Shundan kelib chigib. ichki kuchlar sistema massalar markazining
harakatin 0" zgartira olmaydi. degan natijani olamiz.

Avar tashqi kuchlaming bosh vektori nolga teng bo'lsati =),
(21.30) gako'ra,
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M dii,. g
ot
bundan

1, = const
bo*ladi. Bu tenglik sistema massalar markazi harakarmng saglanish
qomanni ifodalaydi. tashge kuchlarning bosfr vekrorr nolga teng
bo'lsa, sistemaning massa-lar markazi tinch holada voki 1o°g'ri
chizigli rekis harakatda bo'ladi. Agar sistemaning massalar markaz
boshlang'ich payida qo'zg almas bo'lsa (1. =0), sistemaning massa-
lar markazi keyinchalik ham qozg almasdan goladi 7, = const.
(21.31) ni go'ze almas Dekan koordinata o'glariga proekstivalab.
quyidagy tenglamalam olamiz
M. =ROAD =AM =R (21.32)
(21.32) renglamalar sistema massalar markazinng qo zg ‘almas
Dekart  koor<dinaia o 'glariga  mishatan  harakar  differensnal
tenglamalarmi ilodalay di
Agar tashgi kuchlarning bosh vektori nolga teng bo’lmay, uning
biror (masa-lan, Ox) o‘qdagi proekstivasi nolpa teng, va'mi A -0
bo'lsa, (21.32) ga ko'ra

voki

Ny =, = const (21.33)
bo'ladi. Bimobann, sistemaga fasir etuvehi kuchlar bosh vektorining
biror qo'z-g'almas o'gdagi  progkstyasi nolga teng bo'lsa. sistena
massalar markazt fezli-gining mazkur o gelagi procksiyast o zgarmay
holadi. Agar boshlang'ich + = 0 pavida sistema massalar markasi
teeligining v o'qdagi proehstivasi o, nol bo'lsa, kevinchalih ham
v, =0 bo’ladi binobarin, x =const bo'ladi. va'mi sistemaning
massalar markazi bu holda v borvicha ho*chmavdi. Bu natija sisteng
massalar markazt koordinatalariming saglanish gonuning ifodalavdi
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21.5- masala, Massasi 1000 kg
ea leng aviomashinaga elekir
simlami  remont  qilishda ishla-
tiladigan qo’zg aluvchi  avlanma
kran o'matilgan. Kranning osma
Kajavasi K rasm tekisligiga perpen-
dikulvar gorizontal O o'q atrofida
avlana ola-digan £ sterjenga birik-
tirilgan (21 7-ra-sm), Boshlangich
pavtda kran gorizontal holda va
aviomashina tinch holaida bo’lgan.
Agar kran a = 607 burchakka
aylansa,  tormodanmagan  mashina
qanday masofaga silpvdi. Bir jinsh £
sterjenning wamlign 3 metr va 21.7-rasm.
massasi 100 kg ga teng. Kajavaning massasi 200 kg bo'lib. uning massa-
lar markazr © o'qdan OC = 3.5 m masofada joylashgan, Harakatga
ko msatiladigan qarshilik kuch hisobga olinmasin

Yechish. Bu masalada avtomashing, £, steren va X osma Kajayadan
tashhil topean uchta jismdan iborat sistemaga egamiz. Ulaming ogirlik
kuchlari mos mvishda 7.7 F ga teng. g ildiraklarga normal reakstiva
kuchlannmg vig'indisiy ga teng kuch ham a’sir etadi. Bu kuchlaming
barchast vertihal bo'lgan uchun ulaming gonzontal x o°qdagi progks-
ivalannimg vig“indi-si nolga teng boladi.

R =0

Shu sababli (21.33) ea ko'ra massalar markazi teligining x o’ qdag

prochstiyas o sgarmas bo'ladic

T, =t = o

1 bolgam uchun
X = et {”

Boshlang ich pavida v,
boladi

(20 5) m ¢’ tiborga olsak, (1) m gquyidagicha vozish mumbkin

L e R L L e Tl T
18 i, + A Ryt
voki
(X =, b =X e, = )= 2)
Bunda ¥y xa. x5 aviomashing, L stegen va K kajava massalan
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markazining boshlang'ich pavitdag absstissalanini; xy, ¥, x: lar esa kran
@ = 60° burchakka ko*-tarilgandan keyingi absstissalanini ifodalaydi.
21.7-rasmdan:

% =.r+-\',o.x,=xv”f’w=u i
= (3)
.r,=x*f?{'c\uu_.\';,=”i’ Fye = OO !
(3) ni (2) ga qo'vib. x siljishni lopamiz:
! B conar) £ mOC -cu-.,.J =0327m.

=
my+ms+m | 2

21,6~ §. Sistema harakat migdorining n‘zgn.nslll hagidagi ll.'anemmu
suyuqlilning i ogimiga tadbiqi. Eyler tengl

Sistema harakal miqdonning o*zganshi hagidagr weoremadan wutash
muhitlar di-namikasida ham foydalaniladi. Bu teoremani o’z garuvchan
kesimga ega bo'lgan quvur ichida harakatlanuvchi  suvughknmg
stastionar oqimi uchun go’layvmiz ya'm quyvur devoriga perpendiku-
Ivar o*tkaalgan biror kesimdagi suyvughk carralarining teshklaring biy
xil va vaglga boghg emas deb garay miz

Quyur devori hamdas,.s, kesimlar bilan chegaralangan hajmdagi
suvuglikka hajm kuchlan (odawda, og'irik kuchlan) va sirt huchlan
(masalan, suvughkning qu-vur devoriga ishgalamish kuchlan) ta'sir
etadi,

Tashqi hajm Kuchlanning bosh vektonni 7 va lashgt  sing
kuchlarining bosh vektonmi & bilan belgilaviiz

Agar benlgan haymdagt suvuglibning biror pavidagm  haraba
migdori (?ga teng bo’lsa. harakat miqdorining o' zparishy hagidagi

f;: Ro+R (21 34y
tenghk o'rinli bo'ladi

Aviavlik, suyuglik o'zearuvehan kesimpa esa bo'lean quyur
bu\[nb harakat-lansin (21.8- rasm), bmuufhl.nmu mhluum iva'm
birlik hajmdagi massasini) o bi-lan belthavlik U holda 5, kesim; agi
suyuqlikning zichligt p,ga. s, kesimda esa o, ea teng bo'ladi

o, va pavs, ko'pavimalar s; va s, kesimlar orqali vaql birlig
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ichida ogib o'tuvehi suyuglik massalarini
iodalavdi. Massaning saglanish qonuniga
ko'ra

LS, = s
munosabat o rinli bo’ladi.

Istalgan kesim orqali vaqt birligi ichida
oqib o tuvchi suvuglikning massasini M,
bilan belgilasak, u quyidagiga teng boladi:

M, =pus, =puos, (21.35)

S1 birdiklar sistemasida A7 Kattalik
«g o olchamga ega bo'ladi.

Aviavlik, ¢ vaquda  s,s,vuzalar
orasidagi suvuglik haymi T ga teng bo'lsin; 1 S:rasm.
i+l vaql ichida xuddi shu massaga ega bo'lgan suyuglik  s.s
kesimlar bilan chegaralangan haymni ishg'ol etadi (218~ rasm).
Shundan kelib chiqib, ko'nlayot-gan massa harakal muqdorining
o zpanshi s .5, vuzalar orasidagi suyuglik hara-hat migdonning
kamavishi hamdas, s, vuzalar orasidagi suyuqlik harakal miq-
donming orlishi hisobiga sodir bo'lishiga ishanch hosil gilamiz.

Suyuglikning ogimi stastionar bo*lganda®*: kesimlar orgali
vagt ichida
Ve suvaglih massasi otadi hamda harakat migdorlan M did, va
M oo, ga

i

teng bo'ladi o vaqt ichida harakat miqdorining o°zgarishini dQ
bilan belgila-sak,
A2 =M i, = M i,
tenglik o'rinh bo'ladi. Bundan
f’f;’ =10, =05 (21.36)

ot
munosabatm olamiz. Bu tenglamadagi A5, va A 4. ko’paytmalar
vagt barigi ichidagi v, «, kesimlardagr harakat migdorin ifodalaydi.
(21.36) ni (21.34) ga go'vib, quyidagi tenglamani olamiz:
Mo =M+ BB =0 (2137
(21.37) tenglama Eyler tenglamasin ifodalavdi: quvurmng tikita
ixtivorty ke-simi orgali ogib o'‘tuvehi suyuglikning shi kestmlar
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orastdagi vagt  bhirligidag  ha-pmmng  ichks  womomga  yvo nalgan
harakat migdoriart hamda hajm va siet kuchlari bosh vektorlarining
geomerrik yig indisi nolga teng bo Tadi (21 9- rasm).

21.6-masala. Qirgimi o'zganb boradigan go’zgalmas kanalga
gorizontga = 90° burchak ostidaw, =2m/s tezlik bilan suy Kirmogda;
kanal vertikal tekishkka msbatan simmetnk bo'hb. suv kiradigan
jovidagi qirgimi 5= 0.02 m’. suvning kanaldan chiqish joyidagi
tezligi v, = 4 m/s bo'lib, gorizontga « ~ 30° burchak ostida yo'nalgan.
Kanal devorida suy hosil giladigan reakstivaning gorizontal tuzuvehisi
amiglansin (21.10-rasm),

Yechish. Koordinata o'glanm 21.10-rasmdagi-dek vo'naltiramiz
Kanal bo'ylab oqavotgan suy eamalanga har onda og'irlik kuchi ya
kanal devorida hosil bo'ladigan reakstiva kuchi ta’sir etadi. Og'irhik
kuchlan hajm kuchlandan iborat bo'lib, ulaming bosh  vekion
kanalming berilgan hajmini ishg’ol etgan suvming og'itik kuchiga
teng va veriikal bo'viab yo'nalganidan uning porizontal o qdam
proekstivasi nolga teng

i J. j/ﬁ

=1 $-5asm. 21 10-rasm.

Kanal devorida suyv hosil giladigan reaksiiva-ning gonzontal
tzuvehisi N, kanal devonda hosil boladigan sint kuchlaridan thora
reakstiva kuchi bosh vektorining gorizontal tashkil etuvchisi | ug
migdor jihatdan teng. vo'nalishi qarama-qarshi bo’ladi E\.1114|;J
Kiruvchi suvning o tes-hg v o'qiga perpendikubvar va kang ddan
chiguvehi suvning tezligi esa v 0'q bilan 30° burchak tashkil etishim
n:mqu:l tutib, (21.38) mng binnchi renglamasing qu-vidagicha
{{TFATI TS

My cos0% = Wi cos3F 4 X =0
yoki



X, =N A = posy = g = 080392 N/m® bo'lgant  uchun
y

N, = L i thcossi = 8892465 5.4 ¥ 13N bo‘ladi
8Lt a8l 2

21.7-§. O*zgaruvchan massali jism xaqgida tushuncha

Nazariy mexanikada asosan massalan o’zgarmas bo’lgan sistema
va psmlar-ning harakati o‘rganiladi. Lekin jismlar harakatlanganda
unga moddiy carralaming qo‘shilishi voki ajralishi natijasida
Jismlarming massasi sealarli darajada o'zgari-shiga ko'plab misollar
keltirish mumbkin. Masalan, raketa aktiv uchastkada hara-katlanganda
vogilgt vomb, undan ajralishi natijasida raketaning massasi kamaya
boradi; avsberglaming erishi (voki muzlashi) natjasida ulaming
massasi kamaya-di voki ortadi; barabanga qogoz, ip yoki kabelning
o ralishi natjasida uning mas-sasi ortadi vah k.

Jism o'zganshining  o'ziga  x0s  xususivatlarini
o rgamshdan  avval o' z-paruvehan  massal jism  tushunchasing
kiritamiz

\"uqt o ushn bilan muddi_\ ;mnlmning qo'shilish.i voki njr:lil'shi
nutyasida massasi uzluksiz ravishda o garadigan jism o zgaruvehan
massali fism deviladi

21.8-8. L. V. Meshcherskiy tenglamasi

O sgannchan massali nuqla wchun o' zgarmas massali nugta
dinamikasiming asosiy qonumni bevosita gollash mumkin emas.

Yoqile's sarl bo*hshi natjasida massasi uzluksiz ravishda kamayib
boruvehi raketant moddiv nugta deb garab. uning aktiv uchastkadagi
harakat differenstial tenglamasin chigaramiz, Raketa massasidd i) ni
vagining uzluksiz differenstiallanuvehi funkstivasidan iborat deb qa-
raymiz. Raketaning harakatni biror go’zg al-mas Oxy= koordinatalar
sistemasiga nisbatan tekshiramiz - Ajraluvehi mml'umng rakelaga
ko'rsatadigan bosim kuchim ichka kuch deb olamiz, ya'ni raketa va
undan agraluvehn carralami bitta mexanik sistema deb qaraymiz.

Aviavhik, biror ¢ payida raketaning massasi\/ =M (1) vatezligr o ga
teng bo'l-sin. Shu payidagi raketaning harakat micdon
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0, =Mo
bo'ladi. & vaql ichida raketadan absolvut tezligh @ ga teng o)/ mas-
sali zarralar gjralsin. Raketaning massast  kamayuvchi funkstivadan
iborat bo'lgani uchun \f <0 va du!=—-d\f r+dr vagidan Keyin
sistema (ruketa va undan ajralgan zarralar) ning harakat migdori
quyidagicha aniglanadi:

O =M= (-d\D)] (03 4 i)~ dM i
di vagl ichida harakat migdorining o zgarishini 0 bilan
belgilasak.

(I'f:-'=l'_j—[_ J.

voki )
dO= (M +dM ) (G 4+ dG)y—dM i =M = (21.39)
= M + dM (0 =iy + M - chiv

Agar raketaga a'sir etuvchi tashqi kuchlarming bosh vektori £ bilan
belgilansa. sistema harakat migdorinmg o' zgarishi haqidagi (21 23)
tenglamaga ko'ra.

c-7 (2140
(21.39) m (21 40) ga qocyib, i i ikkinchi tarmbli Lichik
migdomi ¢ tibor-ga olmasak.
FTI e i
W e (—=if)=F 2140
voki si-v=u, —ajraluvchi zaralaming nisbiy tesigi ehanhigini
etiborga olsak,
1 d\
M= =B
Ju’r r e (2142)
tenglamani olanz
21.41) voki (21.42) tenglamalar o ‘zgaruvchan massali nuglaning
harakar dif-ferenstial tenglamastnt ifodalayvd
Meshcherskiv tenglamasi de-viladi
(21 42) da

Bu tenglama L}

ot
= (21.43)

kattalik kuch o"lchamiga ega bo®ladi; 'i:'r Kattalik vaqi birligr ichidam
or = -

voqilg't massasiming o'zganshini ifodalavdi. @ kuch zarralaring



raketadanyd.  misbiy tedik bilan gjralishi natijasida hosil bo'ladi va
reakriv kuch deviladi.

(21.43) n1 e’tiborga olib, (21.41) m quvidagicha vozaish mumkin:
Ay R (21.44)
e

(21 44) tenglamadan ko'ramizki. hiar onda o 'zgaruvchan massali
migta massa-vini g fezlanishiga ko ‘payomast mazkur nugraga
ta sir etvehi fashq kichlar bosh vektort bilan reaktiv kuchmng
geometrik yig 'indisiga reng.

Agar ajraluvchi zarralaming absolvut tezligi « nolga teng bo'lsa.
(2141 m

i, dv Pl oy g
dt ot
yoki
Ay (21 45)
i

ho'rinishda voash mumhkin, Binobann, agar aj-raluveht  zarralar
absolvut tezlign nolga teng bo'l-sa. o'zgaruvehan massali nugtaning
harakat dilterenstial tenglamasi (21.43) bilan Nyutonning ikkinchi
qonunini ifodatovehi tenglamalar bir xil ko' nnishga ega bo'-Jadi.

Shunimgdek, ajraluycht zarralaming msbiy tezhgr i =4 =0
bo*lsa. (21 42) dan

Y (21.46)
ot
tenglaman olamiz.

Shunday qilib. raketadan ajraluychy zarralaming msbiy tezligs nol-
ea tenp bo'l-sa, o' zearmas massali nugtaning harakat differenstial ten-
elamasi (16.1) bilan o'#-garuvchan massali nuglaning harakat diffe-
renstial tenglamasi (21.46) bir x1l ko'ri-nishga ega bo'ladi

21 7-masala. Uzunligt/ ga teng v massasi w—wdr) qonun asosida
o zgaruv-chi hamda burchak tezlikka proporstional bolgan k= iy
qarshihik kuehe 1w'siri-dagi (ebrangichning harakal tenglamasi tuzilsin
Tebrangichdan wyraluvehi zarea laming nisbiy texligi nolga teng deb
qaralsin
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Yechish.  Tebrangichga  uning
ogirlik kuchi mng va tecikka garama-
qarshi vo'nalgan muhining qarshilik
kuchi dtasir eta-di(21.11-rasm).
Ajraluvehi zarmlarming  misbiv  tezligi
i, =0 bo'lgani uchun d@wo. (21.44) mi A
nugladan harakat tracktorivasiga
o'tkazilgan urinmaga prockstivalaymiz:

.u‘:';‘d'.»w. ()

21 11-rasm.

Masala shartida o =it b, =—miligsing+ K, = —mingsng = g =0
bo‘lgani uchun (1) ni quyvidagicha vozish mumking
(Lt Ii'r;; =—mitigang- iy

Bundaw =ty bo’lgani uchun tebrangichning harakat differensuial ten-
glamasini

g==jrner ui:‘:w*'
ko rinishda yozish mumbkin,

21.9-§. Siolkovskiy formulasi

Yeming tortish kuchi va havoming gqarshihgun hisobea olmay,
raketaning fagm reakiy Kuch ta'sindagi  harakatini  tekshirami s
Yoqilg'i yonishi natyjasida raketa-dan ajraluvehi zaralaming absoly i
tezligi 4, migdor va yo'nalish jihatdan o*zgar-mas bo'lib, rketaninge
tezligi ¢ pa garama- qasshi vo'nalgan deb qaraymiz va _\.Hlily“;
yonib bo'lgan paytdagi raketaning tezligini aniglavmiz v o'qm
raketa hara-kati bosyicha vo'naltiramiz va F =0 ekanligini nazarda
tutib. (21.42) ni bu o'qqa proekstiv alaymiz

Al o du i
dr af
voki
dir=— LAl I
\f

Bu tenglamant mtegrallay oz
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v-u,=1,n ;‘-; (21.47)
bundau, .M, —raketaning boshlang’ich pavtdagi tezligi va massasi.
Agar raketa korpust massasini A/, vonilg'i massasini A/ bilan
belgilasak, raketaning boshlang’ich pavidagi massasi Af, =AJ, +M .
vogilg' vonib bo‘l-gandan Kevingi massasiMf = A/, bo'ladi. Yoqilg'i
yonib bo'lgan payida. va'ni ak-tiy uchastka oxirida raketa eng kaita
tezlikka enishadi va bu tezlik (21.47) ga asosan

o s 14202 @147)
u_ =, 4, n[ + ”;-j :

formuladan aniglanadi
Siolkovskiy som deb ataladigan

_ 2= ":’-' (21.48)
kattalikm kinitsak, (21 47') ni quyvidagicha yozish mumkin:
U, =, Inz (21.49)

Bu formula Stofkovskiy formulast deviladi.

(21.49) dan ko ramizki, akty uchastha oxinda raketaming tezligi
uning boshlang ich tezhg o ga. yyraluvehi zarmlaming nisbiy tezlig
u, oi. Stiolkovskiy so-niz pga bog'lig bo’ladi. Bundan raketaning
maksimal tesligi yoqilg'ining tez yoki sekin sarflanishiga bog'lig
bo‘lmayvdi. degan sulosaga kelamiz,

(2149} dan o, corgan san rmaketa tesigi ham  ortishini
koramiz. Yeming sun’iv vo'ldoshlanni uchirishda o, ni oshirish
uchun ko'p bosqichli raketadan fovdalaniladi. Biror bosqichdagi yo-
qilg’1 vonib bo'lgach, bu bosgich raketadan aviomatik tarzda ajraladi
va raketa qo'shimcha boshlang'ich tezlik oladi. w,.= lami oshinsh
ruketa konstrukstivast va voqilp®i unga boglig

Agar raketaning boshlang®ich tezligi nolga teng bo'lsa, (21.47") mi
quyidagi-cha yvozish mumbkin:

v, = lnz (21.50)

Bu formula ham Siofkovskiy formulasi deb ataladi,
121.50)dan

=" (21.51)
munosabatm olamiz



21.8-masala. Uch bosgichh raketa ilgarilama harakal giladi. unga
Yeming tor-tish kuchi va atmosfera qarshiligi 1a’sir etmavdi. Har bir
bosgich uchun ajralish ef-fektiv tezligi va Siolkovskiy soni bir xil
bo'lib. u, =2500m/s, z=4. Birinchi, ik-kinchi va uchinchi bosqichlarda
voqilg'i yonib tugagan pavtdagi raketaning tez-liklan aniglansin.
Izoh. Eming tortish kuchi va atmosferaning qarshiligi hisobga
olinmagan holda raketa uchun ajrahsh effekiiy tezlig o, va ajraluvch
zarralarming nisbiy tezligh #, o'zaro teng bo'ladi 4, =4, .
Yechish. Izlanayolgan tesliklarnio .o, bilan belgilasak. (21.50)
va (21.49) Siolkovskiy formulalariga ko'ra
1, = b, == 2500 I = MASMS,
vy = w4 1, In 2 = 3465 + 230010 4 = 6930 S,
D=ty +0, In 2 = 6930 + 250000 4 < 10395 my's,

21.10-§. Moddiy nuqgta harakat migdorining momenti va siste-
maning Kinetik momenti

Massasim harakal tecigi 0 pa teng
M nuqtaning biror @ markasea mshatan
radius- vekton # ga leng bo'lsin ()
markazga nisbatan nuqta harakat mig-
donning momenti deb,

k=M (mih=F < my (21.52)
: ga teng vektor kawahikka aviiladi
’ (21.12- rasm)
“x M nugta harakal migdonning
21 1 2-rasm. 3 10c =
mentth moment  markazi O nugtaga
qo'vila-di,

Koordinatalar boshini O markazda olib, qo'ze-almas « ¥, =
o qlanm o tkazsak, (21.52) ni "
f ok
=M (mh=Fami=my z
T
ko'rinishda yozish mumkin. Bu tenglikm  koor-dinata o glariga
proekstivalab, oqlarga nisba-tan harakat migdorining momentlarini

336



aniglaymiz
k, =M (mo)= vz —zv)
k=M (o) =m(zt - x2) {21.52")
k=M _(mu) = mixi =y

SI birliklar sistemasida harakal migdoni momenti we-.n®/s yoki
N - ar-sbilan o'lchanadi.

Mexanik sistema barcha nugtalanining € markazga nisbatan ha-
rakat migdon momentlarining geometrik vig“inisi

K, =3 M, i) =35 <mi, (21.53)
ga teng vektor sistemaning O markazga mshatan kinettk momentt
vokt sistema harakar migdorinmg bosh momenti deviladi,

Sistema kinetik momenti K, moment markazi () nuglaga
qoviladi

Agar mexanik sistema nuqtalan biror hajm (sirt yoki chizig
borvicha usluksiz tagsimlangan bo’lsa, u holda (21.53) da vig'indi
o rmga massaming qanday tagsunlanishiga mos integral olinadi,

(21.53) ni koordinata o'glariga proekstivalab, mos o'glarga ms-
batan sistema-ning kinetik momenting aniqlaymiz

K, =3 M (mu =% m (2 =2)
K,=YM (mi)=¥ mz% -x2) (21.53")
K, =¥ M, mo)=Y wmix 5 -y5)

Sistema harakat migdor: uning massalar markazi bilan birgalik-
dagi lganlama harakating, Kinetik momenti esa uning aylanma hara-
katmi xarahterlaydi

Qotzg*almas o'q atrofida aylanuvchi
Jismmning aylanish o*qiga nishatan kinetik
momenti. = o'q atrofidacs  burchak teslik
bilan aylanuveht pismning = o°qiga msbatan
Kimeuk momenti £ mi hisoblaymz (21.13-
rasm), Buning uchun jismdan massasi din
ga leng M bo'lakehasini ajratamiz va uni
moddiv - nugla deb  garaymiz.  Jism
qo'zg almas o'q atrolida avlanganda bu
bo'lakeha markaz aylamsh o' qudag O nug-
tada votuvchi va radiusi /i ga leng aylana
bo'vlab harakatla-nadi. M nuglaning tedig
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i mazkur aylanaga M nugtada o tkazilgan urinma bo"v-lab vo'nalgam
uchunsidm ham urinma bo'vlab vo'naladi, Shu sababh = o'qqa nis-
batan M  bo'lakcha  harakat migdorining momenti
k=M (@) =vdmh =oh‘dm ga leng bo'ladi, Butun jism kinetik
momentt esak_ = [ alidm=w [Iidm ga teng bo'ladi.

ian i

(20.8) ga ko'ra,  [Wdm =1, bo'lganidan quyidagi formulaga ega

bo'lamiz;
k=10 (21.54)
Demak. go'=g'almas o'q atrofida avienuvchi jismning  avlamish
o'qiga nishatan kinetik momentt pismomg mazkue o 'gga misbatan
tnerstiva momentl bilan burchak wzligining ko'payimasiga teng.
Agar sistema qo'zg'almas o'q atrofida avlanuvchi bir necha
jismdan tashkil topgan bo’lsa, wning Kinetih momenti
K, =l o+l o 4 +1_ o, (21.55)
formula yordamida hisoblanadi. Bunda o m. o lar har bir jismning
burchak tedigini, / /.. 1 lar esa jismlaming = o'qqa nishatan
inerstiva momentlarini itodalaydi,

21.11-§. Nuqita harakat migdori momentining o'zgarishi hagida
teorema

M nuqtaning massasi m ga teng bo'lib, #kuch t'sinda o 1es0ik
bilan harakatlansin BLIIII.'_I:L\' nuga uchun dinamikaning asosiy qony-

. i .
i (16.1) ga asosan m ': = I ko'nmshda vozish mumkin
i

Bu tenglamaning har ikkala tomonini nuglaning radius- vehtor #
ga vektorli ko' paytiramiz

- 7} .
ram =rx (21 560)
Tenglamaning chap tomonidagi 1fodani quyvidagicha vosish mumbkin:
di o
rum = w 3
g (ramu) P e

(}i:

Ammo {r =u galeng va v« mvekior ko' pavima nolga tene Shu
: E I



sababli mu“:" 2 ';:;r mti) tenglik o'rinli bo'ladi. Natijada (21.56)
dan
d (Fxmii)=FxF (21.57)
et

tenglamani olamiz

(21 52) ga ko'rak, =M (mo)=Fxmii  veklori nugtaning @ mar-
kazea msbatan harakat migdon momentini 1fodalaydi.

Statika bo‘limida ko rganimizdek, M (F) =¢« F tenglik M nugta-
ga qo'vil-gan # kuchning O markazga nisbatan momentini ifodalay-
d

Shunday qilib

4 G misy= A1, () (21.58)
il
voki
et L =
= AT (F) (21.59)
17|

tenglama o ninli bo®ladi,

(21.58) voki (21.59) tenglamalar  augla  harakar  migeor
momentinng o 'zga-risht hagidagl quyidagt teoremani ifodalaydi.
mexddiy nugta harakat migdorvung  biror go'zg ‘almas markazga
aishatan momentdan vage bo yicha olingan hostla nugtaga fa 'sir
efveln kichmng shiemarkazga msharan momentiga feng.

(21.59) m Dekant koordinata o'glariga proekstivalab, nugra
harakar migdori-nimg  koordinata o 'glariga nishatan  momentlari
o'zgarishi hagidagi teoremant olamiz:

i

ek . ilk =k -
v ML= MR, B = MUY (21.60)
ot ot b/

4
va‘m moddiy nugta harakat migdorinimng biror qo'zg‘almas o'qqa
sishatan mo-mentidan vagl bo vicha olingan hosila nugtaga ta sir
etuvelit kuclming shu o 'g~ga nishatan monentiga teng,

Roordinata o' glanga nisbatan knetih momentning ifodas (21.52)
va kueh-ning o'qqa nisbatan momenti uchun o'rinli bo'lgan (6.9)
Larni nazarda tuub, (21.60) ni quyidagicha yozamiz;
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d o, A -
- (R =a) =y -z
il

d
— (g% —xd) ==\ x4 21.61)
mdt['\' X: Xi ({

" d (o =sx)=xk —p¥
et ]

21,12-§. Nugtaning markaziy kuch ta'sividagi harakati. Yuzalar
qonuni

Ta'sir chizig'i hamisha fazoning hiror qo'zg almas nugtasi orgali
o'tuvehi kuch markazot kuweh deviladi. Masalan, Yerga hamisha
Quyosh markaziga yo'nalgan uning tortish kuchi ta'sir etadi.

M nugtaga# markaziy kuch ta'sir etsin (21 14-rasm). F# kuchning
ta'sir chizig'i hamisha @ nugladan o*tigani tufayh uning shu nuglaga
nisbatan momenti nolga teng bo'ladi, Binobann, (21 59) ga asosan

o

ot

va'mi, () markozga misbatan nugta harakat migdornining moment
o"wearmas vekior-dan iborat boladi:

.t-‘ = .'|.;’I_|:mfjl.:f M =¢ (21.62)

Bu tenglama mugra harakat migdori momentining  saglonisi

hagidagr guyidagl gonunnt iodalavdi: markaziv kuch racsiridag

nugree harakar  migdorining  kuch  markaziga  nishatan mmm-;lm

o ‘zgarmasdan golad.

(21.02) ni Dekart koordinata o*qlaniga proekstivalab, nugta harakag

differenstial tenglamalanming uchta skalyar birinchi integralin olamiz:
myz—av)=L7] |
m(zt - = C, (21.63)

m{xl = ye) ="
bunda 'y, €5 s lar integrallash doimuylan bo'lib, hamkatning bosh-
lang ich shartlaridan aniglanadi. N
(21.62) ga quyidagicha geometrik interpretastiva berish mumkin:
7 va o vot-gan lekishkka har onda perpendikulyar vo'nalpan s « mo
vekton hamisha o°zgar-mas vo'nahshga ega bo'ladi. Shu sababli 7w
vektorlan doimo O markazdan o'tuvchi bir tekislikda voradi
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Binobarin, markozy kuch ta sividagi nugraning tra-ektoriyas: bir
tekisltkda yonwehi egri chizigdan thorar boladi. Bu egn chizig bo'-
vicha harakal ganday gonun asosida sodir bolishini aniglash uchun
nugtaning sek-ror rezlign tashunchasing Kiritamiz

Avtaylik, ¢ vagida nuqa o'z traektorvasida M holatni, o+ o
vagidals, holaini egallasin (21 15-rasm). Agard\a\f,  uchburchak
vuzini Ac bilan belgilasak. msmdan \e vuza ¢ radius-vektor bilan
A¢ ko'chish vektorining  vektorli ko'payvt-masi modulining varmiga
teng bolishiga 1shonch hosil gilamiz:

A= lF e
3

Quyidagi Tormula vordamida aniglanadigan
\G = - FxAF (21.64)

yuzn vehtonim Kintamiz,

Yua vehlon Ad ming shu vuzagn mos A vagl oralig®iga nisbatin-
g A0 dagi linati mugraning O markazga nisbaran sektor tesligt
deviladi

Shunday gilib, sektor tezligt uchun

\F  odd

ve=lim 3=
formula o' rnh bo'ladi,

Sehtor teigi 0, m nugta tesigi G orgali ifodalash uchun (21.64)
ning ikkala tomomni Ar ga bo'lib, Ar—0 da limiiga o"tamiz:

i =lim ™ - Ilim[*' 'y]'-l“""‘"
s N 2 Ar) 2
voki
Ui =(Feui) =M () (21.65)
Binobann, nugtaning biror markazga sisbatan ikkilangan sekior
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tezligt shu nugta tezligining mazkur markazga nishatan momentiga
teng

Agar nuqta bir tekislikda harakatlansa, u holda quib
koordinatalarini kiritib. sektor tezligining miqdori uchun ushbu for-
mulani olamiz:

= 'f: = ;r::.-a.nl.i: Ay = ‘I-‘I"IJ'J = ;:-‘f: (21.66)
(21.65) ning ikkala tomonini 1 ga ko' payiirsak,
Jmei = (F = mui) =.k:,
tenglik o'rinli bo'ladi. Bu tenglikm (21.62) bilan solishtirib,

Fxmti = 2mii, =& (21.67)
bo'lishiga ishonch hosil gilamiz.

Shunday qilib. markazy kuch ta’sindagi nugianing sekior tezlig
o zgarmas bo’-ladi, ya'ni nuqlaming radius-vekton ikkita bir sl vagt
oraligida o' zaro teng yuzalar chizadi. Bu natya yuzalar gonun deviladi
Yuzalar gonumi planetalar harmkat uchun o'nnli bo'lib.  Kepler
qonuntandan binni ifodalayd.

Apar  21.16-rasmda  tasvitlangan
A ellips  biror  planetaning  orbitasini
ifodalasa hamda uming O fokusida
Quvosh votsa.u holda pernigeliv  deb
ataladigan T nuglada planeta ¢
i, teelikka, afeliv deb aaladiean 4
21 I-THst. nuglada eng kichik o, teslikka ega

bo’ladi. Bu natyan o, va o, tezliklarming © nugtaga nisbatan momen-
Hariming tengligidan keltinb chigarish mumkin:

D, OfT =v, -4

(21.66) ni nazarda tutib, (21.67) ga ko'ra vuzalar gonunini vana
quyidagi ko'rinishda voza olamiz ;

B = const
voki

g = comst (21.6%)

Agar nuqtaga a'sir etuvchi noldan fargh & Kuch butun harakat

davomida = 0°g-qa parallel bo*lsa voki uning ta’sir chizig'i = o°qni kesib
otsa, u holda (21.60) ning uchinchi tenglamasiga ko ra

k, =M, (mui) = const (21.69)
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bolady, va'mi mugiaga e 'sir etuveln kuchning biror qo'zg ‘almas o ‘qga
nishatan mo-mentt hamisha nolga teng bo'lsa, u holda migtanmg shu
o'gga mishatan kinetk momenti o' zgarmasdan goladi. Bu xulosa
nugta  kinettk  momentimng  berilgan o'gga  nisharan  saglanish
gonnnini ifodalaydi

21.13-§. Sistema kinetik momentining o‘zgarishi
hagida teorema

N 1a nuqgtadan tashkil topgan mexanik sistema nugtalariga
qovilgan barcha bog’lanishlami bog lanish reakstiva kuchlan bilan
almashtinb, sistema nugtalanga ta’sir etuvel barcha kuchlarm
(umladan, bog'lamsh reakstiva kuchlarini ham) F tashgi va
Flichki kuchlarga ajratamiz Natijada bunday sistema nugtalarim
erhin deb garab, ulaming har bin uchun kinenk momentning
o zgansh hagidag (21.58) teoremani qo‘llash mumkin:

; AT 5 )= M + AT (RO (v =12, )

Bu tenglamalami qo‘shsak.

'; S M) =T AL E ) BN (21.70)
tenghk o'rinh bo*ladi.

(21.70) dat (21.53) ga ko'rak, = ¥ (m )= X7 wm, sisteman-
ing kine-tik momentini ifodalavdi

Barcha tashgt kuchlaming () nuglaga nisbatan momentlarining
peometnik vi-g indisiga teng

My=EME) (21.71)
kawahk tashyt kuchlarning O nugraga nishatan bosh momenti deyi-
ladi

(20.2) ga ko'ra barcha wchki kuchlaming © nuqlaga nisbalan
momentlarining geometnk vig indisi nolga teng:

1_ M (P =0
Shunday gihb, (21.70) m quyidagicha yozish mumkin

o _xiy (21.72)
dt

Olingan tenglama sisiema kinetik momennning o zgarisht hagi-
dergt ushbu te-oremani ifodalaydi sistemaning biror qo'zg ‘almas
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nuglaga nisharan kinenik momentidan vagr ho ‘vicha ofingan hosila
sistema nugtalariga ta sir etuvchi tashgi kuchlarning shu markazga
nishatan bosh momenitga teng.

(21.72) ni ikkala tomonini qo'zg'almas Dekart Koordinata
o*qlariga proekstivalab, quyidagi tengliklami olamiz:

A e -
e AL, = =M, o= M (21.73)
(21.73) tenglamalar go’zg almas koordinata o’glariga nisbatan
sistema ki-netik momenti hagidagr teoremani ifodalaydi wisre-
maming bivor go'zg ‘alimas o'yqa aisbatan kinetik momentidan vagt
ho ‘vicha olingan hosila sistema nugta-lariga ta'sir etuvchi tashgi
kuchlarning shu o ‘gqa mishatan bosh momentiga teng.

Sistema kinetik momentining o’ zgarishi
hagi-dagi teoremadan Jismning
qozgtalmas  o'q  atro-fidagi  avlanma
harakat.  sfenk  hapakati  (umladan.
giroskoplaming  harakati) m o*rganishda
samarali fovdalamladi,

(21,72) va (21.73) tenglamalardan
korinib w-ribdiki, ularda ichki  kuchlar
gatnashmaydi Fagat  wchki  huchlar
sistemaning kinetik momentini o' 7-eantira
olmavdi. Iehki kuehlar bilvosita tashgi huchlar
bilan birgalikda sistema Kinetik momentining

2117 rasmm. o spa-nshiga ta’sir etishi mumhin

21.9-masala. Elekir chig ingm yvurgizsh
pavtida uning .4 barabaniga vagiga pro-porstional avlantiruveli moment
e qo'yiladi, bunda @ — o'zgarmas migdor. i, massali B vuk
massasi A, ga teng va rradiushi A barabanga o'raladigan argon vositasi-
da ko'tariladi (21.17-rasm). Barabanni doiraviv stilindr deb lusoblab, un-
ing burchak tezligi aniglansin. Boshlang'ich payvida chig'ing tinch ho-
latda bo'ladi deb hisoblanadi.

Yechish. Chigiriq barabani va # sukm sistema deb qarasak,
barabanga uning og'irlik kuchi v ¢. 1ayanch reakstiva kuchi v va m,
aylantiruvehi moment (a'sir etadi. B yukka esa uning og*irhik kuchi 1.6
qoyil-gan.

O nugiada rasm telisligipa perpendikulvar vo'nal-gan Oz o'qni

",
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o'tkazib, bu o'qqa nisbatan kinetik mo-mentning o zganshi hagidagt
teoremani qo*llaymiz (21.73) ning uchinchi tenplamasi

e
e (n
dan fovdalanamiz (21.54) ga asosan
K, =l 2)
bunda )
I= 5 My (3)

.
bo"lib, baraban va # vukning = o°qqa nisbatan merstiya momenting, m
esa barabanning burchak tesigini bildiradi. Ta’sir eluvehi kuchlar rasm
tekishgida votgamdan A -ar;  tenglik o'nnli bo'ladi g wa
w kuchlar € nugtaga qo'vilgani uchun ulaming shu nugtaga nishatan
momentlan nolga teng bo'ladi, Shu sababh

ML =M =, = Mgr=at-AMgr )
(2) va (h o (1) ga go*vib, o*zgaruvehilami ajratib integrallaymiz:

fido :j:ua ~M,gr e, bundan o - :l‘: -.In‘;gn]
(3) ni ¢'tiborga olsak. quyidag tenghik hosil bo'ladi
_ tlat -2 er)

FOM A

21.14-§. Sistema kinetik momentining saglanish gonuni

Sisterma kinetih momentining o°zganshi haqidagi teoremadan quyi-
dagi natyalami olamiz

| Agar sistena ngiedariga ta'sie etivehi tashagl kuchlarning hivor
markazga wishatan bosh momentt nolga teng bo'lsa, sistemaning shu
mugraga mishatan  kmenk momenti migdor va o yo nalish  jihatdan
o zearmay bo ladi

Hagigatan ham, agard/: =0 bo'lsa (21.72)gn ko'ra

k., 0

bo‘ladi. Bundan

= const (21 74)
2 Agar sistema nugtalariea ta sir etwveht tashg kuchlarning biror
o'yga (ma=satan, O o'gqa) msbatan bosh momenti nofga teng bo‘lsa,
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sistemaning shu o'gga mishatan kierik momentt harakar davomida
o 'zgarmasdan goladi.
Agardz =0 bo'lsa, (21.73) ga asosan
dk
i)
i
bo‘ladi, bundan esa
K, =const (21.75)
ekanligi kehb chigadi.
(21.74) va (21.75) tenglamalar sistema kineitk momentining saqla-
nish gomunini 1fodalaydi.
21.10-masala. Massasi A/, va radiusi » 2a
teng bir jinsh disk 0"z markazidan o'tuvchi
vertikal 0°q atrofida «, boshlang’ich burchak
tezlik bilan avlanadi. Bosh-lang'ich payvida
disk markazidan uning radiusi bo'wvlab 1,
massali nuqia « tezhk bilan harakat giladi
(21.18-rasm) Tavanch nuqialaridag
ishgalanish  Kuchlarini  hisobga  olmay
dishning biror ¢ vaqtdan Kevingi hamda nugia
diskning gardishiga eteans payvtdagr 1 <ry
aylanish burchak tezliklari oy, . amglansin
Yechish. » radiusli disk va M nuglam sistema deb qarasak.
sistema nuqtalani-ga disk va nuqtaning og'ithk Kuchlari w g va v.g
hamda 4 va B nuqtalaming tayanch reakstiva kuchlan v v, 7 1
lar ta'sic etndi. Bu kuchlardan Arg. . 7, lar = o'qqa parallel
hamda X7, X0, lar = o'qni Kesib o'tgani uchun  ulaming  shu
o*qqa nisbalan momentlan nolga teng bo'ladi. Binobarin,
Al =0

=1 IE.Tagm.

Shu sababli = o'qga nisbatan kinetik momentning saglanish
gonunim ifodalov-chi & - coen voki
K=K, =Kk, th

munosabatlar o'rinli bo'ladi. Bunda x & & lar sistemaning
boshlangich payvt-dagi. ¢ vagidan kevingi kinetik momentlarini
ifodalavdi. (21.54), (21.52") va(20.25) gako'ra

Wt

Ky =d -0y ==L, 2)
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3 M i ¥ 3
depm booy AT ON oy = "f @+ Mation = ‘;'1.'.3_r‘+1|.',u’r,'p )
TS

2

Ke, = Fomy+ My my == --'-m, +Mura. = f:’ (M4 2000 4)

.

ifodalarmi olamiz.

21.15-§. Murakkab harakatdagi sistemaning kinefilk momenti

Ko'pincha  moddiy  nuqualar  sistemasining  qo’zg almas
koordinatalar sistema-siga misbatan harakatini murakkab harakatdan
iboral deb qarab. uni sodda hamkat-larga ajratish sistema Kinetik
momentin hisoblashni osonlashiiradi.

Qo zgralmasoigs  hoordinatalar sislema-
siga msbatan sistema massalar mar-kaa bilan
lgan lama harakat qiluvehn Cxyvz koodinatalar
sistemasini kintamiz (21.19-rasm).

Massasim, o leng  sistemaning  ixtivony
Vonuglasiming O nuglaga msbalan  raius-
vektonm s massalar markaadagt € nuglaga
nisbatan  radivs-vekworini 5 hamda
nuglamng  Odge  koonnatalar - sistemasiga
misbatan radius-vektorim ¢ bilan belgilasak,

F=f4p (21.76)

tenghih o nnh bo'ladi
Kinematika  bo'limidagt  (13.8) ga ko'ra, M, nuglaning
qorzealmas  ogpc ke-ordinatalar  sistemasiga nisbatan  tedigi
o, msbiy va o, ko'chirma tezliklaming geometrik yig'indisiga teng
b lada
1
Qo zgtaluyvehi koordinatalar sistemas ilganlama hara-katda bo®lgani
dp,

o, -+,

uchun ¢, =i, i, Binobann,

i
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6, =0, +0, (21.77)
(21. 53) ga ko'ra, qo'zg’almas O nuqia va sistemaning massalar
markasi (" ga nisbatan sistemaning kinetik momentlari uchun quyidagi
munosabatlar o'nnli bo'ladi:
K, =M mu )1 =¥ 7 «mu 121.78)
K. =% p «mp, (21.79)
K, va K lar orasidagi bog'lanishni topish uchun (21.78) ga £ ning
quymatini (21.76) dan, i ning givmatini (21 77) dan keltirib qo’yvamiz:
K=Y i + ¥ p cmo A ismi, + 55 cmi, =
= (T, i+ (Em p, e v+« Xy, + 35, xmu, (2] 8
(21.80) da ¥m, =4 —bulun sistema massasi; (20.4) ga asosan
Tom =M =0 (chunki " nuqia koordinatalar boshida olingan).

Yomu, = f':i Tmp =0 hamda (21.79) ea ko'ra N smu, =K.
[

bo'lgani uchun uni quyidagicha yosish mumkin:
K, =rxMi, +K° (21.81)
yoki

L =M MG )+ KT (21,82)
(21.82) dan ko'ramizki, sistemaning biror o =g alimas markazga
nishatan ab-solvur harakatining kinetk momenti.  massasi buinn
sistema  massasiga  teng deb  qaraladigan  sistema sassalar
markazining shu nugraga nisbatan kinetik momentt bilan sistemaning
massalar  markaziga msbatan pisbiy harakar kinetik momenti-ning
geometrik yigindisiga reng. Bunda sistemaning  nisbiv - harakati.
koordinatlar boshi sistemaning massalar markaz bilan  ustma-ust
tushuvchi va ilganlama hara-Katdagt Cuvs sistemasica mishatan
qaraladi.
(21.82) ni qo'zgalmas ogpe  koordinmalar sistemasi o' glariga
proekstiyalab. qu-yedagi uchia skalyar tengliklam olamiz
K, =M M)+ R
K, =M (MK
K =M. (Mu)+K]

(21.83)



21.16-§. Sistena massalar markaziga nisbatan nisbiy harakat
kinetik momentining o*zgarishi hagidagi teorema

(21 76) m nazarda tutib, sistema nugtalariga ta’sir etwvehi kuchlarn-
ng bosh mo-mentini quvidagicha hisoblash mumkin:
ML =YF < Fr = T + 5 xR =i xTE T p.
yoki
A =F xR 4 MIE (21.84)
bunda #° —sistema nugtalariga 1a'sir etuvchi tashqi kuchlaming bosh
vekton® M —tashq kuchlaming sistema massalar markaziga misbatan
bosh momenti
(21.81) va (21 84) ga asosan sistema kinetk momentining o°zganshi
hagqudag teo-remant ifodalovehi (21.72) tenglaman
":lu;. X MU+ d:r = e RHAL
ko nnishda yozish mumkin,
Bu tenglamani vektor ko*pavtma a'nfiga ko'm quvidagicha voza
alaniz

K

(B M)+ 08 = xR+ AT (24 85)
of

Massalar markazining harakati haqidagi teoremani ifodaloveh
(21.31) tenglamaga asosan
Ma. =R
Bu tenglamaning ikkala tomonim £ ga vektorh Ko"paytirsak.
oM. =5 R
Binobarn, (21.85) dan

Ly (21.86)

formulami olamiz. Bu lormula sistemaning  massalar markaziga
mishatan nishiy farakai kineitk momentining o 'zgarishi hagidagi
teorcmant  dodalavdy,  sistema  massalar  markaziga  usharan
Risoblangan sistemaning kinetik momentidan vagt bo vicha olmgan
hosila  sistema mugiadariga tasie envell tashqr kuchlarning
mssadar markaziga mshatan bosh momentiga eng,
(21.86)da M. =0 bo'lsa,
Ki=¢ (21.87)



o'rinli bo'ladi.

(21 87) tenglik sistema massalar markaziga nmis-batan kineuk
momenming saglansht gonuning ifoda-laydi: agar sistema massalar
markaziga nisbatan tashqi kuchlarmng bosh momentt nolga teng
ba'lsa, v holda sistemaning massalar mar-kaziga nisbatan kinetik
momenti o 'zgarmasdan goladi.

21.17-§. Kuchning ishi va quvvati

Avtavlik, Oz merstial koordinatalar
sistemasiga nisbatan radius-vekton ¢ ga
teng M nugta migdor va vo'nalish jihatdan
o'zza-ruvchi  Fhuch ta'sinda biror egri
chizigh traekloriva bo'yvlab harakatlansin
(21.20-rasm). A nuglaning dr vagl ichidag
elementar ko'chishini &F bilan belgi-lasak.
quyidagt tenglik o'rinli bo’ladi

2hHhaaen, o = vt = ebkd + i ek (21.88)
Kinematika ~ bo'linida  Ko‘rganimizdeh  (8.4-§).  clementar
ko‘chishning moduli  frmektoriyaning M nuquadagi voy wzunlign
differenstiali o ga voki o' tilgan vo'l differenstiali o ga teny

dr| =dys =da = (de) +(edy) + iy (21.89)

 knchning elementar ishi deb. shu kuch bilan u qovilgan nugta
elementar ko' chishining skalyar ko' payimasiga teng

dd = Fir (21.90)

kattalikka ayvtiladi.
(21.89) ni nazarda b, skalvar kupavimaning ta'nfiea ko'ra
(21 90) ni qu-vidagicha yvozish mumkin:
dA = FdaeosiF, o) 121.91)
M nuqtaning traekionyadagi holatini vov koordinatasi bilan ham
aniglash mumkin. Sanog boshi uchun € nugiani olib, Af nuglada
tracktoriyaga o'tkazilgan wrinmaning birhk vektort #° ni vos
koordinatasi ortadigan tomonga yo'naltira-miz. Natjada (21 '*Ill n
quyvidagicha ham vozish mumkin.
dd = Fdseos(l," ©7) (21.92)

F kuchning urnma va normaldag procksiivalari quyvidagicha
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aniglanadi:
o R (21.93)
F.=Feos(F, 7%

(21.93) dagi binnchi tenghikka ko'ra Kuchning elementar ishi
uchun vorilgan (21.92) formulani yana quyidagicha ifodalash
mumkin:

did =8 dy (21.94)

(21 94) dan ko'ramirki, ds elementar ko'chishda # kuchming
fagat urnma tashkil etuvchisi ish bajaradi; £ kuchning dv
ko chishdagr ishi nolga teng bo'la-di,

 kuchning x. . = o°qdagi proekstivalanini X, ¥, Z bilan belgila-
sak, (21 90) ga ko'ra elementar ish uchun

did = Xdv + Yddy + = (21.95)
formulant olanuz Bu formula kuch elementar wshining analiik ifoda-
st devilad

Kuchning chekli vorldagi ishi deb, elementar ishdan tragktorivan-
ing vovi bo'-vicha olingan mlu_.,ru] urqnh ifodalanuvchi

A= j;.ﬁ = “ cost Ty (21.96)
vok
| = ]n Nl + Vel + Zids) (21.97)

skalvar katalikka avtiladi
(21.90) Tormula kuch ishining geometrik ifodasi, (21.97) esa kuch
il ana-link todas devitadi.
SI birliklar sistemasida ish birligi uchun joul (1 = 1 Nom yoki IN
=0.102 kgk bo*lgam uchun 1 J=0,102 kgk.m) gabul gilingan.
Mexanthada ish tushunchasi bilan birga kuchning quyvall tushun-
chast ham Kintiladi, Kuchning vaqt birligidagi 1shi kuchning quvvari
deviladi
Agar juda hichik o vagt ichidagi /° kuchning ishi 1 = Fl¥ ga teng
bo'lsa. ta'nlza ho'ra kuchning quyvvad
= F Ny Al
N = - = (21.98)
tenghik o'nnlt bo*ladi,
Shunday qilib. kuchning quvvati kuch va tezik vektorlanning
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skalyar ko' pavt-masiga teng.
Kuch quvvarinimg analiiik ifodast
No= i+ i+ 22
ko'rinishda voziladi
(21 .98) ga ko'ra
N = FoeosiF, 5) (21.99)
formula 0" nnli bo*ladi
S1 birdiklar sistemasida  kuchning quvvan vau (Vi) bilan
o'lchanadi hamda 1V =1 J/s voki 1 1 =0.102 kgk m bo*lgani uchun
1 V1= 0,102 kgk nv/s, Texnika-da ko'pincha quyvvat birigi uchun ki-
lovatt (kV1). megavatt (MV1) va «ot kuchin (0.k ) olinadi hamda 1
KVL= 1000 Vi, | MV = 1000 000 Vi, 1 ok, = 736 V1,

21.18- §. Teng ta'sir etuvchining ishi

M moddiy nuqtagal,. /o, . Kuchlar ta'sir etsa. bu kuchlarming

teng 1a’sir eluvchisi
R=bsFv +F (21.100)
ning ishi uchun quyidagr teorema o' nnli bolad:

Teovema. Harakatlanuvchi M nugtaga go'vilgan feng 1o 'sir
etwveli kuch-ming hiror cheklt yo'lnt o'wshdagt 1shi rashkal enveli
kuchlarning  xuddi shu yo'l-nl o'tishdagt ishlarining  aleehrak
vig 'tndiviga teng.

Isbot. (21.96) ga asosan & kuchning \/A¢, vo'Ini o'tishdagi ishi
uchun

1= J’ Rt

formula o'rinli bo'ladi. (21.100) ni nazarda wib, bu formulam quyi-
dagicha vosish mumkin

o m "
A= [Fii+ [Fdf+. + [FdF (21.101)
i it e
Shunday qilib, teng ta’sir etuvehi kuchning ishi uchun
A=t +d ¥ 4,

munosabaim olamiz

ad
o
[



21.19-§. Ayrim hollarda kuachning ishini hisoblash

Quyidagi hollarda kuchning ishini hisoblashm ko'nib chigamiz
1. Agar I =Feos(F, %) kattalik  vov  koordinatasining
funkstivasidan iborat bo*lsa. u holda (21.96) ga ko'ra kuchning ishi
uchun quyidagl munosabatni ola-miz:
A= [ cost. s (21.102)

bunda s.s.orgali A, A nuglalaming yoy Koordinatalan belgilangan,
Nususty holda # kuch migdor va yvo'nalish jihatdan o°zgarmas
bolsa,

A= Pxcosi (21.103) -8
formula vordamida aniglanadi. Bunda s 3 f, i
nugla ko'clisluni; o =# #* burchakni —¢ : I—
ifodalavdi (21.21-rasm).

(21.103)da 2121 -ragm,

a=180" A=-F s,
@ =N 4=0
tenghiklar o nnh bo'ladi
2, Umumiy holda nugtaga 120 sir euvehi kuch  vaglga, nuglaning
radins- vektonga (voki  hoordinatalariga) va tezhigiga bog'hq
bo'ladi. Shu sababli nugtaning chekh ko*chishdagi ishi uchun
M
A= [ B (21.104)

formula o nnli bo'ladi. Bu egri chivigh mtegralni hisoblash uchun
nuglaning  ha-rakat  qonunini. ya'ni nuglamng  radivs-  veklornm
vagining Munkstiyvasi sifanda 1fo-dalash kerak.

Natjada (21 104) m quvidagicha vozish mumkin:

| j!-{r ru:_r‘:f\] Ftde = [ (21.105)

Bunda @y = Kot F]-do vaqining ma’lum funkstivast,

Shundan kelib ¢higib, umumiy holda kuch go’-yilgan nuqlaning
harakat qonumni bilmay tuab. va'ni dastlab bu kuch 1a’sindagi nugta

uchun ding-mikanng ikkinchi asosiy masalasini echmasdan kuchning
1shiru hisoblash mumkin emas depan xulosaga kelamiz.
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= Shu sababh nuqtaga ta’sir  etuvehi
kuchlar va ular qovilgan nuglalaming ko'-
chishi  asosida bu  Kkuchlar 1a’'siridag
nuglaning harakat gonunini bilmav turib
ishni hisoblash mumkin bo’lgan kuchlami
aniglash muhim ahamivaiga ega. Shunday
kuchlardan ayrimlarining  ishi  qanday
2122.asm. hisoblanishim ko'rib chigamiz

3. Og‘irlik kuchining ishi. M nugtaning 7 og'irhik kuchi ta’sirida
M, holatdan A ga egri chiag bo'vlab ko'chishidagi ishini
hisoblaymiz (21.22-rasm). Buning uchun = o'kni veriikal vugoriga
vonaltiib  / kuchning koordinata  o‘glandagi  proekstiyalanini
hisoblaymiz

N=0F =0Z =—P =-mp
(21.95) va(21.597) larea ko'ra £ kuchning elemeniar ishi
did = Node + Vedy + Zule ==
chekli ko'chishdagi 1shi esa
I==[rd
voki
A==P(z,=z)=Plz -z,
formulalar yordamida amiglanadi Bunda = -: -4 Kko'chish M
nugtaning vertikal ko'chishini ilodalaydi Nugtaning Vs, holati .
holatdan  balandrog bo'lsa. =z, >z bo'lib. kuchmng ishi musbat;,
pastrog botlsa, = <=, bolib, #kuchmng shi manfiv  givmatga ega
boladi. Binobarin, ogirhik kuchining ishi
A=+Ph (21.106)
formula yordanuda hisoblanadi. Agar nugia yugonga harakatlansa, bu
formulada manfiy ishora. pastga harakatlansa. musbat ishora olinadi
(21.106) dan ko'ramizky, ogirlik kuchiming ishi nugtaning qanday
traektonya bo'vlab ko'chishiga emas, balki nugtaning boshlang*ich
va oxirgi pavtdagi holat-lan orgali o tuvehi porizontal tekisliklar
orasidagi masofaga bog'liq bo'ladi. Xu-susan nuqla gorizontal
tekislikda harakatlansa. pugtaga ta’sir etuvchi og*irik ku-chining ishi
nolga teng bo*ladi
4. Elastiklik kuchining ishi. . ucht qo" 72 almas qilib binkurilgan
A prupmam cho'zganda prujinani cho®auvchi jismga elastiklik kuchi
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Fa‘sic etadi (21.23-rasm). Bu kuch prujinani erkin
uchidagi nugtaning kochishiga garama-qarshi yo'-
naladi hamda uning moduli prujinaning cho®zilishiga
proporstional bo‘ladi. -
Koordinatalar boshim prujing 3,
deformastivalanmagan holatdagi B, nugtada ohb, x
o'gm  prujina  o'gi bo'vlab  vertikal  pasiga ==

]
vo naltiramiz e
Prujina elastiklik kuchining koordinata o'qlandags. ]
pro-ekstivast ¥, =-cx. #, =#. =0 bo'lad.
R T 21 23.pacu
(21 97) ga asosanB B, =4  ko'chishdagi prujina
elastikhk kuchining ishi
4= -jt-_“l\-;-“"z" (21.107)

formula vordamida husoblanadi.

(21 107) dan ko'ramizki, elastikhik kuchimng ishi shu kuch
go'vilgan nugta-ning qanday qonun asosida harkatlanishiga emas,
balki nugianing boshlangich va oxirgi holatlanga bogliq bo’ladi.

5. Tortilish kuchining ishi. Aviaylik, massosi w ga teng moddiy
nuglaga (azoda doimo qozg almas, massasi . ga teng ¢ nuqglaga
vo'nalean va migdon

L
5
ga teng tortish kuchi w'sir etsim (21.24 -
rasm). Bunda / -tortilish doimiysi: » - (" va
M nugialar orasidogi masola
J© kuch Af nugtaning radius - vektoriga
hanmisha qarama-garshi vo'nalgant uchun
el pHPNE (21.108)
r r
tenglik o nnh boladi.

(21.108) m koordinata o'glanga proeks-

tivalasak,

o, X . 20415 . v
X s i o, ==fm, =,

R oo, o Sy
4 it e,



tengliklar hosil bo*ladi.
(21.95) ga ko'ra kuchning elementar ishi
i = e LTy S = oty b
"

=~ fonm, - 467t -!I-_--+:-, =~ fmm. - d,, =~ fmm, - "".r 5
: 2r r r
== fimm, - d:.
=
ga teng bo’ladi,
F* kuchning M nuqta M, holatdan Af, holatga ko' chishidagi ishi
A== _fm,m,rj“’f = _ﬁu,m:\ =d ]. (21.109)
wl LA

formula vordamuida hisoblanadi.
(21.109) dan ko*ramizki, o2z almas marknzga tortilish kuchinmg
1shi ham nugtaning traekiorivasiga bog lig bo* Imavdi.

21.20-§. Qattig jismga qo*yilgan kuchlarning ishi

Qattiq jismni nugialan orasidagi masofalar o'zgarmas bo'lgan
mexanik sistemn deb qarab. unga gocvilgan  kuchlarming ishim
hisoblaymiz

1. Qattig jism ichki kuchlarining
ishi va quvvati, Erkin gattiq jismning
A va B nugtalanga 1a'sir etuvehn kuch-
lami /' va & bilan belgilavmiz (21 25-
rmsm), Nvutonning  uchinchi qonuniga
ko'ra ichki kuchlar migdor  jihatdan
teng, yo'nalishi qarama-qarshi bo'ladi.
va'ni
e, F=-RF=F

2135, mim, Agar £ kuch bovicha vo'nalean
a® birhk vekiorni kiritsak. u holda
E =Rk =—F =-F'd
deb vozish mumkin. Bu kuchlaming elememtar ishlan vie indisini
aniglaymis i

] = B e+ 0t = Fl i 6% = 65.67)
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Bunda  6,4°= b, cosg = np 0, U0 = b, cosg, = mp 0, chanligim
nararda tutsak,

] el = 1 np 0, = i1, ) =0

bo'ladi. Chunki kinematika bo'linuda ko'rgamimizdek (12.2-§), er-
kan gism ikkita nugtasi tesiklanning shu nugtalardan o'tuvehi o'qdagi
proekstivalar o' zaro teng,

Shundav qilib. qattiq jismning thkita ixti-yony nuglasiga qo’yilgan
iehki kuchiar elementar ishlanning yig“indisi nolga teng bo’-ladi.

Qattiq jismni ichki kuchlanning yig‘indisi nolga teng bo'lgan jufi-
Juft nugtalar to°plami-dan tashkil topgan deb qarash mumkin

Demak.

Ydl =0 (21.110)

bolishiga ishoneh hosil gilamiz

Qattig jismga qo'vilgan kuchning ishi qaitiq jism nugtalanning

gandav hara-kat qilishign bog*liq bo*ladi Avnm hollarda qattiq jismga
st etuvehr kuchlaming ishi va quyvat qanday hisoblamishini ko'rib
chiganue

2. Erkin gattig jismga ta’sir
etuvehi buchlar sistemasining ishi
vi quvvati. Erkin qattiq
yismgalk, £k, kuchlar sistemasi
La’sir efsin

Dastlab 7, Kuchning  quyvaun
aniglavmiz (21.98) ga ko'm

V=, (21111)
bunda o — qozgalmas
koordinatalar - sistemasiga  nisbatan 2 21.26- s,

erkin gattiq pism nug-tasining tezligl
(21 26-rasm) Kinematika bo'limida ko' rganimizdek. (12.4) ga bino-an

b, =16, +d e f
formula o'nnli bo'ladi, bunda v, —qattiq jismda quib uchun tanlab
olingan ixti-vory nuglamng tedigi; @—quib atrofidagi avlanma
harakat burchak tesligi. ;4 — nugtaning € quibga nisbatan radius-
vehton. o givmating (21 111} ga qo’ysak,

N, = F 4 F (dx )

tenghik hosil bo*ladi
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Aralash ko pavimaning xossasiga ko ra
Fidgispy=a(px=l)
Bu tenglikning o'ng tomonidagi qavs ichidagi ko' pavima kuehning
) nugtaga nisbatan momentini ifodalavdi, va'ni
(p= .‘:: 3 Tﬂ',,l f:: )
Shunday qilib,
N =FE§, +éM (F)
tenglikni olamiz.

Kuchning biror 0°qqa nisbatan momenti shu o°gda olingan ixuyony
nugtaga  misbatan  kuch  moment-vektorining  mavkur o’'qdagi
proekstiyasipa tengligi statika bo’lmidan ma’lum Bu o'q uchun
burchak tedik yo'nalgan OF o‘qni olsak.

M () =oM (K yeos@ " M, )= M _,(F)

Shunday qilib, £ kuchning quyvati uchun
A =f'-:lil-vnt\f._,!n:::l 21 112)
tenglikni olamiz Bu tenglikm o ga ko'paytirib. 7 Kuchning
clementar ishi uchun quyidagi formulaga ega bolamiz
dd = N oot = I G+ endeMd ()
yohi
dd = Fodi + M (0 by
bundai di = i, — quibning elementar ko'chishiz ol = dip jismning
OF o'q at-rofidagi elementar aylanma kochish burchag
Erkin qattiq jismga a’sir etuvehi barcha kuchlaming elementar
1sht
dA=Rdvr, + M ,dp (21.113)
formula yordanuda amglanadi, Bundax - %'/ nsmga
qoyilgan kuchlar sistemasining bosh vekton: v =S 47 () op
o0°qqa nisbatan mazkur kuchlar sistemasining bosh moment
(21, 113) dan ko'ramizk, erdin qattiq jismea ta'sir emveli
kuchtarning elementar tshi jism quib hilan ileariloma harakar qil-
ganda elementar ko ‘chi-shidagi kuchlar bosh vektorining (she bilan
kuchlarning quibdan o'tuvehi OF o'gqa nisbatan bosh momentin-
ing jism shu o'q atrofida avlanganda elementar ko' Fusiicdagl ixh-
fari vig indisiga reng,
(21 113y ni dr ga bothb. erkin gattiq jismga 1a’sir etuvehi kuch-

s
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larming quvvatini hisoblaymiz:
N =R, +aM, (21.114)
Erkin qattigq pismga tasir etuvehi kuchlar sistemasining chekli
ko‘chishdagi ishini aruqlash uchun {"I 113) mi integrallaymiz:

A= j;u, + [u,,rqa (21.115)

Bu formulalardan fovdalanib. qattiq jismning asosiy harakatlari
uchun ta’sir etuvehi kuchlaming ishi va quvvatini hisoblaymiz.
3. Ngarilama harakatdagi jismga ta’sir etuvehi kuchlarning ishi
va quvvafi. Bu holda dip =0 bo'lgan uchun
&A= Rudr, = R+ R ol + R il (21.116)
tenglik o'rinli bo'ladi. bunda jism ixtivoriy nugtasining ko®chishini
ifodalay -di
Quwvat quvidagicha topiladi:
N=Ro=Ri+Ri+Rz2 (2L.117)
Kuchlar sistemasining chekli ko'clishdagi 1shi quvidagicha
anglanadi

A= [Rar (21.118)

Binobann, ilgarilama  harakardagt pism nugla-lariga fa'sir
emvehn kuchlar sistemasming chekli ko chishdag wshe kuchlar
sistemasi bosi vekiormming mazkur ko 'chishdagi ishiga teng,

4. Qotzg*almas o'q atrofida aylanma E
harakat giluvehi  jismga  ta'siv  etuvchi dif'a‘”
stemasining ishi va quyvati, Agar

. Kuchlar sis-temasi ta’sirida
qozgtalmas = o'qi  awolida  aylanma
harakatda  bo’lsa. quibni aylanish o°qida
olamiz; natjada oF, =0 hamda  bur-chak
lezlih vo'nalpan OF va = o'glar usima-ust

Lushadi (21 27-rasm) Binoha-rin,
ko'nlayotgan holda
A=Al dp (21.119)

formula o'nnli bo'ladi, va'm go'zg'almas
0y arofida avlanma  harakat  gifuv-chi
Jismga tacsie etavehi kuchfar sistemasining elementar isht mazkur

2127 s,
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o'gga nishatan kuchlar bosh momennning jism o'g arrofida
avlanganda elementar ko 'chishidagt ishiga teng,
Bu holda kuchlar sistemasining quvvati

N=M 98 rp 21.120)

i =

chekli avlanma ko chishdagi ishi esa
.I=I.U‘_Jq' (21.121)

formulalar vordamida aniglanadi.

S.Tekis parallel harakatda jism nuqalariga ta’siv etuvehi
kuchlarning ishi va quvvati. Bu holda OR o°q tekis shakining
avlanish oniv o°qi bilan ust-ma-ust tushadi va (21.113). (21.114)
hamda (21.115) ga ko'ra kuchlaming ele-memar ishi, quvvat va
chekli ko'chishdagi 1shi uchun

dd = R, + M el (21.122)
N=Ru,+uM_, {21.123)
- v

A= [Rdi, + [N ep (21.124)

formulalar o'rinli bo'ladi. Bunda @F o'q qutb orqali harakat
tekisligiga per-pendikulyar ravishda o*tadi.

6. Sferik harakatdagi  jism nugtalariga  @'siv etuvehi
kuchlarning ishi va quvvati. Bu holda quib uchun jismning
qo’zg"almas nuqtasini olsak. 7, =0 bo'=ladi hamda OF o7q oniv 0'g
bilan ustma-ust tushadi. Shu sabubli Ko'nlayotgan holda kuchlar
sistemasining elementar ishi. quvvat va chekli Lo’ chishdag ishi

=17, lp (21.123)
N =l (21.126)
A= M, dep (21.127)

formulalar yordamida amglanadi. Bunda o jsmming oy burchak
tezligin ifodalaydi.
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21. 21-§. Moddiy nugta va sistemaning kinetik energiyasi.
Kyonig teoremasi

Mexanikada moddiy nugia  mexamk  harakatining  skalvar
o'lchow sifatida uning Kinetik energivasi olinadi. Nuqta massasini
uning fezligt kvadratign ko'-paytmasining varmiga leng skalyar
kattalik m:- mieqraning kinettk energivast deviladi. S1 birliklar sis-

temasida nuglaning kinetik energivasi = ;"' voki joulda o’l-chanadi:
2

1J=1Nm,

Mexanik  sistema  barcha  nuglalarining  Kinetik  energivalari
vig mdisiga teng
1,

. . i
=
'r'a... o

{21.128)
kavalik sisremaning kinerk energivasit deviladi.

Nugta voki sistemaning kinetik energivasi mazkur nugtalar tezlik-
larining vo -nalishiga bog'liq bo'lmaydi. Fagat sistema nugtalar
imch holatda bo'lgandagina sistemaning kinetik energivasi nolga
2 bo'ladi
Kineuk energiva harakatning vekiorh o’lehovim ifodaloveh ha-
rakat migdorn-ga nisbatan universal katalik hisoblanadi, chunki
mexanik harakat boshga xil ha-rakatlarga, masalan. issiglik yoki
elekirga avianganda, mexanikada tushuniladi-gan harakat vo'nalishi
o2 ma’nosimi vo gotadi

Mexanik  harakaining  shalvar  o‘lchoviga  kuchming  quyvati,
clementar ishi vo-ki chekli ho'chishdagi 1shi kabi o 'zare mexantk
ta sirming  skalvar olchoviari mos keladi, Ular oIilsidﬂgi.
munosabatlar  Kinetik  energivaning o’ sganshi hagidagt  teorema
vositasida o matiladi

Mexanik sistema qo'zg almas o2 koordinatalar sistemasiga nis-
batan harakatlansin. Sistema massalar markaa orgali 0zp: ga paral-
lel  rmavishda  harakatlnuvelt Cwz koordinatalar — sistemasing
o thasamiz

Sistemaning kinetik energivast amglanadigan (21.128) formulada
v sistema A, nuglasining absolyut tezligini ifodalaydi. Tezliklarmi
qo'shish haqidagi teore-maga (13.2-§) ko'ra, A/, nugtaning absolyut

le
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tezligini
0, =0+t (21.129)
ko'fimishda ifodalash mumkin, Bunda . bilan sistema massalar
markazidagi C nuqtaning tezligi (ko*chirma tezlik): 7 bilan A nug-
taning (= koordinatalar sistemasiga nisbatan tezligi (nisbiv tezlik)
belgilangan.
(21.129) ni (21.128) ga qo'vsak.

I'= ;Zm,lli, wu Y =lf_"- S, 0, T m ] + ;Em‘u{‘ y
hosil boladi, bunda ¥ m, =\ —bulun sistema massasi: 3 m) =

= ‘.i: o= 'L (M) =0 (chunki koordinata boshi ¢ nugiada bo’lgani
Lt L

uchun =0, _Fom (] V' =7 — sistemaning massalar markazsiga ms-

batan nisbiy harakat kinetik energivasi. Sistemaning kinetik energivas
uchun quytdagi ifodani olamiz

Mu?

="y (211300

(21 130) tenglik sistemaming kinetik energtvast hagrdag: Kyvonig

teoremastni  ifodalaydic  sistemer  absolvwr harakatining  Kienk

energivasi butun sistema massasi megassaimfashgan, deb garaladigan

sistema massalar markazimng kinettk ewergi-vasi hilan s 1S 1CIming

masselar markaziga msbatan ket energivalarinng Mg in-disipa

teng

=

21.22- §. Qattig jismning Kinetik energivasi

Qattiq jismming asosiy  harkatlari uchun Kinetih - energivami
hisoblashni ko' rib chigamiz ;

Lllgarilama harakatdagi jismning kinetik energivasini hisoblashda
uning barcha nuqtalari birxil tezlikka epa bo'lishini e tiborea olamiz

Ty iy “:’ (21.131)

Binobann, dgardlama  harakatdag: ,r:.\-mrr.-u‘;; kinerk  emergivsi
massast butun sistema RRIsSSasiga eng sistema ixtivorsy »m.-jhhr;nﬂp:
kinetik energivasiga reng

2.Qozg"almas 0°q atrofida aylanma harakatdagi jismning kinetik

"
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enerziyasini hisoblashda jism ixtivoriy M, nuqlasiming tezhgi v, = wh,
formula yordanuda aniglanishini e’tiborga olamiz bunda o —
jismning qo'sg'almas o'q atrofidagi aylanish burchak tesig: i —
Jismning Af, nugtasidan aylanish o”qigacha bo*lgan masofa.

Shunday qilib,

3 2
T= Eﬂl‘_:‘ = n; E"’- n‘u

Agar bu formulada¥ m #i =7,  — jismming aylanish o'qiga
misbatan iner-stiva momenti ekanligini hisobga olsak, kinetik ener-
giva uchun quyidagi for-mula hosil boladi:

el i.*:,,ﬁ (21.132)

—

(21 132) dan Ko'ramizki, gozg almas o'y arrofida avianuvehi
Jismning  ki-netik energivasi jismning avlanish o 'giga nishatan
werstiva momentt  bilan  wming  burchak  tezligh  kvadran
ko paytmasinng yarimiga feng,

3Tehis  parallel  harakatdags  psmning  Kineuk  energivasini
hisoblashda jismning har ondagi harakatini tezliklaming oniy markazi
I orgali o tuveln o°q atrofidagt avlanma harakatdan iborat deb garash
mumkin. Shu sa-babli bu holda ham (21.132) lormulani go‘llash
mumkin

=100 (21.132)

bunda 7, bilan tesiklaming oniy markazi  orqali harakat
tekishpion perpendi-kulvar o tuvehi o gqa (avlanish oniy o"qiga) nis-
batan psmnming merstiva momen-i. o bilan esa ayvlamsh oniy
burchak tesigr belgilangan

Shunday  qihb, rekis  parallel  harakardage  jismnmg kinenk
cnergivast avianish oniy o qiga mishaian jismnig inerstiya momenti
Brkan oy burchak tezlign kvadrais ko pavimasining yarmiga teng.

Gyuygens-Shievner teoremasini ifodaloy ehi (20.21) formulaga aso-
san

I =l MUY (21.133)

munasabal o nnlt bo*ladi (21.28- rasm). Bunda [ —sistema massalar
markazi or-qali avlanish oniy o°qiga parallel o'tuvehi 0°qqa nisbatan
Hismming merstiva momen-in: PC—mazkur o°glar orasidagi masofa: M
— butun jism massasi,
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(21.133) ni (21.132) ga qo'vib,
tekis  parallel harakatdag  jismning
kinetik energivasi uchun vana quyvidag
ifodani olamiz:

= ;!,.-u‘ +;.Um‘u't‘l'

voki @l =, jism  massalar
markazining  tezsigini  ifodalashini
nazarda tut-sak, quvidagi formula

1) 28-tasm, o rinli bo*ladi:
Tate Ly (21.134)
2 2

Bu formula rekix parallel harakardagi — jism  wchun  Kyomg
rearemasint ifodalavdi. tekis  parallel  harakatdagr jisming  kmenk
energivasi butun jism massasi mujassam-tashgan deb garaladigan
sistema massalar markazinng kinetk encrgtyasi bifan massa-lar
markaz orgali harakal whisligiga per-pendiknlvar bo‘lean o'y
atrofida aviamma harakat kinetik energivalarinimg vigmdisiga
teng holadt.

Erkin gattiq jismning kinetik energiyasi uchun ham (21 134) ga
o xshash formula o’ rninh bo"ladi.

4. Sferik harakatdag jismning kinetik energivas ini hisoblashda har
ondagi sferik harakami jismning qo’zg"al-mas nuqtasidan o tuvehy OF
avlanish oniy o'qi atrofidagt avlanma harakaidan iborar deb qarash
mumkinligidan fovdalanamiz. Bu hol uchun (21.132) formulan
qo-llasak.

T lf (21.135)
tenghk o'rinli bo'ladi Bunda /, avlamsh omiy o*qiga nisbatan
Jismning inerstiva momenti: o« —oniy burchak teslig

Demak. sferik  harakatdagi  jismning  kinenk  cnergivasi
Jismning avlanish oniy o’giga nishatan inerstiva momenti hitan
any burchak J’{.':ﬁg{ kvadrair ko pavimasing varnnga teng.

Agar mexanik sistema bir-bini bilan bog'langan bir necha
jismlardan® tash-kil topgan bo-lsa, bunday sistemaming kinetik
energivast sistema tarkibiga Ki-ruvehi jismlar kinetik energivalari-
ning vig“indisiga teng bo'ladi



21.23-§. Moddiy nuqta kinetik energiyasining o‘zgarishi
hagidagi teorema

Massasi + ga teng M erkin ~
moddiy nuqta  Fkuch (a'sirida
qo'zg almas Oxyz koordinatalar
sistemasiga misbalan  harakat-
lansin  (21.29-rasm).  (16.1) ga
ko'ra bunday nugla  uchun
Nyutonning ikkinchi gonunini

5 o
" L =F
v =
ko rmishda vozib. bu tengla- # 21.79-TREM,

maning ikkala tomonini  #kuch
qo'yilgan A/ nuqlaning elementar ho'chishi o =uodr  ga skalyar
ko™ pay iramiz.

midii = Fulit

yoki
T
n"l 2 |‘|"u'r
Bu tenglamada o =o' ekanliging ¢ ti-borga olsak,
dq "’;"]_ri;rf (21.136)
vohi
df "3 |=at (21.136))

tenglikni  olanmuz. Bu  formula  moddn:  nugtaning  differensetal
formadagt kinetk energivasining o 'zgarishi hagidagi teoremant
ifodalavd: mugra Kenenk energivasiming differenstall nugtaga ra'sir
etvelu kuchning clemenar tshiga feng.
(21.136) ming ikkala tomonini & ga bolib, .'f‘f-.f-"-:i;-\-‘
ol

kuchning quvya-tini ifodalashini nazarda tutsak, nugta Kineuk
energivasining o zeanshi hagqidagi teoremani vana quyidagicha yozish
mumbkin

n‘fmU:J_ - . (21.137)
drl 2
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Binobarin, modeiy mugta kinetik encrgivasidan vagrt bo vicha
hosila nugtaga ta'sir etveht kuchning quvvatiga teng.
(21.136) ni nugtaning boshlangich va oxirgi holatlanga mos

chegaralarda integrallaymiz:
mo® mu’ N
) 3 -_!.‘-J: (21.138)
voki
mu’ - mu, o 21.139)

2 4
(21.138) voki (21.139) tenglamalar nugianing chekli formadage
kinerik ener-givasining o ‘zgarishi hagidagi woremam fodalaydic
chekll ko ‘chishdagt nugia kinetk encrgnvasining o zgarisii unga ta'sir
ettveli kuchning xuddi sfin ko 'chish-dagi ishigo teng,

Kinetik energivaning o zganshi haqidagi teoremadan foydalanib,
asosan quyi-dagt ikki xil masalalami Yechish mumkin. Birinchi sil
masalalarda nugtaning boshlang®ich voki oxirgi lesligi aniglanadi
Nugtaning harakat qonumini aniglamay tunb, nugtaga ta’sir etuveln
kuchning ishini hisoblash mumkin bo’lgan holda maz-kur teoremam
qollash magsadga muvofiq bo'ladi, albawa Ikkinchi xil masalalarda
nuqlaning tesligi benlganda unga ta'siv etuvehi Kuchlaming ish
(xususan. kuch voki voy koordinatasi) amqlanadi. Nuglaga 1a'sir
etuvchi kuchning analitik ifodasi noma’lum bo'lganda yoki nugtaning
harakat gonunini aniglamay tunb bu xil ma-salalami vechish  qulay
bo*ladi.

2L1-masala. K jism
(21.30-rasm) g'adir- budur
giva tehislikda tineh holada
= turadi. Tekislikning qivalk

I bur-chagi @ vay - e bunda

b s —<~—=—~ r tnch holatdasi 1shga-
TR lamish  hoeffistienti.  Agar
Jismga boshlang‘ich « tez-

ik berilsa hamda ishqalamsh ke-eflistienti rpa teng bo'lsa, jism
qanday s vo'lni o'tib 1o xtaydi?

Yechish. K jismni massasi uning og-irik markazidagn M
nuqtada mujas-samlashgan moddiv nuqta deb garavmz

M nugtaga uning og'irhk Kuchi#emg ishgalanish kuchi 7 ya

366



tekislikning normal reakstuyva kuchi v ta'sir etadi.

Nugtaga ta’sir etuveht kuchlar o*zgarmas hamda nuqtaning oxir-
ui paytdagi tesligi v -0 ekanligini nazarda tutsak, (21.139) fomula
quyidagi ko'rninishni oladi:

= mu,”
bunda o, —nuqiaming boshlang‘ich  paytdagi  tezligi:.  s—
izlanavotgan o tilgan vo'l. (1) da

= (Puina - F™ (n

= { o F® s Peosa
#
chanligini e uiborga olsak. quvi-dagi tenglik hosil bo"ladi:
ul

g f cover —sim i )

21.24-§. Sistema kinetik energiyasining o*zgarishi haqidagi
teorema

Sistema kinetik energivasi bilan sistema nuqtalariga go’yilgan
kuchlaming 1sh orasidagi munosabatni anigqlaymme. MM, M,
nugtalardan tashkil top-gan sistemaning ixtiyoriy A/, nuglasiga
ta'sir etuvehi tashqr kuchlaming teng ta’sir etuvchisini ° ichka
kuchlamikini esa /' bilan belgilaymiz

Sistemaning xar bir nuqtasi uchun kinetk energivaning o zgari-
shi haqudag teoremam go’llavmiz. Aviaylik, sistema boshlang ich
holatdan 1stalzan holaga o”iganda uning ixtivoniy nugtass A/, ho-
laidan 4/, holatga ko'chsin hamda bu nuquaning tedigi 6, dan
ga o zgarsin. U holda (21 139) ga ko'ra sistemaning har bir nuqtasi
uchun

mo mr
o 1

tengliklar o'rinh bo‘ladi Bunda .4 +.¢ tashgi va ichki kuchlaming
A1 At kochishlarda bajargan ishlan vigindisi.
Yugorndag: barcha tengliklami qo*shsak,

o e e
-y e T VA

=404 e T N

voki (21 128) ga Lu‘ra-
r=-r=4a+A (21 140)
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tenglik o'rinhi bo'ladi. Bunda 7, va T — sistemaning boshlang’ich
va 1stalgan pavidagi kinetik energivalari: 1 +.1' barcha tashqi va
ichki kuchlar sistemasi ishlari vig'indisi.

(21.140) tenglama chekli  vaqr ichida  sistema  kinerik
energivasining o ‘zgari-shi  hagidagi  reoremani - 1fodalaydic
sistemaning  bir holaidan boshqa holatga  ko'-chishida  kmetik
energivasining o‘zgarishi sistema nugialariga fa’sir ctuvehi tashyt
va ichki kuchlarning mos ko'chishlardagi ishlarining vig mdisiga
reng.

Sistemaning juda Kichik vaqt ichidagi elementar ko'chishi uchun
bu teorema

dT =i’ +dI (21.141)

ko nmshda voziladi. dr ga bo'lib quyvidagin hosil gilamiz
NN “(21.142)
ot

(21.142) tenglama sisrema  kimettk energivasining o ssarishi
hagidagt teore-maning differenstial ko ‘rinishini 1fodalaydi. sisrema
kinetik  energivastdan  vagqr  bo'vicha  olingan hosila  sistema
mugtatariga  ta’sir  etiveht  barcha  tashgi va  chki kuchlar
quevvatlarinmg vig ‘indisiga feng.

Avvalgi teoremalardan fargli o'laroq (21,1400 — (21 142) (eng-
lamalarda ichkt kuchlar ham qamashadi. Agar mexanil sistema
o°zgarmas sistemadan vo-ki absolyut gattiq jism bo'lsa, 21 19- § da
ko'rganimizdek, bu holda ichki kuch-lar ishlarining vig indisi nolga
teng boladi hamda (21.140) tenglama
=1, =4 21 143)
ko*ninishda voaladi.
2L 12-masala. Radiust » va massas

7oy M oga teng chigting  barnbaniea fav-

e -‘{"‘i_,?' lanliruvehi  moment l]ll'\lll_.'-'lll‘- Bara-
== banga o'ralgan tros uchiga M. massali

C ghldirakning o qi birtktirilgan (21 31-
rasm). Grildirak gorizont bilan « but-
23tmsm,  chak tashKil etwvehi  giva  tekislik
bo“vlab sirpanmay vugoriga dumalavdi

Baraban » marta aylanganda ganday burchak tezlikka esa bo'ladi?
Boshlangich pavida sistema tinch holatda bo’lgan TIO‘SﬂiI!g mas-

F
T
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sasi va ishqalanish hisobga olinma-sin.

Yechish, Baraban va  gtildirakdan tashkil topgan sistemaga
grildirakning og irlik kuchi Mag. giva tekislikning normal  reaks-
tiva kuchi ¥ va o’zgarmas . moment ta'sir etadi. Barabanning bur-
chak tezligi» mi aniglash uchun sistema Kinetik energiyvasining o°z-
garishi hagidag! teoremani ifodalovehi (21.143) tenglamadan foy-
dalanamiz

T=T= A" h

Sistemaning Kinetik energivasi

T 113 @
bunda 1 va 7> mos ravishda g'ildirak va barabanning Kinetik ener-
givasini ifodalayvdi.

Galdirak  tekis  parallel  harakatda  bo’lgani  uchun  Kinetik
energivasini (21, 134) formulaga asosan amglaymiz:

Mag 1 ]

TSl

7

Gildirak dowraviv stilindrdan iborat bo*lgani uchun 1. « '"f‘-'-": . §ir=

panmasdan dumalagam uchun o = wr,. Shu sababli
LT

s 4
Tros  cho'almagani  tfayhh ' nugtamng  tezdigi  baraban
gardishidagn — nuqtamng chiaghi tesligiga  teng  bo'ladi
v, o - Shunday qilib,

M el e
£t 4 I Mg,
g

A

I, (13)

4
Baraban ko' zg almas ) o°q atrofida aylanma harakatda bo’lpani
uchun uning kinetik ener-gvasim (21.132) formula yordamida
hisoblavniz:
I 2 Me’s?

Py o0 7 ()
(3) va (4) mi (1) pa qo'ysak,
o “"_‘;"""‘ M _'In-"q’qm; +AL,) (5)
Boshlang ich payida sistema tineh holatda bo'lgani uchun
7y =0 (6)

Baraban # marta avlanganda sistemaga ta’sir etuvchi barcha
kuchlaming ishimi hisoblaymiz  Grildirak  sirpanmay  dumalagani

369




uchun baraban n marta avlanganda uning markasidagi C' nugta qiva
tekislik bo'vlabs=2ms  masofaga ko'chadi. ba-raban esa p=" =2
burchakka avianadi. Normal reakstiva kuchivning vo'nali-shi
gildirakning ko'chishiga perpendikulyar bo'lgani uchun uning s
ko*chishi-dagi ishi nolga teng. Shu sababh sistema nugtalanga ta’sir
etuvchi kuchlaming ishi
A=A+
ga teng bo'ladi. Bunda., gildirak ogirhk kuchi Ai.x ning qgiya
tekishk bo'vlab yugorga » masofaga Ko'chishdagi ishi bo'lib.
Ay =M gssina =M 2empsna . Ay esa L momentning baraban g <2m
burchakka avlangandagi ishini ifodalaydi hamda
A=Lp=L2em
Shunday qihb,
A=2mll = M.g-r sina) (7)
(5), (6) va (7) m (1) ga go'vib, wlanayolgan . burchak tesikm
aniglaymiz:
| L=M.grana
e b,?'m m':g» ;r,
Kinetik energiva o zeanshiga doir hisob-grafik 1shlan vananilan
J-ilovanmg 4-topshing ida berilgan

21.25- §. Potenstialli kuch maydoni

Kuch qovilgan nugtaning harakat gonunini bilmay turib, ishni
hisoblash mumkin  bo'lgan vana bir turkum  kuchlar haqida
to*xtalamiz. Buning uchun kuch may dont tushunchasing Mintamiz

Fazoning  biror  sohasidagi  moddis nuglaga uming
koordinatalariga bog'liq. miqdor va vo'nahshi ma'lum bo*lean
kuchlar ta'sir etsa. mazkur soha kuch may-doni deviladi 3

Agar kuchlar vagiga bog'lig bo'Imasa. bunday mavdon srasromar
kuch mav=doni deviladi
Agar kuch mavdom vaqiga ham boglig bo'lsa. bunday mavdon
stastuonar bo Imagan kuch imaydoni deviladi ; .
Kuch elementar ishining analitik ifodasi bo‘lmish (21 95) for
mula
dd = N+ Yoy + Zel=
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ning o'ng tomonidagi differenstial uch had biror e v=)
funkstivaning (o'l differenstialiga teng bo'lsa, bu funksiva
kuchnmg  potenstiali  voki  kuch  funksii-vast  deviladi.  Kuch
funkstivasi mavjud bo’lgan maydon perensiallt kuch maydont deyi-
ladi. Bunday mavdon kuchi porenstalli kuch voki konservativ kuch
deviladi.
Agar kuchning koordinata o glandagi proekstivalan

AU e, i =

X = = oJ =3 4 = (21.144)
shartlarmi ganoatlantirsa,

!

il i (B1145)
IL-

i b 4 Yoty 2o = 0 et

e v

tenglik o'rinli bo'ladi. Ta'rifea ko'ra. bunday mavdon potenstialli

kuch mavdo-mdan 1borat bo‘ladi hamda fagat koordmatalarga
bog hg (v, v.2) funkstiva Kuchning potenstialin 1fodalaydi.

Potenstialli kuch  mavdonida nuquaning A/, holaidan A/, holatga

chekli ko*chi-shidagi ishi

A= fu Ve + Yaly + Zikz) = j.ﬂ" =0/, v 2) =L 0%, 0.5)

voki
A=l =17, (21.146)
ga teng bo'ladi

21.26-§. Teng potenstinlli sivt. Kuch chiziglari

Kuch funksuyasining qivmatlan bir xil bo’lgan potenstialli kuch
nuglaning  peometnk  o'rm feng  patenstalll sirt
deviladi. Shunday qilib. teng potensualli sirining tenglamasing
Uz yzy= (21.147)

ko'nnishda yosish mumkin. ¢ ga wrlicha quymatlar berib. teng
potenstalli sictlar (o plamini olamiz

Agar nugta /v =) =¢" teng potenstialh sirl boyicha elementar
kochush olsa, u holda 7" =0 tenglik bajariladi. Shu sababli

= Fdi = |V elFcos(FF dF)=0 (21.148)

va'ni teng potenstialli sin bo'vlab harakatlanuvehi nuqlaga ta’sir
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etuvchi kuch-ning elementar ishi nolga teng. (21.148) dan
ko‘ramizki, kuch har onda teng po-tenstalli sirtga o'thazilgan
normal bo'vicha yo'naladi. Shunday qilib. skalvar funkstivaning
vektor gradienti tushunchasidan fovdalansak,

-, dili= = U

= gradll = = ; 21149

F = gradl ‘h:r + B IE = k (21 )

3 Kuch maydonida teng potenstialli
Gpa). € sirt ilan bir gatorda kuch chizigh tu-

“oF kuchelzel shunchasi ham kiritiladi. Kuch chizig'

X uchun har bir nuqiasida unga o'tkazil-

i’! gan unnma benlgan mavdon kuchiga

. 0 Kollinear bolgan chiziq olinadi (21 32-

A rasm). Kuch chizigining x. v. = koordi-

11.32:1asm, nalalarga msbatan dilferensiial tengla-
masini ¢ va I vektorlaming kollinearlik shartidan foydalanib,

e _dv e

X Z

ko*nimishda yozsh mumkin

(21.150)

21.27-§. Potenstial energiya

Potenstialli kuch mavdonida kuchming potenstiali /' bilan bir
qatorda maydoenning biror nuqiasida to°plangan energiva migdorim
ifodalovehi va potenstinl energiva deb atala-digan boshga 11
funkstivani kiritish mumkin.

Moddiy nugta biror A holatdan  boshlang ich s holatga
ko'chishida wnga ta'sit etuvchi  maydon  Kuchlarining  ishi
maydonning berifgan M nugtadagi 1 potenstial energivasi deyiladi

Shunday qihb, A

II'=4=l { i:llq”
bunda U/, o'zgarmas bo'lib. harakawdags nugta-ning boshlangich
holatiga bog'liq bo‘ladi. Shu sababli maydomning biror nugrasidag
polensial energiva  xtivorty o'zgarmasgachio aniglik bilan mazkir
nugtadagy. manfiy- ishora bilan ofingan kuch fiunkstivasiga  feng
bo ladt, r

Agar nugtaning boshlang®ich holau (7,
fi=-u

Fnuglada olinsa,
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bo'ladi. Bu tenglikni nazarda tunb, elementar ish va chekli

kochishdagi ish uchun quvidagi ifodalami yozish mumkin:
dd =dti = -dil, A=1-U=1Ty- 1T - (21.152)
Potenstialli kuch maydonidagi nuqta har onda T'= mu” /2 ga teng
kinetik energivaga va {1 = - U/ potenstial energivaga ega bo'ladi. Bu
energivalaming vi-g indisi. ya'ni
E=T+H (21.153)

moddiy nugianing roltg mexantk energivasi deviladi.

21.28-§. Kuch funkstiyasini aniglashiga oid misollar

Bir jinsli ogiirlik kuchi mavdoni. chizigh elastiklik kuchi va
Nauton  tortihsh  gonumiga  bincan.  ta’sir  etuvchi  kuch
mavdonlarining  kuch  funkstivasini  hisob-laymiz.  Agar  kuch
funkstivasi ma’lum bo’lsa. potenstial energiva (21.152) ga asosan
hisoblanad:. Y

1. Bir jinsli ogtirlik kuchi maydoni. Agar maydon kuchi migdor
va vo'na-lish jihatdan o zoarmas bo'lsa. bunday mayvdon bir jinsii
mavdon deviladi. Masalan, Yer sirtiga yagm masolada og'irhik ku-
chi mavdonini bir jinsh mavdon deb garash mumkin, # kuchning
hoordinata o' glandagi proekstivalar quyidagicha aniglanadi:

X=0,Y=0Z=—PFP my, (21.1354)

(21,95) ga asosan £ kuchning elementar ishini hisoblaymiz;
dA=Xdx + Yy + Zi= mgedz ~d(— mgz) =dl

Demak. P kuchning elementar ishi — mgz funkstivaning 1o'liq
differenstiali-ga  teng  bo'lganmi  uchun og'irhk  kuchi  maydon
potenstialli mavdondan 1horat bo‘ladi Binobarin, og'irthk kuchi
may doniming kuch funkstiyast

1l — mg= + const (21.155)

bo'ladi. Ko'rilavotgan holda 17— ¢

voki = const tenghik bilan ifodalana-

digan teng potensualli sinlar gonizontal
tekastiklardan 1borat boladi

2. Chiziqli elastiklik kuchi maydoni.
Prupmaning chiagh elastuklik kuchi

F=car ;
formuladan  amiglanadi (21 33-rasm). ,.’ o 43
Bunda ¢ - prujinaning  bikirhk S
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koeffistienti: # — prujina-ning erkin uchidagt nuqtaning radius-
veklori.
Prujinaning mahkamlangan O uchida koor-dinatalar boshini olib,
x. ¥, = o"qlarga I kuchni proekstivalaymiz.
X=—cx ¥ o Z i
Binobann, kuchning elementar ishi
dA = Xdx - Ydy + Zdz = — ¢ (xdx - ydy + zdz)
formuladan aniqlanadi. 7~ =x° + ' + =" tenglikni differenstiallab,
rdr=d(r’y2 = xdx - wily + 2z
ekanligini e’tiborga olsak. )
dd crdr =d(-cr~2) = dlJ

lenglik  o'mnli  bo'ladi.  Bu  tenghkm  imegrallab.  Kuch
lunksliyvasini uniql:l_\ ~miz -

U =-er” 2+ const =-c(x” +1u +27) /2 const.  {21,135)

Ko nlayolgan holda U7~ O teng potenstialli sirtlar r = cons/
bo'lgan sfera-lardan iborat.

3. Nyuton tortilish kuchi maydoni, Massasi m; go teng M
nuglaga doimo qo'zg'almas © markazga vo'nalgan va (21 108)
formula yordamida aniglanadi-gan

= T
.r.——lf—-'.:'y -
r r
Nyuton tortilish kuchi @’sir etsin (21.24-rasmpa qarng). (11 109)
ga ko'ra /" huchning elementar ishi uchun
Al = — fint m, &, 2
= (21.156)
formula o'rinli bo*ladi. Bu tenglamani integrallab. kuch funkstivasi-
ni aniglay miz: y

.
I/ = f ~==+const 2 1=
3 (21.157)

Bu holda ham teng potenstialli sirtlar markas koordinatalar bo-
shudagi sleralardan iborat boladi

21.29- §. Moddiy nugta va mexanik sistema uchun energiyaning
saglanish gonuni

(21.152) ga kn'l‘_a A~ My — IT bo'lgam uchun moddis nugta
kinetik energi-vasining o°zgarishi haqidagi teoremani ifodaloveh
(21 139 formulani quyidagi-cha yozish mumkin
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mut omu”

2 =i my— 1
voki
m;;-_'_n :m;:., LT =h
bunda h — o'zgarmas bolib. boshlang’ich paytdag 1o°lig

mexanik energiva-ni ifodalavdi.

(21.153) ga ko'ra I+ /1 = I 10°liq mexanik energivani ifodalavdi.

Binobarin, energiva mitegrali deb ataladigan
E=T+1I=h (21.158)
tenglik o rinli bo'ladi.

(21.158)  fornula moddiv nuga mexanik  energivasining
saqlamish  qonunini  ifodalaydy:  potenstialli kuch  mavdonida
harakatlanayotgan  nuglaning  to'liy  me-xanik energivast
o sgarmasdan qoladi.

Apar mexanik  sistema  nugtalaniga w'sir etuvehr  kuchlar
potensuialga ega bo'lsa, u holda sistemaning har bir nugtasiga
qo*vilgan kuchlaming ishi (21,152) ga ko'ra

= =nm (21.159)
formuladan  amiglanadi. Shu  sababli sistema nugtalanga ta’sir
etuvchi  barcha tashqr va ichki kuchlar ishlanming  vigiindisi
quvidagiga teng boladi:

A4 TA = TH-¥n =0-1 (21 160)

(21 160) mi sistema kinelk energivasining o zgarishi hagidagi
teoremani odaloveh (21, 140) formulaga go'ysak.

-1, =lle— 11
voki

T+ =T+ Iy (21.161)
tenghik hosil bo'ladi

Bu tenglama mexanik sistema energivasining saglanish gonuning
tfodalaydi. Mexanik energivaning saglamsh qonuni o°rinli bo'lgan
mexunik sistema konservatiy sistema deviladi.

Maddiv  nugla  voki  sistema  nuglalarign  potenstialga  epa
bolmagan garshilik kuchlari (masalan, 1shqalanish kuchi) ta'sir etsa,
mexanik energivaning bir qismi issiglik, elekir va boshqga energiva-
larga avlanish nattjasida mexanik energiva kamaya boradi. Binobarin,
bu holda mexanik energivaning saglanigh gonuni o'rinli bulmaydi
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Lekin barcha ko'rimishdagi (mexamik, issighk, elekir va boshga)
energivalardan tashkil topgan to'lig energiva, mexanik sistema har
ganday kuch maydonida harakatlansa ham. o zgarmasdan goladi.

Nazorat savollari:
1. Moddiy nugta va mexanik sistemaning harakat migdon
2. Moddiv nugta harakat migdonning o #garishi haqidagi teorema.
3. Moddiy nugta harakat migdonning saglanish qonum
4, Mexanik sistema harakat migdonning o' zsanishi hagidag
teoremani 1sbotlang.
5 Mexanik sistema harakal miqdonning saqlamish qonuni,
6. Moddiy nugra harakat miqdorining momenti
7 Mexanik sisteman kinetik momenli qanday voaladi.
8. Moddiv nugta harakat miqdori momentining o zganshi hagida
leorema aviing,
9. Mexanik sistema kineuk energivani o' zgarishi hagida teorema
ayling.
10, Kushning ishiga ' nf keltiring
11 Quyvat nima va u gavsi birdiklarda o lchanadi?
12 Teng ta'sir etuychimig ishi nimaga teng?
13, Elasuklik kuchining bajargan ishi nimaga teng?
14, Avlantiruveh momenining 1shi nimaga teng”?
15. Og'irlik kuchining bajarsan ishi
16. Nugla va sistemaning kinetih energiyasi
17. Qattiq jismming kinetik energivasini aniglash formulalari
18. Moddiy nuqta Kinetuk enermivasining o'zgarishi  hagidagi
teoremani ayting, i
19, Mexanik sistema kinetik energivasining o soarichi haqidagi
teorema aviing B =
20, Potensial energiva
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22-BOB. QATTIQ JISM DINAMIKASI

Tayanch so*zlar: qaitiq jism dinamikasining asosiv masalalari.
fizik tebran-gich. psmiaming inerstiva momentlarini tajriba usuli bilan
aniglash, Eyvleming dinamik tenglamalari.  erkin  giroskopning
harakati. Rezal teoremas

22.1-§. Qaitiq jism dinamikasining asosiy masalalari

Stauka bo'limida kuchlar sistemasi ta'sinda  qaltiq jismning
muyosanat shart-lan o rganilgan edi. Kinematika bo'limida esa gatlig
pismning harakatini aniglash usullari, ixtivony nuqgtasining tezligi va
tezlanishini amglash ustda to'xtalgan edik. Qattiq jism dinamikasida
uchravdigan masalalarni asosan quvidagi ikki gruppaga  ajratish
mumkin. birinchi gruppa masalalarda  harakati benilgan  qattiq
psmning qanday kuchlar sistemasi ta'sinda bo‘lishi amiglanadi;
ikkinehr gruppaga oid masalalarda berilgan kuchlar ta’sinda ma’lum
boshlang'ich shartlarga ko'ra qatiq psm qanday harakat qilishi,
boglanishdag jism uchun esa bog'lanish reak-stiya kuchlari ham
anglanads.

Qatug psm harakatim o' reamishda sistema dinamikasining umu-
miy  teorema-landan fovdalaniladi Kinematika  bo'limida
ko rganimiadel, erkin gatig jismning harnkatini murakkab harakat-
dan iborat deb garash mumkin (12 1-§). Bunday murakkab harakatm
quth uchun tanlab olingan jism ixtiyory nuglasining ilgarilama hara-
kati (kochirma harakat) va quib atrofidagt aylanma harakat (misbiy
harakat} dan tashkil topgan deb qarash mumkin

Dinamika bo’limuda qutb uchun odatda jismning massalar mar-
kazi olinadi. Shu sababli massalar markazamng harakati haqidagi
teoremadan (21 5-8§) fovdalamb, jismning ilganlama harakat dif-
ferenstial lenglamasi tualadi. Bu teoremani ifodalovehi (21.31)
lenglamaga ho'ra

\a, = R* (22.1)
bu erda M bulun jism massasi: @ -—qaltiq jism massalar
markazining teslanishi: & ——tashqi kuchlaming bosh vekiori,

Sistema massalar markasiga nisbatan nisbiv harakat Kinetik mo-
mentining o zearishi xagidagi teorema vositasida jismning mas-
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salar markazi atrofida aylanma harakat differenstial tenglamasi tu-
ziladi. Bu teoremani ifodalovehi (21.86) tenglamaga ko'ra
B e (222)
ot _
Bunda K’—qattiq jismning massalar markaziga nisbatan Kinetk
momenti; A7 —tashqi Kuchlaming massalar markaziga nisbatan
bosh momenti :
(22.1) va (22.2) tenglamalar vositasida qattiq jism dinamikasin-
ing vugorida bayon etilgan ikkita asosiv masalasini Yechish mum-
Kin.
Bu bobda qattiq jismning oddiy harakatlan uchun gatiig jism di-
namikasining asosiy masalalan ganday echilishini ko*nb chigamiz

22.2-§. Qadttiq jismning ilgarilama harakat differenstial
tenglamalari

Hganlama harakatdagr qattiq jismning barcha nuqtalast xuddi
Jismning massalar markazi kabi harakatlanadi. Shu sababli ilpanly-
ma harakatdagi jismning harakat differenstial tenglamasini (22.1)
ko'rimshda olish mumkin. (22.1) da 4 =7 ekanligini ¢ 'tiborga ol-
sak, jismmng ilgarilama harakatini quyidagt bitta thkinchi tarubl
vektorlt tenglama bilan aniglash mumkin:

\f7 =R (22.3)

(22.3) m ikkala tomonini qo'zgtalmas koordinata o (|L|ng:|
proeksuyalab, qattiq jismning ilgarilama harakauni ifodaloyvehi sha-
Ivar formadagi uchia ikkinchi tartibli di fTerenstinl tenglamalar sistes
masini olamiz:

N =B M. = R = | 224

Hgarilama  harakatdagn gaing jism ul.hlm dinamibaning ikki

asosiv masalasi xuddi moddiv nuqta dinamikasidagi kabi echiladi
Ko'zg*almas ozys Koordinatalar sistemass ga misbatan 1lgarilama
harakatda-gi jism uwning massalar markaziga binktnlgan Coe
Loordinatalar sistemasiga nisbatan harakatlanmavdi Shu sababli il-
garilama harakatdagi jismning massalar markaziga nishatan nisbiy
harakat kinetik momenti
Ai=0 (225)

lad
)
=



bo'ladi.
(22.5) ni (22.2) ga qo°vib, ilgarilama harakaldagi jism uchun
M =0 (22.6)
bo*lishiga ishonch hosil gilamiz
(22.6) tenglik psm ilganlama harakatda bo'lishining zaruriy
shartini ifodalavdi. Chunki Af2=0 bo*lishiga qaramay. jism massa-
lar markaz atrofida aylan-ma harakatda bo*lishi mumkin,

22.3-§. Qo‘zg‘almas o*q atrofida aylanma harakatdagi galliq
jismning harakat differenstial tenglamasi

Ko'zgralmas = o'q atrofida ayvlanma z
harabatdagr  jism bog'lanishdagi  jism-dan
iborat bo'ladi. Bunday psmning harakauni
o' rganish uchun bog'lanishdan  bo'-shatish
prinstipidan foydalanamiz. Agar ishqala-nish
hisobga olinmasa, A va B podshipniklaming
tavanch kuchlarini & . £, bilan almashtinish
mum-kin - (22 T-rasm).  Natjada  maskur
psmni KR, 6 F L F kuchlar acsinidag
erkin jism deb qarash mumkin

Qo'zgralmas = o'q awofida  burchak
tezik  bilon  avlanma  harakat  quluvehi
o e 7
Jnsmming harakat differensual  tenglamasim 3% 1-mnEmm.

tuash uchun = 0°qga msbatan jism ki-netik momentining o’ zgarishi
hagidagi teoremani ifodalovehn (21 73) ning uchin-chi tenglamasidan
fovdalanamiz
Ry @27)
et
#, H, reakstiva kuchlan o qni kesib o’ tgani tufayl ularming shu
0" gqa ms-batan momentlan nolga teng bo*ladi. .
Ishqalamsh kuchi mavjud bo’lganda Af; tarkibiga ishqalanish
huchlarining momentini hum go*shish Kerak,

(21.54) ga Ko'rak, =10 =14 bo'lgani uchun ";:: =14 lenghk

o nnli bo'ladi. Shu sababli (22.7) ni quyidagicha vozish mumbkin:
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s =il 28

e Li=M; (223)
yoki

Lp=FMF) (22.8)

(22.8) yoki (22.8') tenglamalar jismning qo’zg’almas o' atrofida

aylanma harakati differensuial tenglamasini ifodalaydi. -

Agar aylanish o'qiga nisbatan tashgi kuchlaming bosh momenti

nolga teng bo'lsa. u holda jismmng = o'gqqa nisbatan kinetik
momenti o'zgarmas bo‘ladi. Hagiqatan ham. agar A/ =0 bo'lsa,
(22.8) ga ko'ra
1g=0
bundan
K, =1a=10,=canst (22.9)

bo'lishini ko'ramuz. Bu hol merstivasi bo'yicha aylanayotgan
jismning hara-katiga mos keladi. Agar biror mashinaning vah tekis
aylanma harakaida bo'lsa. bu holda valni harakatga heltiruvch
kuchlaming momenti bilan ishgalanish  Kuchlariming  moment
migdor jihatdan teng, vo'nalishy qarama-garshi boladi
(22.8") mi gattiq jismning ilgarilama harakat tenglamalandan bi-
rortasi, masalan, (22 4) ning birinchi tenglamasi
AB.=R; (22.10)
bilan solishtirsak, ayvlanma harakatdag  qoing  jism inerstiva
momenti xuddi iganlama harakatdagr jism |n:nssmug-.1u'\sh;;'5h
funkstiyani bajaradi, ya'm iner-stiva moments ayvlanma harokatdag;
Jismping inertlik o lehovim fodalavd ;
Agar tashqi kuchlaming bosh momentid/; va ¢ ma'lum bo‘lsa,
(22.8) dan fovdalanib, jismmng aviamsh o'qiga nisbatan merstiva
momentini aniqlash mumkin. A

22.4-§. Fizik tebrangich

Massalar markazi orgali o'tmaydigan gonizontal o' atrofida
ozimng ogir-hik kuchi  1a'sinda harakatlanuvehn jismpn fisik
rebrangich deviladi S

Fizik webrangichning aylanish o°qi tebrangichning osilish ]
deviladi. OC masofani a bilan belgilasak, tebrangichning holati O
chizigning vertikaldan og'ish burchagi ¢ bilan aniglanadi

380



Gorizontal = o'qni tebrangichning ayvlanish
o'qi bo'vlab vo'naltiramiz (22.2-rasm). Oy
tekislikni tebrangichning og'irlik markaa
orqali o'thazib. bu tekislik wchun rasm 5
tekisligini olamiz. Tinch holaidan ¢ burchakka
og'dirilgan tebrangichga uning og’irlik Kuchi
P va O nuqladagi stlindrik shamir reakstiva
kuchining V1, tashkil etuvchilar ta’sir etadi
Ishqalanish kuchini hisobga olmaymiz

Tebrangichga ta'sir etuveht kuchlaming o'qqa nisbatan bogh
momenti

M= M N+ MO0+ M (Fy= Pasing
bo*lgani uchun (22 8) pa ko'ra
1= -Pasmg
voki

P+ !"_-.mu;r_ll (22.11)

tenglamani olamiz. Bunda/_  tebrangichming osilish o'qgiga ms-
batan inersti-va momentin ifodalaydi
(22 11) tenglama fiztk tebrangichning harakat differensiial
tenglamasi desyiladi. singp=p munosabat o'rinhi bo'ladigan fizik
tebrangichning kichik tebran-ma harakat differenstial tenglamasim
IRl l";"‘".p_n (22.12)
ko'nnishda  vozish  mumkin - Bu  differenstial  tenglamaning
umunny echimi qu-vidagicha boladi
Mga

P= IM““[ i.. ] r+e | [32]3)
(22.13)dan ¢ burchak tebranish dayn
I
o] o £ 2%
__‘\ \iga 22:.14)

bo'lgan garmonik tebranma harakat gonuni asosida o*zgaradi,

(22 11) tenglama matematik tebrangichning harakat differenstial
tenglamasi (18 17) dan fagat sinp oldidag o zgarmas koefllistientlar
bilan farg qiladi

Tebranish davn (izik tebrongichning tebranish davriga teng
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bo’lgan matema-tik tebrangichning wzunligint aniglaymiz. Buning
uchun fizik va matematik teb-rangichlar (englamalanda smg lar
oldidagi koeffistientlarni tenglay iz

Pua g
T o
bundan
L (22.15)
Pa Ma

formula yordamida aniglanadigan [ kattalikka fizik rebrangichming
keltirifgan uzunligi deviladi.
(20.21)  tenglik  bilan  ifodalanadigan  Gyuy gens-Shievner
teoremasini quyidagi ko rinishda yosamiz
T (22.16)
bunda /. bilan whrngichmng og'irthk markas orgall = o qqa
parallel ravish-da o'tuvehi o'qga nisbatan  inerstiva  momenti
belgilangan,
(22.16) ni (22.15) ga go'vib, fiak ebrangichning Keltirilzan waun-
ligr uchun
1,

L 2 2217
Mua B (21T

ifodam olanuz.
© nugladan og"irlik markaz yo'nalishida bu kattalikni qosvib, o
nugtani olamiz (22.2-rasm). O nuqta fizik tehrangichning silkenish

markazi deviladi, Og ulik markazidan silkinish markazipacha
bo'lgan masola uchun y

!
T (22.18)

tenghk o'rinhi bo'ladi

22.5-§. Jismlarning inerstiya momentlarini tajriba usuli bilan
aniqlash

Texnikada ixtivony shakldagi bir jinsli yoki bir jinssiz psmlamine
o'qqa nis-batan merstiva  momenting :uuql.x»«hd;{ tajriba  usulidan
foydalaniladi. Tebratish usuli va buralma tebranish usuli ana shunday
usullar jumlasidandir d

1. Tebratish usuli. Aviaylik, oghthgt £ ga teng shatunning
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og'irlik markazi C dan o'tvehi, Oz ga parallel go-
rizontal o'qqa nisbatan inerstiva momentini anig-
lash kerak bo'lsin. Buning uchun dastlab shatun-
ning og’irlik markazini aniglaymiz (7 3-§). So'ngra
shatunm @ viulka orgali o'tuvehi qotzgalmas Oz
gonzontal o'qqa osamiz (22.3-rasm) va sme=@
munosabat o'mnli bo'ladigan kichik bur-chakka
og'dirib  febratamuz. Tebranish  boshlangandan
keyin shatunning ¢ vaqu ichidagi tebranishlar som
a ni aniglaymiz. U holda Kichik tebranish davn

223-masm.

r=" formula vordamida aniqlanadi.
n

Bunday shatunni esilish o'qi O bilan ustma-ust tushuvehi fiak
lebrangich deb garash mumkin

22 14) ga asosan fiak tebrangichmng Kichik tebranishlar davn
uchun

I
T=2x 22.19
1 i (22.19)
o'nnli bo'ladi. Bunda P shatmning og'irhk kuchi;, @

og'irdik markazs-dan osilish o°qi Oz gacha bo’lgan ma-sofa

Shunday qilib shatunning, tebranish davri 7. og'irligi 2 va
og'irhk markazidan osihsh o gigacha bo'lgan @ masofn ma’lum
bo'lsa, shawnnming osilish o'qi-za nisbatan merstiva  moment)
(22.19) ga ko'ra
; ’]'f'j‘ (22.20)

tenghik  vosttnsida amiglunadi. = o’qqa  parallel  ravishda
shatumning og'itlik  markazidan otvehi €z o'gga nishatan
inerstiva  momentini - lisoblash  uchun  Gyuygens-Shievner
teoremasin ifodaloveh (20.21) formuladan Toy dalanamiz

1 =1_+Ma’

Bundmn

1

AR 1) I'-
I =i~ Mot =T

EE: g
(20.19) ga binoan shatunning 'z, o'qga nisbatan inerstiva
radiusing aniglash mumbin

W
o
[]



=k jlrr .R“?I; :

= =.|5 -t 2222
B e 2222

o 2. Buralma tebranish usuli. Bu usulda
ixtivorty shakldagi 4 jismning inerstiva

« momentini aniglash uchun dastlab yuqor

. —~l—< uchi qozgalmas qilib mah-kamlangan

=3 L c,_] simning pastki uchiga inerstiva momenti
b R 2 p ga ) !
= ma’lum bo‘lgan etalon jism (masalan, bir

N Arasm. yinshi  disk) osiladi va unmi kichik ¢
burchakka bunb go'vib vubonladi (22.4-

rasm. a). Buralgan simning elastiklik kuchi ta'sinda etalon jism
buralma tebranma harakaida bo'ladi. Burchak kichik bo'lganda
clastiklik kuchining momenti buralish burchagiga proporstional

bo‘lgani uchun buralma ebranish harakat differenstial tenglamast
quyidagicha voziladi:

"

Iap=~kip
voki

i+ k ip =10
/,

bunda & o'zgarmas koeffistient bo'lib, simning elasuklit
xususivatini ifodalavdi, Elnlonjlammng tebramish davn uchun

T ;3.:" L (22.33)
formula o*nnh bo*ladi

Xuddi shuningdek. etalon jism o miga berilgan 4 jsnni asib
(22.4- rasm. {3). bu]ummm.:..-brmm.h dayni uchun

V2 (22.29)
munosabaini olamiz. (22.23) va (22 24) teneliklardan 4 koelTie:
tienini yo'qotib. . jismning inerstiva moment uchun
A
Fe=1tl22| =
f e, 22 J}}
formulam olamiz.
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22.6-§. Qattiq jismning tekis parallel harakat differenstial
tenglamalari

Aviaylik, qattiq jismning massasi
biror(, o tekislikka misbatan simmetnk »
Joy-lashgan bo’lsin: qattiq jismga @’ sic //
evehi £ F .. F. kuchlar esa shu (\
p 4

X

‘&‘ fw’f

tekislik- dn _\olsm hamda  jism
nuglalanning boshlang ich tezligi mazkur

tekislikka parallel bo'lsin. Ushbu shartlar P =
bajarilsa. qatug  jism  wekis  parallel  *
harakatda  bo'ladi hamda  bundav 22.5 rasm.

harakatmi o'rganish uchun jismm O x
tekishik bilan Kesish natijasida qir-gimda hosil bo’lgan tekis shaklning
harakatim o' rganish kifova (22 5- rasm),

Kinemaitha bo'linida ko'rgammuzdek, bunday tekis shaklning
holatm uning biror ¢ nuqiasining koordinatalar v, va bu nugiada
Jismga biikunlgan Cey, koordinatalar sistemasi vy o'gining X o'q
bilan tashkil qulgan burchagz vordamida aniglash mumkin

Mass-nlur markazamng  harakan  hagidagn  teoremant il'ud.xim chi

2.1) tenpla-manmi qo zg almas  x va v o°glarga proekstivalab, o
nnlql:madlmn quyvidagi ikkifa differenstial tenglamani olamiz

M= I |

iy =R |
bunda Af — jismning massasi. KK hosh vektoming x va vy
o'qlardagi pro-ekstivalari

Massalar markaziga nisbatan nisbiv harakat kinetik momentin-
mg o zeanshi hagidagi teoremani ifodaloyvehi (22.2) tenglamadan
fovdalanib, o burchak anglanadigan differenstial tenglamani olish
murmhin.

Agar " puqiada v ga parallel ravishda harakatlanuvehi Ce y,
hoordina-talar sistemasini o'thazsak. tekis shaklning Cev. Koordi-
natalar sistemasiga nis-batan nisbiy harakati ¢ nuglada shakl 1ekis-
ligiga perpendikulvar ravishda o‘tuvehi =, 0°q atrofidagi aylanma
harakatdan iborat bo'ladi. Shu sababli (21.54) ga asosan =, o'qga

(22.26)
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1 'g.:'!'; %
=, - -u 2329
B Nar N axt : $ )

T 2. Buralma tebranish usuli. Bu usulda
ixtivorly shakldagi A jismning merstiya

+ momentini amglash uchun dastlab yugon

.~ ¢ uchi qozgralmas  gilib  mah-kamlangan
(‘.-_C.J e i_.:,j simpung pastki uchiga inerstiva momenti /,
=== ma’lum bo'lgan elalon jism (masalan, bir
1 4.ya8m. yinsli disk) osiladi va uni kichik ¢
burchakka burib go'yib yubonladi (224

rasm. @), Buralgan simming elasuklik kuchi ta’sinda etalon jism
buralma tebranma harakatda bo'ladi. Burchak kichik bo’lganda
elastklik kochining momentt buralish burchagiga proporstional

bo‘lgani uchun buralma tebranish harakat dillerenstial tenglamas
quyidagicha yozladi:

Ij=-kp
yoki
G+ £ @ =0
"-
bunda & — ozgarmas Koeflistient bo'hib, simning elasukhh
ususiyatini ifodalaydi. Etalon pismning tebranish davn uchun
fi=dey i (2223)

formula oninh bo’ ladi
Xuddi shuningdek, etalon jism o'miga berilzan 4 jismni osib
(22 4- rasm, @), bu jismning tebranish dayvri uchun

20 (2224)
munosabatni olamic. (22.23) va (22 24) tenghiklardan & koeffis-
fientmi yo'qotib, A Jismming werstiva momenti uchun

"7 {22.25)
\
Formulami olamiz



22.6-§. Qaitiq jismning tekis parallel harakat differenstial
tenglamalari

Aviavlik. qaltig jismning massasi
birort)o  tekislikha nisbatan simmetnk
Jov-lashgan bo'lsin. qattiq jismga ta'sie
etuvehi 7 . F,....F, Kuchlar esa shu
iekislik-da yotsin hamda  jism
nuglalanining boshlang'ich tezhgi maskur
tekislikka parallel bo'lsin. Ushbu shartlar
bajanilsa.  qattiq  pism  tekis  parallel
harakatda  boladi  hamda  bunday
harakatm o rgamsh uchun jismm w
tehistik bilan kesish natjasida gir-qimda hosil bo'lgan tekis shaklning
harakatim o°rganish kifoya (22/5- rasm)

Kinematiha bo'limida ko‘rgammizdek, bunday tekis shaklning
holatm uming biror € nuglasining koordinatalart v, . va bu nuglada
jismea binklinlgan Oy, koordinatalar sistemasi x) o'qining X o'q
bilan tashkal gilgan burchagt vordamida aniglash mumkin

Massalar markasning harakan hagidagi teoremani ifodaloveh
(22.1) tengla-man qo*zg'almas x va p o'qlarga proekstivalab, v,y
amiglanadigan quyvidagt ikkita difTerenstial tenglamani olamiz:

M =Ry

vi=R
bunda A/ psmning massasi,  fLR — bosh vekioming x va v
o'glardag pro-eksuvalan,

Massalar markarziga nisbatan nisbiv harahat kinetk momentin-
ing o zearishi hagidagi teoremani ifodalovehi (22.2) tenglamadan
foydalanib, ¢ burchak aniglanadigan differenstial tenglamani olish
mumkin

Agar ¢ nuginda v ga parallel ravishda harakatlanuvehi Cr. .,
koordina-talar sistemasini o tkazsak, tekis shakining Cv,y, koordi-
natalar sistemasiga nis-batan nisbiy harakati ¢ nugtada shakl tekis-
ligiga perpendikulvar ravishda o'tuvehi =, o'q atrofidagi avlanma
harakatdan 1borat bo'ladi, Shu sababli (21.54) ga asosan =, 0°'qqa

(22.26)
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nisbatan  tekis shakining nisbiy harakat  Kinetik  momenti
K. =l.m=14 munosabal yordamida aniglanadi. Binobarin, (222
ga binoan quyidagi tenglama o°rinli bo'ladi:

Lip=At* (2227)

bunda /. —jismming =. 0°qqa msbatan iner-stiya momenti: M;
— z, 0°g-qa nisbatan tashgi kuchlaming bosh momenti.

Shunday qilib. (22.26) va (22.27) tenglamalar sistemasi qatig
jismning tekis parallel harakat differenstial tenglamalarini ifodalay-
di.

Agar gatliq jismning tekis parallel harakat qonunini ifodalovehi

x. = fil)y. = filtho= fil1) (22.28)

tenglamalar  ma’lum  bo'lsa, ya'ni  massalar  markaa

koordinatalant x.. v, va @ burchak vaquuing funkstivasi sifatida

ma’lum bolsa. u holda bu funkstivalar-ning vagt bo'vicha ikkineh

hosilasim aniglab, (22.26) va (22.27) ga qo'vish natijasida jism

nugialariga ta'sir etuvchi kuchlaming bosh vektorini aniglash
mumkin.

Agar jismga la'sir etuvehi kuchlar benilgan bo'lsa, o holds
(22.26) va (22.27) tenglamalar sistemasini inteerallab. inteerallash
doimiylarini  harakat-ning  boshlang'ich  shanlandan ;;mqlmh
natijasida jismning tebis parallel hara-kat gonuning itodaloveh
(22.28) tenglamalarmi ohish mum-Kin.

Agar  huchlar w'sinda tekis parallel harakat gilavotean Jism
bog'lanishda bo'lsa. u holda jismea (a'sir eluychs 1::.\-lu1|- Kuchlar
qatoriga bog'lanish reakstiva kuchlanni ham qosshish  herak

natijada bog‘lanishdagi jismning tekis parallel harakat differenstial
tenglamalan 5
W =R 4R )
|r. =R +R [ (22.29)
Ip=M.+M1

ko'rinishda yoziladi. Bunda ® & bog'lanish reak-stiva
kuchlanning koordinaia o'glaridagi proekstivalannine \11-'|nd|;|
AE —massalar markaziga nishatan reakstiva I\ucm;nim:_' t!\“‘.ii‘l-
momentr.

(22.29) lenglamalar qatoriga bog'lamish 1englamalarin ham
qo'shish kerak. Agar tekis parallel harakat qiluvcln bog lanishdag
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jism massalar markaanmng tracktorivasi ma’lum bo'lsa. u holda
tenglamalarning birinchi ikkitasi o miga bu wenglamalar-ning tabiiy
koordinata o°qlaridagi quyidagi ifodalaridan fovdalanish mumkin:

M _peog |
dt ! (22.30)
: | 22,
ME=pan |
{4 )
bunda  ». —massalar markazining tezhgi:  p —massalar

markazi traektoni-vasining berilgan ondagi conlik radiusi;, & R -
tashqi  kuchlar bosh  wvektori-ning wrinma  va  normaldagi
prockstivalan, &£ R - bog‘lanish reakstiva kuch-larining urinma
va normaldagi proekstivalanning vig-indisi

Ba'zan (22.26) va (22.27) tenglamalaming birortasi o*miga
kinek energi-yaning  o'zgarishi  xagidagi  teoremadan  ham
fovdalanish mumkin,

22.1- masala. Massasi 1 ga teng A disk pardishga
f uechi gozg almayvdigan gilib bog'langan ingichka
Ip o'mlgan. Disk pni chuvanb, boshlang'ich
tezhiksiz pastgn tushadi (22.6- rasm). Diskning 4
nugiadan disk wekishgiga perpendikulvar ravishda
otuvechy o°qr h balandlikdan tshganda uning teshigi

-~
)

aniglansin va ip-ning tonilish kuchi topilsin S
Yechish. Disk bog*lanishdagi jismdan iboral. Ip- ¥

ni fikran kesib, uning diskka ta'sirini taranghik kucha 3

& bilan almashtirsak, diskni og ik kuchi s va ta- 2L6-Tasm,

ranglik kuchi § ta’sindagi erkin jism deb qarash mumkin. Diskning
massalar markazidagt A4 nugla v o°q  bovlab wgd chizigli
harakatda bo*ladi. Shu sababli massalar markazining harakatini anig-
lnsh uchun (22.26) ning birinchi tenglamasini Wweamiz
T, - gt - N
voki
= g~ (1)
() dan S maniglaynuz
X g =it ) (2)
Disk  wchun (2227) tenglamani  tuzish  o'miga  Kinetik
energivaning o' zgarishi hagidagi teoremani 1fodalovehi (21.143)
tenglamadaon foydalanamiz
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Agar koordinatalar sistemasini jismga mahkam binktirilgan deb
qarasak, K, nming qo'zgialuvehi Ox o'qdagi  proekstiyes
quyidagicha hisoblanadi:

K,=a,Tm =+ -0 Yy, —o Tmxs,

Bunda Y (=3 +y7y=/, orqali ¥ o'qqn nisbatan jismning
inerstiva momen-ti: ¥mxy, =/, va ¥mxz =/, lar bilan esa
markasdan qochirma inerstiva momentlari belgilanishini nazarda
tutsak quyidagt ifodalami olamiz:

K=ol -al -wl,. l

K. =-ol +al -al_

K=ol -wol_+al, |

Agar &, ¥ - o'glami jismning qo'sgalmas O nuglasi uchun
vasalgan inerstiva ellipsoidining bosh o’glan bo'vicha vo'naltirsak.

u holda 20.8-§ da ko rganimizdek, markazdan gochirma inersuva

momentlari nolga teng bo-ladi, binobarin, inerstiya bosh oqlen

uchun

(22.35)

K =ad K, =n=|f|,|\'_;|.-i‘.’_ 22 36)

Tormulalar o'rinh bo'ladi.
F Jism qo'zgialmas = 0'q atrofida avlanma
harakada bo'lsa (228- rasm), «  bur-chak

tezhk vektori aylanish o'qr bo'vlab vo naladi va
w, =, =0 baladi Jism-ning qo°ze'almas 0'q
atrofidags aylanma harmkan ko'zealimas nugla
atrofidagr ha-rakatoing xususiv holidan iborat
bo'lgani tufawli bunday jism uchun (22 36) ni
K, =-wl_K WK, =l (22.37)
ko‘rnishda yoaish mumkin  Agqr - 0'q
e Em-lh I:I{‘"II.H'I vasalgan nerstiva el-lipsoidining
228 rasm. osh o’qidan iborat bo'lsa, ; -7 - boladi

va (2237 dan

B EFUK, ) (2238)
munosabatlami olamiz
2. Qo'zg'almas nuginga ega bo'lgan jismming  Kinetik
energiyasi. (21.128) ga ko'ra jismning kinenik energivasi uchun
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¥om i (22:39)

formula o rinli bo*ladi.
Qo' ze'almas nuglaga ega bo'lgan jism nuqtasining tezligi uchun
{22.32) for-mula o'rinli bo*hishini etiborga olsak.

r= ; 3,6, (e )

hosil bo'ladi. Bunda o, (o< £ )=ai(7 « 1) bo’lishini nazarda tutsak,
i3 ifniu‘ cmtl) = lr.i[:r, b= ;I_ni.‘f,,‘l (22.40)

Shunday qulib, go =g ‘almas nugraga ega bo ‘lgan pymmng kinetik
energivast fismming avianish burchak rezligini go'zg ‘almas nuglaga
nishatan kinetik mo-ment vekroriga skalvar ko' paytmasining yara-
g teng

Qo' zgtalmas nuglaga ega bo'lgan jismning Kinelik energivasi
uchun vana qu-vidagt formulani vozish mumkin
1 L
2
(22.35) mi (22.91) ga qo"ysak,

T = ' fa}d, +w'l, +.,J'J'_' V=24 v o, = 2 o0, =2 o, (22.42)

! R0 = : K, cosial i K= -:ml. K+ K, 40 k) (2241)

formulant olamiz. Demak, qozg almas nuglaga ega bo'lgan jismning
Linetih energivast burchak teslikning koordinata o'qlaridagr proeks-
tivalanning kvadratik formasidan iborat bo'ladi

Apar Oz hoordingta sistemasining o°glan inerstiva. bosh
oqlaridan iborat bo'lsa, u holda markasdan qochirma inerstiva mo-
mentlan bo'ladi va (22.42)ni

=Y, o't +a'l) (2243)
ko nmishda vozsh mumbin
Agar (2242) dan oo, w,  lar botyicha sususiy hosila olib,
(22.35) mi e'ti-borga olsak,
ol di dr
K, = K=
do,” " dw,” " dw,
formulalar o*rinli bo'lishiga ishoneh hosil gilamiz

(22.44)
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22.8-§. Eylerning dinamik tenglamalari

Qo'zg almas nuqtaga ega bo'lpan jismning harakat differenstial
tenglamala-rini  chigarish uchun qo'zgtalmas 0 nuqiada Ofns
qo'zg'almas  koordinatalar sistemasi va jism  bilan birgalikda
harakatlanuvechi Ownz koordinatalar sistemasin o° thazamiz.

Qo'zg almas koordinatalar  sistemasiga  nisbatan  kinetk
momenining  o'zgari-shi haqidagi  teoremani ifodalovehi (21.72)
formulaga ko'ra

v (22.45)
bunda K, - ysmung O nugiaga misbatan kineuk momenti: AL-
mazkur nugtaga nisbatan tashg kuchlarming bosh momenti
Oxy=  hoordinatalar  sistemasi  o'qlarining  birlik  vektorlarin
i, j.& bilan belgilasak, £ ni x.v.z0°qlan bo'vicha tashkil etuychilans
ajratish mumkin.
K, =& i+K j+Kk (22.46)
Qo’zg almas nuglaga ega bo'lgan jismning dinamik tenelamalarin
shiqarishda Evler ikkita soddalashtinsh kintadi Ulardan binnchisi
dumdan iboratki, (22.43) tenglamalami gotsetaluveln  koordinats

o'glariga  prockstivalanadi  Bunmg  uchun

dusllalf':'l'_ ning
go'ze aluvehi hoordinata o qlzu-u:l:m fodasim .uuql.u miz
Ry K, K, K, f o o5
& @’ & atBgthy e
Kinematika bo'linuda ko'rzanimuedek. (13 13) 2a asosan
#W_goodl o i .
r " A ey Q249
(22.48) va (22.46) nt nazarda wtib, (22.47) mi quyidasicha vozish
mumkin: e :
d€, oAk [ dK
A ra K~ K |4 o K
y 2249
-k \ (Z24
+k Sera K, —o K
l_ dr b, (LW |

Tashgi kuchlaming bosh momenti uchun

M= M+ M AL (22:50)
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tenglik o'nnh bo*lishni nazarda tutsak, (22.49) va (22.50) ga asosan
(2245) tenglama quyvidagi uchta skalyar tenglamaga ekvivalent
bolishini ko' ramiz:

i o K~k =M,
it
e
R (2251)
]
dk

fpm K, ~m K =U:|
I Wy =, I

Evler ikkinchi soddalashiirish sifauda qo'zgaluvchi koordinata

oqlan uchun € nugladagi inerstiva bosh o°glarini oladi. Natijada

(22.36) gako'ra

K=ol .k =0l K =al,

bo‘ladi Bu holda (22.51) tenglamalar sistemasi quyidagicha yoaladi:
i

I, =i e (I, =1, ) =AF5,
dt x
i

L S0 i, =~ y= e, (22.52)
] 5

e PR 5 Y

Lot

(22.52) tenglamalar Eyleming dinamik tenglamalan deviladi Bu
tenglamalami Evlerning kinematik tenglamalari (11.29)
=y sintlsin g+ hcosy.

& = yrsmflcosq - Hsinp,
W, = yreost (2253
bilun birgalikda echish kerak.
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22.9-§. Qo'zg*almas nuqtaga ega bo‘lgan jism uchun dinami-
kaning asosiy masalalari

Qo7 almas nuqtaga ega bo'lgan jism uchun dinamikaning asosiy
masalalari: a) jismning
P=pi)0 =000 =yit)
tenglamalar bilan ifodalangan harakat tenglamalan  benlganda
tashqi kuchlaming bosh momentini aniglash va b) jismga a’sir etuy-
chi kuchlaming momentt ma’lum bo‘lganda jismning harakat tengla-
malarini aniglashdan iborat. Dinamikaning binnchi masalasini echish
W09 laming hosilalanni topishga keltiriladi, dinamikaning ikkinehi
masalasini echish esa (22.52) va 122 53) tenglamalami echishga kelii-
riladi
Bu tenglamalaming aniq echimini jismga qo'vilgan kuchlaming
momentt, nerstiva momentlan va boshlang'ich shartlprga malum
cheklashlar go'vilgandagima amglash mumkin
Agar boshlang'ich shartlarga hech qanday chebh go'vilmasan
bo'lsa, faqat ogiirdik Ruchi 'sindagl qo'zg'almas nugtaga eed
hnlgdi! Jismning harakat haqidagl m:lsal:ming Llflit] echimim quyidag
uchia holdagina aniglash mumbin,
| Eyler- Puanso holi Bu holda ixtivoriy shakldagi jismnine
ogtirlik markazi qo'zgalmas nugia bilan ustma-ust (usha, ¥
burchaklan maxsus elliptih funkstivalar orqali fodalanad;
2 Lagrany-Puasson holi. Bu holda jism simmetpiva oqiga st
boladi. Agar ji-smning simmetniva o' uchun 2 o'qu olsay, 70
bo‘ladi. ya'n O nugla I.tch!.ul .\jns:nlgm merstiva ellipsoid; avlanma o}
lipsoiddan thorat boladi. Ko'rlayotgan holda qo 20 alimas nugqta va
Jismmng massalar markaa simmetriva o quda vorady 3y, holda Evler
burehaklan kyadratura orgali aniglanadi s

adi va Evler

3 SV.Kovalevskaya holi.  Kovalevshiva holigy /. =/, =2
bo'ladi, ¥va'ni O nugta uchun vasalgan inerstiva ¢
lanma ellipsoiddan iborat bo'-ladi. Jismning qoee almas  nugtas
simmelriya o'qida yotadi hamda uning og irlik mark merﬁ-m a I':II -
soidining ekvatonal tekisligida votadi. Bu holda By e hm"cli-:kilr‘ I:“
aniglash giperelliptik funkstyalar orgali ifodalanad; S

Giraskoplar nazanvasida asosan Lasrani-Puasson ha o :
foy dalanr-hzl s on holidan sumara

Mipsoidi cho™ziq av-
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22.10- §. Erkin giroskopning harakati

O'zining simmetriva o'qi atrofida tez avlanadigan va simmelriya
o'qidagi qo’zg'almas nuqta atrofida harakatlana oladigan jism gi-
roskop deviladi.

Giroskopga oddiy misol tariqasida bir uchi gorizontal tekislikka
lavangan va simmetniva o'gi atrofida tez aylanuvehi pinldogni olish
mumkin (22 Y-rasm). Tex-nikada turli giroskopik asboblarda giraskop
roton 2210~ rasmda sxematih  tasvir-langan  kardan  osmasiga
o'matiladi. Kardan osmasi odatda qo'zgtalmas = o'q at-rofida
avlana oladipan wshgr 1 dumaloq halgadan va unga podshipniklar
vosttasida binktinlgan va gonzontal Yvo’q atrofida aylana oladigan
ichki 2 dumalog halga-dan iborat bo'ladi ¥o'q tashgi halqaga. Ox
esa ichki halgaga podshipniklar vosi-tasida omatiladi. Giroskop Oz
o'qining bu tarzda o' matilishi uning bitta O nugtasi

{

RIS R T )

22 9-rasm 22 10-rasm,

qosgalmas bohshin o minlash bilan birga mazkur o'qning
fazoda ixuvony vo'nalishni egallashiga ham imkon beradi. 1

Rardan osmasiga o matilgan giroskopning holati Oz, 95 va Ox
o'glan atro-fidagt uehta avlamsh burchaklan?-%% bilan aniglanadi,
Shu sababli bunday gi-roskopming erkinlik darajasi 3 ga teng bo'ladi.

Agar piroskopga ta'sir etuvchi tashgi kuchlaming qozg almas O
nuqtaga ms-batan bosh momenti nolga teng bo'lsa. bunday giroskop
erhin giroskop deviladi. Erkin giroskopni ba'ada muvozanatlashgan
voki astatik giroskop deb atalads.

Kardan osmasiga o matilgan va og'irik markazi go'zg'almas O
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nugqta bilan

ustma-ust tushuvchi giroskop erkin giroskopga misol bo*la oladi.

Erkin giroskopni Evler — Puanso va Langranj— Puasson hollann-
ing majmuidan iborat deb garash mumkin.

Erkin giroshopga ta'sir eluvel tashgl huchlaming bosh momenti
bo'lgani uchun giroskopning absolvuat harakat kinetik momentining
o'zganishi haqidagi teoremaga ho'ra

dk

=i

TR (2254

bo'ladi. Binobarn, qo'ze'almas O nugtaga nisbatan giroskopning
Kinetik momenti *+ migdor va o nalish jihatdan o zgarmas boladi:

K = const

(2233)

Giroskopning elementar nazanyasida £, vekiori giroshopning Oz
o"qi bo'y-lab yo'nalgan deb qaraladi. Binobarnin, giroskopning o' qr in-
erstial lisoblash sistemasiga msbatan o'zgarmas yo'nalishini saglavds
Erkin piroskopning bu asosiv xususivatidan turli navigastiva ashoblan
vordamida fazoda o' zgarmas vo'nalishn ta”-minlashda keng foy dala-
niladi.

22.11-8. Rezal teoremasi

Qo’zg'almas O nugtaga cga bo*lgan jism uchun kimetil. momentn-
ing 0" zgansh hagidag eoremani (22 45)
i
alr
ko'nnishda yvosish mumking Bunda jismpn t'sir etavehi
tashqi kuchlaming qo*zg"almas O nuglaga msbatan bosh moment
K, \-clmldq.u vaqt bo vicha ohngan hosila bu vekior uehinng tez-
hgini ifodalaydi. va'm %
k.

=AM

==
dr

Bunda “vekiori  Movektori godografign  otkazloan urinma
bo'yicha yo'naladi. Shunday qulib, (22.45) i quvidagicha vorn ols-
miz: I

(22 56)



Bu formula Rezal teoremasini 1fodalaydr: jismning go'ze almas O
nugtaga ms-batan kinetik momenti vektori uchining tezligi barcha
tashgi kuchlarning shu nug-laga nisbatan bosh momentiga teng.

22.12-§. Giroskopning elementar nazariyasi

Texnikada qollamladigan giroskop rotonmng oz o°qi atrofida
avlanish bur-chak tezligi 20000 — 60000 avl/mm ga to’g'n keladi,
Giroskoplar  kema, samol-vol, raketa va kosmik kemalami
boshganshda keng goHaniladi

Giroskopning  harakatini o'rganishda  ko'pincha uning rolon
harakatini aniglash alohida ahamiyatga ega

Agar giroshop rolon fagat o' zining Q.f simmelriyva o°qi alrolida
“burchak tes-lik bilan aylansa, unlngK- kinetik momenti Oz o'q
bovlab ™ bilan bir x1l vo'na-ladi (22.11-rasm, a) hamda (21 54) ga
ho'ra

";. = f}ul.

tenghh o'nnh bo'ladi. 2 o*qm ' bilan bir xi1 yo'nalishda olsak,
K, =K. poslib,

K, =12,

Avtaylik, giroskop rotori o'z o°qi Oz atrofida ™ burchak teil
bilan aylansin, Oz o'q esa, O nugta atrofida ' burchak tezlik bilas
avlansin U holda qaitig jism-ning aylanma harakatlarini qo’shish
hagidagi teoremaga asosan piroskop rotori-ning absolyut burchak
teslign @ burchak tesliklaming geometnk vigiindisiga teng bo*ladi
(22 1 1-rasm, G)

Oxvz  hoordinatalar — sistema-
siing # o qini groskop roton o'qi
bo'vlab  yo'nal-tisak, bu koor-
dinatalar sistemasining o'glan O
nugla uchun yasalpan inerstiya el-
lisoidining  bosh o glandan iborat
bo'ladi, binobann, (2236) ga
asosan kingtik mo-menining x, v, #
o'glardagi procksuyalan uchun

397



K= oul K, = oyl K, =1 o)) (2257)

munosabatlami  olamiz. Bunda giroskop 2 o°qqa  nisbatan
simmetrik bo*lgani uchun hsh
Zamonaviy giroskoplarda “= 6000 s-1 voki #=60000 ayl/min
gacha bo'lgan giv-matga enshadi, “cesa odawda 0.01 s-1 dan
oshmaydi. Birinchi yaginlashishda “ ni e*tiborga olmasak. (22.57)m
K, =0.K, =0k =[m,
ko' rimishda yozsh mumban. Naujada
K, =1, (22.58)
formula o'nnli boladi.

Shunday qilib, elementar nazanyada giroskopning kinetik momenn
uning simmetriva o'qi Oz bo'ylab vornalgan va moduli esa giroskopn-
ing simmetriva o°qi Oz ga misbatan uning inerstiva momenti bilan
mazkur o'q atrofidagi aylanish burchak tezligi ko' pavimasiga teng deb
qaraladi. Bunday giroshopning avrim xususiy atlarini ho'nib chigamis

1. Kuchning siroshop o°qiga ta'sin. Shu pavigacha eiroskopning
qo*zg"almas nuqtaga nisbatan harakatini tashgi kuchlaming momeny
nolga teng bo'lgan holda tekshirdik. Endi giroskoppa ta'sir etuveln
tashqi kuchlarning momenti noldan fargli bo'lgan holm ko s

: Aytayhik, og irlik markaz O nugtada bolean
giroskop  rotori o'qiga unga Gk ravishds
yo'nmalgan # kuch ta'sir etsin (22 12-rasm) Agar
giroshop foton o'z o'qi atrofida avianmasa, u £
kuch !a'mrlda Q nugta arofida mazkur kueh
vo'nalishida ko' chads
Agar giroskop roton o'z o7qi atrofida juda
katta burchak tezlik bilan avlansa o holda
Fluch a'sirida giroskop | :
giroshop butunlay  boshqacha
harakatda bo*lads X
~ Hagiqatan ham Resl teoremasi 20 asosun

Ao vekton uchiming texlig
=M

=5 _ dicied (22.59)

yoki uning miqdori
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formuladan aniglanadi. Shunday qilib, P, burchak tezlik bilan ayla-
nuvehi giros-kap o°qi# kuch (a’siridan shu kuch yo'nalishida emas.

balki uning moment veklori M5 vor-nalishida, ya'ni kuchning
vo'nalishiza perpendikulyar tekislikda ko*chadi.

(22.39") formuladan ko ramizki_# kuchning ta’sin to'xtashi bilan
=0 bo'ladi, Demak, rotori tes aylanayolgan giroskop o°qi inerstion
xususivalga ega bo'lmavdi

Apar piroskop o°qiga omy kuch ta'sir elsa (va'mt zarba benlsa). u
holda kimetik moment vektori uchidagi A nuqua juda kichik = vaqt
ichida %7 ga teng ko'chish oladi hamda giroskop o'qi devarli bosh-
lang ich holatint saglaydi. Bu natija giros-kopning asosiy xossalaridan
biri bo'lib giroskop o gining usiuvorlik xususivatini ifodalavdi.

Aytaylik, oniy # kueh giroskop o°qiga juda kichik vaqt { =7 da-
vomida ta’sir esin, u holdn giroskop o'qidagi A nugla Ox o'gi
vo'nalishida # ¢ = Mar masola-ga ko*chadi. Bunda giroskop o°qi

w-tr _ Fat

K, " , (22.60)

=

burchakka og’adi

22 60) formuladan ko' ramizki, “ burchak tezlik orta borgan san
 burchak kamava boradi Masalan. og'idigi P = 30 N, inerstiya ra-
diusi =01 m bo'lgan giroskop rotori n = 60000 ayl/min burchak
tehik bilan avlansing Agar giroshop o'qiga perpendikulyar yo'nalgan
va O nugtadan a -~ 0.2 m masofaga go'yilgan F = 100 N kuch #=0,1 5
davomida ta’sir etsa, shu vaqe ichida giroskop o"qi #kuchiga perpen-
dikulyar vo'nalishda

Far  100-0.2.01 "
o (LR
lo a"{‘-_.'-'m
g " o

burchahka ogadi. ya'm giroshop
o'q devarli ko' chishga ulpurmavdr,

2 Giroskop o'quing presiessivasi.
Pinldog  harakatlanganda, prestessiva
ganday  sodir  bo'lishini ko'rib
chigamiz Yuqonda chigarilgan formu-
lalami o'tkir uchi silliq vanm sfenk
sirfga tavangan va simmelriva o'qi
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atrofida o' zgarmas M purchak telik bilan aylanuvehi pinldog uchun
qo’llaymiz (22 13-rasm). Giros-kopning elementar nazarivasiga ko',
pirildogning O nugtaga msbatan kinetik moment mugdor jihatdan
Ky =1 ga teng bo'lib. pirildogning simmetnya o"qi 0z bo'vlsh
vo'naladi. bunda /:— pirldogning O o°gga nisbatan inerstiva mo-
menti. Normal reakstiva kuchi™ ning O nugiaga nishatan momenti
nolga teng bo'lgani uchun tashgi kuchlarmng O nuqlaga nisbatan
momenti Mo ogiurlik kuchi Pong  shu  nuquaga  nisbata
momentigagina leng bo'ladi. Qo'ze’almas O nugladan pirildogning
o irlik markaz C nugiagacha bo'lgan masofani OC =a va simmeinya
o°qi Oz bilan vertikal = 0'q orasidagi burchakni (0 bilan beleilasak,
A = Pasind) (2261
boladi hamds M5 svekton simmetriva o'qi volgan  vertikal
tekislikka perpendikul-var yo naladi,
(22.61) ni c'tiborga olsak, Rezal tecorema-siga ko'ra quyidag
tenglikm vora olamz
u = Pasin) (2262)
bundl} #yekion Oz 0'q voitgan veriikal te-kislikky perpendi kulvas
bolib, M bilan bir xil yo'nalishga ega bo'ladi. A nugta pirildogning
simmetriva o'qida yotgam twfavli. bu o'qning harakan A lluqléunn;
harakat bilan amglanadi
Binobarin pirildogning simmetriva o°qi og'irlik huchi votean
vertikal tekis-likka perpendikulyar ravishda harakutlonadi Bunds 0
burchak o'zgarmay, mazkur o°q doiraviy konus sirti bo'vigh, 22 13
rasmda tasvirlangan strelka vornalishida oy lanadi Pirildog o*qining
bunday harakati prestessiva deviladi i
Oz simmetnya o'qi verkal < o'q atrofida burchak tezlik
bitan aylan-ganda A+ vektori uchidagi A nuqlaning te-ligi
i =a, x i 4 '
, S, (2263)
1mgl:&_dun aniqlanads. Shuningdek giroskopning elementar name
nyasida K, =16, gap ohinishini nazarda tuisak,
H=1 (0, xaj,)

: (22.64)
uning migdon ¢sa
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=1 w0 s (22.65)
formuladan aniglanadi, (22 62) va (22.65) formulalarnt solishtirib,

I eve sind) = Pasin ()

tenglikmi olamiz Bundan pirildogning prestessiya burchak tezligini
aniglaymiz

Pﬂ
w, =
I,

Bu tenglikdan ko*ramizki, ™ ortgan sari prestessiya burchak tes-
ligi kamaya boradi,

3. Giroskoplk moment. Giroskop o'qining harakati ma’lum
bo‘lganda bu o'q tavangan nuqtalarda hosil bo‘ladigan kuchlami
aniglay miz

Avtavhik, A va B podshipniklarga ¢
o'matilgan giroskop roton simmetriva
o' awofida™  burchak 1ezhk  bilan
wvlansin (22 04- rasm), A wva B
podshipniblar esa vertikal o'q atrofida ¥,
azgarmas " burchak 1ezlik bilan ay-
lanuvehi ramkaga o'matilgan bo'lsin

1

=3

22.14-rasm,

bo'lgan  holda  wiroshopning
elementar nazan=vasini - qo‘llash
mumkin.  Giroskop o'qr  “bur-chak
terlih bilan vertikal o°q atrofida prestes-siva harakatida bo'ly
uchun Oz 0°q ho'viab yornalgan &+ =1 vekton uchining tezlig
uchun (22.59) formula o'l %~ A0 x0) =6, %Ky poroni
tufayhi
M, =1 (0}, xai,) (22.66)
M moment A va B podshipniklaming giroskop 0qiga bosimi na-
tasida hosil bo'ladi. Ta'sir aks ta'sirga tengligi qonuniga ko'ra o'z
navbatida giroskop o'qi A va B podshipniklarga miqdor jihatdan maz-
hur reakstiva kuchlariga teng, yo'nalishi esa ularga qarama-garshi
vonalgan YY) juft kueh bilan aks wa'sic ko’rsalai_ii_ Bu juft kuc!'l
grroshopik juf deviladi. Uning momenti esa giroskopth moment deyi-
ladi va'" bilan belgilanadi Giroskoptk moment migdor jihaidan
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tashqi kuchlaming bosh momentiga teng va vo'nalishi unga garama-
qarshi bolgani uchun

M2 =-A1
voki (22.66) m e’tiborga alsak.
ME =1 (6, % 6,) =1 (d, xa,) (2267)
Bundan giroskopik momentning modulini aniqlaymiz:
ME =1 oo sind (22.08)
Ko'nlayotgan holda = %0"bolgan uchun
My =100, (2268

(22 67) tenghk Jukoyvskiy qoidasini ifedalaydi: agar giroskop o'ql
majbury prestessiva harakauda ishtirok etsa, u holda giroshop o'gi
o'matilgan podshipnik-larga momenti giroskopik moment Mogirza
teng jull kuch t'sir etadi va bu juft kuch “ vebton " ustiga eng
qisqa yo'l bilan wshadigan vo'nahshda giroskop-ning simmetnya
o'gini prestessiva o'qi bilan ustma-ust tushinshga intiladi

Agar A va B podshipniklar orasidagi masofa | ga teny bolsay
holda (Ve he) giroshopik jult momentining migdon uchun

MZ =Nl= N,

122 649)
formula o*rinli bo*ladi
(22.68") va (22.69) m solishtinb, quyvidagi tenglikni olami
Lo, =N J=N. -1
Bundan giroskopik bosim kuchlarini aniglay miz
T
NeN ==t
J (22.69)

A va B podshipniklarga N1 va N2 kuchlandan tashqar ! N
statik bosim kuchlari ham @'sir etadi (22 15-rasm) hamda by huchlar
giroskop og’irlik kucht P ning varmiga teng bo' lud

Nlst = N2st=p/2 22.70)

Shunday qilib. A va B nugtalaming 10°liq reakstiva kuchi statik va
giroskopik tashkil etuvchilardan iborat bo'ladi 22 14 va 22 15
rasmlarda tasvirlangan (M N0 yg (AT kuchlaming vo'nahshim

e’tiborga olib,
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2215 rasm. EEATnINAUL:
(22.6%) va (22 70) ga asosan NA va NB 1o'liq bosim kuchlarining
migdorlanm
1 e, faa, 1
= 5
formulalar yordamida aniglaymiz (22, 16-rasm). Giroskoplar vosi-
tasida snarvad, samolyot voki rakeia kabi turli uchuvehi apparatlamn-
ing prestessiva burchak tezligini aniglashda yoki ulaming stabil hola-
i ta minlashda samarah fovdalaniladi

» ¥ al i
N, =N+ N r

+ ;I‘-.“_,’\"‘ =N,-N; =

Nazorat savollari:
1 Qatg prsm dinamikasiming asosty masalalan
Fraak tebrangich
Jismlaming inerstiva momentlarini tajnba usuli bilan aniglash
Evlermng dinamik tenglamalari
5 Erkan piroskopning harakan
6. Rezal teoremasi
7. Giroskopning elementar nazariy asi

£ ek b
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23-BOB. DALAMBER PRINSIPI

Tayanch so*zlar: prinsip, mesanikaming prinsiplari, Dalamber
prinsipi, bosh vector. bosh moment

23.1-§. Moddiy nuqia uchun Dalamber prinstipi

Nyuton genunlandan ik bor erkin meddiv nuqia voki erkin gatug
psmning  harakatim  o'rganishda fovdalanilgan.  Bog lanishlar
akstomasining  qabul gihmishi na-tjasida bu  gonunlar  xtiyony
mexanik sistema uchun qo-llana boshlandi Bog'la-mishdagt moddiy
nugia voki sistemalaming harakatimi o'rgamishda 1. Dalamber to-
monidan kashl gilingan va «Dalamber prinstipis deb alaladigan
maxsus prinstip-dan fovdalaniladi. Erkin moddiy nuqia uchun Da-
lamber prinstipt  dinamikaning  asosiy  qonumga  ehvivalentdie
Bog'lanishdagi nugta uchun bu prinstip bog lanish-lar aksiomas: bils
birgalikda olimgan dinamikamng asosiy gonuniga ehyvivalent boladi

Massasi m ga teng bog lanishdagi Af nuqgta uchun (18 1) 2a ko'
dinamikaning asosiv qonunini

mi =4+ K 230

ko'rinishda vozish mumkin. Bunda £ bowlanish reakstiva huchi

(23.0) ni F R+ (-mid =0 ko'rinishda yorib,

i = b (232)
belgilash Kinitsak.
FeRed=0 (233)
tenglamani olaniz

Migdor jihatdan nugianing  massasi bilan  uning  tesdanishi
ho'paytmasiga feng va nuglaming tesdanishiga  garama- qarsh
vo'nalgan kuch nuqianing mersiva kuchi deviladi
o (23.3) tenghk bog lanishdagi nug

~LE - uchun Dalamber prinstipini ifodalavd

- £ agar  moddiy  muglaga  fasie .-m{\'.fn

barcha akiv va bog Tamish reakstiv

kuchlari qaloriva  inerstiva .i.'ndr.;r,,f

qo 'shsak, u har o

muvozanatlashgan kuchlar sistemasing
olamiz (23.1- rasm)

holda

231 msm.

404



Xususan, erkin moddiy nugla uchun (23.3)da R=0 deb olinadi:

F =0 (23.4)

bu tenghk erkin moddiy mugia wchun Dalamber  prinstipmt

ifodalayd: erkin moddiv nugtaga ta sir etuveln akiy kuchlar gatoriga

har onda nerstiva kuchint qo sisak. bu kuchlar o zare muvozanatda
b fadt.

Aslida merstiva kuchi moddiy nugtaga goyilgan bo'lmavdi. Shu
sababli Dalamber prinsupida Kintiladigan muvozanat tushunchasi
sharthi wshunchadir. Dalamber prinstipida nugtaga har onda inerstiva
kuchi goryilgan deb garashdan magsad. dinamikaning asosiy qonunini
formal ravishda statikaning muyozanat tenglamasiga o'xshash ten-
glamalarga keltinb, dinamika masalalanga statikadagi muvozanat
shartlanmi go°llashdan iborat. Shu boisdan bu usulga kinetostaika
wsudi de-salad

Inerstiva kuchining aktiv huch va bog'lanish reakstiva kuchlandan
prinstipial targi shundan ihoratki. inerstiva kuchlan aks ta’sir etuychi-
£a ega emas. Boshqacha aviganda, inerstiya kuchining benilgan nuqta-
pa tasinni vujudga keltiradigan jismni ko'rsata olmaymiz. Shuning
uchun ham ba’zi-da inerstiva kuchini «soxta kuchy ham deviladi

(23.3) m Dekart koordinata o glariga proekstivalab.

IR, 4, =0
F 4R+ =0 (235)
F AR +® =0

tenglamalarmi olanuz. Bunda @, = -mE . =-mi. @, =-nE ners-
tivit kuchlanning Dehart koordinata o'glandag proekstivalanm ifoda-
laydi

Agar nugta t0'g'n chiagli harakaida bo'lsa, @ mazkur chizig
bovlab yo'nalo-di. Bu holda merstiva kuchining migdon uchun J° =
mi tenglik o'nnht botladi Epri chizgli harokawdagi nuglaning
nerstiv kuchint o urinma tezlanishga qara-ma-qarshi yo'nalgan ®,
urinma inerstiva kuchi va @, normal teslanishgn qara-ma-garshi
vo'nalgan < normal (markazdan qochinma) merstiva kuchlariga ajra-
tish mumbkin

& = —ma, = ~mi, (23.6)

Xususan nugia r radiush aylana bo'vlab o burchak tezlik va «

burchak tez-lanish bilan harakatlansa, merstiva kuchiming urinma va
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normaldagi proekstivalan uchun
| = mrs. @, = mre’ 23.7)
formulalar o'rinli bo'ladi. Bu holda nugtaning urinma ya normal
inerstiva kuchlari mos ravishda avlanma va markazdan qochirma
merstiva kuch-lart deyiladi. .
Dalamber prinstipi tenglamasim A/ nugiadan o’ thazilgzan tabiiy
koordinata o qlanga proekstivalab,

F &R +® Tnl
FvR, +, =0 (238)
F,+R, =0 \

tenglamalarni olamiz

Dalamber prinstipidan noma’lum reakstiva kuchlanni aniglashda
sumarali foydalaniladi.

v 23 1-masala. Val | vertikal o'q aofi-
da o'zgarmas «» burchak tezlik bilan ayls
nadi. Valga oburchak ostida stenen 2
payvandlangan Ular orasiga radiusi r g2
teng bir jinsh disk 3 qo'vilgan (232
rasm)oqanday. qivmatea ensheanda dis-
kning valga bosimi nolga teng bo'lads
Valning yo'g*onhgt hisobga olinmasin

Yechish. o, ogni vl bovlah,
dro'qni esa diskning  markasi  orgal
o'tha-zanuz. Diskka uning op'idlik huchi,
TR val va stenenlaming normal reakstiva

Kuch-lan §, ¥ 1a'sir etadi Diskning valga
bosimi magdor jihatdan v, ga teng bo'lad
Val o'zgarmas burchak tezhik bilan avlangani uchun diskning -
erstiya kuchi q

@, =g’ (1
normal tashkil etuvehidan tborat boladi. Agar diskning markazipa in-
erstiya kuchin goysak, Dalamber prinstipien asosan disk muyozanat-
da bo*-ladi.

Disk uchun {23.5) tenglamalaming birinchi ikkitasing tuzamiz

N = Nooosgh =0

2
Nosmg-myg =0 (3
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Bu tenglamalardan Ny va N, lami aniglaymiz
mg
g
Ny o= N vosgp - D = mgeipp - mror®
Oxirgi tenglamadan ko ramizki, ¥, =0 bo’lish uchun
o=Lgp
r

Ny=

shart bajarilishi kerak,
23.2-§, Mexanik sistema uchun Dalamber prinstipi

A AL M moddiy  nugtalardan  tashkil  top-gan  mexanik
sistemapa  geomeirih  bog'lamshlar  govilaan  bo'lsin.  Sistema
nuglalarining massalanni m,m,, . m, bilan belgilav-miz. Sistemaning
biror A7 nuglasiga ta'sir etuvehn akny  kuchlaming teng to'sir
eluvehisin /£, bogTanish reakstiya kuchlanning teng (a'sir etuvchisini
£ va bu nugianmg nerstiva kuchini ¢ bilan belgilasak, nugta uchun
bayon etilpan Da-lamber prinstipiga ko'ra £ & va @ kuchlar har
onda o'zaro muvozanatlasha-di. Shu sababh sistemaming har bir
nuglast uchun

E+8 4@ =0 (v=1L2..N) 239,
tenglik o nnh bo*ladi.

(239 tenpliklur sistema uchun Dalamber prinstiping ifodalaydi:
agar akeiv va hog tanish reakstiva kuchlart ta siridagi sistemaning hay
bir nugrastge (nerstiva kuchind - go'ysak, b kuchlar  sistemast
mivozanatlashgan kuchlar sistemasing tastekil ehodi

Sistema nugqialanga ta’sir etuvehi kuchlami aktiv va reakstiva
kuchlanga mrat-may, balla ichki va tashgi kuchlardan iboral deb
qarasak.

FaR = Fr b

tenglih o'nnli bo'ladi

Onirpi tenplikni nazarda twnb, sistema uchun Dalamber prinstiping

Fe s B ad, =0 (v=12,..M) (23.10)
koramshda ham vosash mumbin

Binobarin, rashqr va ichlke kuchlar o siridag sistemaning har bir
megtasiga fiar  onda  dnersttva kuching go'vsak b kuchlar
muvezanatlashgan kuchlar sistema-sini tashki etads,
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(23.9) tenglamalami go'shib, sistema uchun
TUF +R +@)=0 (23.9)
ifodam olamiz
(2397 tenglamalaming har binm A= 1.2, . o ohE
nuqtalaming radius — vektorlan # ga vektorh ko paytirib go’shsak,
UE % R+ 3R R+ E(F =) =0

voki
S+ AR )+ M ()] =0 (23.11)
tenglik o rinli bo'ladi.

(239 va (23.11) tenglamalami koordinata o glanga proekstivalab,
oltita kine-tostatika tenglamalarini olamiz
FAX 4R, +b =0, '|

T, R, # =0, |
}:{ L4+R +® =0 |

5 ; : 3 e b
FIM F D+ M AR+ M ()] =0, ! J

SUMF )+ MR+ M (D) = 1,
FUM U+ MR )+ M () =0
Agar sistema nuglalanga qosyilgan huchlarmi ichki va tashg
uchlarga  gjrat-sak,  ichki  Kuchlur  xossasign
¥ ML UF 1 =0 bo'lgani uchun (23.99 va (23 11) dan
}:l!:',' +dh =0 | -
AL B +AT, (3L =0] A
tenglamalarni olamiz
(23.13) daX F' = K" | ¥ & =D—inerstiva kuchlari bosh vekton,
T E)=Aif— va Y M id )=\l —inerstiva kuchlarining 0
markasga nisbatan bosh momentini tfodalashini ¢’ uborga olsak,
R =0 |
ML N2 =0) e
tenglamalar o"nnli bo*ladi.
Sistema  harakat  miqdorining o'zganshi  hagqidag)  teoreman
ifodalovehi (21.23) va sistema Kinetih momentining o zgansh
haqidagi teoremani 1fodalovehi (21.72) tenglamalarm 3

Ko'ra Y =0,
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(23.15)

ot !
ko'rinishda vorb. (23.14) va (23.15) lenglamalami solishiirsak,
sistema inerstiva kuchlarining bosh vekton va bosh  momenti uchun

P 1 j:’ (23.16)
YL ‘:’:{ @517)

ifodalarni olamiz

Demak, sistema inerstiva kuchlarining bosh vektori sistemaning
harakat mig-dondan vaqt bo'vicha olingan hosilaning - 1 ga
ko'pay tmasiga teng: sistema iner-stiva kuchlanning biror O markazga
msbatan bosh momenti esa maskur markazga nisbatan sistemaning
kinetik  momentidan vagt  bo'vicha  olmgan  hosilaning -1 ga
ko payimasiga leng.

23.3-§. Qattiq jism inerstiya kuchlarining bosh vektori va bosh
moment

(23.6) ga ko'ra ixtivony harahadagi qauig ismning harakat mig-
don 0= Ao, Tormula yordamida aniglanadi. Shu sababli bunday sis-
tema merstiva kuchlanming bosh vekton uchun quvidagi formula
a‘rinh bo'ladi

G=-% -\, (23.18)
ﬁ’!

bundn Af-—jism massasi

Intivony  harakatdagi qattiq gism inerstiva  kuchlanining bosh
momentini hisob-lashda qutb uchun odatda jism massalar markazidagi
' nugta olinady. U holda (23.17) m

(72 =-"0e (23.19)
el

ko' rinishda yozladi

Agar Cxyr hoordnatalar sistemasi jismga mahkam binktinlgan
bo*lsa, (22.4%) pako'ra
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dk, . . =
— % K, + +o K = K
‘{ 4 -m K | ;l 2 K, —a K, |

:
<, (23.20)

['m“ +on K, m‘K\,wll
munosabat o°ninli bo'ladi.
(23.19) ga ko'ra merstiva kuchlan bosh momentining
koordinata o"glanda-gi proekstivalan quyvidagicha aniglanadi:
ME=—Ta 41, (e, —00)+] (e, +a0,) -] (0 —o))-|
= =1 Jam,,
ME =-le Al (6, =00 +T (&, Fao)=T (o] =)
(I, =L Yom,
MY =g Al (e, - Y+ (& o n)-] (i)

(23.21)

—t-' =1, w0,
Xususiy hollarda qattiq jism merstiva kuchlarining bmh moment
qanday hi-soblanishini ko'rib chigqamiz
| Moddiy simmetriya tekisligiga ega bolgan qattiq jisnming
kis parallel hﬂ-mk?li. Agar (= 0'q harmkat tekishgi bilan ustmg-ust
whuvehi moddiy simmetnva tekishigiga perpendikulvar bo'lsa o
alda bu o*q nerstiva bosh o'qidan iborat bo*ladi hamds
f,=l, =05, =5 =0o, =a =0
Naluudu (23.21) ga asosan ko nilayotgan tekis parallel harak atdagi
Jjismning inerstiva kuchlan bosh momenu uechun
ML =008 =0ME =—1 ¢ (2323}
formulalar o*nnlt bo’ladi.
2.Qattig jismning qo‘zg'almas  o'q  atvofidagi  avian
L i
havakati. Bu holda quib uchun avlanish o°qida vous chi Iill\\'ll'l\
nugtani olib. = o*qni avlanish 0'qi bo'slab yo'naliramis. v o “qlam
esa jismga binknnlgan deb quravmiz ©o vektorlan sviamish o'g
boylab vornalgani tulbvli &, = ¢, =0.0, =0, =0 bo'ladi
Bundan tashqanae =’ bo'lishim e'uborpa olib, (2321) w
quvidagicha yo-zish mumkin:

M =Lk T i
M I (2323)
M?==¢,
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3 ligarilama harakat. Bu harakatda
go=8 =g, =0 =a =w, =0 bo'l-gamidan A7 =0M5 =002 =0

bo*ladi

23.4-§. Jism qo‘zg*almas o*q atrofida aylanganda podshipniklarm-
ing dinamik reakstiya kuchlarini aniglash

Avtaylik &/, . . F kuchlar ta’sindagi gattig
Jism # nugtada sulindrik podshipnik va A nug-
tada podpyvamik (layanch podshipmik) ka
o'matilgan = o'q atrofidaw burchak tezlik va
« burchak tedanish bilan avlanma harakalda
bo'lsin (23 3-rasm). Agar tayanch nuqtalarida
hosil bo'ladigan 1shgalanishni hisobga olmasak,
bog'lanishdan bo'shatish  aksiomaga ko'ra 4
podpvatnik va £ podshipnikmi &, va &, reaks-
tva kuchlan bilan almashiirish mumkin.

Ava it avanch nugtalan orasidagi masofan:
A Wlan belgilaymiz. Bunday jismea Dalamber
prnstiping go'llash uchun kelunsh mar-kazim A4
nuglada ohib, psmnmg har bir nuglasiga & ner-
stiva huchim  go'vamiz hamda (23.10) ya
(23.11) tenglamalarm tweamiz;

¥E 4R 48, 2 X8, =0
AL )40 (R )4 MR, )+ EM (B,) =0
bunda i, #,1-0. (23.24) dan reakstiva kuchlarini aniglash uchun
nerstiva kuchlanming bosh vekton va bosh momentim hisoblash ke-
rak Shu magsadda inerstiva kuchlanm aylanma va markazga mtilma
teslanishlarga qarama-garshi vo'nalgan tashkil etuvehilarga, reakstiva
kuchlarini esa A1, /. A, 1, tashkil etuvchilarga ajratib, (23.24) mi
psmga biriktinlgan qo’ 2z aluvehi koordinata  o’glariga
proekstivalavmiz

} (2324)
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T, 2 X+ X, 50, =0,

E 4V 4 +3a, =0, |

Xz, +.."£. =0 ! { 2325
T M- TAM @)]=0. |

T+ X i+ T, (@)1= 0,

TM )+ M B =0 |

(237) m nazarda b, nersiva kuchlanning  koordinata
o qlaridagi proeksti-valan uchun quyidagi munosabatlami olamiz

- N - M
th, =lp_ costdh . x4 b_jeosih . x)=
v, X .
e T =m v e g m,
r

K

" -,
h = jcos( . )+ leos(d,, v)=

% 1Y -
~ ML LE St e =k gk, v
LA r .

Binobann,

Eﬂf)_ =aymy, + m”iml L =Myoe+ Myt
y : Ly 23.26)

Y, =¥ mx v Ymy, =-Mos Ay

Ko nlayotgan  holdas, =

bollgani wiayh. (2323) pa ko'm
merstiva kuchlari  bosh

momentining  koordinata o' glaridagi
proekstivalan quyidagicha aniglanadi
ME=FNM V=T e—] o
= 23
M2 =52 (B)=1 e 0" | @32m)

(23.26) va (23 27) ni (23 25) ga qo'ysak.



TN, 44, 48, #Mi# + My’ =0,
I+t 4l M+ My’ =0,
34 47, =0,
M (F ) -E R e =T w' =0,
FMF e X h gt ] o =0,
T M E)-Le=0 |
(23 28) tenglamalarmng birinchi beshtasidan X ¥, 2 V¥, lami
aniglay-miz
(2328) ming  olinchi tenglamasida  tavanch  reakstivalart
qamashmavdi va bu tenglama qauiq jismning qo'zg'almas o'q
atrofidagi ayvlanma  hamkat  differenstial tenglamasi (22.8) ga
ekvivalentdir
Reakstiva huchlarini quyidagt fartibda aniglash mumhin. Dastlab
SMEDTM EVEM )
larni aniqlaymiz: (23.28) ning oltinchi tenglamasi yordamida «
burchak tezlanish-ni. so'ngra integrallash yo'li bilan w burchak
tezlthm lisoblaymiz. o va & lar-ning topilgan qiymatlanim (23 28) ga
qgovib, A podpyvatnik va B podshipnikning re-akstiva Kuchlanni
topamiz

(23.28)

23.5-8, Qotzg almas otq atrofida aylanuvehi jismni statik va
dinamik mu-vozanatlash

A va it tavanch nugtalarining reakstiva kuchlaring statik va dinamik

tashhil etuvehilargn apratamiz
8, =R+ ROR =R +8)

Jismga ta'sir etuveh berlzan kuchlami muvosanatlovehi reakstiya
kuchlarining 47 K7 tashkil etuvehilan staik reakstiva kuchlan deyi-
ladi. Stauk reakstva hochlarim aniglash uchun (23.28) ning binnchi
beshtasidas =0, =0 deb olamiz U holda quyidagi tenglamalar hosil
boladi

TN, 4 XL XS =0 +FE RN =05 2, +25 =0,
3=V =05 M (F)y+XTh=0

Berilpan kuchlar ta'sirida jism = o'q airofida aylansa inerstiva
Luchlan hosil bo'ladi Bu inerstiva kuchbanni muvozanatloychi reaks-

A |4

(23.29)
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tiva kuchlarining B2, 7, tashkil etuvchilan dinamik reakstiva kuchlan
deyiladi.

Jismga ta'sir etuvchi berilgan kuchlar statik reakstiva Kuchlari bi-
lan muyosanatlashgani tufayli. (23.28) dan dinamik reakstiva kuchlan
aniqlanadigan quyidagi tenglamalami olamiz

X4 X4 e+ g 0" =0,)

ik et L .'..r_n,.n 0, | (23.30)

Yyl g =1 =0
Xih+I e+f 0" =0

Aylanish o'qi = bo'vlab vonalgan inerstiya kuchlar mavjud
bo'lmagani tufay-li, bu 0°q bo'vicha vo'nalgan dinamik reakstiva
Kuchlar ham bo'lmaydi.

Qo'ze almas aylamsh o queza ega bo'lean va og ik markan avie
nish o'gida yoluvehi psm stank muvozanatlashgan jism deviladi €2
aylanish o' qgiga ega bo'l-gan statik muvozanatlashpan jismming misss-
far markaz uchuny, = v =0 bo'ladi. Bu holda (23 30) ning binngs
ikkita tenglamasidan

VRN =00 4 =0 @331)
va'ni
Rf=-8:

) mu_nusaham[ olamiz Bl;lluh:u‘ill. statih muyvozanatlashgan jismning
dinamik reak-stiya Kuchlari juft huchni tashkil etadi. Bunday jufini fa-
gat juft kuch bilan muvoss-natlash mumkin bo'lean tufayl dinamik
reaksiiva kuchlanm muvezanatlovehy ji-sm nugalarining
huchlan ham jult kuchga heltinladi '

(23.31) m nozarda tunh, (23.30) mng oxirg ikkita teng lamasidan
dinamik reak-stiva kuchlanning tashkil eluve X

Xim=ye =12,

merstiva

hilaring anigloymae

Dinamik reakstiva kuchlanning migdon

- : (e + 1) W'y
Ri=gi=X L, (23 32)
n

formula vordamida aniglanadi

{23.32) dan ko*ramizki, dinamik reakstiva kuchlari faqaiging bus-
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chak tezlanishiga bog'liq bo'lmay, burchak tezlikka ham bog'lig
bo'ladi. Demak, jism faqal inerstivasi bo'vicha o'zgarmas burchak
tedik bilan avlanganda ham dinamik reak-stiva kuchlan hosil bo'ladi

Dinamik reakstiya kuchlari nolga teng bo'lgan jism dinamik muvo-
zanatiash-gan jem deviladi,

(23.32) dan ko ramuzki, markazdan qochirma inerstiva momentlan
1.0 nolga teng bo*lgandagina dinamik reakstiva kuchlan nolga teng
bo'ladi. Buning uchun dinamik muyozanatlashgan jismning aylanish
o°qi inerstiva bosh o'qidan iborat bo'lishi kerak. Ko'rilayotgan holda
jismning ogpirlik markazi avlanish o'qi-da yotgani wlayli dinamik
muvezanatiashgan jismning aviamsh o'qr markaziy, imerstiva: bosh
o 'gidan iborar bo‘ladi.

Dinamik reakstiya khuchi ta’sir etmaydigan markazy merstiya bosh
oqi erkin avlamsh o°qi devilads,

Avlamish o*qi erhan bo'lishi uchun texnikada maxsus: balanslash
qunlmasidan fovdalaniladi Buning uehun psmlami parmalab o'yish
voht malum gisnuga qot-shimeha yuk binktinish - usulidan Toy-
dalaniladi

Jismda o thazlgan ixtivoriy o'gni ikkita nuglaviy massa qo‘shish
vo'li bilan erkin avlamish o*qiga aylantirish mumkinligini isbotlaymiz

Massasi M ga teng bo'lgan jism uchunx, a7/ lar ma'lum va
noldan fargh bo'lsin. Bunday jismgn koordinatalan(x,v.z)  va
(o=, e teng mom. massah nuglalami binktiramiz, U holda (20,5
va (20.36) tengliklarga ko'ra

My, +mx, Hax, =10,
My Ay F gy, =0,

(23.33)

I, +mxyz +my

1, tmye oz,
shartlar  bajarilsi, v = =1, =1, =0bohshiga ishonch hosil
qilamiz (23.33) shartlami qanoatlantiruvehi m,m, massalami va ular
qovilgan nugtalaming koor-dinatalann tanlash usuli bilan govilgan
masalant echish mumkin. Buning uchun ayrim kattaliklami oldindan
benlpan deb garash mumbkin. Masalan, m,m.vaz.z, (5#z) lar
benlgan deb, v v, v..v. lami (23.33) dan aniglash mumkin.
Texnikada by wsuldan tirsakl val, Krivoship hamda o'zaro
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biniktirilgan qo’sha-loq g'ildiraklami dinanuk muvozanatlashda keng
foydalaniladi.

Odatda aylanish o' qiga bosimni aniglashda (23.30) [ormulalardan
foydalan-may. balki har bir masala uchun Dalamber prinstip
qo‘llaniladi.

23.2- masala. Ogiirligi 2 bo'lgan
bir jnsh to'p'n burchakli plastinka
ozning AB diagonali awrofida e
burchak tezlik bilan avlanadi. Agar
tomonlanning wamligi @ va b bo'lsy
plasunkadan 4 va B wayanchlarga -
shadigan dinamik bosim amglansm
(23.4- rasm)

Yechish. Jism bilan birgalikda harakatlanuvehi Cxye koordinatalae
sistemasim rasmdagidek vo naltiramiz

Ayvlanish o'giga qovilgan bog'lanmishlarmi 0 07017 dinamik
reakstiya kuchlan bilan almashuramiz U holda vz koordinatala
sistemasining o*qlan markaziy o"glardan iborat ehanliging va plasun-
kaning = o'q atrofida o'zparmas burchak (e ik bilan
Vtiborga oltb, (23.30) ga 0" sshash englamalami tueam

Ni+X7e0
17 41d w0

2hA-mamy

avlamshim

e
\.r‘ 07 =100 =1,a" =y (1)
i"'.

N.. N =A3) -4 o' =0

Criorq plastinka tekisligica perpendikulyar yonalgan holni, ya'm
bu 0°q markaay merstiva bosh o'gidan iborat bo'lean holn ko'ramiz
Bu holda

£, =0 5

Markazdan qochima inerstiva: momentini* hisoblash uchune: I',_I

markazy va bosh koordinata-lar sistemasing shund: v lanlavemeky, Oy

o'q ¢z bilan ustma-ust lushsin. ;o q ['l.l:-tulkuuu:! @ Lomonies

parallel. On esa unga perpendikulyvar vo'nalsin E
Czya ¢2 o'qlan omsidagi « burchak

b
ga =
“
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tenglamadan amglanadi.
Koordinata o'glarini burish formulalan vositasida markuazdan go-
chirma inerstiva momenti aniglanadigan
1= I\:ﬂ‘nr
dn
integral ostidagi = v kattaliklardan 2.y katialiklarga o’ tamiz:
V=L ousnit - pan
= = S @+ eosa |

= va 1 larming bu qrvmatlariniz, ga qo*vsak. quyidagi ifoda hosil

+oos dax !’ﬂ-'-hr

i

bo“ladi
l.= T |:I din- Iu:&u}

4

i
e bosh koordinatalar sistemasidan iboral bo'lgani uchun
Ir;#&u =1
it

novaccstekishiklarga nisbatan inerstiva. momentlanni hisob-

lavimiz (A =P g)

ad

j .'"n.fm-- ”, Tl = ':

i "5y '
e

ros M3 3,00 M

Iir;'.h! = e J_[ﬂ'.hp‘.. = 5

Shunday qilib,

virts if vt sl

3)
(2) va (3) ga asosan (1) ni quyidagi ko' rinishda yozamiz
VieXy=0

[} " +§;F =0, l
oL | 4
Mabar? =B ya 'l ()
0 (a4
NI-X{=0
(40 tenglamalar  sistemasidan  izlanayolgan  noma lumlami

antglavmiz
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- Mabn®  o@* -B*
12 (0" +b7)"
Mahe® @ =8
12 (a® +h7)?

Xi=x8=0)=

¥m

Nazorat savollari:

1. Mesanihaning pnnsiplarn.

2 Nugta ushun Dalamber prinsipini avting

3. Mexanik sistema ushun Dalamber prinsipini avtng

4. Inersiva kushlarining bosh vekion deganda mimani tushunasiz.
5. Inersiva kushlarining bosh momenti deganda nimani tushunasiz
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24-BOB. ANALITIK MEXANIKA

Tayanch so'zlar:  boglanish, hlassifikatsiva. mumkin bo'lgan
kochish, analitik mexanika, erkinlik darajasi, ideal boglanishlar,
mumkin  bo'lean  ko'chish pnnstipi, umumlashgan koordinatalar,
umumlashgan  kuchlar, Lagranjning  ikkinehi  xil  teng-lamalan,
Gamilton— Ostrogradskiy  prinstipi,  kanomk tenglamalar, ustuvor
muvo-zanal, Lagranj—Dirixle teoremasi, ustivor harakat, Lyvapunoy
teoremalari, hara-hatni optmal boshgarish

Analettk mexantboda mexanik sistemalaming muvozanati va hara-
kati o' rgamila=di. Mexanikaning asosiv prinstiplanni bavon etish, ular-
dan harakat differenstial tenglamalanni chigarish, mazkur tenglama-
larmi 1zohlash va mntegrallash usullan analitk mexanikaning asosiv
mavauini tashkil etadi. Analitik mexamkada qo”lan-tadigan umumiy
usullarmi mexanih sistemalarga tatbig etish bilan birga bu usullardan
elebtr va elekiromesanik hodisalami 1adgiq qilishda ham samarali
fovdalanish mumkin

24.1-8. Bog'lanishlar va uning klassifikastiyasi

18-bobda bitta moddiy  nugtaga qo'vilgan bog'lamishlar ushda
w'xialgan  edik,  Bu  wshunchalami  mexanik  sistema  uchun
umumlashtiramiz,

Sistema nugtalarining harakatm ulaming harakat qonuniga bog'lig
bo'lmagan va oldindan benlgan peometnk vohi kimematik shartlar
bilan cheklovehi pismlarga bog lamishlar voki anahink boglamishlar
deyiladi

Bu ta'nlea ko'ra sistema nuqialanning harakatini cheklovehi har
ganday jism analink bog lamshdan thorat bo'la olmasligim alohida
ta'kidlab o tanuiz. Masalan, vuk osilgan prujing analitik bog lanishdan
iborat bo'lmayds, chunki vukning hara-katiga prujing tomonidan
qo viladigan cheklash vukning harakat gonuniga bog lig bo'ladi.

Avar sistema nugtalanga bog lanishlar qo'yilmagan bo'lsa, bunday
sistema erkm sistema deviladi, Aks holda sistema bog lanishdags sis-
rema deviladi

Quvosh sistemasiga kiruvehn planetalar erkin sisteman tashkil eta-
di. Bu planetalar bir-biriga butun olam tortishish qonuni asesida ta'sie
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etadi. Planeialaming harakati oldindan benlgan biror shartlar bilan ki-
nematik cheklanmaydi.

Istalgan mashina yoki mexanizm bog lamshdagi sistemaga misol
bo'la oladi. Masalan, teplovesm boglanishdagi mexanik sistema deb
qarasak, u holda temir vo'l bog lanish vaafasin o tavdi

N ta moddiy nugtalardan tashkil topgan mexanik sistema nugtala-
riga qovilgan bog lanishlaming matematik ifodasi vagl sistema nug-
talanning koordinatalan va ulaming hosilalaniga bog liq tenglamalar

yoki tengsizliklar bilan aniglanadi:

w3y s B ® o, 20D =0, (p=12000) (24.1)
voki

flesy 2 E g e 020, (=120 (242)
Bu erda va Kelgusada £ (x, . v, = & 40 & nifodada

%oy VooB B, Jar o'mida barcha vz a v s
lar qanashadi hamda f funksiva va uning hosilalan  uslukse
{unkstivalardan iborat deb qaralads

Tenglamalar bilan ifodalanadigan boglanishlar ho s/ mmaydign
hog famesh-lar, tengsizliklar bilan ifodalanadigan h(‘lg'l'.ll'll“hi:!.l sl
ho shatadigan bog lanish-lar deviladi

Masalan, thhita moddiy nugta o'zgarmas {usamlikka coa bo'lem
Jerjen bilan tuashtinlgan bolsa. bunday bog' lanish =

=Y+ =0 s =2 =P =0 (n

tenglama bilan ifodalanadi. Agar ikkita moddiv nuqia eiluychan
cho'zilmaydigan va uaunligi 7 ga teng ip bilan wiashtirilean bo'ka
bog*lanish -

P =% -2+, Y 43, =)t

tengsizlik bilan ifodalanadi Ip tamne holaud
ishorasi, aks holda tengsizlik ishorasi olinadi

Agar boglamshlar fagal sistema nuglalanning koordinatalarigs

chek govsa. bunday bog'lanishlar geomeirik hog

Geometrik bog -lanishlaming tenglamas; :

Jie 3.5 e}

' 2
a4 bo'lpan-da, tenghh

farishiar deyiladi

(24.3)
ko' rimishda yvoaladi,
(1) yoki (2) munosabatlar bilan ifodalangan  bog*lanishlar
geometrik boxla-nishlarga misol bo'la oladi -
Agar  bog'lanishlar  sistema nuqtalanining  keordmatalaridan
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tashgan tezligiga ham chek qo'vsa. ularga w
kinemark yoki differenstiallt bog lanishlar
deviladi, Ki-nematik bog lanishlaming ana-
littk ifodasi (24.1) voki (24.2) ko'rinishda [~
yorladi
Agar  bog'lamsh  tenglamalan  (24.1)
integrallanadigan  bo’lsa.  bog'lanish golo-
nomly  hog lanish. integrallanmavdipan 241 ragm.
bo'lsa, begolonom bog lamish deyiladi
Masalan. radiusi R ga teng giildirak to'g'ni chizigh rels bo'viab
sirpanmay  ha-rakatlansin . (241 rasm).  Bunday  gildirakning
2w harakat tekishigidagt holat g'ildirak O markasning Koordinatalan
va b markas atrofidag aylanish burchagie bilan aniglanadi. Agar x
ogni tels bos lab vonaltirsak, uholda
vo=R @)
munosabat geometnk bog'lanishm ifodalavdi. Bundan tashqan.
gildirak sipan-masdan harakatlangani uchun goildirkning relsga
tepih turgan ¢ nuglasining tez-ligi nolga teng bo‘ladi. Bu shart
v, = Ryr=10 (4)
linematih boglanish bilan ifodalanadi. (4) m mtegrallab, x, va p
orasidag munosabatni aniglaymiz
¥, — Ripeconst
Binobarin, (4) tenglama bilan ifodalanadigan bog lanish golonoml
bog lanishdan 1borat bo'ladi
Begolonom  bog'lanish go’yilgan i
jismea nusol tangasida gonzontal te-
kishik bo“viab sirpanmasdan harakat-

9

lanuvehi radiust & ga teng sharm olish /A
mumkin (24 2-rasm) Sharga b
qo'vilgan bog'lamshlar shaming mar- a v/
kasdan tekislikhacha bo'lgan maso- ~—— =427
faming o zparmashgini  ifodalovehi e

= = Kgeometnk bog lamsh va shaming tekishkka tegib turgan € nug-
tasining (esligi nolga tengligim tfodalovehi 6. =0 voki
W+ =0 (5)
kinematik bog lanish bilan ifodalanadi.
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(5) i Evleming kinematik tenglamalar (11.29) dan foydalanib
vozamiz va ho=sil bo'lgan vektorli tenglamani koordinata o qlanga
proekstivalab, quyidagi uch-ta skalvar tenglamalami olamiz:

X R sy — psm i cosy) = 0, |
P+ R0 sty +grsm Osmys) =10, ()
z,=0 |

(6) tenglamalaming birinchi ikkitasi n-tegrallanmaydi, shuning
uchun bu tenglamalar begolonom bog lamsh tenglamalarini ifo-
dalaydi.

Agar bog'lanishning analiik ifodasi va-qiga oshkor ravishds
bog'lig bo'lsa, unga srastonar ba'lnagan bog lanish deviladi St
stionar bo‘lmagan golonomli  va bo'shmtmavdigan  boglanish
tenglamalan umuniy holda

e v . 0=0tu=12_1

ko' nmshda voaladi

Agar boglanishning analitik ifodast vaqlea oshkor ravishds
bog'liq bo*imasa. bunday bog'lanish stastonar bog lanish deviladi
Golonomli stastionar va bo'shatmaydigan bog"lanishlar tenelamas
umumiy holda i

@ =0 (w=12, N
ko'rinishda vosladi. (1) ) tenglamalar
bog lanish tenglamalarint ifodalay di

Kelgusida fagat golonomli boshatmavdigan bog*lanishlar ustids

to'xtalamiz. i

ham  stastionar

24.2- 8. Mumkin bo*lgan ko*chish. Sistemaning erkinlik darajasi

Agar mexanik sistemaga bog'lanishlar qo'viloan bo'lsa. bunday
sistema ixtivo-ay ravishda ko'cha olmavdi chunki  bog’ lamshlar
sistema nugtalanining faqat ba'a Ko'chishlaripasina vo'l go'vadi

Bog lanishdagi mexanik sistema uchun mumbin bo'lean ko'chish
tushuncha-sini kiritamiz .

Sistemaga qo‘yilgan. bo'lamshni qanoatlaniirean holda sistema
nuqtalarining berilgan onda tasavvur qilinadigan  chelsiz Kichik
ko'chishlar mexanik sistema-ning mumbkin bo lean ko chishi devilad

Xuddi shuningdek, bog'lanishdagi nugta uchun mumkin boluss
ko*chish tu-shunchasi kintilad
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Mumkin bo‘lgan ko'chishlar vaguning gavd qilingan payie uchun
sodir bo'ladi deb garalgani tufavli sistema nugtalariga ta'sir etuvehi
kuchlar ham umumiv holda vagiea bog hig bo'lishiga qaramay, xuddi
shu gavd qilingan pavt uchun o’zgarmas deb qaraladi. Shumingdek.
sistema nugtalanga mumkin bo'lgan ko'chish beriloan pavida stastio-

nar bo'lmagan bog lanish tenglamalanda v sl alicvaels
Misol tarigasida *_‘
Sl y.2n=0 {3-‘3.-‘_\"‘

ko nmshdag: sstionar bo'lmagan, bo'shatmavdigan polonoml:
boglanish qo'vil-gan bitta moddiy nuqtaning mumkin - bo‘lgan
ko'chishi qanday aniqlanishini ko rib chigamiz

Aviavhik, vagining qavd qilingan ¢ pavoda nugiadf v, .20
holami egalla-sin va uning radius- veltori 7 bo'lsin. Xuddi shu qa,\'d‘
qiingan vagl uchun nugta-ga fikran & kichik kochish beramiz
Qanday  shant  bajanlganda & bog'lanishni  qanoatlantirishini
aniglaymiz. Muqta & ga ko'chgandan  so'ng A/ (v, »,.5) holat-ni
cgallvdi va uning radius- vektoric =5 + &%  ga teng bo'ladi
Vonugtaning ko-ordinatalan uchun quytdagt tengliklar o ninli bo'ladi:

oo i =, E0 o e

bunda & &d, bilan & vektoming proe
bo'lib, ular koordinatalaming variastivalan dey

M nugta ham bog’lamush tenglamasini ganog

fix, ey, +&. 2, +i.N=0

munosabat o'rinki bo'ladi. Bu ifedam Teyvlor gatonga voys
[ )54 ) [
v ) Ve ),

Bunda uch nugta bilan yugqori tartibh hadlar belgilangan.

Monuqtaning hoordinatalari bog'lanish tenglamasi (24.4) i qa-
noatlantirgant wiavhi e, v 2.0 =0 bo'ladi. Bimobarin, yugori tar-
tibli hadlarm ¢’tiborga olmasak, & mumkin bo'lgan ko’ chishning
koordinata o' glandag proehstivalan quyidagi shartni ganoatlantirishi
kerak

Sl vz .0+ A !-TL"
e J,

(dfY o (drY s {'UI
\ e .i_m {m-Jﬁ" i dz r_'L g (24.5)

Agar gavd gilingan ¢ vaql uchun funkstivaning A/, nuqladagi
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gradienti

df df
(gradf) = [tﬁ [1.-" -lf.
ni kiritsak. (24.5) ning chap tomonini (gradf 1, vad vektorlaming

skalvar ko®payt-masi tarzda ifodalash mumkin:
(gradf), & =0 (24.6)
(24.6) dan fovdalanib, munmikin bo'lgan ko'chishga qovilgan
chekni quyidagicha geometrik zohlay olamiz. Qavd qilingan 7 vagids
(24.4) bog'lanish tenglamasi fazoda biror sirtni 1fodalay di. Ma'lumbi,
funkstivaning M nugtadagi gradientn shu nugiada siriga o' thazlgan
normal bo'vicha yo'naladi. (24.6) dan ko’ ramizki. har qanday mumbkin
bo'lean ko'chish# s ga o'thazilgan normalga perpendikulver
vo'naladi. ya'ni gavd qilingan ¢ vagida nuqlaning mumkin bo'lean
ko chushi (24.4) sirigad! nuglada o'tkazilgak urnnma tekislikda votad

(24.3-rasm, a).

Agar nuglaning  haqugiy  kotchishimi o7 bifan  beleilusak, be
ko*chish nugtaning mumkin bo'lgan ko'chishi & dan fargli ravishds
drvagl ichida nugtaga ta'sir

etuvchi  kuchlar ta'sinda  sodir bo'ladi hamda  nuganing
raektonyasiga unnma bo'vicha vo'naladi, chunky o e (24 _:".
asm, ). Binobanin, nugtaga (24.4)ko’ninishdagi stastionar bo'Imagan
boglanish qo*vilsa, nuqta trackionyas sirt

—lI

24 3-rasm
bilan ustma-ust tushmagam  uchun

uning g 3 chig
dibirorta ham mumkin  bo'lean  kotchish & [:;t:::l“mll:; u‘-'h':z
tushmaydi.

Xususan, nuglaga (v, v.2)=0 ko'nmishdagi stastionar boglnish
qo'vilsa, u holda nugtaning trasktonvas /v, v.21=0 sirt ll.‘-'lnl:hl\umm
(24.3- rasm. & ), de-mak. bu holda doimo nuqtaning hagigiv ko chigh
o Dbilan ustma-ust lushadigan biror & mumkin hn'lgun.ko'chtshm
ko'rsata olamiz
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Shunday  qilib, nuglaga stastionar bog'lanish qo'wilsa, uning
hagigiy ko chishi ¢ birorta mumkin bolgan ko'chishi & bilan ustma-
ust tushadi,

Agar mexanik sistemaga

folx ¥ 5a) =0 =120 (4.7)

ko'rinishdagt 7 ta(i<3N) stastionar bo‘lmagan  bog'lanishlar
qovilgan bo'lsa, xuddi (24.5) Kabi sistema nugtalarining &, &, &,
mumkin bo’lgan ko'chishlar quvidagi shartlami qanoatlantinshi

kerak:
(i (df (df )
s || e | e o] 0 | 4| S | & (=0, (0= 2
(24 8) ni quvidagicha ham vozsh mumkin:

E‘-.‘“"‘ﬂ:u ) < =0 (=12 .0 (24 QJ
Shunday qihb, benlgan mexanik sistemanming har qanday mumkin
bo-lgan ko-chishi (24.8) voki (24.9) tenglamalami qanoatlantiradigan
Gedvde - L2 Ny vanastivalarming  qivmatlan  bilan anahtik
amiglanadi. /< 3V bo'lgani uchun (24.8)  tenglamalardagi 3V 1
vanastivalardan / tasi qolgan 3N -/ tast orqah ifoda-lawishi mumkin
Demak, 3N /= n ta vanastivalar erkin bohb, qolgan / tasi esa (24 8
tenglamalar vostiasida aniglanadi. Mumbkin bo'lgan erkin ko'chishlu
soni sistemaning erkinlik dargjast deviladi
Erkin moddiv nugtaning erkinlik daryasi 3 ga teng bo'lad Agar
nuqta (244) tenglama bilan ifodalanadigan sirt ustida harakatlansa,
e v, & orasida (24.5) Ln'nnishidagi bitta munosabat mavjud boladi,
Qhu sababli sirt bo™viab harakatlana-votgan nug g erhinlik darajast
2 g teng bo'ladi. Agar nugta egn chiag bo'vlab h.lr:lkal.lmsﬂ. egrn
chizigni ikkita sirtmng Kesishpan chizig deb qarash mumkin
bo'lganidan, bunday nugtaning erkinlik darajasi bitta bo"ladi.




24.3-§. Kuchning mumbkin bo‘lgan ko*chishdagi elementar ishi.
Ideal bog lanishiar

Nuglaga ta'sic etuvchi” kuchning & mumkin  bo'lgan
kochishdagi elemen-ar ishim &1 bilan belgilasak. elementar ish
hisoblanadigan (21 90) va (21.95) for-mulalarga asosan

H=F&F =X+ Fy+ 2 (24.10)
munosabatlar o’ rinki bo'ladi. Xuddi shuningdeh, N ta moddiy
nugtalardan tashkil topgan mexanik sistema nuqtalanga ta’sir etuvch
kuchlaming sistemaning mum-kin bo'lgan ko'chishidagi elementar
1shi
YL =T (2410
formula yordamida hisoblanadi
Sisterma nuglalanga qo'yilgan boglamish reakstiva kuchlanm £
bilan belgilavmiz.
Agar sistema nuglalanga go'vilgan bog lanish re-akstiva huchls-
rining sistemaning har qanday mumkin bo'lgan ko chishidagi elemer-
ar ishlan yig'indisi nolga teng bo'lsa, bunday bog'lamishlar deal
e lanishlar deyiladi. Binobann, ideal bog*lanishlar uchun
ER& =0 (2412)
tenghk o‘ninli bo'ladi
fe2)=0 bog'lamsh qo'vilgan bitta nugta uchun (24 12) ni
R& =0 (24 13)
ko'nimishda yoash mumbkin Demak, ideal boelanish reaksivy
kuchi # nugtaning har ganday mumkin bo* lgan hoschishi &
perpendikulyar borvicha, ya'ni maz-kur nugiada foc 2o sirga
o'thaalgan normal bo'vicha vo'naladi
Ideal bog lanishlaming avrim turlan ustida 1o stalam
: ism alan omsidagi  bop lanishni  ideal
bog'lanishdan ibo-ral deb qarash muwmbkin By holda bog ' lamsh
reakstiva kuchlari iehki kuchlardan iborat bo'ladi hamda uddl
(21.110) dagi kabi ichki kuchlaming har qanday mum-kin bo'lgan
ko'chishdagi elementar ishlarining vie indisi nol £a teng bo'ladi

2 Sistema mahkamlangan  nugial anmng  har  bin idesl
bog ‘lanishdan iborat bo*-ladi, chunki bu nuqnl.zmm- mumkin bo'lgan
ko“clushi nolga teng
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3 Absolvat_gattig jism _bosh 1q i
ustida __sirpanmasdan _dumalasa,  bun-day
bog'lanish ham ideal bog lanishdan iborat
bo*ladi (24 4-rasm). Haqiqatan ham bu holda
dumalashdag ishgalanish mavjud bo’Imaydi.
Absalvut sillig bo‘lmagan siriming reakstiva
kuchi & qo'vilgan € nuglaning mumkin
bo'lgan  ko“chishisr= (0 bo'ladi. Binobarin,
Akuchning mumkin bo‘lgan Ko'chishdagi ishi
Sl=R& =0 bo'ladi hamda 1a'rifga ko'ra
bunday bog lanish 1deal bog® lanishdan iborat bo'la-di

24.4-§. Mumbkin bo*lgan ko*chish prinstipi

Bu paragratda moddiy nuglalar sistemasining muyozanatini lekshi-
ramiz Avvalo smuvozanabs so'a  atinch holate ga ekvivalent
bo'lmay. moddiv nugtalar sistemasiga qaraganda ko' prog unga {a’sir
ctuveht kuchlar sistemasiga taalluglidic Hagigatan ham moddiy nug-
taga fa'sir eiuveln huchlar o'zaro muvozanatlashgan bo'li-shipga qan-
may, moddiv nugta tnch holada bo'lmay. o'g'ri chizigh ekis hara-
katda bo'lishi mumkin

1788  wilda  Lagrany ideal, stastionar va  bo'shatmaydigas
bog lamishlar qocvil-gan moddiy nugtalar sistemasining muyozan
hagidagi mumkin bolgan ko'chish prnstipint bavon etdi. Bu prnst
m Nyvuton qonunlandan fovdalanib isbotlash mumkin. Shu sababli
prinstipni teorema tarada bavon etanms

Teorema (mumbkin bo'lgan ko chish pransupr). ldeal, stastionar va
ho ‘shat-mavcdigan bog lanishiar go vilgan moddiy nugtalar sistemasi
muvozanateda bolishe wchun sistema nuglolariga go'vilgan barcha
aktiv kuclfarning sistema nuglalari-ning har ganday mumkin bo'lgan
ko “clushidag: clementar tshlars wig ‘indist nolga teng bo'lishi, ya'ni

Y ia =0 (24.14)
amde sistema barcha mgralarimng: bertlgan ondagi tezliklari
nofga teng bo lishe zarur va yerarlidir.

Isbot. Zarurhigi Apar mexanik sistema muvozanatda bo'lsa, u
holda siste-ma nuglalanga go'vilgan aktiv kuchlar (24.14) sharini
qanoatlantinshini 1sbotlay-miz. Hagiqatan ham, agar mexamk sistema
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muvozanatda bo’lsa. mazkur sistema-ning har bir nugtasiga go‘yilgan
F_aktiv kuch va R bog'lanish reakstiva kuchlan statika bolimida
chigarilgan bir nuglaga qovilgan kuchlaming muyozanat tenglo-
malarini

I:',*h-'l =0 (r=11. . N)

qanoatlantiradi.

Berilgan holatdan sistema nuglalanga & &%, &, mumhin bo'lgan
Lorchish-lar beramiz va muvorzanatl tenglamalanning har birni &7 @
ko paytirib qoshamiz:

¥ F 4R )& =0
vohi
S A ARG =0 (24.15)
Sistema nuqialaniga qo'vilgan bog lanishiar ideal bog  lanishlardan
iborat bo'l-gany uchun TR 7 =0, Shunday qilib, (24.15) dan ishat
qilinishi zarur bo'lean
Y& =0
tenglikni olanmz.
Yetarliligi (24 14) bajanlsa, sistema muvosanatda bo'lishini
tlash uchun mulohazani teskandan boshlavimz  Aviav ik, teore
ning barcha shartlan byanhishiga qaramay. sistema nuqtalan muy-
yanatda bo'lmasin. Bu holda sistemaning kamida bing nuqus
wchun kuchlaming muvozanal shartlan bajanimavdi, va'ni
F.+R =0
Sistema nugtalariga mumkin bo'luan ko'chish beramiz  Sistema
nuglalariga qo’yilgan bog'lanishlar stastionar bog lamshdan iborat
bo‘lgani uchun sistema har bir nugtasiming nolga tene bo' lmavan leng
ta'sir etuvchi kuchdan olgan hagiqiv elementar Lo'chishi mumkin
bo'lgan ko'chishlaming birortasi bilan ustma-ust twshadi Teorema
shartiga ko'ra sistema har bir nuqtasining berilgan ondags tezligi nolga
teng bo'lgam uchun hagiqiy elementar ko“chishlar maskus r!ulqlann-;g
tecdanishi voki teng ta’sir etuvehi huch bo'vlab vornaladi Oxirgi ten-
glikni & =dF ga skalvar ko'paytirsak, sistemanine muvoranar holai-
dan chigarilgan biror nugias: uchun
IJ"L,!-H\ Wi =0

bo*ladi, Bunday tengsizliklami sistemaning barcha nugtalasi uchun

vozib, ulami go'shsak,
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Y F o ¢ YR 50 (24.16)

munosabatni olanie

Ideal bog‘lamishlar uchun ¥ & & =0 bo'lgani tufayli (24.16) dan
quvidag tengsizhikm olanuz:

}:f':t\"': =)

Bu natija (24.14) shartga zddir. Binobarin, (24 14) shart bajanlsa,
sistema muny ozanat holatida qolishi kerak: Shunday qulib, (24.14) shant
mexanik sistema muvozanatining zarr va etarli sharting ifodalashini
1sbotladik

Agar berilgan onda sistema nuglalanning tesligt nolga tengligini
tlodalovehi go'shimeha shart Kiriillmasa, mumbin bo'lgan ko'chish
prinstipi fagat sistema nuglalarining tezlanishi nolga tengligini ifoda-
lavdi. (24 14) shart bajanlgan onda u bilan birga sistema nuglalanning
terligi nolga teng bolsa. sistema muvozanaida bo'ladi

Elementar ishning analitik ifodasidan foydalanib, mumkin bo*lgan
ko*chush prnstupini

X, ¢ oy + b0 ) =0 (24.17)

ko' minishda v ozsh mumkin

Mumbkin  ho'lgan  ko'chish prnstipini ifodaloveln (24.14) da
bog lanish reaksiva kuchlan gainashmaydi, Lekin bu prnsiip yorda:
muda noma lum bog'lamish re-akstiva kuchlaning ham anglash mur
kin.  Bunmg  uchun  sistemam  reakstva  kuchi  aniglanadig
bog famshdan  boshatth, uning sistemaga ko'rsatadigan ta'sir
reakstiva kuchi bilan almashtiramiz va bu kuchn akiy kuchlar qator
ga qo'shamiz Qolgan bog lamishlar esa idenl bog lamshlardan iboray
ho'hishi kerak

Ba'zan mumbkin bo'lgan ko'chish prinstipini ideal bo'lmagan
bog lamish qo -vilpan sistema uchun ham go'llaniladi; Buning uchun
bog‘lanishmng noideallik shartim mos reakstiva kuchi bilan almashti-
rib, bu kuchm akuy kuchlar gatonga qo'shish kerak Masalan,
bog lamish sillig bo*lmagan sirtdan iborat bo'lsa, akuv kuchlar gaton-
ga sirpmishdag ishgalamish kuchi voki umunuy holda bundan tashqa-
r dumalashdaci ishgalanish jufini go'shib,  bog'lamishni ideal
bog Tamishga keltirtladi
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24.5-§. Mumkin bo‘lgan ko*chish prinstipini oddiy mashinalarga

qo‘llash

1. Polispast. Polispast ikkita obovmaga
o'matilean bloklar sistemasidan tashkil topadi
(24.5-rasm). Obovmalardan bin qo'zg almavdi,
ikkinchisi esa bloklar orga-li o'thavilgan ip
vosttasida harakatlanadi.

Bloklarda  hosil  bo'ladigan  ishgalanish
kuchini hisobga olmay. muvorsanat ho-latds
Fyva P kuchlar orasidagn  munosabatm
aniglavmuz  Polispasiga mumkin - bo'lgan
ho'chish beranuz Agar /7 kuch govilgan nugle

dr, 20 Ko'chsa, bloklar orasidagn ol ap

bolagiming  har blri:n'«, ga qisqaradi Shu
sababli 7 Rkuch go'-vilgan nuqa & i.i-,

masolaga vugoriga ko' chadi
Polispast uchun mumkin bo‘lean ko*chish
ponstipmi  qolasak, J&, - pa -0 voki

b
Fls, P&, =0
0o

Bundan F !‘Im lishini aniglaym

Demak. harakail; m:lundn I kuchning migdon

24 5msm. kotanlayotgan vukning op idigidan puﬁspm

giildirakianning  soni  qan-chn  bo'lia,
shuncha marta kam bo*ladi

2.Vintli press. 24 6-rasmda vintli press
sxemasi l:muria.ng an. Pressning jismea bo-
simi (£, F )jjull kuch 1o sirida hosil boladi
Sigiluvchi jismning reakstiva kuchi ¥ bilan
mazkur  juftning  momenti orasidagi

T bog*lamishni  mumkin  bo lgan ko -chish

prinstipt vositasida aniglaymiz
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AR dastaga (#_# ) qult vo'nalishida dp mumkin bolgan ko chish
beramiz U holda N Kuch qovilgan nugia bu Kuchning vo'nalishiga
garama-garshi vo'na-lishda ¢, Ko'chish oladi. Vintli press uchun
mumbkin bo*lgan ko chish prinstipini ifodalovchi

Map—Nis, =0 )
tenghihni tusamiz

Dasta to°liq bir marta avlanganda vint o'gi (vint qadami deb
ataluyvehi) it ma-sofaga ko'chadi.  8p va &, orasidagl munosabami
amglash uchun vint o qining bovlama ko*chishi &, ming vinl gadami
howa msbati dp ho'chishning2s  bur-chakka nisbatiga tengligidan
fovdalanamiz

d, _dp
[
Bundan &, = h ““: ni (1) gagovsak,
2F d p~ .\-‘.‘;':"_' =M

Bundan V=4 .r.f-:r bo*hishunt aniglaymiz
2

24.6- §. Mumkin bo*lgan ko'chish prinstipini go*llashga
oid masalalar

Mumbkin bo lgan ko'chish pninstipiga ond masalalamy quyidigt uch
gruppaga bo'lish mumkin

1 Benlgan onda muvozanatda bo'lgan sistemaga 1a'sir etuvch
kuchlami voki bu kuchlar orastdag munosabatlami aniglash.

2 Ta'sir etuvehn kuchlar bernlgan holda sistemaning muyezanat ho-
latimi amiglash

3 Mumkin bo‘lean ko'chish prinstipini go*llab, bog'lanish reaks-
tiva kuchlarin aniglash

24, 1-masala. Sistema 24 7-tasm, o da tasvitangan muvozanat ho-
latii  egallagan.  #  hochmng  'sir chizigh  BC  stenenga
perpendikulvar  vo'nalgan:  tekis  tag-simlangan  kuchlaming
mtensivhign o teny bo'hb, AC sienenga to'g'n. burchak ostida
go'vilgan. Agar 1= 10 kN, g= 2kN/m bo'lsa, sterjenlaming og*irliging
hi=sobga olmay. A4 nugtaning reakstiva momenti aniglansin,
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Yechish, Tekis tagsimlangan  kuchlarni
uchastkaning o'r-tasidagi £ nuqtaga go'vilgan
bitta kuch bilan almashuranuz,

#kuchm gorizontal va vertikal tashkil etuvchilarga ayratanmiz;

ular  ta’sir  etuveh
g 3=23=6kN

Fy o« Feoshir = 10. ‘3 =343 = H.005N,
- - I -
Feow Foontld® = 10- o= LT

Dastlab A nugtadagi reakstiva momentiy m aniglaymiz. Buning
uchun A nugladagi bog’ lamshni qo™zg almas shamirh wvanch bilan
almashtiramiz va sistemant 4 nugla atrofida aylamishiea to'sqinlik k-
luvehi bog lamshdan bo'shatamiz va wming ta’sirni v, reaktiv moment
bilan almashtiramiz (24.7-rasnw 6).

Sistemani A nuqla avofidassburchakha burib, unga mumhbin
bo'lgan ko'chish beramiz. Aviaylik, bu ko'chish soat strelhasi haraha-
tiga teshan vo'nalishda bo'lsin. U holda sistema tekis parallel har-
katda bo'ladi. ¢ nuqtaning mumkin bo*lgan ko -chishini + bilan bel-

gilasak.

AC G =

AC stegen A nuqua atrofida Sega burilganda O kueh qo*vilgan

iqta s pa parallel ra vishdas ga Ko*chadi hamda

®
4 T.rasm
ol i
M “ac
voki
L S LT

tenglik o rnli bo*ladi



€ va # nuqlalaming ko chishi parallel bo’lgam uchun C'# ilganla-
ma harakatda bo‘ladi.  Binobann, Fkuch qo'vilgan K nuganing
ko'chishi ham 4, ga parallel boladi va

ey = = A Sp

munosabat o'nnli bo'ladi.

24.9- rasm. b da tasvirlangan sistema uchun mumkin bolgan
ko chish prinsti-pini qo’llaymiz

A B+ O, + Folin, =00
vohi ds, .y, larning sporgali ifodasini go°ysak,
M == Al) = F - AC = =43 kNm.

Bu erda manfiv ishora A reakty moment aslida soat sirelkast

harakati bo*vicha vo'nalganligini bildiradi.

24,7- §. Sistemaning umumlashgan koordinatalari

Apar mexanth sistema N ta moddiy nuqtalardan tashkil topgan
bo'lsa, uning holaun Oxz inerstial lusoblash sistemasiga nisbatan 3N
ta x. v = Dekart koor-dinatalan bilan aniglash mumbking Aytayhik,
mexamb sistemaga

Loe e, =0 (u=12000

ho'ninishdagn  golonombh,  stastionar  bo'lmagan,  ideal
bo'shatmay digan bog'lanishlar go'vilgan bo'lsin

U holda sistemam AN ta v, .z, hoordinatalan ! ta bog'lanis
tenelamala-rini qanoatlantirzani tufawli, ular eckin bo'la olmaydi. 3 N
hoordinmalardan fagat n 3N/ st erhin Koordinatalardan iborat
boladi.  Sistemaning  holatini mazkur & (o erkin koordinatalar
vosttasida, qolgan  koordinatalami esa boglamsh tenglama-lan
vostlasida amglash mumking Birog ko'pincha erkin: koordinatalami
bunday tanlash magsadga muvolig bo'lmaydi, chunki bu usulda
sistemanng  holatini amg-lash ancha murakkab bo'ladi  Analifik
mexanikada bunday sistemaning holatini bir qiymath aniglash uchun
umumlashpan koordinatalar deb ataladigan n 1 magsadga muvofig
ravishda tanlab olingang, .. g, erkin parametrlar-olinadi. Bunday
ko-ordinatalar uchun weunlik yoki burchak Kataliklan o‘lchoviga eea
bo‘lgan parame-trlami olish mumkin Kopincha bunday koordinatalar
uchun qutb hoordinatalan. stilindnk voki sfenk koordinatalar olinadi.
Umumlashgan koordinatalar ¢ bilan belgilanadi.
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Masalan, go zzalmas o'q arofida avlanuveht prsmning holauny
aniqlashda umumlashgan Koordinata sifatida aylamsh burchagign,
sferik harakaidagi jism uchun esa Eyler burchaklanni olish mumbin
Umumiy xolda tekis parallel harakat-dagi pismning holatini aniglash
uchun quib keordinatalari va bitta aylanish burcha-gini olish mumkin

Aytaylik, mexanik sistemaning holati i1 1@ g g.. 4. umumlashgy
koordinatalar vositasida aniglansin. Bunday sistemaning har bir nugti-
si holauini uning radius vekton ; orgali amiglash mumkin bo’lgani tu-

fayli. £ larni umumlashgan ko-ordinatalar va vagining lunkstivasi si-
fatida ifodalash mumkin
B = g e gt (v =12 N) (24.15)
U holda sisiema nuqualarinimg koordinatalan quy rdagicha ilodals
nadi:
X, = XA Gl |
¥, =¥ otttk =12 V) (24.149)
2, =20 s 1) |
Agar sistema nuglalaripa polonomli, stastionar  boglanishlar
qo'yilgan bo'lsa. umumlashgan koordinatalami (24 19) da vagi oshhes
ravishda gat-nashmaydigan qilib wanlab olish mumkin
Umumlashgan koordinatalarming afzalligi shundan iboratki, by
koordinatalar erkin bo'lisha bilan birga ulami kintish  natjasids
golonomli  bog'lamshlami  ¢'ti-borga olish  sarumn tug thmaydi
Chunki umumlashgan koordinatalami tanlash ja-ravonida hng‘l.'n;lsh
tenglamalari  avtomatk  tazda  qanoatlantinladi.  Yugonda
ko'rganimizdek (24.2-§), mumkin bo'lgan erkin ko clushlar (yoki
erkin koordina-talar variasiivasi) somga sistemaning erhanlik dm-]:;as:
deyiladi. Binobann, golo-nomh bog'lamshlar qo'vilean sistemaning
erkinlik darajasi erkin koordinatalar so-niga teng bo ladi

(24,18) ea ko'ra sistema nuqualarining J vagl wehidagi haqigr

ko'chishi o quyvidagicha aniglanadi A :

. = | A
i} -l-l’fﬂ g, + 2 dt (v =12...N) (24200

Ma'lumki, mumkin bo'lgan ko'chishni aniglashda  boglanish
tenglamasida vaql o‘zgarmas deb qaraladi Shu sababli (24.18)
vordamida mumbkin bo’lgan ko'-chishni hisoblashda s = 0 deb olinadi

434



& = E:ﬁ &, (2421)

21.8-§. Umumlashgan kuchlar

Yuqorida ko'rganimizdek. sistema nuqtalanga ta’sir etuvehn akin
kuchlaming mumbkin bo'lgan  ko'chishdagt ishlarining vig'indiss
(24.11)  formula vordamida aniglanadi (24 21) m nazarda tutib,
(24.11) ni quyidagicha yozish mumkin:

YL =T

voki vig"mdilarming tartibini almashtirsak,

ThEL = = OF )
TiL =] i }qq
tenglik hosil bo'ladi. Agar
5 .o

0 2422

0=2F (2422)
belgitash haritsak, oxirgi tenglikni

YaL =Y08, (2423)

ko ninishda voza olamiz

o) kattalikka o umumiashgan koordinataga mos bo’lgan umum-
lashean Kuch deviladi

Umumlashgan kuchning o'lchovi unga mos bo'lpan umumlashgan
koordinata=ning o°lehoviga bog lig tmiln]dl Vi quy idagicha aniglanadi:

o
s

Agar umumlashgan koordinata uzunlik birligida o*lchansa, umum-
lashgan kuch birhigr (N) da o Ichanadi; agar umumlashgan koordinata
burchak o' lchovign egn bo'lsa, umumlashgan kuch kuchning momenti
birligi (N m) da o lchanadi,

Umumlashgan kuehlami hisoblash usullan ustida to'sialamiz

I Umumlashgan kuchlami (24.22) formula vositasida hisoblash
mumkin. Bu formuladag kkita vektoming skalvar Kopaytmasini
ularning  hoordinata o°qlari-dagi proekstivalan orgali ifodalasak,
umumlashgan kuch uchun



2 { L T T N 41

munasabat o'ninli bo‘ladi

2. Umumlashgan kuchni, masalan ), m, hisoblash uchun sistemag
shunday mumbkin bo*lizan ko*chish beramizki. natjada fagat oy noldan
farqhbo L ﬁ,-l=n,&‘|::|| - ,a‘j__—ll

Bu ko' chishdagi sistema nugtalanga qovilgan barcha huchlaming
mumkin bo‘lgan ishi (d1), mi(24.23) ga ko'ra hisoblavmiz

(i, =04,
Bundan
(&
= . 2425

2 e
boladi. .
Qolgan umumlashean kuchlar ham xuddi shuningdek hisoblanad

3. Agar sistema nuqlalanga 1@'sir etvehi kuchlar potenstialh
3150, u holda
=5 (2426)

o,

Shunday qilib, potenstiallt  kuchlar  ta'siridao: ststemaning
unmmlashgan. ku-chi, kuchning potenstialtdan mos. umumlasiean
koordinata bo ‘vicha oltngan xu-susty hostlaga teng bo ladi

Sistemaning potenstial enargivasi 1/ =~/ bo'lgani uchun

2 ofl
Ay @4
formula o' rinti bo'ladi.

Agar ishqalanish kuchi mavjud bo'lsa, u holda bu kuchlami akiiy
kuchlar gato-nga qo'shib, wnga mos  umumlnshgan  kuchly
hisoblanad,

24.9-§. Sistemaning umumiashgan koordinatalardagi
muvozanat shartlari

Yugorida ko'rganimizdel. N ta moddiv nuqialardan tashkil topean
mexanik sistemaga [ ta golonomh bog'lanishlar qo'vilgan bho'les
bunday sistemaning hola-im p=3N [ g,.q.. .y umumiashgon
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koordmatalar orgali anglash mumkin.

Mumbkin bo'lgan ko'chish prnstipiga asosan golonomli, ideal,
stastionar va bo‘shatmavdigan bog'lanishlar qo'vilgan sislemaning
berilgan onda barcha nugta-larining tezliklan nolga teng bo'lishi bitan
birga 3 F & =0 bo'lishi, ya'ni barcha akuy kuchlarming har qanday
mumkin bo'lgan  ko*chishdagr ishlannimg wvig'ndisi nolga teng
bo*lishi #arur va etarlidir

(24.11) va (24.23) ga asosan (24, 14) ni

Z04q,=0
voki
Oy, + iy, +. 10,0, =00 (24.28)

Lo rinishda vosish mumkin, Barcha 4,4, . umumlashgan koor-
dinatalar erkin bo'lgani uchun golonomli bog lanishlar qo*vilgan sis-
tema uchun ularming vanastivalan ham etk bo'ladi. Shu sababli
Ay, =0, golean barcha vanastivalar &, =0, .4, =0 deb gabul gihsh
mumkin. U holda (24 28) dan ), =0 shartni ola-miz. Xuddi shuningdek
Ar =0 hamda &y, =dy, = =&, =0 deb qarab, 0= 0 va hokazo shar-
thami olamiz. Shunday gilib, (24.28) dan quyvidagl muvosanat shartla-
nine olamis

O, =00, =0, =0 (24.29)

(24.29)  tenghiklar  golonomli  sistemaning  umumlashgan
Loordinmalandag mu-vozanat shartlanm odalavde: golonoembi, ideal,
stastionar  va  bo shamavdigan  bog lanishlar go'yilgan  sistema
muvozanaida bolishi uchien .. o, ioumibashgan koordinatalarga
mos smimfashgan kuchlarning nolea teng bo'lishi zarur va etarlidie
{boshlang tch paytda sistema barcha nugialanning telig nolga teng
dely garaymiz)

Agar sistema nugtalanga qo'yilgan kuchlar potenstialga ega bo'lsa,
w holda (24.26) m nozarda o, sistemaning muvozanal shartlan
(24.29)ni

BN (24 30)
||‘JI i |_-I‘ q Ir‘ﬂ‘
voki (2:4.27) ga ko'ra
afl -0 el =0 -lfﬂ -0 (24301

og, oy, oy,
ko'mnishda voash mumkin. (24.30) yoki (24.30°) shartlar kuch
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funkstivasi (voki potenstial energiva) eksiremumga esa bo'lishining
zamunly  shartini ifodalaydi.  Shunday  qilib.  potenstialli  kuchlar
ta'sindagi mexanik sistemaning muvozanat ho-latida kuch funkstiyasi
voki potenstial energiva ekstremumga enshishi mumkin

24.2-masala. DilTerensual
uzaima () o°q atrofida aylanadigan
ikkita | va I wishli g"ildiraklardan
hamda 4 dasta  vordamids
harakatga keltiriladigan va unga
erthin o'matilgan Il ushh yugurdak
glildimkdan tashkil  topgan (248-
rasm). Dastaga momenn A, ga leng
juft. kuch  qo'yilgan. 1 yva M
eildiraklaming radiuslan. mos
ravishda 5 va 5 ga teng Mexanizm
gonzontal  tekislikda  jovlashgan

4 #-mmsm. Ishqala-nishnt  ¢'tiborea  olmay,
exanizm muvozanatda bolisht uchun 1 va 11 ushh ot ildiraklases
o'viladigan jufilaming mo-menti A, va v, ganday iy matga ega
so'lishi aniglansin.

Yechish.  Sistemaning  holatt 04 dastaning  avlanish
burchagiy, hamda 1 tishli g ildirakning aylanish burchag: o bilan bit
givmath aniglanadi. Haqigetan ham, agar Q4 dosta va | tshh
giildirkni qo'zg-almas deb qarasak, u holda sistema o’ z-g'almas
bo'ladi. Bmebarin, sistemaning erkinlik dargjasi 2 pa teng bo'lad
ava g burchaklami umumlashgan koordinatalar uchun qabul qilamiz

B =0

Sistemagn momentt  Arga leng bo'lpan  juft koch  ta'n
vo'nalishidn &8y mumkin bo'lgan ko'chish beramiz U holda 1t
ushli ghildimk & I ushh goil-diak esa s mumkin bo'lgan
ko“clushlami oladi. Bu kochishlar vo'nalishi s, s larga bog'lig
baladi.

Avtavlik, momentlana, van,ga teng jult kuchlar 1 va 11 tishh
gildiraklami dp Sp.mumkin botlgan burchak ko'chish vo nahishida
avlantirsin. U holda sistema muvozanatda bo'lishi uchun mumkin
bo"lgan ko*chish pninstipiga asosan
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STAL = M, + M, S+ M, =0 (n
tenglama o rinli bo'lishi kerak
s, m opogorqali ifodalash uchun dasdab Vills  usulidan
fovdalanib. 111 tishli g ildirakning burchak tesigis, nio, vae, orgali
ifodalaymiz,

OA Tushh g lihiraklor
dasta ! i Ll
o stugunchi burchak tezligh ol L] ny L
To!atagandan kevingt burchok tezhg 1] e e T
_ Tishalashish wirn

Jadvaldan fovdalanib, (14.12) ga asosan quvidagl tengliklami
yozanuz,

o =, Fomy-m,
e FEEE o L

o, -y, AT
Bu tengliklami ko'paviirsak,
m = n Y E
RIS (14, B )

Bow tanishlar stastionar bo'lganda burchak tesliklar ularga mos
mumkin  bo'lgan  burchak ko'chishlarga  proporstional - bo'lishini
e'fiborgn olsak. (2) dan

. . £ -
o, -.v.lll“r: -3 (3)

munosabaint olamz
{3) m(l})gaqovsak,
ot ol i i
AL =M, |r,;.1 'ﬂ]rv'*llul“""l.]& all
(24.25) go asosan ¢ va g burchaklarza mos umumiashgan kuch-
Tarm aniglay miz
s 3
= T .u.;.u.[l..'iJ
"
L)
=4 )
On r\_g\_r. LT
n

(24.29) ga ko'ra sistemaning muvozanat shartlanni, va'n o,=0,
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.= 0 tenglamalami hi-sobga olib, (4) danis, va 1/, lami aniglavmiz

u‘,..u,-(l»'-"-]:u.u: T AL

N : o

Wl SOy

e, rer

Bu ifodalardagi manfiy ishora | va 11 g'ildiraklarga qo'vilgen

juftlar ta'sin dastaga qovilgan juft Kuch ta'siriea qarama-qarshi
yo nalganligini ifodalaydi.

24.10-§. Dinamikaning umumiy tenglamasi
Dalamber-Lagranj prinstipi

N ta moddiy nugralardan tashkil topean mexamk sistema nugta-
lariga / ta ideal va bo'shatmaydigan boglamishlar qo’yvilgan bo'lsin
Dalamber prnstipiga ho'ra sistemaning biror 1/ nugiasies ta'sr
ctuvehi F aktiv vaR, bog-lanish reakstiva kachlario inerstiva kuchi
bilan birgalikda haronda
PAR +@ =0 (=12 N
muvozanal shartlanm ganoatlantiradi. Vaguning gavd gilingan
iror payti uchun sistema nugtalariea & mumkin bo'lean ko®dush
beramiz va har birini & mumkin bo'lgan ko'chishpa ko pavunb,
qoshsak,

YE&E+YRE 3D =0

hosit boladi
Ideal bog'lamshlaming ta nliga ko'm YR =0 bo-lgant uchm
ZUF N, =0 (2431)
yohi
};II-_ ma, W =1) (24.32)

tenplik o'ninli bo'ladi. Bu tenslama dinamkaning wmaunmy tenglo-
masi deyiladi

(24.32) ma asosan, dlew! v bo'shatma n  bog fanishlr
go viigan harakasdagt sistema migrafariga ta sir etuveln barcha akny
hamda  merstnya  kuchlarining  har  ganday  mumkin buigay
ka'olishdagi elementar tshiarinmg  vig indise har onda nolgg feng
b fadi

(24 31) yoki (24.32) tenglamalar Dalamber va Lagranj pnnstipls-
nning maymuasidan thorat bo'leant uchun Dalamber - Lagrans prns-
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lipi deb ataladi
(24.31) ming Dekart koordinatalaridag ifodasini quyidagicha
yozish mumhkin
SN 4, Jh, + (8 40, 3y, +(Z 4D, ) |=0 (24 33)
yvoki
SN o, €0+ (F TR (£ - E 0 =0 (2434)
Bundax, . v, .=, bilan M, nugtaning koordinatalari heI;,rIangm
24.3-masala. Ogorligi £ ga
teng B wvuk D Dblok orgali
o'thazilgan cho*zlmay-digan ip
vosi-tasida radiusi « va og'irlig O
ga teng sulindnk A paltakni
harakatga  kel-tiradi (24 9-rasm). =
Galtah sirpanmay - ghildiraydi va
dumalashdag ishgalanish 2D rem:
koeffistientt ! ga teng D
blokning massasini ¢ tiborga olmay. £ yukning tezla-mshi aniglansin,
Yechish, Benlgan # vukning og'iehk kuchi g aliakning og°irlik
kuehi © va dumalashdagi ishqalanish jultining mo-menti v, 1
rasmda ko rsanlgandek tas-virlaymiz
Inerstiva kuchlanni topamiz & tezlanish hllnrl to'g'n chiz

harakat giluveln B vukning merstiva kuchi o - ‘u", = vektor bil

&

[

ifodalanudi

Tekis parallel harakawdagr graliaknng merstiva kuchlan g'alink
markaags o vilgan @ <Y~ veklorga (bunda  a-galiak

4

markazining tezlamshn) hamda mo-menti M7 <-Le. ga teng jull
kuchga keltnladi. Bunda 7, — graltadkning O nugls-dan galtak
tekishigign perpendikulvar ravishda o wvehi o'qqa nishatan inerstiya
momenti « - ¢ altakning burchak tezlanighi.

Hvuk & mumbkin bo'lgan ko'chish olsa, £ nuqta ham & mumkin
bolgan ko'chish oladi: Dinamikaning umumiy tenglamasing tuzamiz

W - O Mg - M Tp - @:f‘ =0 i

Bunda & - galtaknmg mumkin bo'lgan burchak ko'chishini
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ifodalaydi.

Ip cho'slmasligt sababha =a =a. @ leslanish, L nuglaning
tezlanishi 4, ga parallel bo'lganidan o, - tenghik o'rinli bo'ladi
Binobann,

) i {J L]
S ',. ! Toay .= i_ e
g2 P g2

r R4
Dunmlashdag: ishgalanish juftining momentivi, = 7o formula
vordamida aniqlanadi. Natjada 1) ni quyvidagicha vozish mumbkin:

@ n. M= log=

Or & Quabs
Blk; P"'ﬂ ”’j P g zr g23
bundan
SR
iy ) ;e:'

24.11 -§. Lagranjning ikkinchi xil tenglamalari

Dinamikanmng umumiy  tenglamasi vosuasida wdeal  bog'lansh
istiya  kuch-lan  qunashmavdigan  harskat  differenstial
englamalanni  chigansh  mumkin. Bu-ning  uchun dinanihaning
umumis englamasini ifodalovehi (24.32) tenglamads
@ = "'i:,;’- bo'lishini ¢'tiborga olib. uni quyidagicha voramiz

':(_:rf'-'_v-ra:. 'T;:' K =0 (24.33)
24.21) ga ho'ra radius- \cl\tnmmg vanastivasi
o \ e & v=12
Vg,

tenglikdan amqlamchlru nazarda b (24.35) da vigtindilar
tartibini o zgar-
Lirsak,
‘-.I !-. o 'i"‘- oty o S )
dg, & dv Oy
hesil bo'ladi. Bu Iengl:lmud.:("-l 22) ga asosan
=i % =12
2F
umumlashgan huchlami ifodalaydi. Shuning uchun

JH)
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i[t.‘).- T ] &, =0 (24.36)

] (=] dr ey,

tenglik o' ninli bo'ladi
ol oF

(24.30) dab =m, e ifodani quvidagicha yozsh mumbin:

1
o . dF i
= ! - — -t ’
B 'k[m,u. % ] me, : 12437)

2 r:; hadlaming faqat golonomli sistema uchun
i i

- i
(24 37) dagt"‘!. =
o'minli bo'l-gan boshqa ko nnishdag ifodasim amglaymiz Buning
uchun nuglaning tezligi uning radius - vekiondan vagt bo'yicha
olingan hosilaga teng bo‘lishim hamda ¢ vaqiming radius-vektor ¢
ifodasiga  fagat  oshkor ravishda qatnashibgina qolmay, balki
umumlashean Koordinatalar orgali ham qanashishin ¢’ tiborga olsak.

¥ 4 . - . 2 - . .
R Lt T R
ly,

munesabat  o'nnh boladi,  Bundag, = = 3 =820
il

umundashgan tezfik devi-ladi,
(243%) g har thhala tomonidan umumlashzan ek bo'yis
xususiv xost-la olanuz:
i LA
i I'l_ _1 A (143‘?
oy, oy
. o i
Bu formula yordamida o aniglanadi
o,
(24 3%)ning ikkala tomonidan ¢, bo'vicha xususiy hosila olsak.
3 H ¥ ]i :
ik, (1 33 O . ' {24.40)
ey iy iy, iheg iy, kg,

: Y i hisoblash uchun ':’; kattalik wmumlashgan Koordinatalar
dr g, Oy,

vavaginng funkstyasidan iborat ehanligini e"hborga olib, uning vagt
ba‘vicha tolig hosilasini topamiz

d o e I . OF .
et (s, e (2441)
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(24.40) va (24.41) m sohshunb, ikkia o'zgaruvehi bo'yicha
xususty  hosilalar differenstiallash tariibiga bog'lig  bo’lmasligin
nazarda tutsak.

o oF, " W, 5
i oy, 3 gy, o
tenglikni olamiz |

Shunday qilib, % ning qivmatini (2439 va 7% ing

] e, i oy,
qivmatini (24 42) dan (24.37) ga keltinb go*vsak. 8 uchun
df .o, i,
B==|mt — 13,
dt |, o, ) g,
ifoda o'nnli bo'lady Bundas? =v' hamda
ot o (mn) ) . o, o (mes )
NI'IJI e | - b I.II. =
of; agyra TR 7 AL T T
tengliklami nazarda b, B uchun vana quyidagt fodani olamiz
_dl af mnt "_ ] mu |
Cdtlog 2 .|_| a2
B ning bu qiymaim (2436) ga qo'vib, hosilani vig'indids
shaarida yozsak, quyvidagi tenglamani olamiz

L o Smu o Smyl
] ol L ok T LA L L (
:{L [_Ju.vr:.r,:-: 2 ag 2 || =0 AN
(24 43)da
S et (244

sistemaning kinetik enermivasini ifodalavdi Shu sababli bu ten-
glaman quyvidagicha yozish mumkin

ol SN

Blo-{G% o )|%-o Q14
tenglama  wmumlashgan  koordinatalar — orgali

dinamikaming umumly fenglamasidir. Bu tenglamada

d ol o7

\dt o, o,
had sistemaning &, &.. .&, mumkin bo*lgan ko'chishidagi bar

cha inerstiva kuchlan ishlanining vig“indisini ifodalay di

ifondalangan

\‘.

&
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Golonom  bog lamshlar  qo'vilgan  sisiema  uchun  barcha
& .Gy.....oq, lar erkin bo'lgam uchun ular oldidag ifodalami alohida-
alohida nolga tenglash mumkin:
]_[(r ol _af

ot o, oy,

=0{i=12_.n)

—

¥

voki
dal' of
dt oy, _w;,
(24.46) tenglamalar Lagranjning ikkinchi xil tenglamalari. yoki
mexantk  siste-maning  wmumlashgan  koordinawalardagt  harakat
differensnal  renglamalari devila-di.  Bu  tenglamalaming  soni
sistemamng erkinlik darjasiga teng bo'ladi Lagranj-ning tkkinchi xil
tenglamalarida ideal bog lanish reakstiva kuchlan qatnashmaydi
(24 38) va (2444 lardan Ko'ramizki, sistemaning  kinetik
enervivast aniglana-digan ifodam quvidagicha vozish mumkin:

SODTRS N TRCIE )

=0, (=12, .n) (24.46)

(oo OF
=iy o
va'ni sistemaning kinetik energivasi umumlashgan tezliklaming
kvadratik funksti-vasidan tborat bolads.
(24.47)da

s
1 Nom,

A [ e BEAT
P L = E:-"’ﬂ o, o . =‘JLM.[‘N'J
=y g o iy el 1

bo hib, .1, 4 ¢ kattaliklar umumlashgan Koordinatalar va vaglg,
boglig, lekin :
umumlashgan tezlikka bog'liq emas. Shu sabably
al

=Y A, 4,
L ]
va
f OF ., L R
P . T m}---
o, T ot df

miunosabal o*rnk bo' ladi.

Oxirgi ifodada wmumlashgan hoordinatalaring ikkinchi hosilasi
qatnashadi Lageanjning ikkinehi il lenglamasidagi boshqa hadlar
umumlashgan koordinata-larning binnchi darajadan vugon bo’lmagan
hosilalarini o'z ichiga oladi
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24.12-§. Potenstialli kuchlar tasiridagi mexanik sistema uchun
Lagranjning ikkinehi xil tenglamalari

Agar mexanik sistema nugtalariga potenstialli kuchlar 1a°sir etsa, u
holda (24.27) ga ko'ra
Q= i SK=12m)
ehy,
tengliklar o'rinli bo'ladi. Shu sababli bu sistema uchun Lag.
ranjning ikkinchi xl tenglamalarini
AT of _ ol o
di og, oy, dy,
ko' rinishda y ozish mumbin.
Agar Lagranj funkstivasi deb ataladigan
L=T+U=7-11

=

funkstivani kintsak, \: =“|m‘|g:|.m. uchun Lagranjning ikkinch

xil tenglamalarini quyidagicha voza olamiz
d oL - o =0 (=12 __.n) (24 45%)
deag, oq, o2
(24.48) 1englamalar potenstalll fachlar 1 'siridagl  mexanik
sixtema tchn Lagranning kit xil tenglanidaring ifodalavds

24.13-§. Lagranjning ikkinchi xil tenglamalarini qo*llashga oid
masalalar

Lagranjning ikkinchi il tenglamalanga doir masalalar quvidag
tartibda echi-ladi. i~

I. Sistemaning erkinlik darmosi aniglanads va  wmnumlashean
koordinatalar tan-lab olinad;, _

2 Sistemaga ta'sir ewvehi akiyv kuchlar rasmda tasvirlanadi va
umumiashgan kuchlar 24 8-§ da bavon qilingan vsullardan irr bilan
hisoblanadi

3.Sistemaning  kinetik energivasi umumlashgan koordinatalar va
umumlashgan tezliklaming funkstivasi sifanda aniglanadi

4 Lagran) tenglamalanm tuzsh uchun zarur bo'lgan Kinetik ene-
giva va uning hosilalan topilad



5 Lagramning  ikkinchi  xil  tenglamalan  waladi va  bu
tenglamalamni  benlgan  boshlang'ich  shanlarda  integrallab
izlanayotgan noma’lumlar aniglanadi.

24.4- masala.  Vertikal tekishikda
jovlashgan kulakli mexanizmda kulak 1 ¢,
nugiadan o‘tuvchi gorizonlal o°q atrofida
aylanuychi r radiusli, massasi m ga teng bir

ginsli diskdan iborat. Kulakka momenti A c_""
Juft kuch ta’sir etadi, Tishli reyka 2 vernkal =
vonaltiruvehi bovlab  harakatlanadi va :“
tishli blok 3 ni avlantiradi. Blok 3 bilan g "
spamih < shamir vositasida bog'langan - A \‘
(24 10-rasm). Tishli revka va spamikning /q)
massast mos ravishda m, va m, £a teng g B
Blokning avlamsh o'qiga nisbatan inerstiva 4 &
momenti /2 leng K= 2 5 =203 m = mid, h
w, o i 1w 2met deb qarb, sistemaning ha-

310 rasm.

raka differenstial tenglamasi tuslsing Kn-
voship 5 ning massasi ¢’ tiborga ohinmasin

Yechish. Sistemaning holan kulak 1 ning avlanish burchagi » bi-
lan bie givmatli aniglanadi. Hagiqaian ham agar kulak 1 ni
o z¢ almas deb garasak, u holda sistema go*zg"almas bo'ladi. Bino-
barin, sistemamng erhinlik dargasi birga teng. Kulakning aylanish
burchagi » ni umumlashzan koordimata uchun tanlab olamiz: y=p. U
holda kulakning burchak tezhign -y

Bu geometnk mulohazalari analink usulda ham izohlash mumkin
Qaralavoigan sistema kulak 1. tishh revka 2, blok 3 va spamik 4 dan
tashkil topezan  bo'lib,  ularga quyidagt golonomli bog lanishlar
qovilgan:

¥y = =2roosg (1)

) @

L (3)

NN =n (4)

Bunda v, - # wouqaning ordinatasi, o, - revka va blok €

nugtasining tezigt, ¢, - blokning bur-chak tezligi, v, - blok va spamik
A nugtasining tedigt, (1) tenglama tishli reykaning A nugtasi doimo
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kulakka tegib turishini, (2) tenglama tishfi revka va blok tishlashgan ¢
nuglada harakat sirpanmasdan  sodir bo'lishini, (3) esa blok 4
nugqtasining tezligi ilganlama harakatdagr sparmk 4 nugasining
tezligiga tengli-gini. (4) tenglama 4 nuqia » radioshi avlana bo'ylah
harakatlanishini ifodalaydi

Kulak 1, ¢, nugtadan o’tuvehi gorizontal  o°q atrofida avianma
harakatda bo'l-gani uchun uning holati  aylanish burchagi ¢ bilm
aniglanadi. Tishli revka verikal vo'naluruveli bo'yicha to'g'n
chizigli harakatda bo‘lgam uchun uning holati 4 nuqtaning ordinatasi
v, - blokning holati ¢. nuqa atrofidagi avlamish burchag ¢,
sparikning holati esa « .», koordinatalar bilan aniglanadi. Shundav
qilib. sistemaning holatt beshia oy, p.x,., parametrlar bils
aniglanadi va ular orasida 1o°rita golonomli bog® lanishlar mayjud
Demak, sistemanmng erkinhik damjas: | ga teng Rasmda kulakka ta'sie
etuvehi jult momenti A7, kulak, tishli revka va spamiklaming ogirlik
kuchlan mg. g mg larnt tasyirlaymiz

Kulak gburchakka avlanganda ushhi revka # 2 r (l—cosg)
masolaga vertikal pastea siliivd; blok
] 3
- (I =coup) (5)
R 2

burchakka avlanadi.

Kulakka &/ moment vo'nalishidase mumbkin bo'lgan ko'chish
bersak  Kulak markazinmg  Koordinatasi uchun rovsy  tenghik
o'nnli bo'lpani wiavh, uning  vertikal bo'vicha mumbkin bo'legn
ko-chishi quyidagichn amqlanadi -

G, = am o

() ga ho'ra tishli revkaning # nugiasi
i =& = drangdp

ho'chish oladi; (5) ga asosan blok & Jungdp  burchakka
avlanadi; W, = KoM, bolgani uchun sparmik
M =dhi, = - singdg, = -PIII\,‘!\II\!-ZE” aong) g o Ko'-chadi Bunds

manfiy ishota A nugla yugonga ko'chushin ifodalavdi Bu ko chish-
larda M. mg. mg.myg lor ishlanning vig“indisini topamiz
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81 = Mg gy, magi, + gl =
- il s B 7] I3
{ b e sin g 4 X - Irsing ﬁmmﬁun[:il—mw]l}&p.-
3
.| A+ "Wrinm—Eg\rdnwm[fll—mw"&

|
Natijada @ umumlashgan keordinataga mos bo'lgan umumlashgan

kuch quvidagicha aniqlanadi:

&l § 3
o= P =M+ 3 g s g - ’:xrmpmn{: il -;mql] (ﬁ]
Sistemaning kinetik energiyasi
:'=1‘“.'T:*T-+T. (-”

formuladan aniglanadi. 7. Ta 15 Ti mos ravishda kulak, revka,
blok va spamiklar kinetik energivalar. ’
kaulak, ¢ nugtadan o'tuvehi gorizontal o'q atrofida aylanma

harakatda bol-
am uchun
o AR
="
Gy uy pens-Shieyvner leoremasiga ko'm

3 o
I, = 8, +or STh

bo"leam tlavh
o
' -JJILI"w' "n
Tishi revha to'e ni chizigh harakatda bolgant uehun
Iy= I;rvl_-l-' - :m.\-:

Bundae. - w3 va(l) gako'ra
Vy = Jryhungy
bolgani sababli
I :mr‘,n:un‘w )
Blok o nugtadan o’vehi gonzontal o'q atrofida aylanma
harakatda bolgani uchun 7, = "% Bundas - 20" hamda (S) gako'ra

¥
=gy ({10}

bo*lgani sababli



7 =3mr’p:<in-'.,n (n
Spamik 4 ilganlama harakat giladi. Shu sababli
fi= "t mo
Bunda m, = m6 hamda (3) va tlt—l]sa ko'ra
T,= !I: mrp’ an’ g (12)

hosil bo'ladi.
(8), (9). (11) va (12) m (7) ga qo'vib. sistemaning kinek
energiyasini umum-lashgan koordinata va umumiashgan tesliklaming

funkstivasi sifatda aniglavimiz
T 1rur:\p"

{3 \
{30 e (13

Lagranjuing ikkinchi xil tenglamalanini uzish uchun zamr bo'lean
Kinetik energivaning hosilalanm hisoblavmiz

M - nr-'o:‘ 248 in'e |

g \2 |

LU e

g F\ 2 1

ol

llf

Berilgan sistema uchun Lagranjning ikkinct il tenglamalanng

dar _or 5
dop op 7 (5

ko' rnishda yozb, (6) va (14) ni ¢ tiborga olsak

| # Gomar 9 i 2 (14)

= dmr'p® sin 2

-wzv[.tq-om"p}-m'p‘_nu:‘n. A+ ‘,,,w WP — it @in) '..__ l'ﬂ\vﬂ"

2 3 i
tenglamaga ega bolamiz 2
Natijada sistema harokat differenstial tenglamasini quy 1dagicha

vosamiz

ur';’{':oh\m:w]-]m-'—ﬂ-im.‘qt:--‘ SR Z (1= conm) |- > mer i gl
2 3 |"3

24.14-§. Gamilton — Ostrogradskiy prinstipi
Aytaylik, Lagranj funkstivast L~ 77 ¢ U7 pa teng mexanik sis-
temaning holati ¢ 9., .¢, umumlashgan koordinatalar bilan
aniqlansin. Lagran) funkstiyast ilan
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§= il.:# (24.49)

tenglik vositasida bog langan § dinamik Kattalikka Gamilton ta’sin
deyilad

Lagranj funkstivasiZ = L(r.q,,q, ) bo'lgani tufavli Gamilton ta’sinni
hisoblash uchuns, <¢<r  vaqt oraligida ¢ ¢4, funkstivalar
benlgan bo‘hshi  kerak  Boshqacha ayiganda, Gamilion t(a'sin
sistemaning harakatiga bog lig funkstional-dan iborat

Mexanik sistemanmg harakatini o o’lchovli
fazoda koordinatalan ¢,.¢....g, £a leng binta
nugtaning harakati bilan xarakterlash mumkin.
Avtavlik, ¢ pavida sistemaning holati #
olchonli fazoda A nuqta, =1, vagida esa B 4
nuganing  holat-lan bilan  aniglansin,  hamda M 11t
sistemaning harakat tracktoriyvast AR een chizag
bilan ifodalansin (24,1 1-rasm). Xuddi shu ¢, vaqt ichida sistema
24 I5-rasmea shinx bilan ko'rsatilgan Kimematk mumkin: bo'lpar
trektonvalar  bo'ylab  ham  harakatla-nishi. mumkin A48
sistemaning hagigiy tracktoryasi deviladi

Gamilton prinstipr vositasida sistemaning ikkita 4 va B holatlan
orasida kine-matih mumkin bo’lgan tracktorivalar ichidan xuddi shu
holatlar omsidag hagqgiy harakat tracktonvasn gjratish mumkin
Gamilton prinstipi quy idagicha ifodalang-di: sistemaning ikkita A va i}
holatlary arasidagl hagiqiy harakari, xuddf shu holatlar orasidagi va
aviuan shu Wyl ore i ‘tda sodie bofadigan kinemank mumkan ba'!g.;m
Tarakatiardan shday xusuxivan bilan farg qiladib, hagigiy harakar
wchun Gamilionr wa 'sieining variasioasi nolga teng ok boshgacha
avtgancda,  sis-emantng hagigly harakad uchin Gamilton. ta’siri
stastionar givmiga ¢ga bo fadi, yanl

ay =0 (24.50)

Bu prinstip stastonar bog’lanishlar qo'yilgan sistema uchun 1834-
1835 villarda U Gamlton tomonidan bavon etilgan. Lekin swstionar
boImagan bog lamshlar go'vilgan umumiy holda bu prinstipni M. V
Ostrogradskiv 1848 vilda bayon et-gan. Shu sababli bu prinstipga
Gamilton - Ostrogradskiy prinstipt ham deviladi,

Golonomli bog lamishlar go'vilgan sistema uchun bu prinstipni
qollashda solishurilayotgan harakatlar aynan bir x1l vagt ichida sodic
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bo'ladi deb qaraladi. Shu sababli & =0 deb olinadi. Bunday varias-

tivaga izoxron varastiva deviladi. Golonomh bog lanishlar qovilgan

sistema uchun izoxron varastiva va vaqt bo'vicha olingan hosila

kommutativlik xususivaliga ega

i (24.51)

Lagranjming ikkinchi il tenglamalandan Gamulion prinsupini kel-

tirib chigaramiz. Erkinlik darajast p ga teng va potenstialli Kuchlar

ta'siridagi sistemaning hagigiy harakati uchun Lagranjning ikkinchi
«1 tenglamalaring (24 48) ko' nnishda yozish mumkin

daL l!l'._

1}! o, oy,

Bu tenglamalaming har binnn &, ga ko*pavtinb qo’shsak.

=l oL Far i

=0 (i=L2 .n)

Vi & |=0 s
"‘l._:ﬁ o, Oy M ! I 124.52)
(24.51) ni etiborga olsak.
o ol 4 <I|I’l | rJ,f__ . [ of ol
J“I-‘Ir I flll_‘ i ;ffjl.l.j_ Rl | -"-i..‘lr . Ny N !
Buni (24.52) ga qo'yib,
d ok . =| oL ol
e =% X P S
arag o =X o Mg, | (24.33)

munosabatni olanmiz,

Lagranj funkstivasi £ = Ly .4 ) hamda ko'riluvolgan holda & =0
bho'lgant uchun
bl ol
P2 vl &, |=d
WAy iy

Shu sababl (24.53) m quvidagicha fodalaymi s

Ji A Oy, = &l.di
(.IH’

Bu tenglikning ikkala tomenini sistemaning 4 holatiza mos keluy-
chi =1, va-qtdan to sistemaning B holatipa mos keluvehi 1= vagl-
eacha itegrallavmiz:

21 N A )
Fom | =Lt
=

o,



A wva # nuglalar qozgialmas bolgani uchun | | =0va
16, |, = 0. Binobann. sistemaning haqigiy harakati uehun

Jatdi=0
voki vanastiva izosron bo'lgani uchun
afLde =0 (24,54)

tenghh o rinh boladi

(2454)da S - [ads bo*hshini hisobga olsah,

=0
tenghkka ega bo'lamz
Gamilton ta’sir [ish x vaqt] birhgida (SI sistemasida kgm'/s da)
o' lchanadi

24.15-§. Kanonik tenglumalar

Yugonda ko reanmizdek, Lagranining ikkinchi xal tenglamalan
umumlashgan koordinatalarga nisbatan ikkinchi tartibh o 1a oddiy ¢
ferenstial tenglamalar sistemasidan tborat bo'ladi. Bu tenglamalar s,
temasint 20 ta binnchi tartibh tenglamalar bilan almashtinsh mumkirn
ekanhgini shotlayniz

Buning uchun tmmitashgan s deb ataladigan va. Lagran)
funkstivasi /. volk sistemaning kinetik energivast 1 bilan
of. ol
dg, 9,

o (24.55)

voki (2447 gako'ra
0 =3ad,+b (24.56)

tengliklar vositasida bog"langan p, dinamik kattahiklami Kiritamiz
(24 56) din w, = 0 bo'lpani uchun barcha ¢, lami g, lar orqali ifoda-
lash mumbkin Shu sababli £ funkstivani fagat p, va 4, lar orqali ifoda-

laymiz
Gamilton {unksuvasi deb ataluvehi

H=-L+3p4, (24 57)
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funkstivani kiritsak. bu funkstivaning vanastivasi vchun

m"‘z@ &, z"’ & +E%a - Sesi @A)
formula o nnli bo’ladi.

(24.58) da (24.55) danp, =::;;’- ni euborga olsak, uning o'ng

tomonidagi ik-kinchi va to'riinchi hadlarming vigrindisi nolga teng,
bundan tashqari, Lagranjning ikkinchi xil tenglamasiga ko'ra

oL d oL ap,
dq _.dldq or =P
boladi. Binobarin,
&= 35,4, - g (245
(24.36) vositasida (24.57) da barcha ¢ larmi vo'qoub, N funs-
tivaning vanastiyvasini hisoblayvmiz
Fip,.9 n:\ & 1,- —}'_':::f & (24.60)

(24.39) va {24.60) ga asosan qu\ idagi tenglikni olamiz
7 =L H -
El By, + \ \ 3,5, \_,-'.\-,-_
=T
Golonomli sistema l.u:hl.u‘l a; va i |3T o zaro bog liq bo'Imagan
hamda oxir-gi tenghk ulaming ixtvony givmatlanda o nnli bolgan
uchun ular oldidam koef-fistuentlar mos ravishda teng bo'ladi
ol |
o, |
; ol
Bi==
iy
(2+4.61) tenglamalar Gamiltonning kanonik renglamalar: deviladi
Agar sistema nugtalanga stastionar bog ‘lanishlar go®vilgan bo'lsa
u holda (24.47) ga ko'ra sistemaning Kinetik enerzivast umumisshgan
tezliklaming bir jinsh Kvadrauk funksuyvasidan ibort bo'ladi, bnoba-
i, Evleming bir jmsh ﬁmksu\ alar h.;qldm,l teoremasign ko'ra
A a7
> = =3¢ =2

"‘f. S,

2460

tenglik kelib chlqndl.
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Bu holda Gamilton funkstivast uchun quyvidagi munosabat o rinli
bo'ladi:
= g,,. k=20 T A =T U =L+1 (24.62)

va'ni stastionar .hog‘lmush qo'vilgan holda Gamilton Tunkstivasi
sistemaning to'lig enerivasiga teng bo'ladi. g

24.16-§. Mexanik sistemaning ustuvor muvozanati hagida
tushuncha

Mexanik sistemaning muvozanatini 3 turga bo'lish mumkin: us-
1uvor, noustuvar va befarg muvaozanat

Agar muvozanat holatidagi mexanik sistema nuqualariga kichik
boshlangich ko'chish va Kichik boshlangTich tezlik berish natijasidn
sistema nugialar muvoza-nat holat vaginida tebranma harakatda
bo'lsa, sistemaning bunday muvozanali uSfevor muvozanar, muvoza-
nat holatidan uzoqlasha borsa. noustuvor muvozanat de-yiladi,

Agar mexanik sistentans muvozanat holatidan Kichik og'dirish na-
fjasida mexanik sistema vangi holatda xam muvorsanatda qolsa,
sistemaning bunday holati befarg muvozanat deviladi

24 12-rasmda tasvirlangan sti- }
lindming I-holati  ustuvor.  2- a :
holati noustuvor va 3-holann be-
farq muvozanmiga musol bo'la
oladi

Avtylik, golonom [
bogllanishlar qo'vilgan mexanik ALELinan
sistema holati ¢,.g,. ¢, umumlashgan koordinatalar bilan aniqlansin

Umumlashgan koordinatalami sistemaning muvozanat halu!idm;
boshlab hisoblavmiz, va'ni muvozanat holatida barcha o,.4.. 4
hoordinatalanni nolga teng deb qaraymiz gliiegec

Vagtming biror « pavuda sisteman muvozanat holatidan og' dirib,
semaning shu pavidagi umumlashgan koordinatalan va U!Tlm‘l'l:
lashgan tezliklarini 4, va g, istalgan 1 pavidagisimi esa q, va ¢, bilan

belgilavmuz




Sistemaning ustuvor muvozanatiga anigrog ta'ni berish uchun
sistemaning umumlashgan koordinatalan va umumlashgan tezliklann-
ing son qivmatini o'l-chovsiz kattalikka keluramiz

Agar istalgancha kichik musbat son = ga bog liq shunday 50
sonni topish mumkin bo-lsaki,
B ST SN U=12, ) (24.063)
bolganda ¢ >« vagt uchun
gl<e (24 64)
shartlar bajanlsa. sistemaning bunday mu-vozanat holau Lyapunoy
ta rifisa ko ra ustuvor muvozanal deviladi.

24.17-§. Lagranj-Dirixle teoremasi

Yugonda ko'rganimizdel, potenstialll kuchlar ta'siridagi mesanik
sis-temaning muvozanat shartlari (24 309 ga muvolig
ol all oll
— =), ] ) =i} (24 65}
oy, 0g; o,
ko'rinishda yoaladi, Bu tenglamalardan Ko'ramizki. polensiall
kuchlar 1a'sindag sistemaming muvozsanat holatlanpa sisiema poten-
stial energivasining ekstremal giymatlan mos keladi Lekin (24, 307
tenglamalar vositasida sistema muvozanati-ning ustuvorliging anigla
olmaymiz : :
Lagranj 1788 yilda golonomhi va idedl bog lanishlar go'vilean.
potms!ialli kuchlar  'sindagi  mexanik gislema ustuvor
muyozanuining etari shartlan quyi-dagi teorema bilan i fodalanishin
ko' rsatgan va isbotlagan.

Potenstiallt kuchiar tasiridage sistemaning potenstial energiyasi
prinimim givsmalga ega bo ladigan muvozanat holatlart ustuvordi

Bu teoremaning qat’iy isboti 1847 vilda Lejen Dinxle tomonida
berilgan. Shu sababli bu teorema Lagran) Dinxle teoremasi deb
ham ataladi.

Agar potenstial energiya tarkibida avrim umumlashean koordi-
natalar oshkor ravishda qamashmasa. u holda makur hoordinatalarga
nishatan sistema befarg muvozanatda boladi :

Masalan. gorizontal vasovehiga ega bo'lgan stilindrik sint ustidag
og'ir moddiy nuquaning muvozanati gamlavotganda v o'gm -
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lindming vasovchisi bo'vlab yo'naltirsak. x koordinataga nisbatan
nuglaning muyvozanati befarg muvozanatdan iborat bo‘ladi.

Potenstialli kuchlar 1o sindagi. erkinhik darajasi birga teng bo'lzan
sistemaning muvozanati bitta

L. (24.66)
lJ[f

tenglama bilan ifodalanadi.

Sistemaning  qaralavolgan muvozanat holab ustuver ekanligin
aniglash uchun sistemaning potensiial energivasi bu holatda minimum
qivmatga ega bo'lish-bo'l-masligini tekshinish kerak

Agarg — ¢ muvozanat holatida
fo'll |

Vogt

>0 (2467)

bolsa, potenstial energiva minimum qivmaiga enshadi
Agar
221 =0 (2468)
\ 'Il’;' A5

bo'lsaakkinchi hosila potenstinl energiyaning mini-mum qivmalga
cen bo'lish alomaum ifodalay ol-muaydi. Bu holda potenstial ener-
givaning nay batdagt hosilalaring hisoblashga to’g'n keladi

Agar polenstial  energivaming  binncht nolga teng bo'lmagan
hosilasi juft tartibhi va musbat qiymatga ega bo'lsa, u holda ¢ ¢,
muvozanat holatida potenstial ener-giva mimimum . givmatga ega
bo'ladi, binobann,  sistemaning  bu muvozanal  holan  ustuver
muvozanatdan iborat bo’ladi

Agarda potenstial energivammng binn-
¢hi nolga teng bo’ Imagan hosilasi tog lar-
tibga ega bo'lsa, v holda ¢ — ¢, da nma
minimum va na maksunum maviud bo'l-
mayd

Potenstial energiva nunimum giymalga
e bo'lmaganda  sistema  muy ozanatini
AM  Lyapunov teoremalan  vositasida
amglanadi

24.5-masala. Qo ze almas ¢ shamir
atrofida avlana oladigan og'iligi G va
urumligl | ga teng OA sterjenning uchiga 24 13 msm.
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AB prujina biriktinlgan (24.13- rasm). Agar cho’zilmagan prujinaning
wzunligi / va prujinaning bikirlik KoefTistienu ¢ ga teng bo'lsa. ster-
jenning ustuvor muyozanat holat aniglansin.

Yechish. Sterjenning holauni ¢ burchak bilan aniglash mumkin
Shu sababli umumlashgan koordinata uchun ¢ ¢ burchakni olamiz
Sistemaning polenstial energivasi sterjen og’ichk kuchining potenstial
energivast [l va deformastyalanuveln prujinaning potenstial ener-
giyasi [T laming yig'indisidan iborat

=M+l

Bunda

bo'lib, = vahlar
1

T
= ‘:n Wl Rl —@i= - ~

i =] =20 E =1 =l2sin T - 1)

formulalar yordamida aniqlanadi i
Natijada sistemaning potenstial enereny ast uchun

u_"‘ onps ol (2uin ¥ - 1)
tenghk o'ninli boladi.

Polenstial energivaning umumlashgan koordinata ¢ bo vicha binn-
chi va ikkinchi tartibli hosilalaring aniglay miz

ol .
J {2l -G ein ~ - of
gy 2
J.‘! | o o v
> 3 3el =G’ ¢ L T R L S
apt 2 - T 2
Sistemaning muyozanat holauda
i .
- -u.[{... Gyuia ¥ - " [eis®
(] 2 2

Bu tenghikdan sistemaning mumkin bo‘lgan ikkita muvozanal shar-
tarim olamiz

1) et - Sl.'ml'lﬂh o ﬂm“ ‘“' - 2) ..\.P B
Sistema usluvor muy afamlda b hsh; uchun
I -
o
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shart bajanlish zarurligini nazarda b, sistemaning ustuvor mu-
vozanal holatida 7 va o/ omsida ganday munosabal mavjud
bo'hishini har ikkala holda tekshinb ko ramiz:

Dsin® -« < bolganda

2 2«

[.:‘n'] Al -GN -G

nr
iy

o i A2 =(F)
Bunda
LA el -
<L <lG<
- L B I ol
bolgani wiavli |1 - oshart bajariladi. Binobarin, sisteman-

ng ¢y burchak

ka mos muyozanat holati ustuvordir
2) ¢, = 1* botlsu,
AR (G =i
Vae ) d
U holda i o/ shart bajanlganda
fati)
\ow lv;
tengsizlik o' nnh bo'ladi va sistemaning bunday muvozanal holati
wstuvordir

24.18- §. Sistemaning ustuyor muvozanati yaqinidagi kinetik va
potenstial energiyalari
Agar sistema ouglalanga golonomlbi  stastionar  bog lamshlar
qovilsa, @ =7 (q,.q.. 9. hu!'m.ki'}:; =tboladi. Bum nazarda tutib,
¢
(24 47) pa asosan mazkur sistemaning kinetik energivasi uchun
=% 444, (24.69)
formulant olamiz. Bunda . koeffistientlar umumlashgan koordi-
natalaring funk-stivasidan iborat hamda A, =4, (Li=L2 .

Agar sistemaning muvozanat xolat ustuvor bo'lsa. sistemaning
bundsv holati uchun polenstial energiva minimum giymalgs ega
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bo*ladi. Potenstial energiya ixtivoriy o zgarmasgacha aniglangani -

fayli koordinatalar boshini sistemaning m:ukur muvozanat holatida

olsak. bu holatda potenstial energivan nolga teng deb qarash mumbkin:

=Moo, _m=0 (24.70)

Ay, koeMistientlar va  7(g.q.. .¢.) potenstal ener-

givani g =0G, /=12, muvozanat holau vaqumda Teylor gatoriga
yovamiz:

l-un'r"“_q‘.'f ] N (2471)
ey, 25 gy, |

slasiotle tel o0 1 00 (2472)
Flag )" 27 ogeq, )

Sistemaning ustuvor muvozanati vaqimdagi  kichik  harakatini
tekshirishda uning kinetik va potensual energivasi larkibidage ¢ va g
larga misbatan uchinchi va undan vuqori tarubli Lichik nugdorlami
e'tiborga olmavmiz. U holda (24.71) da fagat .1, ) binnchs had bilan
chegaralanishga to"g ri keladi. Chunki (24.69) ga asosan golgan bosh-
ga hadlami g4, ga ko'paytirganda uchinchi va undan vugon tartibh
Kichik migdordami olamiz Natjada sistemaning Kineth enerziyasi
rhl_.m quyidagi ifodaga ega bo'lamis

r=1%a4i, (24 73)

bundaa, =(.4), koelfisuentlar o zgarmas bo'hb. o, =4, munoss
batlarm qanoattantiradi

(2'!.?1}@ (24.70) va (24.30) Yarm naearda witib, uchinelu va undan
yugon lariibh kichik mugdordami e uborga olmasak.

IR P (24 T4)
holadi. bunda
=L"” Gs=12. .m (2475)
2y g

o'zgarmas  bo'lib, hikiriik  koeffisuentlare  deviladi
munosabatlar orinki

bo*ladi.

Ma lumki. ushbu ko nmshdagi

Vil
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Rl oxly= ?::.”.-“'. X, (24.76)

ikkinchi darajali bir jinsli ko' phad kvadrauk forma deyviladi.

Fagat musbal qivmatgn ega va x.o.x o' zgaruyehilaming
barchasi nolga teng qivmatlarmi qabul gilgandagina nolga teng
bo'ladigan kvadratik  forma mshat antglangan  kvadrank  forma
deviladi.

Bu ta'nifea ho'ra, sistemaning kinenk energivast musbat kvadratik
formadan iborat bo'ladi. Shuningdek. muvozanat holaudart, =0 va
muvorzanat holatt vaqini-

da potenstial energiva musbat. va'ni

=" %cqq >0 @4.17)

bo'lgant uchun u hani muvozanat holan yaqinida musbal aniglan-
gan hvadrank for-madan iborat bo'ladi

Tstalgan kvadrank formaning musbat aniglanganligi quyidagi D, D
Siveser (1814—1897) Arireriysi orqali amglanady kvadrank forma
wiexhar wnglangan bo-lisht uchun mazkur forma matristasining bar-
cha bosh diggonal minoriar, ya'ni

an, 0y, a,
i, 4 e W, i,
NET T o = : (2478
il i
af o W |

kattaliklar mushar bo fishi zarur va yetarfidir

Bu kntenvdan fovdalamib Lagranj- Dirixle eoremasini quyidagi
tartibda o’ l-lash mumbing potenstial energivaning muvozanat holati
vaginida g,.q,. ¢ Jaming darggast bo'vicha ikkinchi darajali kichik
migdorgacha smghkda qaiorga yovib, Koeffisnentlar ¢, lami topib,
determmantlami tuzamiz. Agar 8, =0 =12, ) shanlar bajarilsa,
sistemaning minvozanat holat ustuvor bo*ladi

24.6- masala. 24 [4-rasm. @ da tasvirlangan mavatniklar sistemasi
verikal  mu-vozonal  holatining  ustuvorligi  tekshinlsin:  birinchi
mavainik sierjenining wsunhg 44, (kkinchisiniki 34 va uchinchisiniky
gsa 2h gateng. Hamma mavatniklaming massalari va prujinalarming
bikirligi bir xilda bo'lib mos ravishda m va € ga teng. Pruninalar bink-
tinkgan nugralardag mavainik sharchalarining ogidik markadangs-
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cha bo'lgan masofalar i ga teng. Stegenlarming massalari hisobga
olinmasin. sharchalar esa moddiy nugtalar deb garalsin. mayvatniklar
vertikal vazivatda bo'l-ganda prujinalar  kuchlanmagan holada
boladi.

Yechish. Sistemaning erkinhik dargjast 3 ga teng  Umumlashgan
koordinatalar uchun mayatnik sterfjenlariming vertikaldan og’ish bur-
chaklanni olamiz (24. 14- rasm, )

=R =l =,

Prujmalaming elasukhik kuchlanmis Fif,  bilan belgilasak. bu
kuchlaming migdori quyidagicha aniglanadi-

F, =Xy F, = 2ele, - @ L 5, = cllp, =)

Sistemaning  potenstial energivasini deformasty alungan  prujing-
laming potenstial energivasin, va og'whik kuchlan potensual ener-
givalan 1, ning vighin-disidan iborat deb qaravmiz

LT L 1 =, "
Oym—bgy+—clgy—p ) + - clg, — )

M = =tmght] —comq )= Jmpid ] = conge, )= Zmighil = cong, ¥
= .

2404 vem
"o . 2 [
Mo flie My == o+ 2 - 1" » " -

= Amgh) - oow g )= Il - com i, ) - Zmglil - com, )

Potenstial energivam w.e.. 0, lar darjasi bo'vicha qatorga vovamiz

va bunda

g <1—f + csnr._:l.-'p: 4 conge, = | Lo

munosabatlar o'nnb bolishin e'n_:lh-mga olame _:'\g.-u uchinchi va
undan yugon tartibli kichik miqdorlami e tiborsa olmasak, sisteman-

ing potensial energivasi
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[T At - L .
T 2 o T~ ) 4 = St~ Y~ ey~ g =ty

fommlnyc;rdamidu aniglanadi.
{24.75) ga asosan bikirlik koefistientlarini hisoblaymiz:

Gi = ["I o } VAN e = dmigh, By = [ ”I‘I”] = Sl = Sangh,

o agl ),
oy l L ;{ | =hte- 2emgh i =y -l o'l ] = ~4h'e,
o) ) = Logy s ),
e (R PR S [ LA/
L hp, dpehp, o

Silvestr knterivsini go’Hab, quyvidag ustuvor muvozanat sharlanm
olamuz
1) A, =5, >0 - dmple > 0

i}

) Ay, b o> 0360 <1 530gh'c* #1500 g0 e - Mt "N 50 (3)

Shunday qilib, sistemaning ustuvor muyozanat sharlari (1), (2), 3)
tengsiz-liklar bilan ifodalanadi

24.19-§. Erkinlik darajasi birga teng mexanik sistemaning ustuvor
muvozanati yaginidagi kichik tebranishlari

Ekinlik  darjasi  birga  teng  mexanik  sistemaga  qo'yilgan
golonomli bog lu-mishlar stastionar bog"lanishlardun iborat bo‘lsa,
bunday sistemaning musazanal holati yvagmidagi kinetik va potenstial
eoergivalart (24.73) va(24.74) ga asosan qu-vidagi formulalar vor-
damuda hisoblanad :

LI 1. 3
I'=—oq’ = ’,('u.f' 124.79)

a1 % -

bunda « =|

iy
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Aytaylik, ¢ > 0 bo'lsin. Bu holda  potenstial  energiva
minimumga ega bo'ladi va Lagrany — Dinxle teoremasiga ko'ra,
sistemaning muvozanati ustuvor bo'ladi.

Ko'rilavotgan hol uchun (24.79) mi narzarda wub, Lagranjniig ik-
Kinchi xil tenglamasi

dadl_ar _ oll

diog o9 g

i {uzsak.

i = -cy
yoki

ijd.:q:l! {24.80)
Bunda

k=% (24 81)
Na

(24.80)  tenglama (17.2) ga o xshashdir (17.2) bitta moddiy
nuglaning garmonik harakatini, (24 80) esa erhanlik daryas irga weng
mexanik sistemaning harakatini sarakterlay di

(2480)  tenglamaning umuniy  echimime (17.3) va (177) ga

“xshash bir-biriga ekvivalent bo'lgan quyvidag ikki il ko ninishda
»zish mumkin

g =, coskr +C7, sm ke

voki
g =asn(kt +a) (24.82)
{24.81) tenghik vordamida tebramshlaming dowraviy chastotast hi-
soblanads
Tebramshlar davn uchun
. =K g T - -3
[ . (24.83)

formula o'nnli bo'ladi

24.7- masala. Massasi A/ pa leng
bo'lgan yuk. 2 hamda hir-binga mahkam
binkunlgan 1 va 3 wshh  gildiraklar
vordanuda harakatga  kelunladigan m
massali tshli revka uchiga o'mablgan
(2415 - rasm) 1 wva 3 ushh
glildimklaming merstiva momentlan 1, 2

giildimkmki esa 1. radiuslan mos
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ravishda &, r. & gateng 2 - grildicak bikirdik koelTisuenti s ga teng
va rasmda sharthi ravishda spiral prujina tarada berilgan etaklovehi
valga binktinilgan.

Sistemaning erkin tebranish chastotasi aniglansin,

Yechish. Sistemaning holatini etakloveht valmng avlamish burcha-
gi ¢ bilan aniglash mumkin Binobarin, sistemaning erkinlik darajasi
birga teng bo'ladi. Umumlashgan koordinata uchun  g=¢. m olamiz,
Boshlang'ich paytda ushli reykaning og'irlik markazi uning » radiush
glildirak bilan tishlashgan O nugtasida bo'lsin. Yam ¢ = O dax =, s
= .4 bo'lsin. Bunda x bilan vukning boshlang’ich koordinatast belgi-
langan

Rasmda vuk va tishli reykalaming og®irlik kuchlan Mg va mg lami
hamda etaklovehi valning buralishiea garama-garshi vo*nalgan elastik-
Iik jult momenti A¢, ni tasyirlaymie

Reskaning og irlik markaz € “holatda bo*lganda uning koordinata-
o v vukming hoordinalasi .« - o ga teng bo'ladi ghildirak 2 esa g +p,
purchakka avlanadi. Bunda . bilan grldirak 2 ning stauk mu_\ofda.
natiga mos avlanish burchag belgilangan

Agar ¢ burchakni kichik deb garasak, uholda g'ildirak 2 ga mig-
dor ythatdan

M, = ol )

gateng elastiklik juft momenti ta’sir etadi

Sistemaning potenstial energiyas: yuk va ushli revka oghirlik
Luchlanining potenstial encrgivalan 77, f7, hamda etaklovehi valning
dastiklik momenti potenstial energivasi /7, laming yig-indisidan ibo-
mt

a § v 1 . G
Bunda i, mge. ] Mglx-alll, = Sl s _(!ﬂ'.'u
bo'lib, .« va e lar orasida quyidagi munosabat mavjud bo®ladi:
K.
x P r
™ " L

Shunday qiib. sistemaning potenstial energiyasi uchun quyi
ifodani olamiz l i
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LA S IR L I )

aip. * i "6‘3 oty
Sistema uchun Lagranyning ikkinchi xil tenglamasini
d al = al :_{1” {5)

drenp,  dp. oy
ko'rinishda yozib, (1) va (4) ni (5) ga qo’ysak
ap, = =gy
vohi
g+ .i:.p. = (),
bunda
¢ R e
s

R, RY "
L SRS T
\ R0

sistemaning kichik tebramshlar doisaviy chastotasini ifodalaydi.

24.20-§, Erkinlik darajasi birga teng bo*lgan sistemaning
so‘nuvehi teb-ranma harakati

Tesnikada uchraydigan ho'pgina masalalami echishda erkinlik da-
rajast burga teng mexank sistema nuqtalaniga potenstialli kuchlardar
fushgani, muhitning

R, JLAY = ,:J_:"' (24.84

ho'nmshdagi  chizigh  qarshibk kuchi 1a'sir etadigan hollas

uchraydi. Bunda g qar-shilik koellisuentini ifodalaydi. Sistemaning
harakat differenstial tenglamasing wzish uchun

d [ of ol o (24.85)

dr\ oy .i:j -

formadagi Lagran) tenglamalaridan fovdalanamiz. (24.85) da
0=0" +0", (24.86)
bunda (0 sistema nuglalanga ta’sir etuvehi polenstialli kuchlarga
mos, (' esa qarshilik kuchiga mos umumlashgan Kkuchlami

ifodalavdi.
Ya'm
o=y (24.87)
gy
{24.22) ga asosan
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o= z;g a7 (24.88)

formula yordamida aniglanadi
(24.88) da "Ir ";: munosabat o*rinh bo'lishini nazarda wiib. £
i
ning ql\'-maunl qo yamiz 3
=P uA G-t e . (2489)

(24.89) dagi q;;ﬁ__:“":;'.. ga dissipariv funkstiva voki  Reley
i -
Sunkstivasi  deviladi.  Bu  funkstiva o zining  walisht  bo'vicha
sistemaning kinetik energivasiga o°xshash, lekin unda nuqualaming
massalari o mida garshilik koeflistientlan qat-nashadi
b funkstivani g va ¢ Nqu]i lﬁ)d:!.l:l\'nuz

: - | P
m:g."-" ‘f‘ :p| B’ (22.90)

bunda B:q):iu_i“; l o zgaruvehi bo'lib, um ¢ - U awohda ¢
13 i
g darajalari bo*vicha Tevlor gatoriga vovamiz
| &y ey ¢ 246
Mqy=R + g+ Y. (24.91)
Agar  uchinchi va undan vugon taribli kichik  migdoriam
¢'tiborga olmasak, B =4 belgdash Kinub, quvidagi ifodaga ega
bo’lamiz:
D=y’ (2492)

(2479) ~a (2492) ga asosan,  Lagranjning  ihkinchi sl
tenglamalanm  twash wchun zamr bo'lgan kineuk

cnergivaning
hosilalarini va  * m hisoblavmiz
o d o al 24 03
=y, - i (24.93)
N L - oy I
Ota-t. e (24.94)
o

(24.86), (24.87), (24.93). (24.99) lami (24.85) 2a q-\ ‘vib, erkinlik
darajasi  birga wng sistemaning  muhimng
ta ‘siridagl so'nuvchi (ebranma ha-rakal diy
quyidagi ko rinishda olamiz

qarshiligl
tenglamasini

Hisk



aij = —vg = g
yoki
G+ 2ng+ kg =0 (24.95)
bunda® = 4" ¥ = 20 belgilashlar Kiritilgan.
o “

(24.95) tenglama moddiy nugtaning so'nuvehi tebranma harakat
differenstial tenglamasi (17 14) ga o'xshash. uni integraliash 17 3-§
da batalsil bayon etlgan.

24.21-§. Erkinlik darajasi birga teng mexanik sistemaning
majburiy tebranma harakati

Erknlik  dargjasi burga teng mexanik sistema nugualariga po-
tenstialli kuch, mu-hitming tezlikka proporstional qurshilik kuchi va
vagining funkstvasidan iborat uy-

wotuvehi kueh ta'sir etsin. Uy g otuvehi huchga mos umumlashgan
kuch

¢ = [ s pi 4 ) 124.96)
formula yordamida  amiglanadigan holm  qamymiz. Bu holda
(2487), (2494 va
(24 96) gaasosan, O umumlashgan kuch quyidagicha aniglanadi:

Q=0 o + 0 <o — jug + H sinl pi +8) {24.97
(24.93) va (24 97) nt (2485} ga qo’ysak,
ag cif — jj - H sl pr+d8)
voki
4 2 4 Ry =H sind pr 81 124.98)
H

tenglamani olanuz. Bundalff

o

(24 98) tenglama  rezfikka  proporstional  garshilik kuche va
wigniing funkstva-sidan thorat uyg otuvel kuch ta sirida ho'lgan,
erkinlik darajast birga eng Siste-maning muvosandal holani Ju;ﬂ;mhgj
bk magburty  rebranma harakat - differen-stial  tenglamalaring
ifodalavdi. Bu tenglama xuddi shunday kuchlar (a”siridagi nugtaning
maibuny tebranma harakat difTerenstial tenglamasiga aynan 0" xshash,

Shunday quilib, erkinhik darajasi birga teng mexanik sistemaning
muvozanat ho-lati yagimidagi kichik harkatlanni o'rganish moddiy
nequning harakatim o rea-nishea keltinlad,
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Ustuvor muvozanat holati uchun (24 103) kvadratik forma musbat
aniglangan formadan iborat bo'lib. u (24.78) Silvestr Kriteriysini
ganoatlantiradi; -

¢, >V qeg ney 20 (24 104)

Ko'rilavotgan sistema uchun

d ol ol 3 _fl”
drog, o o
d ol B ,.‘}” l
drog, og,  oq,)
ko'ninishdagi  Lagran) tenglamalanmi twash uchun Kinetik va
potenstial energiva-laming hosilalarini hisoblaymiz hamda
. =a,c. =, (24.106)
bo“lishint hisobga olamiz va naujada;

Ay o, T o, = 0.4

(24.105)

Wyt iy +eygteng, =0 [24")?)

tenglamalarmi olamis
Shunday qilib, crkinlik darajasi ikkiga reng bo'lgan. potenstialli
kuchlor  ta'st-ridagt  mexamik  sistemaning  ustavor  miwzanatt
wginidagt kichik tehranma hara-kar differenstial tenglamalari thkita
tkhinchi tartibli o 'rgarmas  koeffistentli bir ji-nsh tenglamal
sistemasiclan thorat bo “ladt. Bu englamalaming umumiy echimi-ni T
g, = Asin(k +6).q, = Bsin(kt +5) (2410
ko'nmshida azlayonz. Bunda 4. B & va & lar integrallas
doimiylan bo’lib, hara-katming boshlangich shartlanidan aniqlanadi.

24.23-8. Ustuvor harakat haqida tushuncha

Dinamukaning 1kkinchi asosiy masalasini echish natijasida sistema
harakat ~ dif-ferenstial  tenglamalarining  berilsan  huchlar  va
boshlang"1ch shartlurga mos echi-mini amiqlaymiz Birog masalada be-
nigan boshlang'ich shartlar hagigatda bir oz o'zgarishi mumkin
bo'lgan hollarni ham qarashga to'g'ri keladi. Masalan, snaryad, raketa
voki samolvotning  boshlang'ich  tezligi  hamisha  hisoblangan
boshlang ‘ich tezlik bilan ustma-ust tushavermaydi. Bundan tashqan,
sistema harakati davonuda unga masalani echishda nazarda tulilmagan
omy kuchlar voki vaqtincha Kuchlar ta'sir etadigan hollar ham
uchraydi. Masalan, samolvol uchavotganda havoning zichligi
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o'zganshi natijasida  qarshilik  kuchi  o'zganishi yoki  boshga
qo'shimcha Kuchlar ta'sir etishi mumkin. Boshlang®ich pavt uchun
bunday qo°shimcha kuch-laming ta’sin to"xtagan payini olib. ikkinchi
holni birinchy holga keltirish mumkin,

Berilgan kuchlar va shartlarga mos bo’lgan harakaini asosiy
harakar, berilgan kuchlar va o'zgargan boshlang®ich shartlarga mos
bo*lgan harakani esa, mve ‘onl-gan harakar deb atavmmz Asosiv
harakat sodir bo'ladigan boshlang'ich shartlar bi-lan o°zgargan
boshlang'ich shanlar omsidagi farg Kichik bo'lganda, uyeotilgan
harakatning asosiy harakatga yaqin bo'lishi muhim amaliy ahamivaiga
ean. Shu manoda asosiy harakatar ustuyor deb qarash mumkan

Sistemaning ustuvor harakatini aniqrog @ niflash uchun holat
iy 443~ -4, ko-ordinatalar bilan aniglanadigan va erkinhik darjasi o pa
teng  bo'lgan  mexanith  sis-temaning  harakat  difTerenstial
tenglamalarini quyidagi v =20 1o birinchi tartibli - dilVerenstial
tenglamalarga keltirumz.

r.’r =1 0 ¥ Vs 300 =12 .5) (2410
Bunda y, sistema nuglalanning koordinatalan, tesdiklan vok
taming  biror funksuvasidan  iborat  qandavdic  parametrdam
Jodalavdi.
Aviavhik.
v,=fin
benlgan (= da v =y, boshlang'ich shartlargn mos bo'lgan
(24.109) tenglamalanning sususiy echimuim ifodalasin. Bu xususiy
echimga mos harakaim asosiy harakat uchun olsak, (24 109) tenola-
maning boshqa har ganday boshlang™ich shart-lardagi sususiv echim-
lariga mos harakatfar esa wg'otilgan  harakatlann  dlodalavds
Usgotilgan harakatning asosiy harakatdan og'ishi v laming avirmasi
bilan amglanadi.

Ustuvor harakatga A. M Lyapunoy tomonidan benilgan ta'niflami
keltiramiz

Agar istlgancha kichik musbat ¢ son wchun unga bog g shunday
mushal n sontopilsaki, boshlang ‘ich t — i, payida

V= £y sn (24.110)
shartlar bafarifadigan barcha wvg ‘otilgan harakatlor uchun
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v =f=s (24111
pengsizhiklar bajarilsa. sistemaning  bunday  asosiy  harakati
wstnor devilaed.

Agar biror gayd gilingan « son uchun istalgancha kichik shunday
neesonnt lopish mumkin bo'lsaki, (24.110) tengsizlik bajariladigan
birorta uyge ‘ottlgan xa-rakal uchun vagting biror payiida

v = fu) = (24.112)

tenglik o ‘rinit bolsa. sistemaning bunday harakatl noustuvor ha-
raakat devilach.

24.24-§. Uygtotilgan harakat differenstial tenglamalari

Hemkatning ustuvorhegim o'rganish uchun hamkat
tenglamasida

¥ == fanii=12 ) (24.113)

tenglik yordanuda amglanadigan vangi o' zgaruvchiga o'tamiz,

Bundaf (1) asosiy harskatga mos bo'lgan (24.109) tenglamaning

augusty echimani, v esa asosiy ha-rakatdan optishing ifodalavdi.

Yang o' zgaruy chilar orgali ifodalangan quyidag) tenglamalar

=X X X, )=l (o + x5 v+ )=
o .

(24 114)
=¥ 0.0 1.

=g ‘otllgan harakar differenstial tenglamalart deyiladi,

. o'egaruvehilar orgah (241100 va (24.111) tengsizlikiam:
(¥ <n (24.115)
v ()< (24.116)

kommishda vozish mumkin. Shu sababli ustuver harakatga vana
quyidagt " nifn bensh mumbin

Agar istelgancha kichik mushat ¢ son wchun shunday mushat
son topilsaki, boshlang'ich « 1 pavida (24.113) tengsiziiklar
tagredacigan barcha wvg onlgan harakatior uchun (24.116) reng-
sdiblar o vinlt bho'lsa. sistemaning bunday asaesty harakan ustuvor

deviladit
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Agar asosiy harakat usmwvor bo'lsa wa  harcha wve ‘otilgan
harakatlar uchun (24.115) ni ganoatlannruvchy shunday istalgancha
kichik n son topilsaki

Eil_i}t,\il=ll (24.117)
shartlar bajarilsa, w holda asosiy harakat asimprorik ustuvor hara-
Kt deyilady.
24.8- masala. Harakati
dx »
= =p=-x-x,
* (1)

e

tenglamalar bilan ifodalanadigan nugraning  muvosanat  holag
vaqinidagt uyg otil-gan harakat tenglamalan tusalsin
Yechish. Sistemaning muyozanat holan
ye=z=-x=0 |
ir-y- ¥ u:
tenglamalar vositasida aniglanadi Bu tenglamalarmi birgalikda
chib, quyvidagi ik-kita muvozanat holatini aniglavmi 2
ne=lx=0]

el =2

¥ =g =0 muvozanag holatiga mos uvgonlgan harakat tenglama-
Tarini ¢higansh uchun
e Ep L=y v
tengliklar bilan aniglanadigan vangi o' zearn clilarea o' tamiz
Uyg'otilgan harakat differenstial tenglamalan xuddi (1) ea o xshash
bo'lib, fagal unda vangi o* zgaruy -chilar gamashadi =
a; Hades
oy
s = Ly, <2 muvozanat holati vaqimdagi harakal tenglamalaring chie
garish
uchun x vay o'miga

R LSS L

yaligx=1+3
tengliklar bilan amglanadigans va » o' zgaruvchilami kiritamiz By
holga mos uyg olilgan hamkat tenglamalari
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ko rimishda voaladi.

24, 25-8. Harakatning ustuvorligi hagidagi Lyapunov teoremalari

Lvapunoy  harakatning ustuvorlign aniglanadigan 1kkila usulne
ko'rsutgan

Birinchi  wsul  (24.114) uyg'otlgan harakar  dilferenstiol
tenglamalanming echimlanini cheksiz qator larada ifodalashdan boral
bo‘lib. bu usul (24.113) teng-lamalarming b’z xususiy hollari uchun
qo’llanads. Birinchi usulm qo’llashda juda ko'p hisoblashlami
bajarishga to'e'ri keladn  Shu sababli harakatning ustuvorligini
aniglashda ikkinchi usuldan fovdalamilade Lvapunovning ikkinchi
usuli ma'lum shartlami ganoatlantievehi va Lyapunoy funkstiyasi
deb ataladigan biror 1 funk-stivani topishga helunladi Kelgusida
Loordinatalar boshi atrofida aniglangan x, v, v, o' /garuychilaming
funkstivasi 17 (v, v, v ) ustida to'stalamuz Bu funkstiyani bir
qivmatli, fagaly, - ¢ v, =1 da nolga feng va urluksiz susu-siy
hosilalarga ega deb qamymiz

Ta'riflar 1. Agar i >0 qancha kichik bo'lmasin

x sh (2411

sohada 1 funkstiva fagat bitta aniq ishorali (anig musbat yobt ur
manfiv) qivmat-tarm qabul qilsa va fagal v =v,= =5 =0 da nolg
teng bo'lsa, v holda 1 Fiv, v, v ) funkstiya (24 118) sohada
anig ishorali funksiiva deviladi

2 Aear 1 funkstiva  (24.118)  sohada fagat bar il sshorali
qrvmiatlami qabul qilsa hamda of + ¢+ 5l 20 da ham nolga teny
bo'la olsa, u holda 1

s v v) funkstiva mazkur sohada o'zgarmas (musbat yoki

muanfiv)

ishoral funkstiva deyviladi

3 Asgar /i qanchalik kichik bo‘lmasin (24 118) sohada Vix, v, .x,)
furikstiva ham musbat, ham manfiy qivmatlami gabul qila olsa. u
holda F(x.v. ,v) funk-stiva mazkur sohoda ozgaruvchi ishorglt
Simksriva deyiladi.
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Quvidagi  Lyapunoyning binnchi teoremasi asosiv  harakat
ustuyorligining etarli shartini fodalaydi:

Agar uvg'otilgan harakat differenstial tenglamalart uchun ang
ishoraly shun-day Wx.x,, .x)  funksiivani topish nmkin bo lsaki,
mazkur tenglamalarda qamashuvchi 1 funkstivaning o liy hosilasi 1
24 garama- garshi o zgarmas isho-rali yoki aynan nolga weng bo'lsa,
1 holda asosiy harakat usinvordir.

Quyidagi ikkinchi teorema vordamida harkatning  asimptotik
ustuyorlig anig-

lanadi.

Agar uvg ‘otilgan harakat differensial tenglamalari uchuin sfunday
aniq isho-ralt V{sox,x)  funkstivant topish mumbkin: bo lsak.
mazkur tenglamalarda. gamastaocht V. funkstivaning vagr bo'vicha
to 'l hosilast ham V ga garama- gar-shi anig ishoralt funksiyadan

iharal ba lsa, 1 holda asosiy harakat aximptonk wuy-gevordie

24.9-masala, Avar uy e otilgan harabat tenglamalan

x= p=d—aip-21),|

ye-Jrveds-Nic, (1

z=dx- vyt
ko' rinishda berilsa. asosiy harakatning ustuyorhigi amqlansin
Yechish. Lyapunoy funksuvasim quyvidagicha tanlab olumiz
Va2 5 +3
U holda
‘:;' Ak 4 2y a2 2

voki &y, £ laming qivmatini (1) dan kettinb qo'y sak

at

S =gy =12~ A (W= 220 < Ay 4 Bz - B’ 4 120 - fae 4 B!

e
":'sn (bunda tenglik 1shorasi koordinatalar boslht hamda x 0 va
nu-2= tekislik-larda o'ninki) bo'lgani uchun 'f_ll o' sgparmas ishorali
manfiy funkstivadan iborat bo'ladi. Demak. Lyapunovning binnchi
teoremasiga asosan. asosty harakat ustu-vordir
24.10-masala. Agaruvg otilgan harnkat tenglamalan
iay=x", |

Fu-z=y"|
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ko nmshda benlsa, ¥ =0 koordinatalar bosht vagmidag asosiy
harakamning asimptotik ustuver bo'hishi isbotlansin.

Yechish. Lvapunov funkstivasini amq ishorali mushal funkstiva
shaklida quyi-dagicha tanlab olamiz 1= <y, U holda I ning vagl
bo'vicha hosilasi

‘.‘:r "":‘ x4 ‘:; pedxiy-2') e 2n-n- 'y -2t e )

o zgarmas ishorali manfiy funkstiva bo‘lgan uchun koordinatalar
bosht vaginida asosiy harshat Lyapunovning ikkinchi teoremasiga
ho'ra asimptouk  ustuvor bo'-ladi  hamda bu holaidan  Kichik
og'dirilgan sistema vagquung o'tishi bilan bu holatga vaqinlasha
boradi

24.20- §. Bivinchi yaginlashishdagi usiuvor muvozanat

ko pimcha  wygtotilgan  barakat differenstial tenglamalarining
echimini aniglash murakkab bo'lgant uchun harakatning ustuvorhging
binnchi vaginlashish  usuli bi-lan ham  aniglanadi  Bu wsulda
harakaming  ustuvorligion  amiglash  uchun uye'otil-gan  harakat
differensual tenglamalanda chizigli hadlar alohida ajratib yoaladi:

i
% o ba b g TR ) (24.119)
o .

bundae, = % | bo'lib, Z(x, .x) esa ikkinchi va undu
i,

vugor tartibli « lami o'z ichiga olgan hadlami ifodalaydi
Binmehi vaqinlashishda  ustuvorlikni aniqlashuchun (24.119) da
chizgsie had-Tami ¢ tiborga olmay
d

Fh R TR 24.120)
W
tenglamalar quraladi va ulaming xarakteristik tenglamasi

A A5 A =0 (24.121)

wetladi. U holda harakatning ustuvorig aniglanadigan: quyidagi
Lyapunoy. ieore-malari o'rinh bo*ladi

I-teorema, Agar hirinchi yaginlashishdagy siseema xarakteristik
renglamasi-ning harcha ildislart manfiy hagiqry qismga ega bo'lsa, i
holda wvg onlgan hara-kat tenlamasidagt yugori fartiblt hadlar
ganday bo'lishdan gar't nazar asosty ha-rakar ustivor, shu bilon
hirga astmprorik ustuvor ho ladt
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2-teovema. Agar birinchi vaginlashishdage sisiema xarakteristik
tenglamasi-nimg hech ba lmaganda bitia ildizt musbar hagiqly gismga
ega ho'lsa, 1 holda wy-g 'onfean harakat englamasidagl thkinchi va
undan yugert tarnbli hadlarnt far ganday ranfanishiga garamay,
asosiy harakat nousavor bo ladi.

Xaraktenstik tenglama ildizlanining 1shorasmni aniglashda quvidag
Gurvis reoremasidan foydalamlad:

Teorema. n- tartibli hagige koeffistienils

ax o'+ +a =0

tenglama  barcha ildizlart manfiv haqiqry qismga ega bo lishi
nchun quyidgt

llI u L 1] 1]
| o o, 1 0o
o 'l . o,
(PR Rest Rl POR PR TR S Vi 4 (24.122)
-"ll JI
S A A
Feaiy | Wy, ]

determmantlarning barchas: mushar bo lishi zarur va vesarlidie
Bunda 1> 5 bo'l-si, o =0
240 -masaln. Ustt regulvas
tort. waunbklan ¢ eca teng va O
nugiada shamirh bi-rikunlgan (4
va O sterpeniardan tashkil wpgan
bo’lib. bu sterjenlaming uchiga m
massali  sharchalar  binktinlgan
(24.16-rasm, @) Vertikal o'g
bo'vicha sirpana oladigan € mufia
CE va CD sterjenlar vositasida
2416mem, sharlar  o'matilgan  stemenlarga
shamirlar ~ ilan  inkurilgan
Sharlar moddiv nuqtalar deb qaralsin. Burchak 1ezlik ongan san
sharar bir-bindan gochadi va " mufla yuqonga ko tanladi. burchak
tezlik hamavsa, shardar bir-binga vaginlashadi va ¢ mufla pastga
tushadi.

Mufia va sterjenlaming og'irligini ¢"tiborga olmay  regulyator
harakatining us-tuvorligt aniglansin. Ay lanuvehs qismlar-ning (sharlar
bu hisobga kirmavdi) vertikal 0’qqa nisbatan inerstiva momenti/, ga
teng. ¢ burchak bilan aniglanadigan asosiy harakaidan regulvatomt ¢
burchakka og"tshi natijasida hosil bo*ladigan tiklovchi moment
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M, =-kgp-@)

en leng. Bunda k — o' zgarmas musbat Koeflistient

Yechish. Regulvatorning erhinlik darajasi ikkiga teng. Umumlash-
gan koordinatalar uchun € 0°q atrofidagi aylanish burchagifva O,
O sterjenlaming (4 tekislikka perpendikulvar gonzontal o'q atro-
fidagr avlanish burchagi ¢ni olamiz Regulvator o*zgarmas fi= e, bur-
chak tezhik bilan aylan-ganda ¢ bur-chakni aniglaymiz. Buning uchun
sharlarming misbiy muvozanaum tekshinsh Kifova (24.16-rasm, h).
Sharlacga ta'sir etuveh ogirhk kuchi# va reakstiva kucht v gatonga
normal inerstiva kuchi @, = wed sng,) ni qo'shsak, bunday kuchlar
sistemasini muyozanatda deb garash mumkin

Bu kuchlarm ¥ ga perpendikulvar 4K o'qga proekstivalasak,

@ cosgp, - mgmg, =0
voki @, ning qrvmating go'vsak,
mle” sitngp, cosg, — g sin g, =0
Bundan
0

Shunday qilib, regulvator OC o'q at-rofida berilgan o, burchak
teslih bilan  wv-lansa, uw holda 04 va OB stenenls
vertihaleay burchak osiida og'gan holda harakatlanadt Bu hsmkat|
asosty harakat deb ataymie

Sistemaning  harakat differensiial tenglamasini tuzish  uchw
Logranjning ikkinchi xil tenglamalandan foydalanamiz.

Umumlashgan kuchlarmi hisoblaymiz Regulyatorga sharlaming
op-iehk kuchlan va ar, tklovehi moment ta'sir etadi

Sharlar  o'ilih kuchlanning  potenstial — energiyasi ixtiyony
o' zgarmasgacha amglik bilan

11 ==2mgleonp

formula yordamida aniglanadi. Shu sababli sharlaming og'irlik
kuchlariga mos bo'lgan ¢, umumlashgan huch manfiy ishora bilan
olingan potenstial energ-vaning » bo'yicha xususiy hosilusiga leng
boladi

_afl

Q= =-Tmigl wn g 2)

Tiklovehi v momentga mos umumlashgan kuchni o, bilan
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belgilasak, ¢, ni elementar ish 1fodasidagt & mumkin bo*lgan
ko chish oldidagi koefMstientga teng deb qarash mumkin:
& =M. 5P
Binobarin.
0, =AM, ==kip—p,) 13)
Sistemaning kinetik energivasini hisoblaymiz
I= I‘IJ“ﬁ.' +1.g')

Bunda £y regulvator aylanuvchi gismlarining (sharlar bu hisobga
kirmaydi) 2 o'qqa msbatan  inerstiva momenu  J, bilan &
burchakka bog'liq shardaming = o'qqa  misbatan inerstiva
momentlan yig'indisiga teng:

Ho L+ 2al s p

Sharlaming ¥ o'qqamsbatan werstiva momenti

1, =2md’
Shunday qilib. sistemaning  kinetik  mergivasi  umumlashgan
koordinatalar orgah quyvidagicha ifodalanad
o S0, 4 200 sin® @ 4 20" |
Berilgan sistema uchun
d al’ AT
drafl  off
d ol ar

=i}

]
4)
ddp op

korrinishdagi Lagranyniig 11 sil tenglamalarini wwash uchun zanir
bo‘lzan kinetik energiyvaning hostlalanini hisoblaymiz va (2), (3) bilan

(4) ga qo'ysak, :

-hg!l‘mmpuuml (o =2mi" wn " gl = <dip-p,) )
2inl '~ 20" mn peosgyT = ~2mwi an g

Sistemaning (1) asosiy harakat vagimdagi Liclhuk tebramshlann

garaymiz Buning uchun quyidagi almashunshni kintamz
grpirfaflévem sy ({0}
Bunda x va 3 lar ¢ va # o'zgaruvchilaming kichik orttirmalanm
ifodalavdi. (6) ni (5) ga kintb, asosty harakat vagimidag kichk
harakatlormi tekshinish uchun barcha hadlarmi binnclu armbli kichik
migdorgacha anighk bilan hisoblaymiz. Bu-ning uchun siny-x cose-

1 deb faraz qulanuz Natjada quvidagini vozish mum-kin
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(F, 4 2nd®san® g Vi # 200l san g L v e

; T
i~ ﬂwnlw.-r‘l“‘:w-a —ﬂ:gngﬁpl}t.l}_ M

Shunday qilib. sistemaning asosiy harakati yaqinidagi kichik
harakatlari uchun (7) ko'rinishidagi ikkita o*zgarmas koefMistientli
chizigh ditferenstial tenglamalar sistemasini olamiz Ulami echish
uchun mos xaraktenstk tenglama

ai vad+a=0

ko' rimishda yoziladi Bunda
L= et e =0

2ml®

I R T S
Ay = i g U+ Jeos g, .‘N‘L
a, ‘i.!:xml,s.j.
e

Bu sarmbtensik tenglama ildiganning haqigy qismi manfiy
bolishind ifodatovehi Guryist shanlan

i, a0
N o=y = ' N e L)
(U O 1
ko rimshdayoaladi. Ko nlavotgan bolda ag> 0, a2> 0, a0, a) =
0 bolgant uchun Gurvist shartlan qanoatlanmaydi. binobarin.
regulvatorming harakat nous-tuvor bo'ladi. Bu fakt ekspenment yo'li
bilan  ham  tsdiglangan. Shu sababli boshqansh  sistemasiga
qo shimcha 2venolami kintishga o'g'n heladi

24.27- §. Harakatni optimal boshqarish hagida tushuncha

Texmbada obekiaming harakatini boshgansh va boshqanshning
eng vanshi usuling wnlash alohida ahamiyaigs ega. Hoargi kunda
boshganladigan ob’ektlar devari har qodamda uchravdi, aviomabil,
samolvor, regulyvatorlar bilan jiboelan-gan turdi elektropnibordar ana
shular jumlasidandir

Boshgariluvehi ob’ekim bir holatdan boshqa holatga rlicha
usullards o tha=zish mumbkin. Shundan kelib chigrb, ma’lum ma’noda
eng qulay vo'l bilan o'ushm aniqlashga keltinladigan optimal
boshgansh masalasiga duch kelamiz

Mexanik  sistema nugtalanga ta'sic efuvehi barcha  Kuchlar
boshqaruvehi — odam (voki aviomatk qunlmalar) yositmsida
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boshqanlishi. mumkin. Masalan. sa-molyvotming harakaum uchuveh
voki aviopilot ta'sirida boshgansh mumkin, Texnikada uchravdigan
bunday masalalar boshqarish funkstivasi gatnashadigan masa-lalar
deviladi. Agar boshqarish funkstivasi va 1a’sir etuvchi kuchlar ma’lum
bo'lsa, u holda harakaimi boshqarish benlean ob’ekining mazkur
kuchlar sindagt hara-katini aniglashea dowr mexanikaning oddiy
masalasiga kelunladi
Boshqanshning optmalligs oldindan belgilangan sifat belgisiga
garab  amigle-nadi.  Masalan, kK punkt  orasida uchadigan
samolvolning eng qisqa vaqtda  man-zilpa  etishini boshgarish
masalasida sifal belgist uchishga sarf” bo'lgan vaqgl, mak-simal vuk
tashish masalasida esa sifat belaist tashilpan vukning og'iligt bilan
ilo-dalanadi. ;
Ko pincha mexanik sistemaning harakal differensual tenglamalan
m’:fl_\'_,l". < L e T AL el R Ty | 124.123)
voki
‘:' = fle.u) (24.124)
ko'rimshdag tenglamalarga  kelunladi. Bunda  « v v lar
stemaning berilgan oadagi holati va tediging ifodaloy ch migdorlar,
gty lar esa boshqansh pa-rametrlanm fodalaydi. Masalan,
og'n chizigh hamkatdawr avtomobilning hara-katin unmg bosib
o’igan vo'li ¥ va harakat tezhg o bilan xarakterlosh mumking By
katialiklar vagming funkstivas: sifanda o zgarads va ular dvigatelning
tortish  Kuchi /* ni havdovchi tomondan o zgartinish  orgali
boshqariladi, Bu masalada I boshqaruy chi parametmi ifodalayvds
Odatda, boshqansh parametrdari o, w, lar ixtvony bo'lmay,
ularga ma’-lum shartlar gotviladi. Masalan. : — avtomobil dvigatelin-
ing tortish kuchi bo’lsa, u pammetro < u <4, ko'ninishdagr shartn ga-
noatlantinisht kerak
Boshlang'ich 1 1, pavida sistema «, holatda bo'lib. ¢~ 1, puytda
umi v, holatea olib Kelish talab qilinsa. boshqansh masalas
iy _ 1
& = Fix niy Il
difTerenstial tenglamalami ushbu
©e ) =x, ) =,
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chegaraviy shartlarda echimga ega bo'ladigan w(t) boshqansh
funkstivasini tan-lashga keltiniladi. Bu masalaning echimi x(1) bo'lsa,
boshqarnshning sifat belgisi

1= bl (24.125)

formula bo'vicha hisoblanadi

Harakat  differenstial  tenglamalan  (24.123) yoki (24.124)
tenglamalar bilan 1fo-dalanadigan mexanik sistemaning harakattni
optimal - boshqansh  masalass (24.125) [unkstionalning  mumkin
bo'lgan eng kichik qivmauni aniglashga keltinlad:

Nazorat savellari:

1. Bog lanishlar va ulaming klassifikastivasi
2 Mumkin bo'lgan ko'chish

3 Sistemaning erhinlik darjasi

4 1deal bog lamshlar

5. Mumkin bo'lgan kechish priistipini oddiy mashinalarga
qo’llash

6. Sistemaning umumlashgan hoordinatalan

7. Umumlashgan kuchlar

& Dinomikaning umumiy tenglamasi,

9. Lagranjning ikkinchi xil tenglamalar ;

10 Potenstialli kuchlar ta'sinda Lagrnjning kkenchi il teng
malari

11 Gamilton— Ostrogradskiy prnstipi

12, Kanomh tenglamalar

13 Mexanik sistemaning ustuvos muyozanati

L Lagrany—Dinxle teoremasi

15 Ustivor harakat haguda _

16, Harakatning ustuvorligl xaqidag Lyapunoy teoremalan

17 Harakatn optimal boshqansh hagqida
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25-BOB. ZARBA NAZARIYASI

Tayanch so‘zlar: Zarba. zarba nazanyvasining ssosiy tenglamasi,
Kelvin teoremasi, tiklovchi koellisuent. markasny  zarba, Kamo
teoremasi, zarba markaz,

25.1-§. Zarba nazariyasining asoesiy tushunchabari

Juda kichik wvaqt ichida  sistemaning  avnim yoki barcha
nugtalarining tezligi. bi-nobarin, harakat migdon chekli Kattalikky
o'zgarsa, bunday hodisa zarba deyiladi

Zarba sodir bo'ladigan vaql zarba vagn deviladi. Zarba vagu ¢
sekundning mingdan bir voki undan kichik ulushiga teng bo'ladi

Mexanik sistema nugialanga birdaniga bog lamish o vilganda
voki sistema bog'lanishdan bir sumda boshatleanda zarba hodisas
sodir bo'ladi. Masalan. il-garilama harakatdags jism go*zg almas jism
bilan to°qnashganda zarba sodir bo'-hb, bunda qo’ e almas jism
birdanign  qo'vilgan  bog'lamsh  vazifasim o'tavdi  Sporichi
tramplindan sakrash pavtida ham zarba sodir bo'ladi, bunda zarba
spottchi- bog'lanishdan (tramplindan) bo'shatilgan (ayralgan) pavida
sodir bo'ladi, Shuningdek, 10'p onleanda voki snamvad porilaganda
ham zarba sodir bolady

Zarbn  davnidn  vuyudga  keluveln vy
wiqnashuvehi jismlarga juda kKichih vag
ichida 1a'sir etib. o'ta katta  qiymatga
enshadigan va impuls chekli bo'lgan Kuch
sarball kuch desiladi, Agar kuch zarbal
kuchdan ibo-rat bo'lsa. odada  bunday
kuchning  oweansh  qoout  ma'lum
bollmaydi. lekin bu  kuch  modulining
taqribiy grafiginm 25 1-rasmdagidek

. Msvirlash momkin,  Zarbali kuch  zarba
= vagiida juda tes onta bonb, maksimal qgiv-
matga  enshadi. so'ngra sarba  davn
oxirigacha  tez  sur-atda  kamayadi
Ko pincha zarbali kuchning batafsil o' zgansh qonunini aniglashga
chiyor lug'ilmay, balki zarbs davndage kuch impulsini amglash
muhim ahami-vatga ega boladi. Ushbu

241 msm.
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8= [Fur (25.1)

formula yordamida aniglanadigan vektor kattalik sar-bair kuch
impulsi deviladi. Zarbali kuch impulsi 25.1-rasmda tasvirlangan
zarbali kuch grafige hamda abs-stissa o'qi ¢ bilan chegaralangan
shirixlangan vuza or-qal ifodalanadi.

Ba'sida zarbali Kuchning ta'sinini tasavvur qilishluclhl_ﬂ_l #arb
vaquda o' sgarmasdan qoladigan va zar-bali kuch impulst ta’sirint bera
oladigan hamda

SaEe 1252)
formula vordamida aniqlanadigan o ‘rracha zarhali kuch F, kinti-
lad

Texmkada zarba hodisnsidan bolaalash, shtampoyka, unvanch
qozglar qoqish-da va boshqa schalarda fovdalaniladi

25.2-§. Zarba nuzariyasining asosiy tenglamasi

Massasi 1 g teng moddiv nugiaga juda kichik ¢ vagtichida ."‘m"
F kueh va sarbali bo'lmagan vaqining funkstiyasidan 1borat (7 L“Eh
la’sir etsin. Nuqlaning zarbadan oldings tesligini i zarbadan keyingt
tezligini o bilan belgilasak, zarba vaqu ichida harakat migdonning
o' zganshi hagidagi teoremaga asosan

it~ it j.f-"r!‘t-jil_ifi (253)

tormula o rinli bo'ladi . - )
530 tenghkning o'ng tomonidagi hitinchf qo'shiluychi lll-'bifl
huch im-pulsi § pa teng; ikkinchi go°shilivchi uchun Lagrenjng

o rta gy imat hagudagr reoremasini qo'llasak,
o=@, -5
Bunda O bilang kuchning (t.¢) oraligda gabul olliget

o'rtacha qivmali — b o
belgilangan. (7, chekli katalik, resa kichik giymalga €28 .
wiwli O r=0  deb olish mumkin Ya'ni zarba w‘-l"da m
boIlmagan. kuchlaming impulsini sacbali kuch 1'“1’“]“9“’:'5 y
¢tiborga olmaslik mumkin, Shunday qi-lib, zarba vyl m"t"'hi
harakat migdorinmg o =garisht hagidagi teoremani quyi-dagi
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yozish mumkin:
i — i = 8 125.4)
va'ni zarba vagiida nugta harakat migdorining o zgarishi nugtaga
tar'str etuvehi zarbalt kuch typalsiga feng.
(25:4) tenglama zarba nazarivasining asosiy tenglamasi devi-
ladi.

Agar nugtaga bir vagining o'zida bir necha sarbah huchlar 'sir
elsa, (25.4) da markur zarbali huchlar impulslarining ceometrik
vig'ndisi olinadi.

Bu tenglama differenstial tenglamadan iborat bo'lmay. balk
chekli migdorlar quinashadigan algebrail. tenglamadan tborat,

By tenglama vositasida zarbali impuls ma’lum bolganda zarby
vaqlida nugta tezligining o' zganshini yoki zarbadan oldingi va zarba-
dan keyingi nugraning tezliklari benlganda zarbali kuch impulsin
aniglash mumkin

Xuddi shuningdek. kelgusida uchraydigan zarba nasarivasion oid
barcha tenglamalar differensual tenglamalardan iborat bo' lmay . balki
algebraik (chekli) tenglamalardan tashkil wpadi

(2541 ni DeKart hoordingta o°qlanga proekstivalasak,

i, =, =N, |
mu, —mu, =5, I (25.5)
mH_ Mt > J

va'm zarba vagida nugra harakar migdorining biror go ‘=g almay
sqdagl prock-stivastning o’zgarishi shu nugraga  fa'xir  etuveht
zarbalt kuch tmpulsiming mazkur o ‘galagt prockstvasiga reng

Agar zarbali kuch impulsi ma'lum bo’lsa, u holda (254) dan
foydalanib, nugla-ning zarbadan kevings tesligint aniglavimiz

e vv'\ (256)
L

tenglamadan koramizki, zatbadan kevingi telik zarbadan oldingi
tezlikdan chekli katialikka farg qiladi. Zarba vaqu = juda kichik va by
yag! ichida nuqtaning tesligi chekli migdorga o' zpargant iyl zarba

vaqtida nugtamng ko'chishi juda kichik bo'ladi va odatda um
e'tiborga olinmavdi. Shunday gilib, zarba vagtida nugia ko*-chishga
ulgurmaydi

486



25.3-§. Zarba vaqtida sistema harakat migdorining o‘zgarishi
hagidagi teorema

Aytaylik, N 1a moddiy nuqtalardan tashkil topgan mesanik sistema
berilgan bo'lsin. Zarba vaquida zarbali bo‘lmagan kuchlaming impil-
sini e’tiborga olmaslik mumkin bo'lgani uchun sistema nugtalanga
ta'sir etuvehi kuchlaming impulsing tashgi va ichki zarbali huchlar
impulsidan tashkil topgan deb qarash mumbkin Agar sistema 'Lm_yntl,\'
W nugtasimng zarbadan olding va zarbadan keving teadiklanmi mos
ravishda o v o bilan belgilasak. zarba nazarivasining asosty fn-
glamasiga ko'ra

mu, =mg = & '[357]

tenghik o'nnh  bo'ladi, Bunda 808" Tar mos ravishda wchki 1@
tashii zarbali kuch-lar impulsini ifodalavdi Sistema ucliun bunday
tenglamalardan ¥ tasin yozib va ulami hadlab qo'shsak,

im H - .\:”’.“.. =E\ TET

Bunda
Yomai, =0, Y i =0, T
mos ravishda sistemaning sarbadan keyinei va zarhadan olding
harahat migdorla-rim odalaydi. Bundan (ashgan, ichki huchlaraing
sususivatiga ho'ra, S8 =0 bo'lgant uchun
0-0,-3 b
Bu tenglama zarba vagtida sistensa farakat mglorinng o 73
hagudagr  teorcmand ilodalavdy zarba. windd sistent il
miqdorining o zparishi, sts-tema ntsgghadariga o Jugan fsh y
kuchlar impnddslaring g vig 'tlisiga reng.
Agar
Y=l
bo'lsu, (25 8) ga ko'ra
=4 (2589
va'mi fagat ichki zarbali kuchlaming impulsi zrba yaq L
ststemaning hara-kat migdorini o' zganim olmaydi
258 i koordinata o°qlariga proehstivalasak.
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[o N IR
Q -0, =¥5 l (259
0-0.- |
(25.9) dan ko'ramizki. ¥ 8 =0 bo'lsa.
Q. =0,
ya'm agar tashqr zarbali kuch impulslanning biror o'qdag
proekstivasi nolga teng bo'lsa. sistema harakat migdorining mazkur
oqdagi proekstivasi zarba vagtida o zgarmasdan goladi
(21.6) ga ko'ra

0=\, 0, =\, (25.10)
bunda A/ —butun- sistema massast, « .0, lar mos ravishda sistema
massalar markazining zarbadan kevingi va zarbadan oldingi wealiklan-
ni ifodalavdi. (25.9) ni npzarda Wb, (25 8) m quyvidagicha voush
mumkin:
M, ~i) =X 5 25.11)
(25.11) tenglama zarba vagtida sistema massalar narkazi harakat
muglori-ning o zgarisht hagidagt worcman fodalavdi: zarba vageida
sistema mossalar markaze harakar migdorinimg o'sgarishi sistensa
mugralariga tair envchi sashgr zarbali kuch  impulsiorining
geometrik vig ‘tndisiga leng.
Xususiy holda 387 =0 bo'lsa, (25 11) 2a ko'
N.=0
Demak, fashgt zarball kuch impulslarining geomerrik Vg tndis
nelga teng bo'lsa, sistema massalar markazining zarbadan keyingt
sarbadan oldingd wez-lklart o zgarmasdan qolads
@511 ni koordinata o'qlanga proekstivalab quyidagi tenglama-
larmi olamy:

Min, =0, )=Y 87

Mw, -0, )=¥ 8 | (25.12)

MG, -0 =%58"
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25,4~ §. Zarba vagtida nuqta va sistema Kinetik momentining
o*zgarishi hagidagi teorema

Yuqorida ko'rganimizdel. zarba vaguda nugia ko diishgu
ulgurmavdi. Shu sababli zarbadan oldingi va l.e\";.ny nuglaning
radius-vektorini  #  bilan belgilab, zarba nazanyasining asosiy
tenglamasi (25 4) ni 7 ga vektorli ko“paytirsak, quvi-dagini olamiz

Foomii=F v my =Fu§

Bu munosabat sarba vagida migta etk momentining o'=earishi
hagidag:  teo-renuni ifodalaydi. Zarbe saginde mugte kinenk
moneninnng biror markazga nis-bakuy o Zgarsht migtgn go vilgan
zarbali kuclt tmpulsining mazkur markozga nishotan momentiga feng.
Bu teoremant N ta nugladan tashkil topgan sistemaning har bir nugtas
uchun qo'llasak,

o~ e, =F a8 45 oShv=EN) . (3513)
tenglamalar o*nnli bo'ladi. (25.13) tenglamalami go‘shamiz:
S e, - X5 e, =¥5 8 435 o8 =LV
bunda  sistemaning € markazga nishatan zarbadan keyingl va
sarbadan oldingt Kinetk momentlanni: va tashq zarbali kuchlar
impulslarming € markazga msbatan: momentlanning vi'inds
eslasak. hamda ichki Kuchlar xossast Y7 <8 = T0(§)=0 ga ko'l
quyidag munosabat oninli bo'lads:
K, =Ko =TAS) 2514)

Bu tenglik zarba vaguda sistema kinettk momeniining o ‘zgarishi
hagidag:  worc-mant ifodalavdl zorba wgide sisema kinenk
monsentining biror markazga nis-batan o zgarisht mmnwnqu

tlean zarball kuchiar impudsiarining meziue morkazga ashatan
momientlarnmung geomerrik \ig “tnallsiga feng.

Apr

T MLSI=0
bo'lsa. (25.14) gako'ra, =
A=k
va'ni fagat ichki kuchlammg impulsi zarba vaqlida sistema hinetik
momentini o*z-gartira olmayvdi
(25 14y ni hoordinata o' qlaniga prockstivalasah,
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K,-K!=YMiS p.l
K, —K*=S M (57).

K, ~K:=XAL)

(25.15)

25.5-§. Zarba vaqtida zarbali kuchning ishi hagidagi
Kelvin teoremasi

Zarba paanyasimng asosiy lenglamasi (25.4) dan fovdalanib,
zarbali kuchlar-ning zarba vaguidagi ishini hisoblash mumbin

(25.4) ni dastlab & ga. kevin & ga ko’pavurib.qo’shib va natjan 2
ga bo'lsak, - }

mu”  mp ]

Nugta kinetik energivasining o zganshi haqidagi teoremaga ssosan
(25.16) tenglikning chap tomani unga ta’siv etuvehi kuchning ishi ga
teng. Shu sababli

S(F+15) (25.16)

la
A= St +i) 2517

(25.17) tenglama kuchning ishimi mazkur kuch impulsi ya
nugtaning o'riacha tesdigt orqali amglavdigan Kelven reorcmasm
itodalaydiz biror vagr eralig'ida migiaga go'vilga kuchming ishi;
kuchning mazkur  vagi oralig'idogi  Impulse  bilan  nugtamng
bashlang 'tch va oxirgr wezliklart yigindisi skalyar ko payvtmasining
Jaranga teng.

Kelvin teoremasini nuqtaning har qandasy  harakatlarigs ham
qo'llash mumkin.

Mexanik sistema uchun Kelvin teoremasini Leltinb chiqanshda
sistemaning har bir nuquast uchun (25.17) ga o xshash tenglamalam
voub, ular o' zaro qoshi-ladi

1

:__-\'_IH +0, ) (25.18)

1
25.6-§. Jismning qo*zg*almas siriga urilishidagi to*g*ri zarba.
Tiklovchi koeffistientni tajriba yo'li bilan aniglash

Agar jism massalar markazining tezligi qozg almas siriga uribishi
oldida st bilan jism unladigan nuqlada qo zgtalmas  singa
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o'tkazilgan normal bo*vicha vo*-nalsa, bunday zarba fo'g'ri 2arha
deviladi k

Avtavhk. boshlang'ich tezhik-
stz erkin tushayotgan va massasi
m pga teng shar qozgalmas n
sonzontal tekislikka o tezlik bilan
urilsin (23 2-rasm). Bunday (o°g*n
zarbada shaming zarbadan Keyingi
tezligi & sirea o'thazilgan Cn
normal bo'vicha  vugoriga "
vonaladi  Zarba  vaguni  ikki
daviga bo'hsh mumkm: binnchi
davimi ¢ bilan belgilasak. bu vagt
mobavnida shaming  tezhigi nol
bo'leuncha, u deformasti- a i
valanads. tkkineli ¢, davnda esa
elastikhik kuchi ta’sinda, butunlay
bo'lmasada, shar o'z shaklini uklaydi va atesik bilan siridan
qapcluydi Shu sababli sarba vag-ti £ =¢ #5, bo'ladi.

Shar qo'zealmas tekislikka unlganda bo'ladigan to'g'ni zarbada
shammg zar-badan hevingt va oldingn telig puqdorlanning. o zaro
nishatiga teng kattalik zar-badags rkloveln Koeflistient deviladi va &
bilan belgiannd

25 2raam.

p=" (25.19)

o

Agar k= 1 bolsa. bunday zarba absolhut elastik zarba deviladi. Bu
holda &~ 0 bo'lib, sarba natijasida shaming tezlig varbadan olding
tezlik vo'nalishiga gara-ma- qarshi yo'nalads,

Agar A= U bo'lsa, bunday zarba absolyw elastik bu‘Inagan zarba
deviladi Bunday zarbadan kevings shaming lesigi =0 bo'ladi,

Nikloveln koeffisient 0=k | bo'lgan hollardagi zarba. elasik
zarba deyiladi

Zarba vaquining binnehi davrida silliq sirining sharga ta'sir eluvci]l
o zearuv-chi zarbali reakstiva kuchini N, ikkinchi davndagisini N,
bilan belgilaylik U holda har ikkala vagl oralig'i uchun zarba
nazarivasining  asosiy  lenglamasi (254) w0 tuAb,  normalga
proekstiyalasak,
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D={=mp}= .\‘| 'l

mi— =8, [
hosil bo‘ladi, bunda S = {Nde,S, = V. birinchi va ikkinchi

sarba davrlarign mos bo'lgan  reakstiva  kuchlarning  zar-bali
impulslarini ifodalavdi. Zarbali bo'l-magan kuchlaming. masalan,
ogtirlik kochining sarba vaqudagt impulsini ¢ ti-borga olmaymiz
(25.19) ni nazarda tuith, bu  teng-liklardan  tiklovel
koeffistient va zarbali ampulslor orasidag  quvidags munosabaini
olamiz:
k= ‘\," (25209
s, -

ya'ni shar qo'zg'almas sirfga urilgandagt o g ri zarbada zarba
vagtining ikkincht daveiga mos zarbali kuch impufsining bi-rinchi
davridag! zarball kuch impulstga nishati tiklovelu kocffistieniga fong
ho-ladi.

Tiklovel koeffisuent tynba usulida quvidapicha  aniglanads
Simalavolgan jism matenalidan vasalgan sharcha 4 balindlhdan suddi
shunday materialdan (yoki boshga sinaluvehi matenaldan) vasalgan
salmogh gorizontal plitaga boshlang'ich tezliksiz tashlanadi (252-
rasm. h). Zarbadan kevin sharcha i, balandlikka ko tan-lads

AL uchastha uchun kinetik energivaming 0" zearishi haqidag
tepremani go'l-lab. sharchaning zarbadan olding: tezligin anglaymiz

= 2eh,
Xuddi shuningdek. A/ A¢, uchasika uchun bu teoremani qollasak,
sharchaning surbadan hevingt teeligs uchum o - | 20k, Tormula onnk

boladi. ¢ va v ning qiy-matlanni (25.19) ga qo'vib tikloveh koeffi-

stientmn aniglaymiz.

u_ h .

v YA
Quyidagi jadvalda Katta teshik  bilan  tognashuveln  ayom

Jismlaming tikloveh

{25.21)
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koeffistentlan givman berilgan.

To'gqnashuvchi jismlar k
Yog'och shar rezinaga urilganda 026
Yog'och sharlar o zaro unlganda | 0,50
Polat shardar o zaro unlganda .56
Shisha sharlar o°zaro urilganda 04
Agar shar qo'zg almas sirlga uril- "

can pavtda uning massalar markazning
tezhign urilish nugtasida qozpalmas
silea o thazilgan nor-mal bilan o
burchak tashkil etsa. bunday zarba
givshig zarba deviladi (25.3-rasm). o =
0 bo'lsu. to'g'n zarba sodir bo'ladi. «
burchak  rushish  burchagr  deviladi
Umumiv holda shar singa urilgandan
Levin unga o' tha-zilgan Mn normalga/l burchak ostida qapchivdi. /i
burchakka qavtish hurchagi deviladi

Apar sirtni ideal silhq sirtdan iborat deb gamsak, zarbali reakstiya
kuchi sirtga o thazilgan normal bo'vlab yo'naladi va  urinmadagi
prochstivasi nolga teng bo*-ladi. Bu holda zarba nazanyasining asosty
tenglamasi (25 41 ni urinmaga proeksti-valasak,

i e u
yvoht
W, =0, (2522)
Qivshiq zarbada
Post.L (25.23)
o

oa teng hatalikka rikloveh kooffistient deviladi. Bunda b, va v,
orgah teshiklar-ning normaldagi proekshyalarining absolyul qiymati
belgilangan

(2523) dan

w,=ko, {25.24)

(25.22) va (2524) ga asosan shar markazning zurbadan keying

teslign quyvi-dagicha aniglanadi
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= ut
25 3-rasmdan
U
g =t gfl=- =g
st % '
Shunday qilib,
= l o (25.26)

Bu lormula vositasida gaytish burchagi bilan wshish burchagi ora-
sidag munosabat aniglanadi.

25.7-§. Ikkita jismning to*g*ri markasiy zarbasi

Agar ikkita jism bir- binga un-
- ladigan  nuglalandag  umumiy
normal jism-laming massalar mar-
kazi orqali o'tsa hamda sarba oldi-
dap jismlarmng tesliklan meekur
umumiy nonnal bo'vicha vo'nalsa,
bunday zarba to g ri markiziy zor-
o o deviladi
Massalan m, m. ga teny ikkita
yism zorbadan oldin ham. kevin ham lganlama harakaida bo'lsin
Bunday jismlaming to'g'n markaziv zarbasing tekshiramiz Jismlam-
ing carbadan oldingi tesliblari o o2, ga teng bo'lib, jismlar unlganda
urinish nugtasida o'thaalgan umumy normal bo'vicha vo'nalsin
(25 d-rasm),
Agar jismlar bir tomonga harakatlansa, zarba sodir bo'lishi uchun
v, >v, shart bajarilishi kerak. Jismlaming massasi. sarbadan olding
tezliklan va zarbadagi tklovehi koellistient ma’lum bo'leanda zarbas
dan Kevingi jismlar massalar markazining tezligr va zarbal impulsni
aniglaymiz. Tashqi zarbali impulstar ' sir etmagant wiavh (25 8 ga
asosan quyidagt tenghk o'rinli bo'ladi
W, g, =m0, e,
va'm sistemaning zarbadan oldingt va zarbadan kevingt harakat
muqdorlan o*zaro teng bo'ladi, Bu vektorli tenglikni jismiaming
massalar markazini tutashtiruvehi '« o’qqa prockstivalasak.
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I, = MR, = S, (25.27)

Bu tenglamada oo, 1kkita noma’lum qatnashadi. Agar tiklovehs

koelTisti-ent berilgan bo'lsa, bu noma'lumlami aniglash uchun yana

bitta go'shimeha teng-lamani olish kerak, Zarbadan kevin tkkinchi

jismning  tezligi  binnchisiga nisbatan  origani tufayli w, <n,

jismlaming to'g'n zarbasida uklovehi koeffistient jismiar-ning

zarbadan kevingi va zarbudan olding nishiv tezliklanining nisbatign

teng bo"ladi

ket BTl 2528)

= DEeeEis

bunda v, >, deb qaraymiz (25 28) dan

#y, ~w, =klw, =0g) {25.29)

tenglikni olanuz (25 27) va{25.29) tenglamalami birgalikda echib,
jismlarning sarbadan kevingi tezliklanni aniglavmiz:

, =y, ~L4+K)
Lt

m,
Lo, =1,)
JI +m,

125.30)

i, =0y, +{1+K) - (), =t}
: i, 4 e,

Hpanlama harakatdag pismiar unlganda hosil bo'ladigan 8.8
(8 S sarbali impulslami aniglash uehun jismlaming birorts
masalan, bronchist uchun (25.3) m go*lavmiz. U holda tkkata jismd:
tashlkil topgan sistema uchun ichki hi-soblangan zarbali impui
birnchi jism uchun tasha impulsdan iborat bo'ladi. Nati-jada

ne, (b, =0, )= 808, =5 (2531)
voki (25 30) ga asosan
5, = =S, =R (=) (2532)
< A,
Agar jismlaming ikkinchisi qo'sg‘almas bo'lsa, u holda (25 30) va
(25.32) da u,, 0 bo'leani wfayl
o=t (s
m, +
ny, = (1+k) <= {78 (2533)
i
"

5, = =8, ==+ =0,
: = LR
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Quyidagi xususiy hollami ko'ramiz.
I Absolyut elastik bo‘lmagan zarba (& = (). Bu holda (25.30) ga
ko'ra

_m,, g, (25.34)

=,
i i m. "IFI:

va'ni absolyut elastik bo lmagan zarbadan kevin jismiar bir xil
tezlik bilan hara-katlanadi, boshgacha ayiganda. absolyut elastik
bo'Imagan zarba natijasida ikkala jism bir-bindan ajralmay. bir xil
tezlik bilan harakatlanadi.

Bu holda zarbali kuch impulsi uchun

8. ==8u=-20 -0, (2535)
Lol
formula o’rinli bo’ladi
2 Absolyut elasik 7arba (£=1) Bu holda (25 30) va (25 32) aa

acosan

-
. o 2nit .
S==S, = E(u, —u, <i
my+m, =
2 |
2m
o, =0, = e, =y, [ 253
[ m, + o, (25.36)
Jim,
By, =Hy, 4 fy, <y, ) |
M, =m, |

(25.35) va (2536) formulalami solishtinb.  absolvut elasyk
zarbadagi zarbali impuls migdon absolvut elastik  bo'lmasan
zarbadagi impuls migdonga misbatan ikki baravar Kata I‘ll'lish-;l:.'l.
ishonch hosil gilamiz 3

Jismlamning massalari teng (m, = m,) bo'lgan xususiy holda (25.36)
dan quyi-dagim olamiz

Wy =t W, =0,

Ya'ni absolvul elasik zarbada ikkita bir xal massali jismlar
to"qnashishi natyasida ular-ning tediklan almashadi Apar ikkinchi ji=
sm tinch holaida bolib. birinchi jism unga kelib urilsa. '

u, =N, =0

va'ni zarbadan kevin ikkinchi jism xuddi binnchi jism esa bo'lgan
tezlik bilan harakatlanadi: binnchi jism esa unch holatda bo'ladi.

25, 1-masala. Bir xildag ikkita 4 va B elastik shar bir-biriga qarab
harakatlanad:. Urilishdan olding: tesliklar nisbati qanday bo'lganda A
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shar urilishdan keyin to'xtab qoladi?
Zarba vaquidag tiklovehi koeffis-
tient & ga teng

Yechish. r o'gm sharar
markasin  tu-tashtiruvehi — chizig
bo'vicha &, vo'nalgan  tomonga
vo'naltiramiz (25 S-rasm), U holda 26 4. rasm.
{25.30) formulaning  binnchisida

L U R bo*lishim Q-Iimﬂl’lﬂh

B, =,

D=y :-t.-ln-.n-,t
bundan  sharlaming  wilishdan oldingi tediklan  nisbatin
aniglaynuz

[ 1+d

My I-t

25.8-§. Zarba vaqtida kinetik energivaning yo'qolishi
Kairno teoremasi

Ikkita yismning to'g'n markazv zarbasida 1§, =8, =8, beluilash
kirttsak. u holda har qaysi jismea 1a'sir etuschi zarball impulslar va
tiklovehs koeflistient (2531) va (25.28) ga ho'ra quyidagicha anigle
nadi

e, =0, ) =8 (s, =ty )= =8, i:“"-." (253,
' I|“ ‘lJI..
(2529) m nazarda tutib, (35.37) ning binnchisinix, #Ay, g2, k-
ko, g0 ko'pavtinb, olingan tenglamalami qo'shsak,
LR U E U TR TR A T (8 'J‘U:,F“ (25 38)

Bu tenglaman boshqacha ko'nnishda yosish uchun quyidagt ay-

nivatlardan fovdalanamiz:

kinchisin w. +

= zllu;'. —u,f}.*;lif.. i, ¥

ko (u, =04 -—;i{m’_ "-':.}—;ﬁ‘{lf,. =u,)

o e, = ¥

wlarmi qo'shsak,
1} .
i, =V X, 'i“..v—_!,mhur;‘uﬁu‘-ﬂ-nua—u“_}' 2539)
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Xuddi shuningdek, quyidagi formula ham o*rinli boladi
iy, =iy, Wity +hv )= };lii-k!ll:, —us, i+ 1“ =k, =0,) (2540)
(25.39) va (2540) m e'tiborga olib, (25.38) m quvidagicha vozish
mumkin:

é(_l-lvkmm‘n.‘_ S, V= il 4 ml )+ ;._l

(2541)
— ki, =0, F oy, -0, ) ] =0
Bunda
I =

(mu, +m.ul ).

I
2
1

I-. 2 Um e )

lar mos ravishda sistemaming zarbadan oldingi va sarbadan Kevingt
Kinetik energi-yalarini ifodalay di
s -]-'.‘-|J||.l,n|I =0 ) e Gy, 0, ) )

kattalik esa zarba natjasida vo'qotilgan teshikka mos kineuk
tergivani ifodalay di.
Yuqoridags belgilashlamu nozarda wub, (25.41) m quvidagicha
oxsgh mum-kin®
k 1=k £
I,=T, 1‘*1 (2542)
(25.42y tenglik skkita jismming 10°g i markaziy elavick =arbasida
Kinenk vnergi-vaning vigolishige old Karno teoromasini fodalsvdi
clasitk zarbada yo 'gonlgan kineuk energnv, vo gonlean tezlikka mos

kinewk encrgivamng :_: qismiga teng
i

Absolvut elastik zubauchun & <1 va 7, - 7. ya'ni absalyut
elastik zarbada Kinetik energiva vo'qolmmvdi Absolvut  elastik
bo*Imagan zarba uchun & =0 bo'-ladi va

L-T, =1 125.43)
formula o’rinh bo*ladi. Bu holda kinetik energava maksimal dara-
jada vo'qoladi (potenstial va issiglik energivalariga av lanadi)

(2543} tenghik absolyur elastk bo'lmagan zarba uchun Karno
woremasint  Wlodalavdy:  absalyur  elasuk bo'lmagan  sarbada
Jo'gonlgan  kinenk energiva vo'go-tilgan  teshikka  mos  kinenik
eperglyaga teng,
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Absolvul elastik bo'lmagan zarba nalijasida jismiar bir xal w, tes-
likka ega bo -lady;
.= II,, E-H.
Shu sababli (25.37) ning binnchs ikkita tenglamasin
my e, —v, =8, mf, -, )= -8, (2544)

Lo nimshda yozish mumkin, Bu tenglamalardan

- Wb,

= o m,

(25.45)
5= (1, =i,
i+,
(25 4-h) m e’uborga olib, yo'qotilgan telikka mos kinetk energiya
uchun
I= ,‘_:; + _::;: !3*::“; (s, = m,) (25.46)
ifodam olamiz (2546) ga 8, ning qivmatini {25,435 den kelinb
qo'vsak
I=_ i —(th, =th, (2547)
2m, +m,)

7 mng bu gryvmatind (25.43)ga qo'vib, absolvul elastik bolmagan

yism uchun Kar-no teoremasin vana quyidagicha yoash mumkn:

T === s SO R 2548
2, +m,)

(2548) m ikkinch jism qo'zgalmas bolgan hol uchn
qo’laymiz U holda v, =0 bo'lgani sshabh
LR

T =Ty ==Kk ra,f
2w, +m. )

voki ko'rilavotgan holda f lm_:a,‘, bo'Tgani uchun

B A B

L "ﬂ:

Bu formulalardan fovdalanib, sandon ustig qo'vilean qizdinlaan
metallen uri-lavotgan bolganing fovdali ish keeMistientini aniglash
mumhkin Bolg aning mas-sasi myqizdinlgan metall va sandonning
birgalikdagi massasi 71, 2a teng bo'lsin, Qizdurilgan metallni absolyut
elastik  bo'lmagan jism deb qarash mumkin Bu holda metallni
deformastivalash uchun sarf bo'lgan 7,-T, yo'qotlgan Kinenk
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energiva foydali hisoblanadi: 7, -7, m bolg aming kinetik energivasi
T, ga nisbati bolg' a-ning fovdali ish keeflistienuni ifodalavdi:

= I T8 r: i,

n= (25.50)

?‘, L Jm__

(25.50)dan ko'ramizki. bolg'aning massasi sandon  massasiga
nisbatan etarli-cha kichik bo‘lganda wning fovdal 1sh koeffistienti
katta bo'ladi.

25.9-§, Zarbali kuchlarning qo*zg almas o'q atrofida aylanuvchi
wa tekis parallel harakatdagi jismga ta'siri

Avtaylik. gatiq jism qo'zg almas = o°q atrolida o burchak tezlik
bilan aylana-yolgan bo'lsin. Bunday jismga sarbali Kuchning ta'sir
enshi natijasida unming bur-chak tezligt qanday o zeanishing ko'l
chigamiz, Shu magsadda zarba vagtida = o'qqa msbatn kinetik
momentning o' zganshi hagidag teoremam ifodalovehi (25 15) nng
uchinchi tenglamasidan fovdalanamiz

K, =K, A-‘:.'II_I.\I'I (25 51)

(21,54) ga asosan, o s¢'almas o'g atrofida avianuychi jrsumng

aylanish o*qi-ga nishatan kinetk momenu
E=lLak®=la

formulalar yordamida amiglanadi. £ L ming by qiveatlanm
(2151 gu gorysak,

I m=a,)="M (5 (25.52)

Bundan
M (S

i

Binobann, go'zglalmas o'q atrofida avlanuychi pismyn fashg
garbali Kuchlar @'sir etishi naujasida uning burchak tesligining
o'zganshi, tashqi zarbali kuch im-pulslarining moaskur o'qqa nisbatan
momentlan vig'indisining suddi shu 0'qqa nis-batan jism inerstivy
momentiga nisbatiga teng

Zarbali huchlaming tekis parallel harakatdagr pismga 1@'sinn
aniqlash uchun jismning massalar markas harakatlanadigan tekislikda
x va p o'qlami o'tkazamiz hismning tekis parllel harakatim jism
massalar markazining ilganlama hasakati va massalar markas orgali

(=, ) (25 53)

500




harakat tekishigiga perpendikulvar ravishda o'tvehi o'qqa nishatan
avlanma harahatlarming vig“indisidan iboral deb qarash mumkin:
Avtavlik, massalar markaaning sarbadan olding fedigt o,
Jismning burchak tesligi esa o, ga teng bo'lsin U holda (25.12) ga
asosan massalar markaz teshgi-ning ¥ vay o'qlan bo'yicha o'zzanshi
aniqlanadigan quyidagt ikkita tenglamani olamiz
mi, — =Y 8
i, |:z.\'_‘_ |.
Agar  jismming  massalar markas orqali harakat tekishgipa
perpendikulyar ra-vishda = o°qni o'thazsak, zurba vaquda = o'
Lo chishgea ulgurmaydi, shu sababli = 0°qga msbatan zarba vaquda ki-
netih momenining o' zganshi (25 52) ga asosan
I, (o=0,) =Y M8 (23.55)
tenghih vordamida aniglanadi,
Shunday qilib, tashgi zarbal mipulslar ta'sirida tekis parallel
harakandage ji-sm massalar markozining sachadan keyingt tesiigi
(235410 jism burchak testigi-ning sarba wghdagi o =garisht (2335}

formulalar vordeamida antglanadi

(2554)

25,10-§. Zarba markazi

Avtavlik. qo‘zetalmas o'g arrofida aylanuyehi jismning biror A
nuquasiga 1nshqi zarbali impuls 8 ta'sic etsin Bu impuls ta'smdz
tayanch nuqlalanda § 5 i

zurbali reaksuya impulslan hosil bo'ladi '
va tavanch nuglalangs zubali bosimlar %
1a’sir etadi Koordinata  o'glanni
quyvidagicha tanlaymiz = o'qm sarbadan
oldingt  psmning  burchak ey
bo'slab  vo'naltiramiz, Oy tekashiha
sarbali impuls qovilgan & nugta orgali, £
o'qni OM  bo'vlab vo'naltiramiz (2506
rasm). U holda M nuglaning koordinatalan
quyidagiga teng bo'ladi

¥, =OM =y, =0,2;=0

Zubn  vagtida  jism  kochishga

A



ulgurmagani tufayli jism bilan  bog'langan Ow=z  koordinatalar
sistemasini zarba vagqtida go’zg almas deb qarash mumkin.

A va B tayanchlardan Oxv tekislikkacha bo'lgan masofulami mos
ravishda a va b bilan belgilavmiz. ) nuqtaga nisbatan zarba vaqtida
sistema harakat miqdon-ning o'zganshi va kinetik momenining
o'zgarishi haqidagi teoremalami ifodalov-chi (25.10) va (25.14)
tenglamalami tuzamiz:

Q{_}ur—ﬁl\,i\ ]

Y I S T Y I S |

Aytavlik, jism zarbadan oldin va zarbadan Kevin 25 6-rasmda
tasvirlangan «, vekton vo'nahishiga mos avlansin. U holda

i = = Il.m: =

(25.56)

w_o=u_=0a_=n
yia
==, N, =@, v =0
the, B=000 00 =% 0. =0

(22.35) gako'ra,

K==l K, =10k, =Ln,
Ky ==l Ky =1 w0 KT =~] 0
Bu munosabatlami ¢'tiborga olib, (25.56) ni ko-ordinata o'qlarigs
proekstivalasak,
~My lw-w1=X8 +5 +8

Me (=0, )=S +5 +5.

D=8, +S,
I _{@=w )= al AN (25.57)
=l (=i Y=—a8, +H8. - hS

1l =w,)=hS,

(25.57)  tenglamalaming binnchi beshlast vositnsida  rarbah
reakstiva impuls-lanming  proekstivalan .58 88 lar
aniglanadi. oxirgl tenglama vositasi-da jismning sarba vagtidag
burchak tesliginmg o"zzarishi aniglanadi

Qanday shanlar bajanlganda tashqt 2arbali impulsiar 1a'sir etganda
tavanch nuqtalanda zarbali reakstiva impulsi hosil boImashigini
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ko'rib chigamiz Bu holda §,.8..8, .8, .8, lar nolga teng bo'lishi
kerak Natijada (25.57) m quyidagicha yoash mumkin:
-My (- ) =8,
My (m—a)=8,
=& |
D=5 2559)
=1 _ (=)=,
I (@ —a,)=—4hS,,
f o =m ) =hS,
(25.58) dan tavanch nuqialanda zarbali reakstiva huchlan hosil
bo*lmaydigan 12la-navotgan shartlami olamiz

I (2558) ning uchinchi tenglamasiga ko'ra zarbali Ruch
impulsi av lanish o*qi-ga perpendibuly ar bo'lishi herak,

2 5. =0 boleani uchun (25 $8) ning fo'riinchi va beshinchi
tenglamalariga aso-san, 1_=/_=0, ya'ni Oz svlanish o°qi buo'qing
Owy tebislign bilan Kesishgan nugtasida bosh inerstiva o°qidan iborat
bohishi Kerak . o

3 (25.58) ming binnchi va ikkinchi w:glmmLNdmkﬂ'W{ll-
Sx eS8 -0 vokio 28 =0 bo'hshi kerak; boshgacha aviganda, jim
massn markazning  radivs-vehtor 7 hamda sarbali impuls: &
vektorlan o'zaro perpendikulvar bolishi kerah, yani zarbali hidi
mmpulsi aylamsh o"qr va massalar markaz orgali otuvehi tekis-likka
perpendikulyvar yvo'nalishy zarur; "

1. 12558) ming ikkinchi va oltinchi renglamalanga binos
quvidag tenghk o nnh bo*lishi keiak:

cHe Tt (255,
\ > ety
bunda  » psmning avlgnish o'qiga nishatin inerstiva radisint

ilodalavdi. (25 58) formula yordamida zarbali impuls qo'yiladigan A
nugtaning holau aniglanads

pech aso)

Mx o

Yugondaw shartlami qanoatlantiradigan A7 nugls zarha nrarkast

devilad: i

Agar jism moddiv simmetniya tekislig Fg&?ﬁl-iﬂ?ls_'- m}mdngl

shartlar soddalashadi Bu holda avlanish o'gi moddly simmetnva
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tekishigi /7 bilan kesish-gan O nuqtada inerstiva
bosh o'qidan i1borat bo’ladi hamda jismning
og'irlik mar-kaz C ham /2 tekishkda yotadi
(25.7-rasm). Ko rilavolean xususiv holda zarba
ta-yanch nuqtalariga ta’sir etmashgi  uchun
quyvidagt shartlar bajarihshy Kerak:

1) Szarbah impuls 11 tekishkda votishi
va OC ga perpendikulvar bo hshi ke-rak:

2) zarbali ampuls S ning @S
chizag'idan avlanish o qigacha bo'lgan masofa
e h=OM =] (25.61)

Mx

formula yordamida miglanadi.

(25.61) dan ko'mamizki, zarba markazi aviamsh o'gige mos
bo lgan sillkinish markozt (22.4-§) bilan ustma-ust tushishi kerak

Zarba markazin aniglash texnikada ko'p o lami-ladi. Masalan,
matenallammng mustahkamliging dinanuk sinash uchun
qo°llaniladigan zarba mashinasida awba markasn aniglash alohida
ahamivatga ega.
A 252-masaln.  Zarba markazim amqlashda
o ishlatiladigan as-bobda massasi m va uzunhig [ ga teng
stegen wning () uchidan unga perpendikulvar ravishda
: o'fuvchi qo'zg'almas gonzontal o'q atrofida avlana
! a oladh. 25.8-ra-smda tasvirlangan muvozanat holatida
zarba impuls sterjen va avlanish o'qiga perpendikulvar
vo'nalgan zarba benladi. Zarba markaz va sterjenning

. T zarbadan Kevingt burchak tezlign aniglinsin
| Yechish, ¥ o'qm stenen bovlab vertkal pasign
yornaltinb, (2360) ga asosan € nuqladan  zarba
L‘{' markaagachn botlgan i QM musofam amglaymiz
¥
258-rasm.

Zarba oldida sienen tinch holawda (o <y bo'lishim
'tiborga olib. (25 55) formula vositasida stegenning zarbadan keying
burchak (ezligim aniglaymiz
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25.3-masala. Zarba mashinasi radissi r =01 m
vagalin-ligis = 0,05 m bolgan .1 po’lat diskdan va
diametri o 0.02 m va uzunligi / = 0.9 m bo’lgan
doiraviv B po‘lat sterjendan iborat. € o’qqa  zarba
tegmashg uchun urilavotgan ¢ brus € aylanish o°qi
volgan gonzontal tekishkdan qandav h masofaga
o'matilishi kerak? Zarba gorizontal vo'nalishda
benladi deb qaralsm (25 Y-rasm)

Yechish. Stenen va diskning og'idigini 7,7
bilan belgilasak,

Bunda » - birlik hajmga to'g'n kelgan
polaming  ogiirign () nugladan  sistemaning
massalar markazigacha bo’lgan ma-sofa

i

P =+ Pl+r)
= 1

P +P,
formula yordamida aniglanadi. Bundan (ashqari,
I5) ‘I: 13 3 ri
i I ‘rf__lfrrl ﬂf'::
M B+P,

munosabat o' rinhi boladi. Olingan 1fodalarm
h=ont=E-
[

formulaga qo*ysak,
= 0934 i1

Nazorat savollari:
| Zarba nazanyasiming asosiv tushunchalan
2 Zarba nazanyasining asosiy tenglamasi
3. Zarba vaguida sistema harakat migdonning o zpanshi hagidagi
leorema
4 Zarba vaguida kmenk momentnng o zgarishi xagida teorema.
5 Zarba vaguida carbali kuchnmg i1shi haqidagi Kelvin leoremasi
6 Tiklovchi koefTistientni tayriba yo*li bilan aniglash.
7 Kamo leoremasi
8§, Zarba markaa

505



I-ilova I-Topshiriq.

Teldslikda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasi.Qattiq jismming
tayanch reakstiyalarini aniglash

1- 4 chizmalarda o'qi sinig chizigdan iborat bo'lgan  brus
qo'zgaluvchan  siilin-drli  bog'lamishga.  qo'zg'almas  stilindrli
bog‘lanishga, og'irligi hisobga olinmagan sterjenli  bog’lanishga
qozgalmas qilib qotinilgan, qo'sgtaluychan gilib  qotirilgan va
buraladigan qilib gourilgan bog'lanishlarga epa Har bir varianida
brusni mah-kamlashnng uchta usuli ko'rsatilgan. Benlgan vuklamalar
(kuchlar, momentlar) va o'lchamlar uchala holda ham bir sl (1=
Jadvalga qarang).

Har bir vanantdagi qolgan reakstiva kuchlan. tekshinladigan
reakstiva kuchi modul jihatdan eng Ki-chik gquvimaiga cca bo'lgan
sxemada topilsin,

I1-jadval
Varam| /* \f Tekshin- | vagant | » | Af g |t ckshiri-
rogami | &N AN N | 1YOtEnn | paan | AN LAY | AN [lavotgan
reakstive réukstiva
1 0| 6 |2 1, 16 I i \
i T e U Y T 156 | 3 i T,
] R T % |14 [ 3 2 \
T ] B |16 | [ Ky
S L B o e 20 = | 4 ¥
Y o I AL W [ | 1o 2 A
7 2T | 2 Xi n 5 | o I 7
8 [ | w04 R ST TV 3 V.
T T A ¥, 24 | ] Wl
T I 7 s o] ; \
1l R T i Ra £ il & | A0
2] 1] s [ 2 Yy E 0 I s
iF |20 1212 7 = 30 1 10 :
4 13 | 3 Ya b0] 25 1 \f
s _'_'u'r'_' R s _'._ :J_ W |20 to | 2 R




1 -chizma,
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2-chizima
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I-Clrizma,

S00




J-chizma
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1-Topshirigni bajarish namunasi.

Berilgan: brusmi bog ' lamsh sxemalan (5- chizma a,6,6) 175V,
MoBeNw oLy Qotirmadagi a7, moment moduli eng Kichik son
giymaten cga bola-digan sxemani aniglang va shu sxemadagi boshga
reakstiys kuchlan amglansin,

Yechish: 1. 4 nugtadan AXY  Kordinata o*qlarini o' tkazamiz (6-
chizmu ¢, 6,6)

2. Tagsimlangan  kuchlarni  Q=2g=22=4¥  kuch  bilan
almashtirib, bu Kuch-

ni shaklda ko rsatamiz.

3 avo'gi bilanss burchak tashkil qilgani  uchun # kuchni
P« Peosds, - pawas tashkil etuvchilarga almashtiramiz

8 0 o 1
o ’H.-l e 0
e N
) e by A
etetotet N(% ¢

S-chuzma t-chizma
4 Bog'lanishlurming  ta'sivlarin. reaksuya kuchlan  bilad,
almashliramiz
a— ssemada N VoM, 6 — sxemada VoM Ry, 6 — sxemada

Xo Yo M
5. Har bir sxema uchun muvozanat tenglamalaring tuzamiz:
N U, + Peosds =0
askemuuchun: 2 F, =¥, - Puinds™-@=0
N m ) =M -2 Pan S M (%=



¥ by = Prosds —R, <0
G sxema uchun: 24 1 ~Panas-g -0
N om R =M M5 o
D Xy 4 Poosds 0
@ sxema uchun: X6, =10 Pandst 0
Em,,t.t',)-.u; CPBD M Q=1
Chizmadan B0 =BE +ED =42 4 22 = 424u
6. Tuzilgan tenglamalami echib quyidagilari hosil gilamiz
o sxemada; X, =-35deN, ¥, =T53N, M, = LLOTeNw
Gsxemada; Yi=59N, Ry =354kN, M o deNy
gsxemada: X, =-38eN, ¥ =TSN, M® - 3L leNw
Demak, a sxemada ¥, vektor, & sxemada . A larning vo'nalishi
ularning shaklda ko*rsatilzan yo'nalishlanga teskan boladi
Masaladan olingan echimlarga asosan brusni 6 sxemu bo'vicha
mahkamlan-ganda qotirmadagi 3. moment moduli eng kichik son
qivmatgn ega bo'ladi,

L
"



I-ilova 2-Topshirig.

Tekis fermaning tayanch reakstivalarini va sterjenlaridagi
zo*rigish kuch-larini aniglash

Chizmalarda 4 va # nuqralarda tavanchlan bo‘lgan tekis ferma
tasvirlangan (7-9 chizma). Sterjenlar sont - &, twgunlar soni-n bo'lib.
ular orasida » = 2~ 3 mu-nosabat mavjud bo*lgani uchun, bu fermalar
statik amq fermalardir,

Hisoblash uchun zarur ma’lumotlar 2-jadvalda keltinlgan.

2-jadlval
Tertant n-..:,-.--:I P el L f A . Sﬂﬂ:l'm—
1 I | v [ 2 |20 - | W 3.4,9
2 wl 3] 4|23 0 18,7
3 2 |2 ]s 60 4,510
4 10 | 10 5 - 64 56,10
5 2 b ezl =l &l 45
& 3 g = 4.0 70 | 00
7 4 ¢ 3 |40} = | s 3.4, 12
4 4 7 T | 34,5
9 poae ¥ 3 54 &0 5.7 1
i ! 3 4 S ] es |3 = 3, 5,7
il 2 6| 25 | 30 = ERA
H s |7 I T A 4,510
13 o At 3 |es|am] - 4,510
b ! 3 ) 0l =] s 56,08
(] 1 2 | 10 ] 40]en] - %48
s s * 2 158 0 3,56
i s 4 w ! 40 | 8o AT
" s | 2 \ - | o | .60 1oa, b
i A 4 | se | e 6o 4. 57
20 2 1 1 40 | 60 = 5.6, §
2 ) ? Tlem) - f o a8 5,89
22 v o | «0 P N
- d 3 U l | ap | vo ] P )
4 i in I 16 45 & 510
| T w| 5 jeajaa] = 500, 11
I U I O O N
a4 LI 4 . 4n | 30 = 5.9, 11
25 10 4 3| su) - 0 ¥, 5.6
™ o4 I i 0l - 45 46, 11
it ¥ | o a0 20| - 6712




~chizma
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F-chizma
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R B ]

O-chizma
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2-Topshirigni bajarish uchun uslubiy ko‘rsatmalar

Topshingm bayarish uchun 4. B nuqtalardag: reakstiva kuchlanni
aniglash ke-rak. Bu 1-Topshirigni bajarish tarnbiga asosan amalga
oshirtladi.

Benlgan f{ermaning tayanch reakstivalan aniqlinganidan so'ng
umng barcha sterenlaridag 20 ngish kuchlarni tugunni qirgish usuh
asosida amglash kerak Buning uchun har gal eng ko“pi bilan zo'ngish
kuchlan noma’lum bo'lgan 1kki sterjen tutashgan twgun girgiladi va
bu tugun muvozanal dekshiriladi ¥ A0, ¥ =0 muvozanal
tenglamalari tuzilib, ulardan bu tkki sterjen zo°nqish kuchi aniglanadi.
So'ng vangi tugun, eng ko'pi bilan tutashgan  stegenlaming
ikkitasining o nigushi noma’lum  bo'lgan wgun qirgiladi va bu
stepenlaming 2o nigish kuchlan topiladi

2-jadvalmng oxirgi ustumida uchia sierjen raqanu Ko“rsatilgan
bo'lib. bu ster-jenlardagi  zo'ngishlami  Ritter usuli  vordamida
amiglash Kerak. Buming uchun fer-mani zo'nqishi aniglanishi kerak
bo'lgan stegen va boshga ikki sierjen, hammasi bo'lib uch sterjen
argali akki qusmpa ajratumiz. Kuchlar kam qamashgan tomon-ning
muvosanating tehshiramiz. - Ritter  nugtasiga  nisbatan  moment
tenglamasi voli o'glarga misbatan proekstiva tenglamasini tuzib har
bir sterjen so'niquistine har  bir  tenglamadan, boshqa  sterjenlar
a0 ngishiga bog ligsiz holda topamiz

2-judvalning oxirgl ustunida mqami ho'rsatilgan uchia sterje
so'ngishin Rit-ter usuhida aniglab, topilgan z0'ngishlami fugun
qrgish usult bilan topilgan zo°-niqish kuchlanga teng ekanligy
whonch hosil qulamiz, ya'mi har ikki usulda bir xil natijaga eg
bo'lamiz

2 - Topshirigni bajarish namunasi

Berilgan: fermaning sxemast (10-chizmaa), By 2kN, R, 4 kN
Ri=GkN: a=4.0m: h 3.0 mt

Yechish, 1 Tavanch reaksiowalarnt aniglash. Fermaga qo‘yilgan
tashgi kuch-lami ho'rsatamiz: aktiv (berilavoigan) A.P.F Kuchlar
hamda A va & tavanchlar-nmng reaksivalan (10-chizma,g),

bl I



A : L A |
1 », i
- X P
i E
4 ' -
1 C 2
1 4 e - |
W X 5!
i 1 & ) Ld
4 t_ AT
R i [ Ry
a o
10-chizma

A tayanch reakstivasining ta'sir chizig’t noma’lum bo'lgani uchun
uning koor-dinata o'qlan bo'vicha tashkil ewwchilani v, mi
aniglaymiz

8 tayanch stegendan ibomal. uning reaksiivasi @'sir chisighi
ma lum — u ta-vanch sterjent bo'vlab vo nalgan

Fermaga qo*vilgan kuchlaming muyozanat tenglamalanin tuzamiz

N E 0 RSB iR, a0,
_\:‘.'_—u X.-R-F=0 n
Yhsk X eR,-F =0

Butenglamalardan Ry —- 105 kN, Yo 6,0kN X, 16,5 kN

2, Ferma sterfenlaridagi buchlarm tugunlarne kesesle wsalt bilan
anglash.

4 nomerli sterjendagi kuchmi &, bilan, stenenning lugunea qo'yilgan
reahsivasini esa Sy bilan belgilavmiz A7 va N tugunlami
birlashtiruvchi sterjen uchun 5, < 5, lebin S, & &

Har bir tugun uchun ikkita muvozanat tenglamasini tuzamiz.

E_\_ ui: f 2)

Bu tenglamalardan  tsvanch  reakstivalarini  ham  aniglash
mumkinligiga ishonch hosil gilamiz Demal., tayanch reakstuvalanm
oldindan aniqlash shart emas. Hagi-qatan ham. weenlar 7 ta (4. B ¢
D, E F, H), demak, tenglamalar 14 ta, noma’-lumlar ham 14 . va'ni
stegenlardagi 11 1a Kuch va tayanch reaksuvalanning 3 ta tashkil

etuvchist mavjud  Awval topilgan tavanch reakstvalandan echimnt
tehshi-nshda fovdalanish mumkin

H wgundan boshlaymiz:



z_\-l il B =8, cosex=0;

z;] . — 8y sina=8,, =0.
bundan Sy~ S 2.5 kN ni aniglaymiz demak sterjen siqilgan va
Sy=5:=1.5kN.

E tugun uchun

X =0 Sy cosa +8y, =10,

=L Sipsina—f-8,.=0,
bundan S}(_=33= 2,“ kN, S,u_'= S_|=— 7,5
kN ni topamiz demak 4-sterjen siqilgan.

So'ngra boshga tugunlar uchun  muvozanat tenglamalarini
tuzamiz.

Sterjenlardagi kuchlar jadvalini (3-jadval) keltiramiz.

YN=m

il ) i 3-jardval
| Sterjen raqumi 6|7 819 |10k
Kuchning g (N ] ST I

| ishorasi

6.0 6.0 [12,0/ 7,5 10,5/ 0

L Kuch, &N

v P ! o
b g
¥ ) 1] 0]
P\ 4 £
)
I L1 X a4
5 5 4 Ir, i,
a

1 1-chizma, 12-chiama.

3. Ferma sterjenlaridagi kuchiarni kesish usuli (Ritter usuli)bilan
aniglaslh. 4. 5 va 8 sterjenlardagi kuchlami aniglash talab gilinadi,

Ritter usuliza binoan har bir kuch alohida tenglamadan topilishi va
u boshqa

sterjenlardagi kuchlar orqali ifodalanmasligi kerak.

&y va 5« kuchlami aniglash uchun fermani /~/ kesim bilan ikkiga
bolingan, deb faraz qilamiz (11-chizma)

Fermaning yugori gismiga go'yilgan kuchlaming muvozanatini
ko'rib chiga-miz. Olib tashlangan quyi qismining yuqori gismiga
ta'sini &4 Ss va S, kuchlar bi-lan amalga oshiriladi,
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Sy ni aniglash uchun S5 va S, kuchlaming ta'sir chiziglari
kesishuvehi F nug-taga (sterjen 4 uchun Ritter nuqtasi) nisbatan
momentlar tenglamasini tuzamiz:

S MA0)=0: Sy-asPiatBn=0

Bundan 5;=-7.5 kN.

S ni aniglash uchun, Sy va S, zo'rigishlarmi tenglamaga
kiritmaslik magsadida. kuchlami x o'qgiga proeksivalaymiz:

Y Xi=0  =R-P-Sicosa =0

Natijada quyidagiga ega bo*lamiz: S5=-7.5kKN.

Sk kuchni aniglash uchun /! kesimni o*tkazamiz (bu kesimni §.
7 va 6 ster-jenlar orqali o°tkazish ham mumkin edi). Fermaning quyi
qismiga qo‘yilgan kuch-larming muvozanatini tekshirib chigamiz (12-
chizma).

D tugun 8 sterjen uehun Ritter nugtasi boslib, bu nugtada S, va 8,
kuchlaming ta’sir chiziglari kesishadi va shuning uchun mazkur
kuchlar quyidagi tenglamada ishtirok etmay diz

Z_l.f,,.?.._n_ =Sea=Y,ra+ XN h=10

Bundan Sg= -12,0 kN ni topamiz.
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I-ilova 3-Topshiriq.
Qattiq jismning tayanch reakstiyalarini aniglash
Konstrukstiyaning tayanch reakstiyalari aniglansin.

Konstrukstivaning  sxema-lart  13-15-chizmalarda  ko*rsatilgan.
Hisoblash uchun kerakli ma’lumotlar 4-jad-valda keltirilgan

d-fadval

Fiarat *-"_‘l"' R ] Jr;u-n.n- Kachlr, Plkamiar. om

- - s =

g o 4"]6 alblc|R]|r it QIT|Glalb]ec|R]r
T | 2| |20|20]30] 10]15] 5| 16 |#|=|2|50|30]=|=]-
2 (4 2120|1030 10{10f 17 |2]—|1]|15]10]20[20] 5
3 30—||s-|oo-n‘.04~0—— 18 |6|—[2|60]40]60[~[-
4 3| —|2f30)20f40(15110f 19 || 8[2]20]30140)20/15
s |s]-|3|30/40|20|20{10] 20 |4|—|—{60f60]20{—]—
o (1|4 2(40|30f{20]20{t0 21 |2]—|-[40]60]30|-]|-
7 lll.m 1] s |isie| 22 [—|-|5|20]s0f30{—(-
8 4 !\‘3 201 40]15)20{ 10/ 23 ~| 4 [40)30)30] |-
] Si1—13]20015] 10)30{40] 24 [|5|=|2]-1=1—-|-})
10 (t]4]2f30|40]20|20{10] 25 [-|~]3]s0]s0]60)-
1 2f t|20]30]15)15)10| 26 |—|—| 1]20]60|40]-
12 (4|—|1|25|20] 8 |esjwo| 27 |10 || s0]30{s0]-|-
13 [101— 5|40(30] 20]25]15 28 |35{—{32 «30110&2 —|-
14 ]: 1] 30]90]20130010] 29 {-14]3]15|20|15]ss|10
15 ’.i—- 2602040201 § i [ S —={—[40]40] 10f=[—

Eslatmalas 1) 16, 18, 22— 26-vanantlarda  oshig-moshiglar
rommng AH to-moni bo'ylab siljishiga garshilik Ko'rsatmaydi, deb
hisoblansin 2) 20 va 21 —vanantlarda o zaro 1egth turgan sirtlar mutlag

silliq, deb hisoblunsin
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13-chizma,
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| 4-chizma
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15-chizma
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I-ilova 4-Topshirig.
Jism ogtirlik markazi vaziyatini aniglash.

16— 18-chizmalarda ko rsatlgan bir xil tagsimlangan og’irlikdagi
ingichka bir jinshi  sterjenlardan  (uzilgan tekis fermaning (16
vanantlar). tekis shaklming (7—18 va 24—30-vanantlar) voki
hajmning (19-23 vanantlar) og'ilik markazining  koordmatalari
topilsin. O'lchamlar 1-6-variantlarda metrlarda, 7— 30-variantlarda

esa santimetriarda berilgan

il

KT

»
|

16-chizma.
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17-chi
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18-chizina.

527



-

2-ilova I-Topshiriq.

Nugta harakatining berilgan tenglamalariga ko*ra uning
tezligi va tez-anishini aniglash

Nugta harakati berilgan bo'lib. wning kinematik  (akiorarni
1y vagqudagi M, nuquasi tezligi,
tezlanishi va egrilik radiusini aniglash kerak Topshinigni echish uchun
zarur bo’lgan ma’lumotlar | - jadyvalda Keltinlgan

aniglash lozim. Tracktorivasini va

1 <jadval
Vanant | Harakot tenslamas | o
1 : A Yol sm
2043 51 r2
4cos (mp/3)+2 4 sin (w1 /3) I
~cosl m 73} +3 sz a/3) - | |
414 -4 +1) 2
2 sin (xt/3) “Beos (i34 [}
irs2 = /12
ir-i-1 Sr-503 -2 I
Tsin (x o )3 2-T cos(m r/i6) 1
S3+2) 3t+h 2
~eos (m1 3) =2 sin (7 (/3)-3 |
=47l -3 12
Ssin’ (ze /6 ) Scos (w1/6 )3 1
Scos(rii3) -3 sin(x /3) 1
20-2 201+ 2
deosin 1 /3) Ssmixi 3) |
3 41+ 12
7S (me/6) -3 ~Teos (xt 6l 1
3 os (2 1/3) 3sin(x rf3p3 1
S 3t |
230b1 3312-34 0
6 s (50 0)-2 beos{xrib)+3 I
-3 5 14
3-3r+l 45 r+5e3
~doos iz /31 s (m 0/3)
H 1 =21 =4

Beos’ (w1 /6 )42

-39 sm (e 6)
|

St 45153

2 cos(mr/3k2

-8 sin’ (x1 H)-
Heos(ar o)
=31
Ir+i43
-2 sin(x 1/3) +
528
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2-ilava 2-Tapshirig.

Qattiq jismning ilgarilanma va aylanma harakatlarida uning
nuqiasi tezligi va tezlanishini aniglash

Mexanizmning  sxemalan  1-3-chizmalarda ko'rsatilgan, Kerakli
ma Iumntl.xr esa 2-jadvalda keltirilgan. |- yukning harakat tenglamasi
¥ tedocy ko'ri-nmishga egaYukming harakal (englamasi.
shuningdek ¢~ ¢ ; vaqt onida yukning hamda M nuglaning tezlik va
tezlamshlan topilsin. ¢, ¢, va ¢ koeffishentlar 2-jadvalda benlgan
boshlang “tch shartlardan aniglanadi.
2-jadval

Varant Radiusior, sm | 1 -vuk tezhg v I lisob uehun vac
ragumt | koordinatalan onlan s,
fid = | Ry riixs \m-1 1 e w1 ) i Iy
1 k] 1 | 4 [5] & 7 8 [ 101
T | @ 5 [ 36 |- 2 [z |3 3
2 S0 - | 60 |45] 3 Jwo |4 |2 1
3 10K il | 75 - 8 (0] 40 B v
1 58 15 60 1 4 172 | 4 3
s S0 - | 45 {30] 3 15| | 3 2
6 106 ) 30 - 7 16 25 14 2
T 15 15 105 (-| § 5 124 | 4 ¥
X 35 [ 10 - o 2 11 3 2
0] i) gl 15 - 10 7 48 < ]
10 15 0 135 5 i 129 | 4 7
11 40 25 20 9 8 65 | 2
12 X 15 10 5 0|17 3
13 W N 10 b | [} 357 3 4
14 15 It 15 | -] & 3 ol /801 2 |
i5 15 1w | 15 5 2 |1 | 4 2
16 4 15 15 - -4 6 220 | 3
| | LA 20 - b 4 44 2 |
I8 15 10 - i 12 1 4 1
19 15 L4 20 s 10 505 5 i
20 25 15 10 1 8 2T 3 1
21 M 1] 010 6 5 156 5 2
77 10 35 =1 7 & i | 2 i
3 4] ( 30 |tﬁ| 5 9 194 3 2
L1l W) 15 40 1200 9 8 105 | 4 2
25 1] X (4] | b 4 119 % 2
26 32 [ i2 |16 6 14 862 4 2
27 ] 18 40 (18] 5 W |2 i
1.3 §0 M) 40 |18 X 347 3 2
29 25 20 S0 |21 4 & 32 2 1
30 ") 15 W (-] 10 T 128 | 2 |




I=chizma
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2-ilova 3-Topshirig.

Qattiq jismning tekis - parailel harakati. Tekis mexanizmning
kinematik tahlili

Mesanizmning  benlgan vazivau uchun A va € nuqtalaming
tezliklari va tesa-nishlari. hamda shu nuqualar tegishli bo'lgan
svenoning  burchak  tezsligi  va  burchah  tezlanishi  topilsin,
Mexanizmlarming sxemalan 4-5 chizmalarda ko'rsatilgan, hiso-blash
uchun kerakli ma’lumotlar esa 3 - jadvalda keltirilgan.

S 3 - jadval
Variant O*lchamiar, sm o |y By, [ ey
raganmi 041 r [AB[AC rulie | paedlc [rnd et | anile | sl gt
| 40 | 15| - b 2 - 2 - -
2 |18 - 8 3 - 2 - e
3 ol 277 e ] s . - | a0 | 1o
4 SE [ = ) = 8 z 2
b % 1= = 0 1 = | = -
i 40 | 15 = 6 1 1 1l = =
7 33 5 75 | 60 3 ~ 1 . .
8 = el M| - S - a0 20
0 - 45 | 30 - — B n n
10 25 hill 1] | - X -
1 . W | 15| - = o 0 | 0
12 . 0| 20 “ = - ) AN
13 | 25 - 55 | 40 2 - 4 - X
14 45 15 - | 3 17 ] 5 s
15 JS0 15 R | - I - =
6 351 20 - _ ) = H ey 3
17 . 30 - 10 - - - R0 S0
1% 1 - 1 3 3 E ' = =
19 | 15 | o 25| 0 .
) et | 6 3 5 m | s
1 3 - |60 | A5 £ - 3 2 o
22 | 35 - 6l | 40 4 - in - 2
23 | - | 0 | - - = 3 i
24 B - 5 15 | ? z 1 L &
3 [20 [ - 70|20 1 . ) . =
2y | 0 | 18| - 1 2 12 0 - -
X7 . 15 * 5 = - - i) i
] ) - | 501 7% 1 - | . =
) i? s 15 4 - f T =
30 | 40 | - |20 5 - 10 = =




S-chizma,
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S-chizma.
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2-ilova 4-Topshirig.

Muralkkab harakat. Nugtaning murakkab harakati.
Nugtaning absolyut tezligi va ab-solyut tezlanishini aniglash.

M nugta D jismga misbatan harakat qiladi. M nugla nisbiy
harakatining va [ jism harakati-ning berilgan tenglamalan bovicha A
nuglaning /-4, vagl onidagi absolvul tesligl va absolvul teslanishi

aniglansin.

Mexanizmlarming

ssemalan 6-8

chizmalarda ko' rsatilgan,
hisoblash uchun zarur ma’lumot-lar esa 4-jadvalda keltirilgan.

adval
Var| M nugta Jism harakat Qo shim-
Ne nishiy tenglamasi tyx | Bosm| a sorla g cha
harakot L4 X ma Jumot - |
tenglomast | ¢, 0h i 1 lar
[ [18sin@ih) | 204 | — [ 28] — | 25 —
2| Wsinxt | Q45+ — | 33| 20 -
3 ' 240 — 3 N 30
4 | 10smi =i f 0007 — 1 % o0
5 d0m sost my — — 3 0 | -
[ — i TR e O TN T O — - w =0 |5
T | Xom2nm 0 b ~ N — a0 A
§ ol 057 | I—3| — 2 30
9 | 102 w4 Lo 1%
0] Wweostmt | 1707 | — | 43| 20 fit)
I [ 23mnkdd | We— | — | — | 25
12 1Sa} = — 2 el i
13 120 =t° q-, | — I3 10
14 | 3+ 14 sinm =gt || — ez} )]
15 S0 [0ty 2 60 | 35
6 20 §i|| o | 050 13 20
17 8N 51 — | — d.x
1 10+t | sl 3
19 6+ N5 T — 2 40
20 | 30 meostomt | 6lHC 3| 60
21 | BSmia+H7) [ —" | — 12| 25
2 [ 10xsmim [4—02 — 21 0 |
23 ot — —_ | 1% | @ ==l i
. » | (e
W FTROL M0 — | 30 |
25 | Iasincmt 30 1. 3 |
2 | Reos! i /D] —2xy —_| 32 | 15
27 — . = Sy 3 15 |
1,‘ 2 i " “l - — 2 JJI




o a8,

5wt
Chid =0

k-

— 2
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Gi-cliznia.
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S-chizma.
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3-ilova 1-Topshirig.

O*zgarmas kuchlar ta’sirida bo‘lgan moddiy nugtaning
sarakat differen-stinl tenglamalarini integrallash

1—S-yariantlar (1-chizma, 1-sxema). Jism A nugladan gorizont bilan
« burchak tashkil giluvchi qiva tekislikning 7 wamlikdagi AR qismi
bo'ylab s davomida ha-rakat giladi. Uning boshlangich tesligi v,
Jismning tekislik bo'ylab sirpanish ish-qalanish koe(Tistienti / ga teng,
B nugtada jism tekislikni v, tealik bitan tark etadi va havoda 7'y, bo'lib,
gonmmga. il burchak ostida ql_\nimgan RD ln.‘l.lﬂl‘.k.l'll‘ng { []uqlagigu W,
tealik bilan tushadi.
Masalami echishda jism moddiy nugta deb gabul qilinsin. Hayoning
qarshiligi hisobga olinmasin.
I-vamiant, @ a= 30° v, =0, f=02: /= 10m, p= 60°cva h
amglansin.
2-vaniant @ a= 15%, vy = 2m/s, £ =02, h = 4 m, 4=45°. [
nugtaning B qismiagi treektony asiming tenslamasi tuzilsin
I-varanl (a=30%0, =25 m/s, f 0. =8 m, d = LUmM, p= 6O
v, va T aniglansin.
d-vananl Do, = 0, 2= 25 [=98 mi p=60° = 0. « val
aniglansin,
Svananl. 1 a=30° v, =0, ] =98 m; r=3 5 =45 § va.
aniglansin
6 — 10 varintlar (1-chizma, 2-sxema). Chang“ichi gonzontea o
burchak ostida qivalangan tmmplinmng / wanlikdagr AR qismining
A nugtasiga o, tezhk bilan keladi Chang'ining 48 gismdag
sirpanish ishqalamsh Koeflistent £ va teng Changichi 4 dan B
gacha rs. davomida harakatlanadi. U # nugtada tramplinni o, tezlik
bilan tark etadi. 7's. dan kevin chang'ichi gonzont bilan 1 burchak
tashkil giluvehi toaning C nuglasiea o« tezlik bilan kelib tushadi
Masalani echishda changichi moddiv nugta. deb qabul qilinsin
va havoning qarshilik kuchi hisobga olinmasin
G-vanant. - a=20% /=01: ¢=02g h= 40 m; p=30% | vau,
aniqlansin,
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T-varant. : o= 15 f=0.1: v, = 16 m/s; I=3m p=45% v, va I
aniglansin.

8-variant. ; v, =21 nv/s; =0, =03 5. 0, =20 mfs, p=060°, a va
o amglan-sin.

Q-vanant © o= 15% ¢=03s; /=0.1: A =302 m; #=45° o, va u,
aniglansin,

I0-vanant. : a=153% [ =0, v, = 12m/s; d =30 m; p=60> :va
chang ichining BC qsnudag tracktonyvasiming tenglamast aniglansin.

H—I15-variantlar (1-chizma, 3-sxema), Motostikl 4 nugtada «
tezlikka ega bo'hb. gonzont bilan o burchak tashkil giluvehi /
wamnlikdagi A8 qism bo'viab ¢ s. davomida ko*tariladi. Motostk] butun
Al qism davomida doimiy £ kuch 1a'si-rida harakatlangan holda B
nuqiaga kelib o, tezlikka ega boladi va 7 s davonida havoda bo'lib,
eni o bo'lgan jarlikdan uchib o'tadi hamda O nuglaga o, tezlik bilan
kelih tushadi. Motostikining motostiklchi bilan birgalikdagi massasi m.

Masalam echishda motosuklni  motostikleht bilan birga moddiy
nugta, deb lu-soblansin va hamkaga qashilik Kuchlari inobatg,
olimmasin 7

IH=variant. - a= 30°, Peo, I=40m, b, =0, vy =4.5m/s; d =3
e va hoaniglansim

12-vanant. - o= 30°. P =0 /=40m, o, =45 mis.h=1.5m o,
damglan-sin

13-variant. © «= 30° ;=400 Kg, v, =0, =208, d=3m h=13
m P va [ amiglansin

I4-vanant =« = 307, m=100Kkg, I =2.2KN, o, =0. /=0 m o =5
m o, va..aniglinsin
I5-varant, : a= 30° u, =0, P=2KAN =50 h=2md=¥ m T

vam anig-lansin

16-—20-variantlar  (1-chizma,  4-sxema). Tosh  mshablikning
ponzont bilan «

burchak tashkil quluvehi va weunligr / bo'lgan A# qismi bo'vlab rs.
davomida su-panadi. Unung boshlang®ich tezligi v, . Toshning nishablik
bo'vlab sirpamish 1shgala-nish hoefTistienti / teng. Tosh & nugtada vy
tesdibha eea bo'lib, 75 dan kevin C nugtada vertikal jovlashgan himoya
devoniga bonb unladi. Masalani echishda tosh moddiv nuqta, deb gabul
gilinsin. Havoning qarshiligr lusobga olinmasin,
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16-variant. : «=30% v, =1 m/s /=3 m; /=02:d=25m & va
T aniglansin,
17-variant. ¢ «=45% /=6 m, vy =20, c= 1 s h =6m. d va f
aniglansin.
I8-vadanl. ; «=30% 0/ =2m, 0, =0 . =00, d=3m & va:
aniqlansin,
19-vaniant. ; «=15%1=3m vz =3mfs =0 r= 155, =2 m. v,
va h amg-lansin.
0-variant, : « =453% o, =0, =03 d =2m, b =4m. ! va ¢
aniglansin.
21—25vaviantlar (1-chizma, Ssxema). lism conzonl bilan o
burchak tashkil gi-luschi giva tekislibning [ wambikdag A8 gisnu
boylab A nuquadan harakat giladi. Uning boshlang®ich tesligi o, |
Sirpanish ishqalanish koeflistienti ¢ ga teng. =s. dan keyin jism 8
nugtada vy tezlik bilan giva tekislikni twrk etadi va gonzontal te-
kislikning € nuqtasiga v tezlik bilan wshadi. Bunda u havoda 7's vagt
mobaynida bo'ladi.
Masalani echishda jism moddiy nugla. deb qabul qulinsin va
havoning qarshilig hisobea olinmasin
20-vamant. ; a=30°, f=0; 0, = 1ms, ¢ - 1,55 h
aniglansin
22-vanant. ;v =0, =55 I =10m, ¢=2 5. f
tracktorivaning tenglamast aniglansin
23-variant. 1 =0, v, =0, I V81 m; -

10m, vyvad
va BC qismda

25 h=20m aval

aniglansin

24-variant vy =0, a=30%, f=02: /=10m, o 12 m = va h
aniglansin.

25vanant. © vy =0, a=°, F=02, | =6m, h =45m. va .
aniglansin.

26—30-variantlar (1-chizma, 6-sxema). Jism 4 nuglada o,
tezlikka epa bo'lib. 7 wamlikdagi gonzontal A% qism bo'vlab es
davomida  harakatlanadi.  Jismnmg  tekishk  bo'vlab  sirpamish
ishqalanish koellistienti / ga teng Jism A nuglada oy tesdik bilan
tekislikni tark etadi va havoda 7' s vaqt davomida bo'lib, ¢ nuglags «
tezlik bilan mshadi. Masalani echishda jism moddiv nugta. deb qubul
qilinsin. Havo-ning qarshilig hisobga olinmasin
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26-varant. @ v, =7 ms, =02 =8 m h =20 m d va ,

aniglansin
27-variant. © o =4 m/s. =0.1: e=25,d-2m vy va h aniglansin,
28-vanant. - vy =3 m/s, [=0.3: /=3 m. i =3m. v, va I aniglansin
2-varant. oo, =3m's; vy =1 mds, F25 m b =20 me foyg g
aniglansin
30-variant £ =025 1 =4 m; d=3 m: hi =5:m. (v ¥a ¢
aniglansin
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J-ilova 2-Topshirig.
Moddiy nugta tebranma harakatini taxiil gilish

I-5-variantlar (2-chizma). m; massali £) vukning (2 va $-vanantlar)
vohi massalan 2 va me bo'lgan D va E yuklar sistemasining (1, 3, 5-
vanantlar) x o'qi bo -vicha harakal tenglamasi topilsin. Sanoq boshi )
sukning yoki mos ravishda 22 va £ vuklar sistemasiming tinch vaayatida
(prujinalaming statk deformastivasi holatida) olnsin. Yuklami birlashi-
nbwrsveht sterjen op idiksiz va deformastivalanmaydi deb hisoblansin.

Isvariant DOvuk gy 2 keyhar binnmg bikidik Koeffistienti ¢=3
Nism bo'l-gan ikkita bir xil parallel pryjinaga osilgan AC taxtachaga
mahkamiangan, /2 vuk mahkamlangan nugla projinalaming o'qlandan
teng masofalarda joylashgan. Biror vagt onida D yukka E yuk fng - 1
kg) osib go'viladi Yuklar sistemasining harakatiga qar-shilik kochi
tezikka proporstional: /t= 120 (N), buerda v — tezhik (m/s), Mul!aqh;hr

AB tantachaning va unga mahkamlangan dempier gisnining massasi
hisobga olinma-sin

2avamant Dm, 1 k) va Efme 2ke) vuklami birlashtinb turavehi
siefjen hesib vubonlgan ondan boshlab B ougla: (ketmaker ulangan
prupmaslaming vuqgon uchi) C=1.5 sin 18 ¢ (sm) qonun bo'vicha harkat
gila boshlavdi ( o'q vertikal bo'vlab pasiga vo'nalean). Pryinalaming
biladiklan ¢, 12 N'sm, ;= 36N/sm

Javarant O vuk (mp 0.8 kg) AR taxiachaning & nuglasiga mah-
hamlangan va bikichih hoel-listienti ¢~ 10 Nism bo'lgan prujinag:
osilgan. Taxtacha ikirhik koeflistientlan o= Nism =6 Nism bo'lga
thkin parallel projmaga osib qocvilgan. F nuga bu prujinalaming
o'glandan @ va i masofalarda jovlashgan: ab= ¢ ¢y Biror vagt onida
Diyvukka 2 vuk (g = 1.2ke) osib qoviladi. Xuddi shu vagt omida vuk-
lar sistemasiga pastea yvo'nalgan =02 mv's teslik beriladi, Mutlag bikir
AR txtachanmg massast hisobga olmmasm,

d-vanant. Ikkita bir xil parallel prupnaning H{my =0.5 kg) va
Fim, 1. 5ke) vuklor i smdagt ctatk deformastivast f~4 sm: Yokiar
prujinalarpn mutlag bikir A2 wxtacha yordamida osilgan, Biror vaql onida
vuklarni biddashtinb wiruvehi stergen kesib vubariladi. D yukning haraka-

tiga garshibih tedikka proporstional A=6u (N), bu 'erda o — leshik (m/s).
Taxtachaning va unea mohkamlangan dempler qismimng massast hisobgn
olmmasmn
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S-variant. Bikirlik koeffistienti =4 N/sm bo’lgan prujinaga osig*lig
D yukka (my = 1.6kg) £ yuk (m; =2.4 kg) osilgan ondan boshlab A2
nugta (prujinaning vu-gorn uchi) &=2sin 5 (sm) gonun bo'vicha
harakatlana boshlavdi (£ o'qi vertikal bo'ylab pastga vo'nalgan)

6—10-variantlar (2-chizma). m massali 2 vukning gorizont bilan «
burchak tash-kil qiluvehn qiva tekishk borvlab harakat tenglamasi uni
prujinaga voki prujinalar sistemasiga kelib tegish omidan boshlab
topilsin; bunda yuk kevingt harskan davo-muda prujinalardan
ajralmavdi deb faraz qilinsin. Sanoq boshi uchun yukning tinch
vivati (prujinalaming statik deformastivasi holati) qabul qilinib,
uning harakati © o'qiga keltinlsin

G-variant. 1) yuk (i; 4 kg) qiva telishk bo'ylab (e = 30°) bosh-
lang'ich tediksiz s =01 m masolan o ub. bikirhk koeffisnentlan ¢ =i8
N/sm, £,=24 N/sm bo*lgan de-formastivalanmagan. ketma-ket ulangan
prujinatarga borib unladi

T-variant. Biror vagl onida D vuk (m=2kg) ¢ =12N/sm, c..6
Nfsm bikirik koeffistientlanga ega bo'lgan  deformastvalanmagan,
ketma-ket ulangan prajina-lamimg A4 uchiga boshlang ich tesliksiz ulab
qotviladi. Xuddi shu ondan boshlabr=0) prujinalarning tkkinchi # uchi
giva tekislik bo'ylab (e =45%) £ =0.02 sin 20/ (m) qonun bo'yvicha
harakat qila boshlaydi (£ 0°qi qiva tekislik bo*vlab pastea yo'nal-gan)

S-variant, ¢;=4 N/sm va ¢;= 6 N/sm bikirlik koeffistentlariga

ega bo'lgan 1 va 2 parallel prujinalar mutlaq bikir A8 tastacha bilan
birlaghtirilgan bo*lib. wning K nuglasiga bikirlik Lkoelfisuenu o= 15
Nism bo'lgan 3 prujina mahkam-langan. K nugta 1 va 2 projinalam-
mg o'qlaridan @ va b masofalarda jovlashpan a b=c¢y/c 1. 2 va 3
prujinalar deformastyalanmagan | 5 kg massali £ vuk 3 projinaning
N uchiga ulanadi. Xuddi shu onda 1) vukka qiva tekishikka (o =457)
parallel ravishda pastga yo'nalgan v,=0.5 m's tezhik benladi AN tax-
tachaning massasi hisobga olinmasin,
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2-chizma
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Y-vanant. D yuk (m =12 kg) giva tekislik bo'vlab (o =30°)
boshlang'ich tez-liksiz s=0.2 m masolani o'tib. bikirlik KoefTistuenu
¢=4.8 N/sm bo'lgan deforma-stiyalanmagan prujinaga borib uniladi.
Xuddi shu ondan boshlab (r=0) B nugia (prujmaning pastki uchi)
giva tekislik bo'ylab x=0.03 sin 12 ¢ (m) gonun bo'vi-cha harakat
gila boshlaydi (€ 0'qi qiya tekislik bo*vlab pasiga y 0 nalgan)

10-variant. 12 yuk (m = 1 kg) ikkita bir xal parallel prujinalaming
uchlarini birlashtiruvehi mutlag bikir AP -taxtachaning o'rlasiga
boshlang’ich 1ezliksiz mahkamlab go'viladi. Prujinalar deformastiva-
lanmagan. Prujinalaming bikirik koefistentlan e= 1.5N/sm. Yukning
harakatiga qarshilik tedikha proporstional £ 80 (N). bu erda o —tedik
(m/s), @ = 60 °. AR taxtachaning va unga mahkamlangan dempfler qis-
mining massasi hisobga olinmasin

11— 15-vaviantlar (3-chizma) m massali ) vuk gonzomal tekis-
likda £ o'q, atrofida aylana oluvchi vamsiz stegenning uchiga mah-
kamlangan, Yuk prujina bilan yok prujnalar sistemasi bilan binkunl-
gan. Stegjenning chizmada ko rsatilgan tinch turgan holan deformastyva-
lanmagan prujinalarga mos keladi. Moddiy nugla sifatda qabul qiling-
digan 1) yuk to°g'n chizg bo'ylab harbatlanadi. deb hisoblab, bu yvukn-

ing harakal tenglamasi aniglansin (vukning tekishik bo'vlab sirpanish ish-
qalanishi hisobga olinmasin), Hamkat x o'qiga keltinlsin, sanog boshi gi-
lib yukning tinch turgan holatiga mos keluychi nugta olinsin

1 l-vanant. D) vuk (m =2.4kg) bikirhk koelfistentlan ¢;=1N/sm

i =14 Nism bo'lgan ikkita parallel prupmaning uchlanm birlashy-
ruvehi AB taxtachaning / nuglasiga binkimlean. /7 nuqga projinalam-
ing o'qlanidan @ va b masofalarda jovlashgan a b ooy D vuk
chizmada kl}'mﬁ[g;ln \M}'hlld;lj'l L‘h:l[} lomonga » 2 sm qnvmalga
og'diriladi va boshlang'ich tezliksiz govib wuboriladi.  Yukning
harakatiga qarshilik tezlikka proporstional. B 6o (N) bu erda o-telik
(mvs), Mutlaq bikir A# taxtachaning va dempleminge massasi hisobga
olinmasin.

12-v ariant Biror vaql onida pnginaning © = 2 sm kvimatigacha
sigib ushlab tril-gan 1) vuk (my, - 3 ke boshlang'ich tediksir go'vib
yuboriladi. Prujinaning bikichk koelfistiennn ¢ © Nismo Shu ondan
boshlab (1 =0) & nugta (prujingning o™ng uehi) & = 1.2 sin & (sm) qonun
bo*vicha xarahat gila boshlaydi (S 0°q chapga yornalgan)

13-vanant. D vuk (m=1 kg) bikirlik koefMistienu ¢=12 Nism
bo'lgan pruji-naming uchiga mahkamlangan bo'lib. bu prujinaning
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ikkinchi uchi A 1axtachaning /- nuqtasi bilan biniktinlgan. A8 taxia-
cha xar birining bikirlik koeffistient ¢ 13 N/sm bo*lgan ikkita parallel
pryjinaning  uchlanni  bog'lavdi. & nuqgta parallel  prujinalaming
o'qlaridan teng masofalarda jovlashgan. Yukka ED stegenning chizma-
da ko rsatilean vazvatdan o'ng tomonga vo'nalgan =05 m's tezlik
beriladi Yuk-mng harakatiga qarshilik tezlikka proporstional: R-12u
(KN), bu erda v tezhik

ld-vanant. /) yuh ¢m 1.35kg) bir tomoni bilan c=4.4 N/sm
bikirdik hoeflisti-entiga egn bo'lgan pruinamng uchiga, ikkinchi lomoni
bilan bikirik koellisuentlan ¢:=2N/sm. ¢:=8 N /sm bo'l-gan ikkila
hetma-het ulangan prujinaning uchiga mah-kamlantan. Yuk chizmada
ko'rsatilgan vasrvatidan chap tomonga 2=2.5 sm qivmal-ga og'dinilib.
go'vib vubonladi va shu onda unga o'ng tomonga vo'nalgan ve=04
m's boshlang"ich teslik beriladi

I5-vanant /) vuk (- 1ke) ketma-ket ulangan prujinaning 4 uchiga
mahkamlangan. Prujinalaming ikkinchi & uchi £ 1.8 sin 127 (sm) qo-
nun ba“vicha harakatlanadi (S o7q chapga vo'nalgan). Pryinalar bikirlik
hoeffistenu ¢ —IN/sm. ¢~ 12N/sm. =0 da yuk deformastiyalanmagan
prupmalarea moe keluvehi tnchhik vaayatida turadi;

1o—20-variantlar (3-clusma) mn massah £ yukning (17 va 19-
vanantlar) voki nz, va my, massah £ va E vuklar sistemasining (16, 18,
20-vargntlar) hacakat tenglamasi topilsin (bu harakat ¥ o°qiga kellirilsin),
Sanog boshi £ yukning voki moe ravishda ) va £ vuklar sistemasining
tinch vasvatida (prupmalaming statik deformastivasi vaziyatida) olin-
sm D) va ke vouklar birgahikdag harkatlanda ayralib ketmavdi. deb farar
qilinadi

1o-vanant Ustuda /9 yukni fee -~ 10 kg) ushlab turuvehi /1 prugir
nuglada ikkita 2 va 3 parallel prupinalaming uchlarim birloshiinb tu
chi AR wxtachagn tavanadi /. 2 va 3 prupinalar koeflistienti (N/sm):
200, ¢~ 160, e 140 Fonugta 2 va 3 prujinalaming o'qlandan a va
masofalarda jov lashgan: a/b=cdes 1 yukning ustiga £ yuk (= 30 kg)
go'yviladi va shu bilan bir vaquda yuklar sistemasiga pasiga vo'nal-

pan o0 mvs tesdik benladi 4B taxtachaning massasi hisobga

olinmasin
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17-v a r1an i Biror vaqt onida £ yuk [2 vukning ustidan olinadi
(ikkala vuk ham pruyymaning statik deformastivasiga mos keluvehi
tinch holatda wnbdi) 2 va /< yuklar sistemasining  pnygina ustidagi xusu-
sty tebranishlarining stklik chastotasi £=20 rad/s. massalar nisbati
mp mg—23

18-vanant Ikkita bir xil parallel prujnalardan har birning £ yuk
(m=20ke) ta sindagt stank deformastivasi, £, =2 sm. Biror vaqt oni-
da D) vukning ustiga /£ yuk (= 10kg) qo'viladi. Yuklaming harakatiga
qarshilik tezlikka proporstional: 2=6045 o (N), bu erda v-tezlik (m/c),
Mutlag bikir taxtachaning va u bilan bog'-langan dempfer qismuning
massasi hisobga olinmasin.

19-vanant [kkita D) va E vukim,=15kg, m=25kg.) ¢, =250N/sm
va ;=375 Nism  bnkirlik Koeflistientlaniga ega bo’lgan Ketma-ket
ulangan prupimalaming ustida tinch wnbdi. £ yuk olingan ondan boshlab
pruimalarnmg ayanch nugtasi & =05 s 300 (sm) gonun bo'yicha
harakat gila boshlavdi (£ o°qu vertikal bo'vlab pastaa vo'nalgan).

20-vanant. Prupnaning  staink deformastiyagn mos keluvehi tinch
holatda bo luan 1 vukning ustiga vagiming biror onda £ yuk ko'yiladi
Nuddi shu onda v uklar sistemasiga pastga vo'nalgan v=0.3 nv's tezlik be-
nladi £ vukning prujing ustidags xususiy tebranishlarining siklik chas-
totast A 24 rad/s, massalarmsbati mg - mp 3

21— 25-variantiar (4-chizma) m massali £2 yukning gonzont bilan o
burchak tshkil gqiluveln silliq qiva tekislik bo‘ylab harakat tenglamasi
harakat v o'giga kelunlgan holda topilsin, Sanoq boshi gilib yukning
tinch turgan holan (prujinalaming statk deformasuya holan) gabul gilin-
sir

21-vanant. Biror vaqt omda 2 yuk fm-2kg) ¢,=7 Nism va ¢;=3
Nism bikirhik koeffistentlarga ega bo'lgan deformastiyalanmagan pru-
jinalarning uchlanga mahkamlanadi Shu bilan bir vaqtda yukka qiva
tekislik (@—-157) bo'vlab pastga vo'-nalgan o =04 m's tezlik benladi,

22t 1) vuk qiva tekislikning (e=307) ustido prujinaning statik
deformastivast f, 2sm po mos keluvchi unch vaziyatda turadi. Biror
vagt omida (r=0) B nugta (prupnanimg yugon  uchi) £ =0.01 sin 10¢ {(m)
gonun bo'vicha harakat qila boshlaydi (€ o'qi tekislik bo'ylab pastga
vo'nalgnn)

23-vanant. /) vuk (e 3ke) ikkita deformastiyalanmagan parallel
pruinalaming
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uchlarini birlashtiruvchi A8 taxtachaning 7 nugtasien mahkamlanadi
va boshlang'ich tediksiz qo'yib yubonladi. Prujinalaming bikirlik koef-
fistientlan ¢,=2 N/sm va ¢z=4 N'sm. £ nuqia prupinalarning o’glandan
va b masolalarda jovlashgan: a/b = cye; | a =60°. Yukning harakatiga
qarshilik edikka proporstional: £ 120 (N). bu erda o tedik (m's)
AB taxtachaning va dempfeming massasi hisobga olinmasin
24-variant. Biror vaqt onida 2 vuk (m=1kg). ¢;= 12 Nism va ¢4
Nism bikirhk koefTistientlanga ega bo'lgan deformastivalanmagan ket-
ma-ket ulangan prujinalar-ning A uchiga mahkamlanadi va boshlang‘ich
tezhiksiz qoyib vuboriladi. Shu bilan bir vagquda (/=0) prujinalarming
ikkinchi B uchi £ = 1.5 sin 10r (sm) qonun bo'yicha ha-rakat gila
boshlaydi. & o*qi giva tekislik (a= 307) bo'ylab pastga yvo'nalgan
25-vanant. Ikkita bir xil parallel prupmalaming uchlan 42 wxiacha bi-
lan birlashtirilgan. Har bir prujimaning giva tekislik (¢=307) ustda vot-
gan D yuk (m 1.5kg) ta’sindagi stauk deformastiy asi /=49 sm. Biror
vaql onida £ vukka qiva tekislik boslabab yuqonga vo'nalgan o ,~0.3
/s boshlang’ich tezlik benladi. Yukming harakanga qarshilik tezlikka
proporstional: R=6u (N). bu erda o~ tedik. (m/s) Mutlaq bikir A2 taxia-
chaning va u bilan bog'langan dempfer gismining massasi hisobga olin-
n
26—30-varianthar (4-chizma). Plitaning massasion ¢ uborza olmasdan
vumi mutlag bikie, deb hisoblab. 1 massali O jismning harahat tenglamas
(iaga unlgan ondan boshlab welsin. Kevingi harakat dayomida plita-
Jan ajralmaydi deb, faree gilingmn holdn topilsin Yukning harakat &
o'qiga keltinlsin, Sanoq boshi qilib bu vukning tnch holatdagt vazivau
(prujinalamung statik deformustiva holauda) olinsin
26-variant. Phia ¢, <600 Nism va ¢;=400N/sm bikirik koelTistien-
tlariga ega bo'lgan ikKita parallel prjinaning ustida votibdi 1) vuk (m=350
he) plitaning prupina o'glandan a va b masolalarda jovlashpan / nuglasi-
ga/r-0.1 m balancllikdan boshlan-g'ich tezliksiz wshadi a b o ¢,
27-vanan. Ustiga plita qovilgan thkia parallel prujmadan har bir bi-
nning bikirik keeffistientt ¢~130 Nsm. D vuk (m 0ke) plitaing
o'rasiga qo'viladi va prunalaming deformastivalanmagan vasivatida
boshlangich tezliksiz qo'vib yuboriladi Yukming harakauga qarshilik
tezlikka proporsiional: & 400w (H) Bu erda teshik (smys) Phitaning
v dempleming massasi msobga olinmasin
28-vanant. /2 yuk plitaning ustiga - 3sm balandlikdan wshadi Pru-
Jinanng bu yuk 1a’sindan statk egilishy ;=1 sm
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29-variant. Plita bikirlik koelfistientlari ¢,=c>=¢=400 N/sm bo’lgan
ikkita bir xil parallel 7 va 2 prujinalaming ustida yotibdi. Biror vaqt onida
Dyuk ¢t 200 ke) plitaning o rlasiga o'matiladi va shu bilan bir vagtda
c:=200N/sm bikirik koflistientiga ega bo‘lgan delormastivalanmagan
prujinaga mahkamlab qo‘viladi. Xuddi shu vaqt onida (deformastiyalan-
magan prujinalarda) yukka pasiga yo nalgan vg—0,6 nvs tezhik berladi.

30-vananl. Biror vagt onida [ yuk (w=100 Kg) plitaning ustiga
o matiladi va (deforma-stivalanmagan prujinalarda) boshlang ich tealik-
siz qovib vuboriladi. Xud-di shu ondan boshlab £ nugta (prujinaning
pastki uchi) &5 sin 20 ¢ (sm) qonunga muvoliq vertikal bo‘yicha hara-
kat qila boshlaydi (S o°qi pasiga yo'nalgan) Prujinaning bikirlik
koellistienti c=2000N/sm

Topshirigni bajarish namunasi.

Massalarn #1,-2 kg va g3 ke bolgan D va £ yuklar gorizoniga
nisbatan «=30" burchak ostida qivalangan silliq tekislik ustida ¢ - 6N/sm
bo'lgan prujinaga ticalib tu-nbdi .

Biror vaqt onida £ vuk olib tashlanadi. Shu bilan bir vaqtda prujina
pastkt uchi A giva tekis-likda £ =002 sin 107 (m) qonun bo‘yicha
harakat qila boshlay di. £ yvukning harakat (englamasi topilsin,

Yechish: Masalam echish uehun nugtaning harakat differenstial ten-
glamalandan foydalananiz. Koordinata sistemasining boshini yuk [
ning H nugla o"zanmg o'na vaavatda olamz ¥ o'qini giva lekishk
bo'vlab tepaga () yukning £ vuk olingandan kevingi harakati tomonga)
vornaltiramiz ) vukning harakat quyidagi differenstial tenglama bilan
iodalanad

My x =X

bu erda XX, £ vuhka ta’sir Kiluvehi kuchlar © G, ogtirlik kuc!

N — giva tekis-
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likning normal reakstivasi va P prujina elastik kuchining x o'giga
proekstivalari-ning vig'indisi (3-chizma, a).

Shunday qilib,

myx — -Gy sina-F

bunda P2 = ofx-fge 2 Sfup - prajining D yuk ta’sindag statik
deformastivasi, £ — prujinaning pastki uchi mahkamlangan nugtaning &

o s (=002 m: 7 10 rad’s) gonun bo'yicha ko*chishi.

Prujinaning statik deformastivasi £, ni 1 vukning qiva tekislik ust-
dagi tinch holau tenglamasidan topamiz (S-chizma, )

XX, @) =GpsinatPa=0

vani  -Gp sinats fup <0, bundan  fn— Gy sinale.

Bu tenglikka asosan 12 yukning harakat differenstial tenglamasi

mpx =iy sina= c(X-f.pn- &),

quyidagt ko rinishni oladi:

mp s tex -cd Sin pr.

Tenglamaning barcha xaddarm sz, ga bo'lib, quyidagi cmy, k',
ey b belailashlami kantb,  differenstial  tenglamani  quyidagi
ko'nnishga keluamiz:

v+ kSe=hstygn

Bu bir jinsh bo'lmagan tenglamaning echimu bir jinshi tenglamaning
umumiy - echi-mi 2% va maskur bie jinsli bo'lma-gan tmglamminé
sususiy echinu x* dan tashkil topadi:

X=X

Bir jnsh tenglamaning umunyy echinu quyvidagi ho*rinishga ega:

v* Cyeoske O sk

Bir pinshi bo'lmagan ten- 4
glamaning xususiy echimi

=0 k) fsingt

Umumy integral

x= C; cvos kv € sin
ket [l (k== pr) fsin pu

Cyova Oy omtegrallash
dommivlanning  qrvmatlarim
aniglash wchun quvidag «
wehum tenglamant fuzanuz

i Cik sin kv Ck

coskt + [hip (k5= pi) Jeospre M
iy Jeosy : L v




va masalaning boshlang"ich shartlaridan fovdalanamiz.

‘Tekshinlayotgan harakat prujinaning /2 va £ yuklar ta'siridagi defor-
mastivasi statik deformastivadan 1borat bo'lgan ondan (/=0) boshlanaci.
Sanoq boshn © ning qabul gilingan vazyatida ) yukning boshlang'ich
koordinatasi Xy = ~f. bunda o= Gpsimec — prygining £ vuk
ta’'siridagi statik deformastivasi,

Shunday qilib, =0 da x - -£..x =0
=0 da yozamiz.

£, =08, =k Hhp ik’ = p*)

€= = fanCe = hp IRk - i

Endi 1) yukning harakat tenglamasi:

Iy VL,
Xm- coskf-—— " snkl+ — —an
s e By
Tenglamaga kiruvehi katialiklaming son qivmatlanini wopamiz
e [abo . Gexina _3-9%1-08
t='\|;|.\r_,, _\:_2. = 113t S = ; = e 002450

I ol A (L2

x=x) VA &= a0 tenglamalami

I'-:---pi i m,JI-: -t} = 2 3000 = 2003
i 00340

hiki=ph) 173

Demak, vuhning harakat

tenelamasi
a2 450001 7.3 = 1,73 wm 17,30 + 3um | 0rgeom)

= {10

= (101 T3
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3-ilova 3-Topshiriy

Harakat migdorining o*zgarishi to‘g‘risidagi teoremani moddiy
ougia-ning tezligini aniglashga tadbiq etish

m  massali jismea gonzont bilan « burchak tashkil giluvehi qiva
tekislik bo*viab tepaga vo'nalgan v, boshlang‘ich tezlik berilgan. Jismga
o'sha tomonga qarab vo'-nalgan 77 Kuch ta’sir qiladi,
o'zzanish qonum P P() ni va sirpanish ishqa-lamsh koeflisuenti / ni
bilgan holda jismning ¢ . ¢ 5, ¢ ; vaqt onlanda tezligi aniglansin va olingan
natija harakat differenstial lenglamasi yordamida y vagqt omi uchun tek-
shirilsin.  Echish uchun zamr ma’lumotlar 1-jadvalda kelinlgan.

1-jadval

1

u
=

k

1

=115 e

P ]

sﬁzuaulmazn

G bR el Eedp e 2
81
|

i
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x
1
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J-ilova 4-Topshirig.

Kinetik ehergtyan ing o*zgarishi haqidagi teoremani mexanik
sistema-ning harakatini o*rganishga tadbiq etish

Mexamk sistema tinch holaidan og'irik kuchi ta'sinda harakaiga
keladi; sistema-ning boshlang'ich holati 6—8-chizmalarda ko rsanlgan.
Jism / ning ishqalanish ku-chini (1—3. 5. 6, $— 120 17—23, 28—30)
vanantlarda va sirpanmasdan g'ildiraydi-gan jism F ning dumalashga
qarshiligini (2, 4, 69, 11, 1315, 20, 21, 24
hisobga olib, bashqa qarshilik kuchlanni hamda cho®almavdi deb laraz
gilingan iplaming massalanm hisobga olmagan holda psm / ning
tedigini ubosib o ttan vo'l s ga teng bo'lgan vagl om uchun aniglang

Topshinqda quyidagi belgilashlar qabul qulingan: my, w1, me my —
jism [, 2, 3. 4 laming massalan: Ry ro . Rors — katia va kachik
aylanalaming radiuslani; iy, s — jism 2. 3 laming og'irhk markasdan
o'tgan porizontal o'qlariga nisbatan nerstiva radiuslan: o, )
tekisliklaming gonzonlga og'ish  burchaklan,  / sirpanishdag
ishqalanish koeffistienti. § — vumalashdagi ishqalanish hoellistient

Echish uchun zarur ma’lumotlar quvidagi 2-jadvalda keltinlgan

Jadvalda merstiva radiuslan ko'rsatilmagan bloklar va katoklar
tutash bir jinsh silindrlar deb qaralsin. Iplaming mishab qsmlan mos
qiva tekishiklarga parallel
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Glossariy

Atamaning Ataman- | Atamaning | Atamaning ma’nosi yoki tarifi
o*zhek tilida ing ingliz | rus tilida
nomtlanishi tilida nomlanishi
nomlani-
shi
" Nazariy Theoreti- | Teopetn- | Jismluming o*zaro Lasin,
mexanika cal me- neckan muvoranal viemexa-nik harakat
chanics stexsmnca | qenumy atlaring o' rgonivehs fan
Muvazanat Balance Panuone- | Biror o'z almas sanog
| cue sistemasign nisbatun tinch
| vaziyat
r Mexanik Mechun- | Mexann- | Nl yoki jismlarming o zaro
| harakat jos motjon | sieckoe ko'chisn
| o » _ARKenne e -
| Satatila Statics Cravnwa | Kuch, kuchlar sistemasi, kuchlar
sistemasinmng muviozanaly,
ishoulanish, fermalar va ularm
hisoblash usullar hamda og'irlik
| ki Vi ulurni aniglash
e usullagini o' rganadigan bo’ lin,
[Kinematika Kinemat- | Kmwewa- | Mexamk harakatng shu harakatni
fes Tk vujudga kelt-ruveln kuchlargs
oo lamasdin o rganadigan
=l __tbo'lim
[ Dinamika | Dynamics | Aumasimea | Mexamk himakatm sho harakatnt
| vujudga kelt-ruvehn kuehlarm
| Iisobga alib o rrinadigan bo lim.
Moddiy nugta Muterial | Marepn- Mussiga ¢ bo'lgan, moddiy
point ERTRTET] nugia

| Absolyul gatig | Absolute

jivm

| rigid hody

| Kueh ta'sindan iRk nugtas

vrmsidag masofas o zparmasdun

| A0e TR0 qoladigan jism
| Erkin jism Free hody | Coofomnoe | Ixtivorty vo'oalishda harakatlung
! Tean oladigan jism
| Kuch | Foree Cwa | Jismlaming o'zaro ta'sin
| Kuchlar | Foree sys- | Cuerema Ta'sir etuveln: i necha Luch
| sistemusi | tems (SIN] i1
[ Teng ta'sir Equiva- Pannoaeii- | Kuchlar sistemasining ' sinm
tunehi kuch | lent force | crnviomas | volg'iz o'z bera oladigan kuch
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Muvozanatlash | Balancing | Ypanuo- | O'zaro muvoranatlashuveli
uv-chi kuchlar | system of | seu- Kuchlar
sistemusi forces BaIL
cHucTeMa
ci |
Bog'lanishdagi | Not free | Heenofioa- | Harakan voki holat biror
jism bady woe rean | sababga Ko'ra cheklab gotvilgan
Bog'lanish Forceof | Ciuia pe- anishning jismgi
reakstiva kuchi | reactions | asaouii | Ko’ rsatadigan 1a°sini
of com- enun |
municia- |
tion | - .
Kesishuyehi Coneurre | Cuerevia Fasir ehizeglan bur nugada
kuchlar nt loree CRONTIN | kesishadigan kuch-lar
sistemasi system ciLl
Kuchning o*qqa | Projection | Hpoesaa | Roch modulim o quing mushat
proekstizasi of foree 1o | e s vo malishi bilun bosil qilgan
an axis ueh | burchagi Losunusiga ko' pavimst |
Kuchning Moment | Mosgenry Kuch modulyy ellngmonsent
nug bga of u Toree |m‘hll-| or- | markazidan huch-ning ta s
nishitan with re- | moewrean- | chiag igacha cng qisaa
maomenti spectioa 1o Yo masolaga ko' pay tmassi
L el R N
Jult luch Pair ol Mapa ¢ Migdaran teng, 1’ si chwglan
forves | | parallel va gara-m
| V' 1
Juft kuch Moment | Mowens | Jull L I
momenti of pair | mapaa e | bornung juit kueh elkosipa
forvies | ko paviiiasa
Bosh vekitor Resultant | Fammnaft | Istyony bochlar aslemasing |
| vecior eR1op | teng 1 wir cluv-chisa
Bush moment Resultant | Paasmaii | Kuchlar ssvemasining
monieni MOMET heltayah tarkaziga mishati
=S )| (- | monientlan vekior y
Sirpanishdagi | Sliding Tpetim Nurpanay ol § o' Zam
Ishgalanish Triction cromrme- | tepib wgan vaeabanda hosil
pe o e | be lgan ishgalanish
Dumalashdagi Rolling | Tpeunn Dumalayotgan jremlanmng
ishgalanish fric-tion | wavermn | dumalashga g lik
] Ko'stuvehi kuch . |
_ Fermular Farms | Depym | Stenentarm sharmiriar vositasida
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biriktirihshi-dun hosil qilingan
konstrukstiyva
Nugta harakati | Point Jmusenns | Nugtarng boshlang ich
move- TouEN holatidan olirgs holati-ga vagtga
menty bog liq holdw ang bir holda
o lishi
Nugta trackto- | Trajector | Tpaexto- | Vagt o tishi bilan nugtaning
ri-yasi yof pust voukn | fazoda goldirgan 1z
— particle
Nugta tezhigi velocity of | Cropocrs | Harakat gonumidan vagl bo'y icha
it |5 Lrossn | olingan birin-chu tartibli hosila
Qatiig jismning | Transla- | Tlocryma- | Jismda olingan har qanday kesma
il-garilanma tion move- | reannoe | jsm harskat davomida hamma
hara- move- | ams=menne | vag o'2-0 g panedlel golishi
kati ments of | TREpAOTG
the rigid Teda
hody
Qattiq jismning | Rotation | Bpama- Harabatlanuvehn qattiq jismong
aylanma muotion of I TeAL-Toe tkkita pugtast doimo
| harakati rigid body | amswenne | go'zp almasdan gqolisht
| rueptora
- | veam .
Burchak tezlik | Angular ¥iaonan Avlansh burehogidan Vil
| veloeity Cewopoctn | bo'vicha olingan binnchi hosila
“Burchak Angular | Vraomoe AvLanish burchagidan vagt
tesdanish acceleratio | yeropenne | bo yvicha olmgan ikkinehi hosila
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|r Quitiog jismuning | Plane-pa- | Maoesona- | Barcho nugtalan berlgan
| tekds paraliel rallel mo- | paaaean- | Ko'zgalmas wkishikka parailel
| harakati ti-on of Hoe - tekasliklarda harakatlu-nuveh
rigid body | wemie Jismning harskutigs
| 1mepaore
| re-i
Tesdiklar only | The in- | Munonen- | Benlgan anda tezligs nolga leng
markazi | stant ven- | i mesrrp | bo®lgan migls
| tre of | eropoctei
| speeas
Nuqtaning Relative Ornocn- Nugtaning qo'zg’ aluvehan SO
movement | TeaL-Hoe sisternasigy mshatan hurakan

nishiy harakati

of 4 point | imisEe-nne
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Nugtuning Absolute | Caomnoe | Nugtaning bir necha sanog
mural-kab movement | mmcxemnte | sistemalarign ns-batan haraboati
harakati of uwpoint | 1oaku 3
Koriolis Coriulis Yewope- | Ko chirma harakat ay lanma
tezlanishi acceleratio | ume Ko- | harakatdun iborat bo' lgamida
n pHo e |I1a.!:-'|l b’ lndigan tezlanish
Muddiy The diffe- | Qndde- | Hurakot  tenglomasinng
nugtaning rensial pen- | differenstial o mnisha
harakat equation | mweaILoe |
differen-stial maove- Ypanncine |
tenglamasi ment of 8 | g |
material | warepn- |
pu-int wn-noi |
| b
Boshlang'ich Entry T Hamans- Harukstung boshlanish vaquiga
shartlar conditions | mae yeao- | mos keluvehn koordimat va
Lt _|maw  ftehk =i
Qaytaruvehi Restoring | Bocera- Moddiv nuqtan muvosanat
kuch foree L= holatiga quy taruv-cha Kueh
oA
e L RS = R L R R
Qurshilik kuchi | Force | Cwrmen- | Muhitning sususivitluom
resis-lance | upo- hasohga olovehi kuch
.l B
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kuch foree | mmsoman | gplgan holda harakuim
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Tebranish Amplitud | Avswmiry- | Moddw nuglaning muveesnal
amplitudasi eol | woelia- | bolotidan eng b ks
owilla- i | masofaa
tion | X | i
Tebranish dav il | Period of | Tepmoa Rir mana 1o hy telvm wliun
| escillation | soefandi | kol v
Tebranish Frequene | Yactora 1 mek (U chadag 10 hyg
chastolasi yol woseBammit | tebmnish lar somi
oscilla-
tion E |
Resonany Resonanc | Pesosne | Tebrummyotgan sistemn Nususty
¢ chastobass balan tash
| | v otuvaha kueh clhinstotass leng
| | B lgan bolids tet
] o I T | amphtuds g
Massalar Cenirve of | Wlenyp Sistemuda massalar tagsunoting
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